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12Quaderno

Il velivolo come sistema dinamico

Tutto ciò che puoi immaginare, è reale.
– Pablo Picasso
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Allo scopo di determinare il moto del velivolo nel suo complesso, cioè le storie
temporali dei sei gradi di libertà di corpo rigido, è necessario pervenire ad un problema
differenziale di valori iniziali in forma chiusa. Nei capitoli precedenti si è messo in
evidenza come sia necessario affiancare alle equazioni delmoto proiettate in un riferimento
mobile delle relazioni differenziali ausiliarie. Ciò permette di esprimere la dinamica del
velivolo secondo un formalismo tipico della Teoria dei sistemi dinamici. Sarà dunque
possibile interpretarne l’evoluzione nel tempo come una traiettoria nello spazio degli
stati e formalizzare il problema del controllo del volo come inseguimento di uno stato di
riferimento.

12.1 Equazioni della dinamica

Per fissare le idee, si consideri uno dei sistemi di equazioni del moto ricavate nei capitoli
precedenti, ad esempio il sistema (7.10)-(7.11), che qui riscriviamo per comodità del
lettore:

�
Pu
Pv
Pw

�

D �
24 0 �r q

r 0 �p
�q p 0
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�
u

v

w

�

C 1

m

�
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�

(7.10)
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4 Quaderno 12 Il velivolo come sistema dinamico
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Come osservato nel paragrafo 7.3, quello qui riportato rappresenta un sistema di 6
equazioni differenziali ordinarie nelle incognite:

x D �x1; : : : ; x12

�T D �u; v; w; p; q; r; xE;G; yE;G; zE;G; �; �;  
�T (12.1)

Nella scrittura della (12.1) è stata preferita la notazione in grassetto per indicare una
matrice colonna, richiamando una consuetudine dell’ingegneria dei controlli e dei testi
di Teoria dei sistemi dinamici. In quei campi si direbbe infatti che x è il vettore di stato
del velivolo in quanto esso costituisce un insieme di parametri la cui conoscenza in un
dato istante permette di determinarne l’evoluzione ed il valore in un istante successivo. In
particolare, il vettore di stato è l’insieme delle due colonne xd e xk:

x D �xd;xk
�T (12.2)

Il vettore dei parametri dinamici xd deve il suo nome al fatto che esso è la parte del vettore
di stato la cui evoluzione è determinata dalle equazioni della dinamica del velivolo, cioè le
leggi di Newton. Osservando che le equazioni (7.10)-(7.11) sono esplicitate rispetto alle
derivate temporali delle variabili di stato dinamiche se ne può dare la seguente espressione
formale:

Pxd D fd
�
xd;xk;u

�
(12.3)

dove la fd è una funzione a valori vettoriali che rappresenta i secondi membri delle sei
equazioni scalari che discendono dalle leggi cardinali della Dinamica. Dalla (12.3) emerge
la dipendenza delle accelerazioni Pxd, oltre che dalle variabili di stato, da un ulteriore gruppo
di parametri indicato con u.

12.2 Equazioni cinematiche ausiliarie
Il vettore dei parametri cinematici xk è così chiamato perché esso è la parte del vettore di
stato che evolve nel tempo per mezzo di equazioni di natura cinematica. Queste ultime
sono necessarie alla formulazione di un problema in forma chiusa e vanno aggiunte alle
(7.10)-(7.11).

Le equazioni da affiancare al sistema ricavato dalle leggi di Newton sono date da una
coppia di relazioni cinematiche ausiliarie che esprimono: (i) le derivate temporali delle
coordinate del baricentroG rispetto alla terna fissa e (ii) le derivate temporali degli angoli
di Eulero del velivolo. La prima è detta equazione della navigazione ed è data dalla
seguente trasformazione di componenti:

fV gE D ŒTEB�fV gB (12.4)

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Aerospaziale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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12.3 Equazione di evoluzione 5

ovvero dalla:

�
PxE;G

PyE;G

PzE;G

�

D

266666664
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�
sin� sin � cos 

�
cos� sin � cos 

� cos� sin 
� C sin� sin 

�
cos � sin 

�
sin� sin � sin 

�
cos� sin � sin 

C cos� cos 
� � sin� cos 

�
� sin � sin� cos � cos� cos �

377777775
�
u

v

w

�

(12.5)

Avendo assunto quella degli assi Terra come terna inerziale, la matrice colonna a primo
membro della (12.5) è effettivamente la rappresentazione del vettore VG nel riferimento
TE, cioè fV gE. Ciò giustifica la (12.4).

Il secondo sistema di relazioni cinematiche ausiliarie è dato dalle cosiddette gimbal
equations [9] o equazioni di evoluzione dell’orientamento:

� P�
P�
P 

�

D

266666664
1

sin� sin �
cos �

cos� sin �
cos �

0 cos� � sin�

0
sin�
cos �

cos�
cos �

377777775
�
p

q

r

�

(12.6)

che in forma compatta porgono:
� P�
P�
P 

�

D ŒG�f˝gB (12.7)

Si osservi come, a differenza della (12.4) o della (12.5), le equazioni di evoluzione
dell’orientamento non rappresentino delle leggi di trasformazione delle coordinate. Nella
(12.7) l’unica rappresentazione di un vettore è la colonna f˝gB che compare a secondo
membro mentre la matrice colonna Œ�; �;  �T non è la rappresentazione di alcun vettore
ma semplicemente un insieme di derivate temporali di parametri del moto. Pertanto, la
matrice ŒG� non è una matrice ortogonale ed è facile constatare che essa ha determinante
pari a .1= cos �/.

Viste la (12.5) e la (12.6), si osserva che l’evoluzione degli elementi della matrice
colonna fxkg delle incognite cinematiche è data dalla relazione:

f Pxkg �
� PxE;G ; PyE;G ; PzE;G ; P�; P� ; P 

�T D
24 ŒTEB�

Œ0�
3�3

Œ0�
3�3

ŒG�

35 fxdg � ŒK�fxdg (12.8)

12.3 Equazione di evoluzione

Le equazioni scalari scritte nella forma compatta (12.8) costituiscono le relazioni diffe-
renziali che, affiancate al sistema di equazioni del moto negli assi velivolo, permettono
di porre un problema di valori iniziali in forma chiusa. Il sistema costituito dalle (7.10),

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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6 Quaderno 12 Il velivolo come sistema dinamico

u.t/

x.t/ f .x;u/
R

x.t C�t/

integrazione
numerica
al passo

Figura 12.1 Evoluzione del velivolo conside-
rato come sistema dinamico. Nel gergo della
simulazione del volo il processo di calcolo di x

negli istanti futuri si dice ‘propagazione’ dello
stato.

(7.11) e (12.8) potrà scriversi formalmente come:(f Pxdg
f Pxkg

)
�
( Pxd

Pxk

)
� Px D f

�
x;u

�
(12.9)

La (12.9) conferma che un velivolo, in quanto apparato tecnologico che evolve in un
ambiente circostante secondo le leggi delineate in precedenza, può essere trattato come
un sistema dinamico. La colonna x, cioè:

x D �x1; : : : ; x12

�T (12.10)

è il vettore di stato del sistema costituito dall’insieme delle due colonne xd e xk. La
relazione differenziale (12.9) è detta anche equazione di evoluzione.

La figura 12.1 rappresenta una schematizzazione del processo di calcolo numerico
dell’evoluzione di un velivolo. In particolare, l’accoppiamento delle equazioni del moto
(12.9) a delle condizioni iniziali:

x.0/ D x0 ; u.0/ D u0 (12.11)

e la conoscenza di una legge di comando u.t/ predefinita conduce ad un problema di valori
iniziali ben posto. Data la evidente non linearità delle equazioni del moto, il problema
viene risolto attraverso tecniche di integrazione numerica al passo.

12.4 Il vettore degli ingressi
La colonna u è detta vettore degli ingressi (inputs) e costituisce un insieme di parametri
regolati per mezzo di un intervento esterno. Si pensi all’azione del pilota sui comandi
primari o ad una perturbazione delle condizioni atmosferiche chemodifica il vento relativo.

Per un velivolo di configurazione architettonica tradizionale e per volo in aria calma il
vettore degli ingressi è dato dalle note variabili di controllo:

u D �ıT ; ıe; ıa; ır
�T � �u1; : : : ; u4

�T (12.12)

dove ıT è il grado di erogazione della spinta (thrust setting, tipicamente pari a una per-
centuale della spinta massima ottenibile) e ıe, ıa, ır sono le deflessioni delle superfici di
governo convenzionali. In tal caso la storia degli ingressi u.t/ è detta anche legge di co-
mando. Dall’esame della (12.12) si constata che la dipendenza da u espressa con la (12.3)
risiede nelle dipendenze che le grandezze .XA; YA; ZA/, .XT; YT; ZT/, .LA;MA;NA/ e
.LT;MT;NT/ presentano in generale dai parametri ui , oltre che dalle stesse variabili di
stato.

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Aerospaziale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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12.4 Il vettore degli ingressi 7

2
Total Moment

1
Total Force

2
Pilot 

g

DCM Fgrav

Gravity 

Aero Coefficients

Fltparams

Engine Coefficients

XYZ

LMN

Forces and Moments

Fltparams

Pilot

rho

Engine Coefficients

Engine 

Uaero

FltParams

Aero Coefficients

Aerodynamics

Pilot uaero-out

Actuators

4
FltParams

3
DCM

2
Pilot

1
EnvirBus

<uaero, uprop>

<rho>

<g>

Ftot

Mtot
<uprop>

Figura 12.2 Schema Simulink per il calcolo della forza e del momento risultante istantanei.

La figura 12.2 riporta uno schema Simulink per il calcolo istantaneo della forza e del
momento baricentrico risultanti. Il blocco denominato ‘Forces and Moments’ effettua
il calcolo istantaneo dei vettori fFAgB C fFTgB ed fMAgB C fMTgB mentre il blocco
‘Gravity’ calcola gli elementi di fFGgB. Nel caso generale gli ingressi sono costituiti
tanto dall’azione del pilota (segnale denominato ‘Pilot’) quanto dall’eventuale presenza di
vento e di agitazioni atmosferiche locali. I segnali denominati ‘EnvirBus’ (Environment
Bus) e ‘DCM’ (Direction Cosine Matrix) rappresentano, rispettivamente, i dati ambientali
correnti (posizione geografica, quota, densità, temperatura, eccetera) e l’orientamento
del velivolo nel riferimento fisso prescelto. Il segnale ‘FltParams’ (Flight Parameters)
rappresenta il vettore di stato corrente. I due segnali di uscita di questo schema sono
denominati ‘Total Force’ e ‘Total Moment’ e rappresentano i due vettori fF gB ed fMgB,
rispettivamente.

I segni positivi delle variabili di controllo sono definiti da ben note convenzioni ed
il loro campo di variazione dipende dal particolare velivolo in esame. Nella pratica,
la variazione di ciascun ingresso dipende dalla regolazione di un rispettivo comando
situato nella cabina di pilotaggio (cockpit controls). A sua volta, la posizione di ciascun
comando può essere normalizzata in modo che essa corrisponda ad una variabile reale in
un intervallo Œ0; 1� oppure Œ�1;C1�.

Solitamente l’intervallo di variazione della posizione della manetta va da 0 (manetta
al minimo) a C1 (massima potenza). La figura 12.3 nella pagina successiva mostra
un esempio di definizione della posizione della manetta per un motore turbofan, data
dall’angolo ıTLA (thrust lever angle).

Le escursioni della barra o del volantino e della pedaliera sono tutte ridotte ad un
intervallo che va da�1 aC1, in cui il valore 0 rappresenta la posizione neutra del comando.
Per esempio, la barra tenuta nella sua posizione più arretrata ha una regolazione pari a
�1. Di conseguenza, in un velivolo sprovvisto di dispositivi di comando automatico, il
bordo d’uscita dell’elevatore è ruotato verso l’alto (escursione negativa), in una posizione
che corrisponde univocamente alla minima deflessione ıe;min della superficie di governo.

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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8 Quaderno 12 Il velivolo come sistema dinamico

cavo

leva di accensione

aste push-pull

fuel control unit (FCU)

cut off
idle

manetta

manetta di reverse thrust

ıTLA 0%95%

tamburo

Figura 12.3 Schema di comando (semplificato) di un motore turbofan. La posizione della manetta
è individuata dall’angolo ıTLA, detto thrust lever angle (TLA). Tipicamente, all’escursione ıTLA
corrisponde un determinato livello di spinta T (thrust needed). La spinta desiderata è ottenuta
attraverso la regolazione automatica del grado di ammissione del carburante (thrust control system).
La linea di comando collega la manetta al fuel control unit del motore.

Quando il pilota tiene premuta la barra nella sua posizione più avanzata il comando
dell’elevatore assume un valore pari a C1 e l’elevatore è deflesso verso il basso nella
posizione corrispondente alla rotazione ıe;max. Analogamente, gli intervalli di escursione
degli alettoni e del timone Œıa;min; ıa;max� e Œır;min; ır;max� sono ridotti all’intervallo Œ�1;C1�
di variazione dei rispettivi comandi.

L’evoluzione, cioè la storia temporale x.t/ del vettore di stato, dipende anche dalla
storia degli ingressi u.t/. In termini matematici, sia le escursioni effettive massime e
minime delle superfici di governo che le regolazioni massime e minime dei comandi
corrispondenti sono da considerarsi come un insieme di limiti che definisce il dominio
delle variabili di controllo presenti nel vettore u. Quando c’è la necessità di implementare
metodi di risoluzione delle equazioni del moto di un velivolo oppure di algoritmi di
controllo del volo basati sull’equazione di evoluzione (12.3), questi limiti di variazione
degli ingressi devono essere tenuti in conto opportunamente.

12.5 Sintesi del modello aerodinamico e propulsivo

I dettagli delle espressioni funzionali (12.3) possono essere dedotti esplicitando le sei
dipendenze funzionali che costituiscono le componenti di fd. Ad esempio, le prime
tre vengono dedotte esaminando le (7.10) e tenendo conto delle espressioni (7.14) delle

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Aerospaziale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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12.5 Sintesi del modello aerodinamico e propulsivo 9

componenti del peso. Si ottiene pertanto che:
˚
f1.x;u/ D 1

m

�
XA CXT

� � wq C vr � g sin � D
D f1A.x;u/C f1T.x;u/ � x3x5 C x2x6 � g sin x11

f2.x;u/ D 1

m

�
YA C YT

� � ur C wp C g cos � sin� D
D f2A.x;u/C f2T.x;u/ � x1x6 C x3x4 C g cos x11 sin x10

f3.x;u/ D 1

m

�
ZA CZT

� � vp C uq C g cos � cos� D
D f3A.x;u/C f3T.x;u/ � x2x4 C x1x5 C g cos x11 cos x10

(12.13)

Si confrontino le espressioni delle funzioni f1, f2 ed f3 con il segnale a tre componenti
denominato ‘Total Force’ nello schema Simulink riportato dalla figura 12.2. Delle espres-
sioni analoghe alle (12.13) varranno per le restanti componenti di fd. Con riferimento alla
figura 12.2, le f4, f5 e f6 corrisponderanno agli elementi del segnale denominato ‘Total
Moment’.

Continuando ad esaminare le (12.13) si osserva che le tre dipendenze funzionali non
sono ancora del tutto esplicitate in termini delle variabili indipendenti .x;u/. Nel gergo
dell’ingegneria dei controlli si dice che le funzioni fiA ed fiT (per i D 1; 2; 3) che com-
paiono a secondo membro delle (12.13) sintetizzano il modello delle forze aerodinamiche
e propulsive agenti sul velivolo. Tali funzioni non dipendono necessariamente da tutte le
variabili di stato e di controllo e spesso variano significativamente solo al variare di alcune
di esse. Tali dipendenze saranno più o meno complesse a seconda della configurazione del
velivolo, del tipo e numero di superfici di governo e della raffinatezza dei dati aerodinamici
e propulsivi di cui si dispone. In generale le fiA ed fiT potrebbero costituire le funzioni di
accesso ad un database aerodinamico e propulsivo caratteristico dell’aeromobile. In ogni
caso esse restituiscono i valori istantanei delle componenti di FACFT negli assi velivolo,
in relazione allo stato ed all’ingresso correnti.

Ameno di unamoltiplicazione per lamassam del velivolo, nelle (12.13) si riconoscono
le componenti della forza risultante F nella terna TB. Esse hanno la seguente espressione
matriciale:

˚
F
	
B D

˚
FA
	
Bº�

T
�
BA

˚
FA
	
A C

˚
FT
	
B�j

D m

�
f1A C f1T
f2A C f2T
f3A C f3T

�
C

˚
FG
	
B¹�

T
�
BE

˚
FG
	
E (12.14)

Il terzo addendo fFGgB a secondomembro della (12.14) costituisce il vettore peso nella sua
rappresentazione (7.14) ricavata precedentemente a pagina 7. Analogamente al contributo
gravitazionale anche i primi due addendi sono espressi a partire dalle loro rappresentazioni
più convenienti, cioè quella in assi aerodinamici per la forza aerodinamica e quella in assi

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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10 Quaderno 12 Il velivolo come sistema dinamico

velivolo per la forza propulsiva. Pertanto, nella (12.14) le forze di diversa natura:

˚
FA
	
A D

�
�D
YA

�L

�

;
˚
FT
	
B D

�
XT

YT

ZT

�

;
˚
FG
	
E D

�
0

0

W

�

(12.15)

che contribuiscono alla forza risultante istantanea sono espresse a partire da rappresen-
tazioni direttamente collegabili allo stato del velivolo e alle regolazioni correnti degli
ingressi.

Con riferimento allo schema Simulink della figura 12.2 a pagina 7, i tre addendi a
secondo membro della (12.14) sono rappresentati, rispettivamente, dalle uscite dei blocchi
‘Aerodynamics’, ‘Engine’ e ‘Gravity’.

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Aerospaziale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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