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3Quaderno

Quaternione dell’orientamento di
un velivolo

Read Euler: he is our master in everything.
– Pierre-Simon Laplace
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3.1 Parametrizzazione dell’orientamento
Nella Fisica Matematica il modo in cui viene rappresentato l’orientamento di un solido
nello spazio e la sua caratterizzazione attraverso un certo numero di parametri viene spes-
so chiamato “parametrizzazione dell’orientamento”. La definizione di orientamento del
velivolo basata sugli angoli di Eulero è una parametrizzazione a tre parametri. Essi rap-
presentano una sequenza di rotazioni che, a meno di uno spostamento rigido dell’origine,
porta una terna di riferimento, che inizialmente coincide con una terna fissa, a sovrapporsi
alla terna degli assi velivolo. La parametrizzazione con angoli di Eulero esprime ovvia-
mente il fatto che l’orientamento di un corpo rigido nello spazio ha tre gradi di libertà. Da
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4 Quaderno 3 Quaternione dell’orientamento di un velivolo

tale formulazione discende la costruzione della matrice di rotazione ŒT �EB che compare
nella (2.12). Dal fatto che la moltiplicazione fra matrici è un’operazione non commutativa
si può dedurre che la definizione di angoli di Eulero basata sulla sequenza di rotazioni
sopra illustrata non è l’unica possibile. In altre parole, con una permutazione nell’ordine
delle rotazioni è possibile ottenere il medesimo orientamento finale con valori differenti
nella terna di angoli.

La definizione di angoli di Eulero data nel capitolo precedente è quella comunemente
accettata per la descrizione dell’orientamento di un velivolo ed è basata su una sequenza
di rotazioni del tipo “3-2-1”. In altre discipline si parla ugualmente di angoli di Eulero
ma le definizioni adottate sono basate su sequenze di rotazioni diverse. Ad esempio in
astrodinamica gli angoli di Eulero sono definiti da una sequenza del tipo “3-2-3”.

Il più evidente svantaggio della parametrizzazione con angoli di Eulero è il verificarsi
del gimbal lock, cioè di una singolarità per la quale si perde un grado di libertà quando il
parametro � !˙�

2
.

La figura 2.4 mostra un esempio di orientamento del velivolo per il quale si verifica
il gimbal lock. In tale situazione, con la fusoliera orientata in verticale e la prua verso
l’alto (praticamente con � D 90 deg), è facile verificare che il medesimo orientamento del
velivolo può essere dato, oltre che dalla coppia di valori angolari . ; �/, dall’infinità di
coppie . C�;� C�/, con� qualsiasi. In altri termini, con la fusoliera così disposta, i
parametri  e � vengono ad appartenere allo stesso grado di libertà.

3.2 Asse di Eulero e formulazione asse-angolo

3.2.1 Asse di Eulero

L’orientamento del riferimento non inerziale, solidale al velivolo rispetto ad una terna
assunta come riferimento fisso può essere descritto attraverso un approccio fornito dallo
stesso Eulero. Lo sviluppo di tale formulazione è basato su una proposizione che è nota
come Teorema di Eulero:

L’orientamento istantaneo di un corpo rigido, il cui moto è vincolato a delle
rotazioni intorno a un punto fisso, può sempre essere descritto come quello
originato da una singola rotazione a partire dall’orientamento iniziale, di un
dato angolo e attorno a un dato asse.

L’asse di rotazione è comunemente noto come asse di Eulero e l’angolo di rotazione
come angolo di Eulero. Questa parametrizzazione dell’orientamento, detta anche parame-
trizzazione asse-angolo, è rappresentata nella figura 3.2 dove e è un vettore che rappresenta
la direzione dell’asse di Eulero e � è l’angolo di Eulero. Nella rappresentazione riportata
la terna di assi velivolo TB si ottiene dalla terna di assi Terra TE attraverso una singola
rotazione di quest’ultima intorno all’asse e di un angolo �.

Quando è applicata allo studio del moto di un velivolo, la parametrizzazione asse-
angolo può fornire una formulazione alternativa delle trasformazioni cinematiche ausiliarie
(2.26)-(2.27). La rotazione descritta dal Teorema di Eulero dà luogo ad una parametrizza-
zione dell’orientamento a quattro parametri: l’angolo di rotazione � e le tre componenti
.ex; ey; ez/ del versore e diretto secondo la direzione dell’asse di Eulero. Si osservi che i

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Indistriale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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3.2 Asse di Eulero e formulazione asse-angolo 5

Figura 3.1 Esempio di orientamento
del velivolo per il quale si verifica il
gimbal lock. In tale situazione, � D
90 deg, il medesimo orientamento può
essere dato anche da altre combinazio-
ni di angoli  e �.

 

�

� D �
2

zE

yE
xE
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i�

i�

xB

yB

zB

pedici utilizzati per le componenti di e sono volutamente generici e non indicano espres-
samente la terna nella quale il vettore viene rappresentato, che sia essa quella degli assi
Terra o quella degli assi velivolo. Infatti dall’esame della figura 3.2 si può dedurre che la
rotazione finita intorno ad un asse fisso che porta la terna TE a sovrapporsi alla TB conserva
il valore delle componenti di e da un riferimento all’altro. In altre parole, detta ŒR.e; �/�
la matrice di trasformazione che esprime la rotazione in questione, si ha

fegB D ŒR.e; �/�fegE con fegB D fegE (3.1)

ovvero che e rappresenta un autovettore di ŒR.e; �/� corrispondente ad un autovalore
unitario:

ŒR.e; �/�feg D 1 feg (3.2)

Per un dato orientamento del velivolo, il valore degli elementi di ŒR.e; �/� coincide
ovviamente con quello dei rispettivi elementi dellamatrice di trasformazione ŒT �BE definita
con la (2.16) nel paragrafo 2.2.

In questa sede la notazione scelta per ŒR.e; �/� sottolinea le dipendenze funzionali degli
elementi Rij della matrice di rotazione intorno all’asse di Eulero dai quattro parametri

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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6 Quaderno 3 Quaternione dell’orientamento di un velivolo
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Figura 3.2 Parametrizzazione “asse-angolo” dell’orientamento del velivolo. La terna di assi velivolo TB si ottiene
dalla terna di assi Terra TE attraverso una rotazione intorno all’asse di Eulero e di un angolo �, angolo di Eulero.

.ex; ey; ez; �/. Queste dipendenze sono alternative a quelle degli elementi TBE;ij della
matrice di trasformazione ŒTBE� dai tre angoli di Eulero .�; �;  /.

Dalmomento che i quattro parametri suddetti rappresentano l’orientamento di un solido
nello spazio, che ha tre gradi di libertà, esiste una ridondanza nella parametrizzazione asse-
angolo finora descritta. È evidente, d’altra parte, che la lunghezza del vettore che descrive
la direzione nello spazio dell’asse di Eulero è arbitraria. Al fine di ridurre i gradi di libertà
a tre è opportuno imporre un vincolo al modulo del vettore e. Seppure tale vincolo può
essere scelto in modo arbitrario, la scelta più comune e al tempo stesso più ovvia è quella
di richiedere che esso abbia un modulo unitario

e2x C e2y C e2z D 1 (3.3)

Il vettore e è quindi il versore dell’asse di Eulero.

3.2.2 Rotazioni finite e parametri di Eulero

Per arrivare ad interpretare il significato di una parametrizzazione a quattro parametri
priva di singolarità, che non è quella del tipo asse-angolo ma, come vedremo più avanti,
è quella basata sul quaternione dell’orientamento, è opportuno a questo punto richiamare
alcuni risultati di base sulle rotazioni di vettori in spazi euclidei [3].

Come illustrato nella figura 3.3, un vettore v D P �O dello spazio euclideo tridimen-
sionale, che si intende ruotare di un angolo � attorno ad un asse dello spazio individuato

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Indistriale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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3.2 Asse di Eulero e formulazione asse-angolo 7

Figura 3.3 Rotazione di un angolo � del vettore v D v? C
vk attorno all’asse individuato dal versore e. A rotazione
avvenuta il vettore v0 è somma dei vettori v0? e vk.

x
y

z

�

v?

v0
?

v

v0vk

N

P

P 0

e

O

dal versore e, è esprimibile come somma .P �N/C .N �O/ ovvero

v D vk C v? D
�
v � e� e C h v � �v � e� e i (3.4)

dove N è la proiezione del punto P sull’asse di rotazione, essendo .N � O/ D vk un
vettore disposto lungo l’asse e .P �N/ D v? un vettore normale all’asse.

A rotazione avvenuta il vettore v si trasforma in

v0 D .P 0 �O/ (3.5)

ma il primo addendo della somma (3.4) si conserva inalterato. Il secondo addendo v?
viene trasformato in

.P 0 �N/ D v0? (3.6)

Dall’esame della figura 3.4 si può verificare che la rotazione di v? fornisce

v0? D cos� v? C sin� e ^ v? (3.7)

Sostituendo l’espressione di v? come v � �v � e�e nella (3.7) e tenendo conto della (3.4)
il vettore v0 si esprime infine come

v0 D cos� vC sin� e ^ vC .1 � cos�/
�
v � e� e (3.8)

La (3.8) si può scrivere in termini matriciali come relazione del tipo

fv0g D ŒT .e; �/�fvg (3.9)

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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8 Quaderno 3 Quaternione dell’orientamento di un velivolo

v?

v0
?

�

1
jv?j e ^ v?

1
jv?j v?

N

P

H
P 0

Figura 3.4 Rotazione di un angolo � del vettore .P �N/ D
v? attorno ad N , traccia dell’asse individuato dal versore e
normale al piano del foglio. A rotazione avvenuta il vettore
.P 0 � N/ D v0? è somma dei vettori .H � N/ D cos� v?
e .P 0 �H/ D sin� e ^ v?.

dove ŒT .e; �/� è una matrice che rappresenta la trasformazione delle componenti di un
vettore per effetto della rotazione intorno al versore e dell’angolo �. A tale scopo si
introduce una matrice Œee � ottenuta dalle componenti di e tramite l’operatore tilde (Œe�)

Œee � D
24 0 �ez ey

ez 0 �ex
�ey ex 0

35 (3.10)

La (3.10) permette di esprimere il prodotto vettoriale r D e^v nel sistema di riferimento
considerato come prodotto matriciale frg D Œee �fvg.

Unamatrice come la
�ee � gode di alcune proprietà notevoli (si veda ad esempio Salamin

[3]). In primo luogo è possibile far vedere che, essendo e un vettore di modulo unitario,
si ha: Œee �3 D �Œee � (uguaglianza nota come Teorema di Cayley-Hamilton). Ne deriva
che la sequenza delle potenze successive Œee �k , a partire da quella di esponente nullo,
k D 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; : : : , può essere scritta come

ŒI �; Œee �; Œee �2; �Œee �; �Œee �2; Œee �; Œee �2; �Œee �; �Œee �2; : : : (3.11)

con ŒI � � Œee �0 la matrice identica. Successivamente si può far vedere che la matrice di
rotazione ŒT .e; �/� è la somma della serie di potenze che definisce la matrice esponenziale
di � Œee �

ŒT .e; �/� D exp
�
� Œee �� D e� Œee � (3.12)

Inoltre, se si esplicitano i termini della serie (3.12) e si tiene conto della (3.11), si possono
identificare nella sommatoria i termini delle serie trigonometriche che definiscono le
funzioni sin� e cos�. Con qualche passaggio si arriva al risultato importante che
permette di esprimere la (3.12) nella forma chiusa seguente

ŒT .e; �/� D e�Œee � D ŒI �C sin� Œee �C .1 � cos�/ Œee �2 (3.13)

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Indistriale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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3.2 Asse di Eulero e formulazione asse-angolo 9

La (3.13) è nota come formula di Rodrigues.

A questo punto, se si esplicita la matrice Œee �2 per semplice moltiplicazione della Œee �
per se stessa,

Œee �2 D
24 �e2y � e2z ex ey ex ez

ey ex �e2x � e2z ey ez

ez ex ez ey �e2x � e2y

35 D hei ej � ıij i .i; j D x; y; z/ (3.14)

con ıij il simbolo di Kronecker (1 se i D j , 0 altrimenti), e si sostituisce nella (3.13) si
ottiene l’espressione desiderata della matrice di rotazione

ŒT .e; �/� D
24 exx C C� exy � ezS� exz C eyS�
exy C ezS� eyy C C� eyz � exS�
exz � eyS� eyz C exS� ezz C C�

35 (3.15)

con
C� D cos� ; S� D sin� ; eij D ei ej

�
1 � C�

�
(3.16)

È facile verificare, come c’è da aspettarsi da una matrice di rotazione, che la ŒT .e; �/� è
una matrice ortogonale: ŒT .e; �/��1 D ŒT .e; �/�T. L’inversione corrisponde in tal caso
ad una rotazione .��/ intorno allo stesso asse.

Per finire, con l’aiuto della figura 3.3, si osservi che, scambiando l’operazione di
rotazione del vettore con quella di rotazione del riferimento, gli elementi della matrice
colonna fv0g sono anche le componenti, nel riferimento fin qui considerato, di quel vettore
v che nel riferimento ruotato dell’angolo � intorno all’asse N � O è dato dalla colonna
fvg. Secondo la notazione qui usata si ha dunque che ŒT .e; �/� D ŒR.e; �/

��1 dove la
matrice ŒR.e; �/

�
è

�
R.e; �/

� D
24 exx C C� exy C ez S� exz � ey S�
exy � ez S� eyy C C� eyz C ex S�
exz C ey S� eyz � ex S� ezz C C�

35 (3.17)

La (3.17) ha validità generale. In particolare, può essere utilizzata per riformulare le
equazioni della cinematica del velivolo rigido.

3.2.3 Parametri di Eulero

Se si applica quest’ultimo risultato all’orientamento istantaneo di un aeromobile, la rela-
zione tra le componenti di un vettore nella terna di assi velivolo e quelle corrispondenti
nel riferimento Terra è data dalla

�
vxB
vyB
vzB

�

D
24 exx C C� exy C ez S� exz � ey S�
exy � ez S� eyy C C� eyz C ex S�
exz C ey S� eyz � ex S� ezz C C�

35
�
vxE
vyE
vzE

�

(3.18)

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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10 Quaderno 3 Quaternione dell’orientamento di un velivolo

nota come Formula di Eulero. La (3.18) e la sua inversa

�
vxE
vyE
vzE

�

D
24 exx C C� exy � ez S� exz C ey S�
exy C ez S� eyy C C� eyz � ex S�
exz � ey S� eyz C ex S� ezz C C�

35
�
vxB
vyB
vzB

�

(3.19)

forniscono la parametrizzazione asse-angolo ed i quattro parametri .�; ex ; ey ; ez/ pren-
dono il nome di parametri di Eulero.

È possibile dimostrare (si rimanda il lettore ai riferimenti bibliografici [9] e [58] per
un approfondimento) che vale la formula seguente:

„
P�
Pex
Pey
Pez

…

D

26666666664

2 ex 2 ey 2 ez

e0xx C
C�=2

S�=2
e0xy � ez e0xz C ey

e0xy C ez e0yy C
C�=2

S�=2
e0yz � ex

e0xz � ey e0yz C ex e0zz C
C�=2

S�=2

37777777775

�
p

q

r

�

(3.20)

con
e0ij D �ei ej

C�=2

S�=2
(3.21)

La legge (3.20) esprime i ratei di variazione temporale dei parametri di Eulero in termini
delle componenti della velocità angolare istantanea˝ dell’aeromobile nella terna di assi
velivolo.

Come mostra la (3.20), anche la formulazione basata sui parametri di Eulero presenta
una singolarità: quando� D 0 oppure� D 2� , cioèS�=2 D 0, l’integrazione nel tempo di
tali equazioni è indeterminata. Questa singolarità è poi particolarmente problematica per
lo studio del moto di un velivolo perché si presenterebbe quando l’asse longitudinale xB,
il cui orientamento esprime in pratica l’assetto della fusoliera, è orizzontale ed orientato
verso nord (concorde ad xE) oppure verso sud (in opposizione ad xE). Il verificarsi di
tali circostanze è molto più verosimile in condizioni di volo normale rispetto a quelle di
volo acrobatico per le quali avviene il gimbal lock della parametrizzazione con angoli di
Eulero.

Per i motivi su esposti la parametrizzazione asse-angolo non è mai direttamente uti-
lizzata nella risoluzione delle equazioni del moto. Piuttosto, ed è il motivo per cui è
stata introdotta, essa viene sfruttata attraverso un cambio di variabili per sviluppare una
formulazione alternativa, sempre a quattro parametri, che risulta essere priva di singolari-
tà. Le trasformazioni cinematiche che ne conseguono saranno basate su quattro quantità
che prenderanno il nome di componenti del quaternione dell’orientamento del velivolo o
anche di parametri di Eulero-Rodrigues.

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Indistriale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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3.3 Formulazione basata sul quaternione dell’orientamento 11

3.3 Formulazione basata sul quaternione
dell’orientamento

3.3.1 Parametri simmetrici di Eulero-Rodrigues

La parametrizzazione di Eulero-Rodrigues è legata a quella asse-angolo attraverso un
semplice cambio di variabili. I quattro parametri utilizzati nella formulazione basata
sull’asse e sull’angolo di Eulero vengono combinati tra di loro per ottenere quattro nuove
grandezze che risultano molto più convenienti nella descrizione dell’orientamento. Tali
grandezze si definiscono come

„
q0

qx

qy

qz

…

D

‚
cos

�

2

ex sin
�

2

ey sin
�

2

ez sin
�

2

ƒ

(3.22)

e sono note come i quattro parametri simmetrici di Eulero-Rodrigues o come componenti
del quaternione di rotazione finita. I parametri ora introdotti, così come in seguito le
componenti dei quaternioni, saranno indicati come nella (3.22), facendo intendere che gli
ultimi tre possono essere pensati come componenti di un vettore dello spazio euclideo
tridimensionale, o alternativamente come

�
q0; q1; q2; q3

�
per comodità di notazione. Essi

sono alla base di una parametrizzazione dell’orientamento e delle rotazioni di un corpo
rigido che è diventata di gran lunga la più utilizzata nella simulazione del volo moderna.

L’introduzione alla comunità scientifica, alla fine dell’800, delle entità matematiche
denominate quaternioni è dovuta al celebre matematico inglese William R. Hamilton
[1]. Oggi le proprietà dell’algebra dei quaternioni vengono elegantemente utilizzate nella
Fisica Matematica e nella Matematica Applicata per formulare problemi che vanno dalla
rappresentazione delle rotazioni in spazi tridimensionali alla cinematica dei corpi rigidi,
dall’elettromagnetismo alla relatività, dalla computer vision alla visualizzazione dei campi
di moto in Fluidodinamica.

La parametrizzazione di Eulero-Rodrigues fu formulata ad uso dello studio della
cinematica di un corpo rigido ben prima che venisse esposta la teoria dei quaternioni e della
loro algebra non commutativa. Prima di Hamilton già Eulero e Gauss avevano formulato
degli oggetti caratterizzati da quattro parametri (Q-objects). Inoltre, precedentemente
nello stesso secolo, Olinde Rodrigues [2] aveva fornito delle regole di moltiplicazione tra
entità a quattro parametri simili a quelle che sarebbero state inglobate in seguito nella
teoria moderna dei quaternioni.

La fortuna dei quaternioni fu ostacolata dalla rivalità tra gli allievi di Hamilton ed
altri due matematici dell’epoca, Gibbs ed Heaviside, ai quali si deve la nascita della
moderna algebra e dell’analisi vettoriale [4]. Ma le qualità peculiari dell’algebra dei
quaternioni, uniche nel loro genere perché proprie di enti a quattro parametri, oggi anche
noti come numeri ipercomplessi (hypercomplex numbers), sono state riscoperte in tempi
relativamente recenti (nel decennio 1960-70, [3]) per via dei vantaggi che, in diversi campi

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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12 Quaderno 3 Quaternione dell’orientamento di un velivolo

applicativi, una formulazione basata sui quaternioni può comportare, sia in termini di
esposizione formale che, come vedremopiù avanti, in termini di efficienza computazionale.
Inoltre, nei problemi di animazione tipici della computer graphics l’interpolazione degli
orientamenti nello spazio di un oggetto in moto comporta un grado di regolarità non
ottenibile con altri tipi di parametrizzazione, quale quella basata sugli angoli di Eulero.

In questa sede verranno presentati i concetti pertinenti alla rappresentazione dell’o-
rientamento ed alla determinazione del moto di un velivolo.

3.3.2 Parametrizzazione di Eulero-Rodrigues

Le quattro grandezze definite con la (3.22) descrivono orientamenti a tre gradi di libertà.
Dunque, sono anch’esse vincolate da una condizione che elimina la ridondanza di un
parametro. La condizione si deduce semplicemente se si sommano i quadrati delle qk

q20 C q2x C q2y C q2z D cos2
�

2
C
�
e2x C e2y C e2z

�
sin2

�

2
(3.23)

Se si tiene conto del vincolo (3.3) che impone al vettore di Eulero di avere modulo unitario,P3
kD1 e

2
k
D 1, si ottiene banalmente che cos2 �=2C sin2 �=2 D 1. Pertanto, i parametri

di Eulero-Rodrigues, per come sono definiti, obbediscono implicitamente alla condizione
vincolante

q20 C q2x C q2y C q2z D 1 (3.24)

La trasformazione (3.18) corrispondente alla formula di Eulero può essere ora scrit-
ta in termini di seno e coseno della metà dell’angolo di Eulero applicando le formule
trigonometriche:

sin� D 2 sin
�

2
cos

�

2
cos� D cos2

�

2
� sin2

�

2
1 � cos� D 2 sin2

�

2

ed in termini dei nuovi parametri qk. Dopo qualche passaggio in cui si applica il cambio
di variabili (3.22) e si riconosce che eij D 2qiqj ed S2�=2 D q2x C q2y C q2z , si ottiene

�
vxB
vyB
vzB

�

D

26664
q20 C q2x � q2y � q2z 2

�
qx qy C q0 qz

�
2
�
qz qx � q0 qy

�
2
�
qx qy � q0 qz

�
q20 � q2x C q2y � q2z 2

�
qy qz C q0 qx

�
2
�
qz qx C q0 qy

�
2
�
qy qz � q0 qx

�
q20 � q2x � q2y C q2z

37775
�
vxE
vyE
vzE

�

(3.25)
Si noti che nella trasformazione (3.25) compare lamatrice di rotazione ŒR.qk/� ricavata

a partire dalla ŒR.e; �/� della parametrizzazione asse-angolo, che ha la forma

ŒR.qk/� D

2664
Sq .C � �/ DCq .123/ D�q .312/
D�q .123/ Sq .� C �/ DCq .231/
DCq .312/ D�q .231/ Sq .� � C/

3775 (3.26)

dove Sq .˙ ˙ ˙/ D q20 ˙ q21 ˙ q22 ˙ q23 , Dq̇ . i j k / D 2qi qj ˙ 2q0 qk. La matrice
inversa ŒR.qk/��1, che è anche ovviamente la trasposta, si ottiene dalla (3.26) cambiando
semplicemente il segno nelle funzioni di differenzaDq̇ . i j k/ e lasciando inalterate quelle

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Indistriale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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3.3 Formulazione basata sul quaternione dell’orientamento 13

di somma Sq

�
R.qk/

��1 D
2664

Sq .C � �/ D�q .123/ DCq .312/
DCq .123/ Sq .� C �/ D�q .231/
D�q .312/ DCq .231/ Sq .� � C/

3775 (3.27)

per ottenere la trasformazione inversa di quella data dalla (3.25)

�
vxE
vyE
vzE

�

D

2664
q20 C q2x � q2y � q2z 2

�
qx qy � q0 qz

�
2
�
qz qx C q0 qy

�
2
�
qx qy C q0 qz

�
q20 � q2x C q2y � q2z 2

�
qy qz � q0 qx

�
2
�
qz qx � q0 qy

�
2
�
qy qz C q0 qx

�
q20 � q2x � q2y C q2z

3775
�
vxB
vyB
vzB

�

(3.28)

Le derivate nel tempo dei parametri di Eulero-Rodrigues sono legate a quelle dei
parametri della formulazione asse-angolo. Semplicemente differenziando le (3.22) rispetto
al tempo si ottiene

†
Pq0
Pqx
Pqy
Pqz

‡

D

‚
� sin

�

2

ex cos
�

2

ey cos
�

2

ez cos
�

2

ƒ

P�
2
C

‚
0

Pex sin
�

2

Pey sin
�

2

Pez sin
�

2

ƒ

(3.29)

e tenendo conto delle (3.20) si arriva alla
†
Pq0
Pqx
Pqy
Pqz

‡

D 1

2

26664
�ex S�=2 �ey S�=2 �ez S�=2
C�=2 �ez S�=2 ey S�=2

ez S�=2 C�=2 �ex S�=2
�ey S�=2 ex S�=2 C�=2

37775
�
p

q

r

�

(3.30)

nella quale si riconoscono come elementi della matrice, a meno del segno, proprio le
componenti qk del quaternione di rotazione. Dunque la (3.30) diventa

†
Pq0
Pqx
Pqy
Pqz

‡

D 1

2

266664
�qx �qy �qz
q0 �qz qy

qz q0 �qx
�qy qx q0

377775
�
p

q

r

�

(3.31)

La (3.31) è una trasformazione equivalente alla (3.20) della parametrizzazione asse-angolo
ed alla (2.24) della parametrizzazione classica con angoli di Eulero. Inoltre, per la linearità
negli qk degli elementi del prodotto a secondo membro della (3.31) si arriva a scrivere la

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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14 Quaderno 3 Quaternione dell’orientamento di un velivolo

stessa trasformazione anche nella forma
†
Pq0
Pqx
Pqy
Pqz

‡

D 1

2

266664
0 �p �q �r
p 0 r �q
q �r 0 p

r q �p 0

377775
†
q0

qx

qy

qz

‡

(3.32)

L’equazione (3.32) rappresenta la trasformazione cinematica ausiliaria in termini dei
parametri di Eulero-Rodrigues. Come è evidente essa è una parametrizzazione priva di
singolarità.

Dal punto di vista dell’esposizione delle equazioni del moto e della loro interpretazione
fisica è evidente che gli angoli di Eulero, malgrado la singolarità che ne deriva, sono
preferiti ai quaternioni, essendo facile immaginare gli angoli di rotta, di elevazione e di
inclinazione laterale di un velivolo più che il coseno del semiangolo di Eulero (q0 D
cos�=2) oppure il prodotto del seno di tale angolo per uno dei coseni direttori dell’asse
di Eulero (qk D ek sin�=2).

Dal punto di vista applicativo i vantaggi dell’utilizzo di una formulazione basata
sul quaternione dell’orientamento sono chiari e si conoscono da almeno mezzo secolo.
Inizialmente la parametrizzazione di Eulero-Rodrigues era giudicata più efficiente di quella
basata sugli angoli di Eulero poiché la simulazione del volo ed altre discipline in cui era
necessario trattare le rotazioni e l’integrazione delle equazioni del moto faceva largo uso
di computer analogici. Tuttavia quelle stesse motivazioni sono ancora valide nel “mondo
digitale” di oggi. È possibile dimostrare che 4 è il numero minimo di parametri da usare in
una descrizione dell’orientamento e delle rotazioni di un corpo rigido affinché si abbiano
delle relazioni cinematiche di trasformazione lineari come le (3.31) e (3.32) e prive di
singolarità. Ciò fa intuire che gli errori associati all’integrazione numerica delle equazioni
sono meglio controllabili con la parametrizzazione di Eulero-Rodrigues.

Il vantaggio più importante presentato dalla parametrizzazione di Eulero-Rodrigues
risiede nella maggiore velocità di calcolo offerta da questa formulazione in confronto a
tutte le altre oggi conosciute. Infatti la non linearità di equazioni cinematiche ausiliarie
come le (3.20) e (2.24) con la presenza in esse di funzioni trigonometriche rende le
altre parametrizzazioni molto più pesanti, dal punto di vista computazionale, di equazioni
lineari come la (3.32). Inoltre il vantaggio di usare un quaternione per la parametrizzazione
dell’orientamento viene esteso dal fatto che esso obbedisce all’algebra dei quaternioni
introdotta da Hamilton. Esistono oggi degli algoritmi di calcolo particolarmente efficienti
perché basati sulle regole di moltiplicazione fra quaternioni peculiari della loro algebra.

Per illustrare i vantaggi di tale approccio verranno presentati brevemente qui di se-
guito i quaternioni ed il loro formalismo a completamento dell’esposizione dei parametri
simmetrici di Eulero-Rodrigues.

3.3.3 Cenni all’algebra dei quaternioni

Dal punto di vista matematico i quaternioni sono elementi di una certa algebra che gode
di alcune proprietà particolari, cioè di un spazio vettoriale dotato di una particolare
operazione di moltiplicazione.

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Indistriale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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3.3 Formulazione basata sul quaternione dell’orientamento 15

È conveniente pensare ad un quaternioneq come ad una collezione di quattro parametri
reali dei quali il primo, q0, è da considersi la parte scalare, Scal

�
q
�
, e l’insieme dei

rimanenti tre, q1 � qx; q2 � qy; q3 � qz, è da intendersi come la parte vettoriale, Vec
�
q
�
.

Gli scalari possono dunque essere pensati come quaternioni a parte vettoriale nulla mentre
i vettori come dei quaternioni a parte scalare nulla. Ciò giustifica l’impiego delle seguenti
notazioni, possibili per la rappresentazione formale di un generico quaternione,

q D �q0; q1; q2; q3� (quaterna di parametri) (3.33a)
D �q0; q� (scalare, vettore) (3.33b)
D q0 C q1 i C q2 j C q3 k (scalare ‘più’ vettore) (3.33c)

La (3.33c) si presta ad un’interpretazione dei quaternioni come una generalizzazione dei
numeri complessi, detti numeri ipercomplessi. Le componenti della parte vettoriale si
possono pensare come i coefficienti di tre parti immaginarie differenti. La parte vettoriale,
variabile in uno spazio a tre componenti reali, può essere dunque vista come parte imma-
ginaria generalizzata del quaternione. Ciò fa intendere che i quaternioni avranno proprietà
in parte simili a quelle dei vettori ed in parte simili a quelle dei numeri complessi.

I particolari quaternioni

i D � 0 ; i � j D � 0 ; j � k D � 0 ; k � (3.34)

corrispondono alle unità immaginarie generalizzate, dove i , j e k sono i classici versori
dello spazio euclideo a tre dimensioni. Il quaternione 1 D �

1; 0
� � 1 rappresenta

inoltre l’unità scalare generalizzata ed infine il quaternione 0 D �
0; 0

� � 0 rappresenta
il quaternione nullo. Se ne deduce un’altra possibile rappresentazione di un quaternione
che è quella di numero ipercomplesso

q D q0 1C q1 i C q2 j C q3 k (3.35)

La (3.35) viene comunemente utilizzata nelle trattazioni di interesse squisitamente mate-
matico e per i nostri scopi può essere banalmente sostituita con la (3.33c).

La moltiplicazione tra quaternioni, che pure vengono indicati con la notazione speciale
“q”, non corrisponde a nessuno dei prodotti che si possono definire tra gli elementi di
uno spazio euclideo tridimensionale. Anch’essa ha bisogno di una notazione apposita
e nel seguito sarà indicata con il simbolo “�”. Le seguenti regole di moltiplicazione
definiscono i prodotti tra le unità immaginarie generalizzate:

i � i D �1 i � j D k i � k D �j

j � i D �k j � j D �1 j � k D i

k � i D j k � j D �i k � k D �1
(3.36)

Nei prodotti incrociati delle (3.36) si riconosce una somiglianza con i prodotti vettoriali
tra versori (ad esempio: i � j D k) mentre nei termini diagonali si ha una somiglianza
con il prodotto dell’unità immaginaria per se stessa (ad esempio: i � i D �1).

Il prodotto tra quaternioni gode della proprietà distributiva. Ne consegue che il

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni



D
R

A
FT

v
e
r
.
2
0
1
7
.
a

C
op

yr
ig

ht
©

A
.D

e
M

ar
co

,D
.P

.C
oi

ro
16 Quaderno 3 Quaternione dell’orientamento di un velivolo

prodotto tra due quaternioni generici p e q, tenendo conto delle (3.36), è:

p � q D �p0 C px i C py j C pzk
�

�
�
q0 C qx i C qy j C qzk

�
D �

p0 q0 � px qx � py qy � pz qz
�

C�p0 qx C px q0 C py qz � pz qy �i (3.37)
C�p0 qy � px qz C py q0 C pz qx �j
C�p0 qz C px qy � py qx C pz q0 �k

Come è facile verificare, la regola (3.37) si può esprimere elegantemente con la
notazione

�hscalarei; hvettorei�, cioè
p � q D

�
p0 q0 � p � q ; q0p C p0q C p ^ q

�
(3.38)

Un’altra efficace espressione della regola del prodotto fra quaternioni è data dalla
formula matriciale:

p � q D
"
q0 �fqgT
fqg q0 ŒI �3 � Œeq �

#(
p0

fpg

)
� �bq �fpg (3.39)

dove fpg e fqg sono le matrici colonna aventi per elementi le componenti delle parti
vettoriali di p e q, ŒI �3 è la matrice identica 3 � 3, Œeq � è la matrice ottenuta applicando
l’operatore tilde all’array fqg ed infine fpg è lamatrice colonna a 4 elementi rappresentativa
del corrispondente quaternione.

Come si può dedurre facilmente dalla (3.38), essendo il prodotto vettoriale p ^ q non
commutativo, la moltiplicazione tra quaternioni non è commutativa. Si ha infatti, dalla
(3.39) che il prodotto a termini commutati q � p è:

q � p D
"
q0 �fqgT
fqg q0 ŒI �3 C Œeq �

#(
p0

fpg

)
� �q

�fpg (3.40)

Si noti che la matrice
�
q
�
definita dalla (3.40) differisce dalla

�bq � definita dalla (3.39) per
il segno che compare davanti agli elementi della Œeq �. Le espressioni esplicite di matrici
come la

�
q
�
e la

�bq � sono le seguenti:
�

q
� D

26664
q0 �q1 �q2 �q3
q1 q0 �q3 q2

q2 q3 q0 �q1
q3 �q2 q1 q0

37775 ;
�bq � D

26664
q0 �q1 �q2 �q3
q1 q0 q3 �q2
q2 �q3 q0 q1

q3 q2 �q1 q0

37775 (3.41)

La regola di prodotto espressa a mezzo delle relazioni matriciali (3.39)-(3.40) permette
anche di asserire che

p � q D �p
� fqg ; q � p D �bp � fqg (3.42)

In definitiva, il prodotto fra due quaternioni viene rappresentato anche come prodotto
di una matrice 4� 4, i cui elementi sono funzioni lineari delle componenti di uno solo dei
due quaternioni, e di unamatrice colonna contenente le componenti dell’altro quaternione.

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Indistriale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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3.3 Formulazione basata sul quaternione dell’orientamento 17

Oltre alla regola di moltiplicazione è notevole la definizione di aggiunto o coniugato
di un quaternione q, indicato con q? e definito come segue:

Adj
�

q
� � q? D �q0;�q� (3.43)

Si noti la somiglianza con la definizione di complesso coniugato di un numero z D aC ib.
Una definizione conseguente è quella di lunghezza o norma di un quaternione

jqj D
p

q? � q (3.44)

Ha senso utilizzare la funzione radice quadrata nella definizione (3.44) poiché, dalle
proprietà del prodotto � discende che la parte vettoriale del prodotto di un quaternione
per il suo coniugato è nulla, cioè Vec

�
q? � q

� D 0. Inoltre, si deduce che la norma può
essere espressa come

jqj D
q
q20 C q � q D

p
3X
kD0

q2k (3.45)

Una proprietà della norma è che la norma di un prodotto è pari al prodotto delle norme:
jp � qj D jpjjqj.

Dalle definizioni (3.40) e (3.42) di prodotto di quaternioni in termini matriciali si
ricavano le proprietà delle matrici

�
q
�
e
�

p
�

�
q
� �

q
�T D jqj2 � I �

4
;

�
q
� � bp � D � bp � �q

�
(3.46)

La seconda delle (3.46) corrisponde ad una proprietà di commutabilità del prodotto di
queste particolari matrici ottenute applicando gli operatori

� �
e
�b� a due quaternioni. In

particolare, tali operatori quando applicati all’aggiunto di un quaternione corrispondono
alla trasposizione: �

q?
� D �q

�T e
� cq? � D � bq �T

Una proprietà dei quaternioni che discende dalle regole fin qui esposte e che rappresenta
una peculiarità della loro algebra è quella di poter definire l’inverso (o reciproco) di un
quaternione non nullo come

q�1 D 1

jqj2 q? (3.47)

Si noti che una tale operazione, che restituisce un elemento dell’algebra tale che il pro-
dotto q � q�1 D 1 D 1, non può essere definita per i classici vettori di uno spazio
tridimensionale.

Dalla (3.47) segue la definizione di quaternione unitario u come un quaternione che
ha norma unitaria, per il quale quindi l’operazione di inversione coincide con l’operazione
di coniugio: u�1 D u?.

3.3.4 Rotazioni finite e quaternioni

Le definizioni esposte finora, in particolare quella di prodotto e di quaternione unitario,
permettono una utile interpretazione delle rotazioni di un corpo rigido. Detto v D � 0; v �
un quaternione a parte scalare nulla con il quale si vuole identificare il generico vettore v,
una moltiplicazione a sinistra di v per un quaternione unitario u ed a destra per il coniugato

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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18 Quaderno 3 Quaternione dell’orientamento di un velivolo

u? fornisce il quaternione
v 0 D u �

�
v � u?

�
(3.48)

avente anch’esso parte scalare nulla, Scal
�

v 0
� D 0. Orbene, è possibile dimostrare che la

parte vettoriale del risultato dell’operazione (3.48) è un vettore v0 da interpretarsi come il
risultato di una rotazione del vettore v nello spazio euclideo tridimensionale (si osservi che
jv 0j D juj jv j juj D jv j D pv � v ). La rotazione che trasforma v in v0 dipende dall’entità
del quaternione unitario u. Pertanto, un quaternione unitario può essere interpretato
come un ente attraverso il quale si possono operare delle trasformazioni di rotazione di
un vettore, se quest’ultimo viene espresso come quaternione a parte scalare nulla.

Come mostrato in [3], l’applicazione della regola (3.38) al generico triplo prodotto
di quaternioni p �

�
q � r

�
, specializzata al caso particolare dato dalla (3.48), porta alla

seguente espressione notevole:

v0 D �u20 � u � u � vC �2 u0�u ^ vC 2 � v � u �u (3.49)

Si noti la similarità con l’espressione (3.8) a suo tempo ricavata per le rotazioni finite
intorno ad un versore e che qui riportiamo per chiarezza

v0 D cos� vC sin� e ^ vC .1 � cos�/
�
v � e� e (3.8)

dove � è l’angolo di rotazione intorno all’asse di Eulero di versore e.

Dal momento che le (3.48)-(3.49) rappresentano una rotazione, e tenendo presente il
teorema di Eulero sulle rotazioni finite, a questo punto si può prendere in considerazione
il moto di un corpo rigido incernierato in un punto fisso. Tale moto sarà puramente
rotazionale intorno al punto di cerniera. In particolare, il moto del corpo si identificherà
con il moto di un sistema di riferimento Tm ad esso solidale, con origine nel punto di
cerniera, rispetto ad un riferimento fisso Tf avente la stessa origine. Immaginando di
congelare il moto in un generico istante t , si ha che un punto solidale al corpo rigido,
identificato da v nello spazio di coordinate Tm, è il trasformato del punto associato al
vettore v0 dello spazio fisso Tf . Il vettore v si può quindi esprimere come il vettore
colonna fxgm delle coordinate del generico punto appartenente al corpo rigido espresse
nel riferimento mobile. Per la (3.49) il vettore v0 si può interpretare come il vettore fxgf
delle coordinate dello stesso punto materiale ma espresse stavolta nel riferimento fisso. In
altre parole, la (3.49) è una formulazione in termini quaternionali di una trasformazione
di rotazione del tipo

fxgf D
�
T
�
fmfxgm

Data questa interpretazione, vale la pena ribattezzare i quaternioni corrispondenti a v

e v 0, rispettivamente, con x D � 0;x � e x0 D � 0;x0 �. È inoltre pensabile differenziare la
(3.48) rispetto al tempo ottenendo

dx0

dt
D du

dt
�
�

x � u?
�C u �

�
x �

du?

dt

�
(3.50)

La (3.50) si ottiene applicando la regola di derivazione del prodotto, valida anche per
i quaternioni, tenendo conto del fatto che Px D 0, per definizione di corpo rigido. Il
quaternione dx0= dt , che si dimostra avere anch’esso parte scalare nulla, rappresenta la

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Indistriale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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3.3 Formulazione basata sul quaternione dell’orientamento 19

velocità istantanea del punto materiale considerato nel riferimento fisso (velocità assoluta)

dx0

dt
D
�
0;

dx0

dt

�
(3.51)

Se a secondo membro della (3.50) si esprime x in termini di x0 invertendo la (3.48)

x D u? �
�

x0 � u
�

(3.52)

si ottiene
dx0

dt
D du

dt
�
�

u? � x0
�C x0 �

�
u �

du?

dt

�
(3.53)

Si può osservare a questo punto che nella (3.53), come illustrato in [5], essendo

u? � u D 1 D �1; 0�
si deduce che i quaternioni

�
du= dt

�
� u? ed u �

�
du?= dt

�
hanno entrambi parte scalare

nulla e parte vettoriale opposta. Cioè, detto

w0 D Vec
�
.du= dt /� u?

�
si ha: � d

dt
u
�

� u? D �0;w0�
ed

u �
� d
dt

u?
�
D �0;�w0�

Pertanto, dalla (3.53) si conclude che il quaternione dx0= dt ha, come ci si aspetta, par-
te scalare nulla e parte vettoriale pari a 2w0 ^ x0 (si rimanda al riferimento [5] per
approfondimenti). In definitiva si può scrivere:

dx0

dt
D
�
0;

dx0

dt

�
D � 0; 2w0 ^ x0 � (3.54)

Inoltre, se si pone 2w0 D ˝ 0m (velocità angolare istantanea del corpo rigido rappre-
sentata nello spazio fisso) e si definisce il quaternione

W 0 D � 0;˝ 0m � (3.55)

è possibile dimostrare il risultato seguente:

W 0 D 2 du

dt
� u? equivalente a

(
0

f˝mgf

)
D 2 � cW 0 �T( Pu0˚ Pu	

)
(3.56)

nel quale si riconosce il vettore colonna f˝mgf, cioè la rappresentazione nel riferimento
fisso della velocità angolare istantanea del riferimento mobile.

La (3.56) ha per inversa una relazione che fornisce la derivata temporale du= dt dato
il quaternione unitario u ed il vettore˝ 0m. Si può far vedere che tale relazione è data dalla

du

dt
D 1

2
W 0 � u (3.57)

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni



D
R

A
FT

v
e
r
.
2
0
1
7
.
a

C
op

yr
ig

ht
©

A
.D

e
M

ar
co

,D
.P

.C
oi

ro
20 Quaderno 3 Quaternione dell’orientamento di un velivolo

La (3.57) può essere manipolata in modo da ottenere la relazione matriciale (3.32) che
qui riportiamo per comodità

†
Pq0
Pqx
Pqy
Pqz

‡

D 1

2

266664
0 �p �q �r
p 0 r �q
q �r 0 p

r q �p 0

377775
†
q0

qx

qy

qz

‡

(3.32)

in cui avevamo chiamato .q0; qx; qy; qz/ le componenti del quaternione normalizzato
(ovvero unitario) dell’orientamento del velivolo. Ciò lascia dunque intendere che il qua-
ternione unitario u che compare nella relazione differenziale (3.57) ed in quelle precedenti
è proprio il quaternione dell’orientamento del velivolo (u � q). In questa sede sarebbe
troppo lungo dimostrarlo, ed anche i risultati formali che riportiamo di seguito andreb-
bero ricavati rigorosamente; pertanto si rimanda il lettore alla letteratura specialistica per
approfondimenti.

La relazione (3.32), con u D q, si ottiene dalla (3.57) se si esprime la velocità angolare
nel riferimento mobile anziché in quello fisso, cioè come vettore˝m, ponendo

W D � 0;˝m
� D ( 0˚

˝m
	
m

)
D

„
0

p

q

r

…

(3.58)

ed applicando le formule di trasformazione corrispondenti. Si dimostra che la (3.56) è
equivalente alla relazione matriciale:(

0˚
˝m

	
m

)
D 2 �W �T( Pu0˚ Pu	

)
(3.59)

(si noti la presenza di ŒW �T anziché di
�cW 0�T) la cui inversa è

du

dt
D 1

2
u � W (3.60a)

equivalente a (
Pu0
Pu

)
D 1

2

�
u
�( 0˚

˝m
	
m

)
(3.60b)

Queste ultime formule costituiscono il risultato fondamentale che vuole essere evidenziato
in questo paragrafo. Gli elementi dellamatrice Œu� che compare nella (3.60b) sono funzioni
lineari delle componenti di u:

�
u
� D

26664
u0 �u1 �u2 �u3
u1 u0 �u3 u2

u2 u3 u0 �u1
u3 �u2 u1 u0

37775 (3.41)

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Indistriale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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3.3 Formulazione basata sul quaternione dell’orientamento 21

Ciò si vede facilmente applicando la formula (3.40), riscrivendo la (3.60a) come
†
Pu0
Pu1
Pu2
Pu3

‡

D 1

2

26664
u0 �u1 �u2 �u3
u1 u0 �u3 u2

u2 u3 u0 �u1
u3 �u2 u1 u0

37775
„
0

p

q

r

…

per poi sfruttare la linearità dei termini della matrice e riottenere dalla (3.60b), la formula
di trasformazione (3.32).

In definitiva, abbiamo delineato il collegamento diretto che esiste tra le relazioni
cinematiche (3.32) associate al moto di un corpo rigido, il cui orientamento istantaneo è
espresso in termini di un quaternione unitario, e le proprietà del prodotto dell’algebra dei
quaternioni. In particolare, in termini quaternionali tali relazioni ausiliarie si identificano
con la (3.60a) che esprime il prodotto del quaternione dell’orientamento ed il quaternione
a parte scalare nulla costruito con le componenti della velocità angolare istantanea.

3.3.5 Dal quaternione dell’orientamento agli angoli di Eulero

Ai fini dell’integrazione numerica delle equazioni del moto, se la formulazione scelta è
quella basata sul quaternione dell’orientamento (le cui componenti sono i parametri di
Eulero-Rodrigues), la relazione differenziale (3.32) o equivalentemente la (3.60a) permet-
tono l’aggiornamento della posizione e dell’orientamento del velivolo ad ogni passo e
dunque la determinazione del moto.

Per quanto concerne la rappresentazione dell’orientamento, per la necessità, peraltro
inevitabile, di dover conoscere i valori degli stessi angoli di Eulero istante per istante,
resta da specificare ancora una relazione di trasformazione importante. È necessario cioè
esprimere gli angoli di Eulero corrispondenti ad un dato quaternione dell’orientamento
e, viceversa, noti gli angoli di Eulero, per un dato orientamento trovarne il quaternione
corrispondente. La prima relazione è necessaria, ad esempio, per la rappresentazione
grafica del moto. La sua inversa, invece, è richiesta nelle situazioni in cui le condizioni
iniziali o alcuni vincoli particolari sono imposti in termini di angoli di azimuth, di elevation
e di inclinazione laterale e se ne devono ricavare le corrispondenti relazioni in termini
delle componenti del quaternione.

Come abbiamo visto nei paragrafi precedenti l’introduzione della formulazione basata
sul quaternione dell’orientamento nasce dalla particolare forma delle relazioni cinematiche
differenziali a cui obbediscono le variazioni dell’orientamento del velivolo. Le riportiamo
qui per comodità:

�
p

q

r

�

D
24 1 0 � sin �
0 cos� sin� cos �
0 � sin� cos� cos �

35
� P�
P�
P 

�

(2.22)

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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22 Quaderno 3 Quaternione dell’orientamento di un velivolo

� P�
P�
P 

�

D

26666664
1

sin� sin �
cos �

cos� sin �
cos �

0 cos� � sin�

0
sin�
cos �

cos�
cos �

37777775
�
p

q

r

�

(2.24)

L’equazione (2.24) è l’inversa della (2.22) e fornisce i ratei di variazione degli angoli di
Eulero del velivolo una volta note le componenti della sua velocità angolare istantanea. La
matrice a secondo membro della (2.24) diviene singolare quando l’angolo di elevazione
� tende ad assumere il valore 90 deg. Nelle evoluzioni in cui il moto del velivolo porta
al verificarsi di questa circostanza la relazione cinematica (2.24) risulta inapplicabile e la
determinazione dell’orientamento dell’aeromobile negli istanti successivi necessita di un
trattamento speciale.

Le componenti .q0; qx; qy; qz/ del quaternione dell’orientamento sono collegate agli
angoli di Eulero del velivolo tramite le relazioni seguenti:

†
q0

qx

qy

qz

‡

D

„
cos

�

2
cos

�

2
cos

 

2
C sin

�

2
sin

�

2
sin

 

2

sin
�

2
cos

�

2
cos

 

2
� cos

�

2
sin

�

2
sin

 

2

cos
�

2
sin

�

2
cos

 

2
C sin

�

2
cos

�

2
sin

 

2

cos
�

2
cos

�

2
sin

 

2
� sin

�

2
sin

�

2
cos

 

2

…

(3.61)

Come è facile verificare, queste relazioni confermano che i parametri di Eulero-Rodrigues
sono le componenti di un quaternione unitario:

q20 C q2x C q2y C q2z D 1 (3.24)

Inoltre, è possibile dimostrare che le (3.61) discendono direttamente dalle definizioni
(3.22) se si esprimono le componenti .ex; ey; ez/ dell’asse di Eulero ed i termini in cui
compare l’angolo di Eulero � in funzione degli angoli di Eulero �, � e  (si veda, ad
esempio, il testo di Phillips [9]). Le relazioni inverse delle (3.61) risultano essere le
seguenti:

�
�

�

 

�

D

„
atan2

h
2
�
q0 qx C qy qz

�
;
�
q20 � q2x � q2y C q2z

�i
asin

h
2
�
q0 qy � qx qz

�i
atan2

h
2
�
q0 qz C qx qy

�
;
�
q20 C q2x � q2y � q2z

�i
…

(3.62)

Le relazioni (3.62) permettono di ricostruire la terna di valori degli angoli di Eulero a
partire dalla quaterna di valori delle componenti del quaternione unitario dell’orienta-
mento. La funzione atan2.�; �/ che compare nelle (3.62) è una funzione arcotangente
a due argomenti come quella descritta dagli standard dei linguaggi di programmazione
moderni. I due argomenti sono il numeratore ed il denominatore di un rapporto di cui
si vuole l’arcotangente. Essendo gli angoli � e  definiti in intervalli di ampiezza 2�
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3.3 Formulazione basata sul quaternione dell’orientamento 23

la funzione atan2 è necessaria nella prima ed ultima delle relazioni (3.62) poiché essa
ritorna un risultato angolare nel quadrante opportuno a seconda dei segni di ciascuno dei
suoi argomenti. Si osservi che per la determinazione dell’angolo � non è richiesta una
funzione a due argomenti dato che esso è definito nell’intervallo che va da ��

2
a �
2
.

Si osservi che la formula (3.62) non ha validità generale. Ad esempio, essa non è
applicabile nei casi in cui l’orientamento del velivolo dà luogo al gimbal lock. Ciò accade
nelle situazioni di volo per le quali � ! �

2
(si veda la figura 2.4 a pagina 13) oppure per

� ! ��
2
.

D’altra parte, se si considerano le relazioni (3.61), dal punto di vista squisitamente
matematico, è lecito poter verificare quale sia il risultato a primo membro se nel secondo
membro si sostituisce a � il valore �

2
e sia a � che a  il valore 0. In tal caso si ottiene

la quaterna di valori: .0;71; 0; 0;71; 0/. Resta ben inteso che ciò non significa che la
terna degli angoli di Eulero è .0; �

2
; 0/. Allo stesso tempo, questa terna di valori dà luogo

attraverso le (3.61) ad un quaternione perfettamente lecito. Quando questa quaterna di
parametri viene sostituita nelle relazioni inverse (3.62) si ottiene

�
�

�

 

�

D

�
atan2. 0;00 ; 0;00 /

asin. 1;00 /
atan2. 0;00 ; 0;00 /

�

(3.63)

Quest’ultimo passaggio permette di affermare che l’elevazione � corrispondente è pari ad
un angolo di 90 deg. Al contrario, in questa particolare situazione i valori degli angoli �
e  restano indeterminati. In altre parole, questo esempio conferma che quando l’angolo
� !˙�

2
i rimanenti due angoli di Eulero non sono univocamente determinati.

Per avere una conferma di quest’ultima affermazione basta sostituire nelle relazioni
(3.61) una diversa terna di valori, ad esempio, �

2
a � e, diversamente dal caso precedente,

il valore �
4
a � ed il valore �

4
a  . Ciò darà luogo ancora una volta al quaternione

.0;71; 0; 0;71; 0/.

Quando l’asse velivolo xB forma un angolo di ˙90 deg con il piano orizzontale, di
fatto, l’angolo di heading può assumere un valore del tutto arbitrario; e ciò non importa,
dal momento che l’orientamento della fusoliera rimane completamente specificato dalla
sola circostanza che essa è disposta in verticale. Dunque, specificare un angolo di prua
 quando l’angolo di elevazione è pari a ˙90 deg è come specificare la longitudine
geografica di un punto situato al polo Nord o al polo Sud della superficie terrestre [9].
Infatti, quando la latitudine è ˙90 deg non è necessario specificare anche la longitudine
perché ciascuno di questi due valori descrive, da solo, un punto sulla superficie terrestre.

A causa del gimbal lock le trasformazioni (3.62) non possono più essere utilizzate in
generale. Qualora l’angolo di elevazione � attraversa i valori ˙�

2
sia l’angolo di heading

che l’angolo di bank dovranno subire necessariamente un salto di � . Inoltre, per un angolo
� di ˙�

2
l’angolo � può solo essere espresso come funzione del valore arbitrario di  .

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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if .q0qy � qxqz/ D 0;50 then

�
�

�

 

�

WD

˚
2 asin

�
qx

cos.�=4/

�
C 

C�
2

arbitrary

	

else if .q0qy � qxqz/ D �0;50 then

�
�

�

 

�

WD

˚
2 asin

�
qx

cos.�=4/

�
� 

��
2

arbitrary

	

else
�
�

�

 

�

WD

„
atan2

h
2
�
q0 qx C qy qz

�
;
�
q20 � q2x � q2y C q2z

�i
asin

h
2
�
q0 qy � qx qz

�i
atan2

h
2
�
q0 qz C qx qy

�
;
�
q20 C q2x � q2y � q2z

�i
…

end if
Figura 3.5 Algoritmo per la determinazione degli angoli di Eulero, note le componenti del quater-
nione dell’orientamento.

Dalle (3.61), i parametri di Euler-Rodrigues nelle condizioni di gimbal lock diventano

�
q0

qx

qy

qz

�

D cos
�

4

„
cos

�

2
cos

 

2
˙ sin

�

2
sin

 

2

sin
�

2
cos

 

2
� cos

�

2
sin

 

2

˙ cos
�

2
cos

 

2
C sin

�

2
sin

 

2

cos
�

2
sin

 

2
� sin

�

2
cos

 

2

…

D cos
�

4

„
cos

��
2
�  

2

�
sin
��
2
�  

2

�
˙ cos

��
2
�  

2

�
� sin

��
2
�  

2

�

…

(3.64)
per � D ˙�

2
. Queste ultime espressioni, valide in situazioni di gimbal lock, permettono

di scrivere:
�
�

�

 

�

gimbal lock

D

˚
2 asin

�
qx

cos.�=4/

�
˙  

˙�
2

 (valore arbitrario)

	

(3.65)

Combinando le equazioni (3.62) e (3.65), è possibile formulare un algoritmogenerale di
assegnazione degli angoli di Eulero, note le componenti del quaternione dell’orientamento.
Questo algoritmo è riportato nella figura 3.5.
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�

xB

� D 180ı

�

 D 180ı

orizzontale,
 D 0ı

� D ��
2

C,
 e �
saltano da
180ı a 0ı

� D C�
2

�,
 e �
saltano da
0ı a 180ı

xB
yB

zB

Figura 3.6 Variazione degli angoli di Eulero durante una manovra di looping.

Essendo arbitrario il valore dell’angolo di prua in situazioni di gimbal lock, negli
algoritmi di integrazione numerica delle equazioni del moto è possibile scegliere un valore
conveniente, ad esempio, il valore di  ottenuto al passo di integrazione precedente.

3.3.6 Esempi di storie temporali del quaternione dell’orientamento

Riportiamo due esempi di storie temporali delle componenti del quaternione dell’orienta-
mento e delle terne corrispondenti di angoli di Eulero.

Il primo esempio è molto semplice. Esso si riferisce a un’evoluzione del velivolo
in cui la velocità angolare mantiene componenti p ed r identicamente nulle mentre la
componente di beccheggio q è una costante non nulla:

p.t/ D r.t/ D 0 ; q.t/ D 1;00 rad=s (3.66)

Queste condizioni possono essere effettivamente mantenute in situazioni reali. Ad esem-
pio quando il pilota riesce ad effettuare una richiamata sostenuta (looping) come quella
rappresentata nella figura 3.6, per una buona parte della manovra l’unica componente
non nulla e costante della velocità angolare è proprio la q. Note le storie temporali delle

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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�1;0

�0;8

�0;6

�0;4

�0;2

0;0

0;2

0;4

0;6

0;8

1;0

0 1 2 3 4 5 6 7
t (s)

q0
qx
qy
qz

(a) Componenti del quaternione dell’orientamento.

�100

�50

0

50

100

150

200

0 1 2 3 4 5 6 7

.ı/

t (s)

�

�
 

(b) Angoli di Eulero.

Figura 3.7 Storie temporali delle componenti del quaternione dell’orientamento e degli angoli di
Eulero corrispondenti per un orientamento iniziale assegnato dalle condizioni  D � D � D 0, e
per delle assegnate leggi di variazione delle componenti della velocità angolare, q.t/ D 1;00 rad=s,
p.t/ D r.t/ D 0;00 rad=s.

componenti del vettore˝ in assi velivolo, è possibile integrare le equazioni cinematiche:
„
Pq0
Pqx
Pqy
Pqz

…

D 1

2

26664
0 �p �q �r
p 0 r �q
q �r 0 p

r q �p 0

37775
„
q0

qx

qy

qz

…

(3.67)

in un dato intervallo di tempo, ad esempio Œ0; tf�, per degli assegnati valori iniziali (t D 0)
delle componenti del quaternione. Questi ultimi possono essere fissati ipotizzando, per
esempio, un volo inizialmente ad ali livellate, fusoliera orizzontale e prua nella direzione
Nord. In queste condizioni iniziali l’orientamento del velivolo nello spazio è caratterizzato
da angoli di Eulero tutti nulli; dalla (3.61) si ottiene:

q0.0/ D 1 ; qx.0/ D qy.0/ D qz.0/ D 0 (3.68)

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Indistriale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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Figura 3.8 Variazione degli angoli di Eulero in una manovra acrobatica detta manovra del cobra.

La soluzione numerica del problema di valori iniziali (3.67)-(3.68) fornisce le storie
temporali delle componenti del quaternione dell’orientamento e dei corrispondenti angoli
di Eulero rappresentate nella figura 3.7. Dall’esame dei grafici e con l’ausilio della
figura 3.6 si deduce che:
� come ci si aspetta, le componenti del quaternione variano con regolarità e sono
comprese fra i valori �1 ed 1;
� l’elevazione � varia linearmente da 0 ad un valore di poco inferiore a 90 deg; allo
stesso tempo l’angolo di heading  e l’angolo di rollio � sono costanti e nulli; non
appena � si avvicina al valore di 90 deg sia  che � si incrementano (“saltano”)
di 180 deg; a questo punto � (anziché continuare a crescere) comincia a decrescere
linearmente, fino a 0 ed oltre, arrivando ad assumere valori vicini a �90 deg; in
questo intervallo di tempo gli angoli  e � si mantengono pari a 180 deg;
� per � che si avvicina a�90 deg si ha un salto repentino dei valori di e�, da 180 deg
a 0 deg; negli istanti successivi gli angoli di heading e di rollio si mantengono nulli
mentre � ricomincia a crescere linearmente, da valori di poco superiori a �90 deg
fino a 0 deg, concludendo la traiettoria di looping ritornando in una condizione di
orientamento identica a quella iniziale.

Il comportamento “a scatti” delle grandezze  e � che si apprezza nella figura 3.7b è
perfettamente normale e rispecchia le definizioni degli intervalli di variazione degli angoli
di Eulero del velivolo.

La figura 3.8, in cui è raffigurata una manovra acrobatica detta manovra del cobra,
rappresenta un ulteriore esempio in cui vi è variazione discontinua degli angoli  e � per
un angolo � che varia in prossimità degli estremi del suo intervallo di definizione.

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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yE

direzione
 D 0ı

xE

Figura 3.9 Esempio di evoluzione con moto di rotazione intorno all’asse di rollio. La manovra è caratterizzata da
storie temporali dei parametri dell’orientamento simili a quelle della figura 3.10.

Esercizio 3.1: Cinematica dell’evoluzione di looping in Matlab ÏÍ
Utilizzando le funzioni predefinite diMatlab risolvere numericamente il problema di valori
iniziali (3.67)-(3.68) nel caso di una manovra di looping. Confrontare i risultati con quelli
rappresentati dai grafici della figura 3.7 a pagina 26.

Assegnare opportunamente gli angoli di Eulero iniziali e delle plausibili leggi temporali
delle componenti della velocità angolare in assi velivolo. Ad esempio, supporre la velocità
angolare di beccheggio q.t/ inizialmente nulla e crescente con t , fino al raggiungimento
di un valore costante qmax, mantenuto per quasi tutta la manovra; nella fase terminale
dell’evoluzione ipotizzare un decadimento della q.t/ da qmax a 0. Per semplicità assumere
profili identicamente nulli per le velocità angolari p ed r .

Si consulti la documentazione della funzione ode45 e delle funzioni angle2quat e
quat2angle dell’Aerospace Toolbox. Si scriva un programma di calcolo che risolve il
problema di valori iniziali assegnato e disegna i grafici necessari. Si trovi una combi-
nazione opportuna del tempo di simulazione tf e della legge q.t/ tale da far compiere al
velivolo un giro completo.

v

Esercizio 3.2: Traiettoria dell’evoluzione di looping in Matlab ÏÍ
Con riferimento all’esercizio 3.1 scrivere un codice di calcolo in Matlab che integra le
equazioni della navigazione (3.28) e ricostruisce la traiettoria del baricentro del velivolo
in assi Terra, note le storie temporali del quaternione e degli angoli di Eulero.

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Indistriale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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(a) Componenti del quaternione dell’orientamento.
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(b) Angoli di Eulero.

Figura 3.10 Storie temporali delle componenti del quaternione dell’orientamento e degli angoli di
Eulero corrispondenti per un orientamento iniziale assegnato dalle condizioni  D � D � D 0, e
per delle assegnate leggi di variazione delle componenti della velocità angolare, q.t/ D 1;00 rad=s,
p.t/ D 0;50 rad=s, r.t/ D 0;00 rad=s.

Assegnare opportunamente la posizione iniziale e delle plausibili leggi temporali
delle componenti della velocità in assi velivolo. Ad esempio, supporre la componente u
inizialmente pari a 250 km=h e decrescente gradualmente con t , fino al raggiungimento
di un valore costante, mantenuto per tutta la manovra. Per semplicità assumere profili
identicamente nulli per le componenti v e w.

Si consulti la documentazione della funzione quat2dcm dell’Aerospace Toolbox.

v

Un secondo esempio di traiettoria di volo con un’interessante successione degli orien-
tamenti del velivolo nello spazio è rappresentato dalla figura 3.9. Questo tipo di evoluzione
acrobatica è noto con il nome di manovra di tonneau.

Nella figura 3.10 sono riportate le storie temporali delle componenti del quaternione
e degli angoli di Eulero. Le condizioni iniziali sono le stesse dell’esempio precedente,
cioè le (3.68), ma il moto di rotazione assegnato è differente. Per semplicità si possono
assumere le leggi seguenti: q.t/ D q0 D 1;00 rad=s, p.t/ D p0 D 0;50 rad=s, r.t/ D 0.

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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30 Quaderno 3 Quaternione dell’orientamento di un velivolo

In questo caso l’angolo di prua non subisce una variazione a scatti poiché la storia
del moto è influenzata maggiormente dalla velocità angolare di rollio. Infatti, l’angolo
 cresce nel tempo e raggiunge un massimo prima di raggiungere l’estremo superiore
del suo intervallo di definizione. Successivamente, esso decresce e tende al valore nullo
iniziale. D’altra parte, in questo moto a velocità angolare di rollio costante l’angolo �
raggiunge il limite superiore del suo intevallo di definizione. Non appena l’angolo di bank
tende a superare i 180 deg esso subisce una variazione a scatto di �180 deg che lo riporta
in prossimità dell’estremo inferiore del suo intevallo di definizione.

Esercizio 3.3: Cinematica dell’evoluzione di tonneau in Matlab ÏÍ
Si ripetano gli esercizi 3.1 e 3.2 nel caso di una manovra di tonneau. Confrontare i risultati
con quelli rappresentati dai grafici della figura 3.10 nella pagina precedente.

Assegnare opportunamente gli angoli di Eulero iniziali e delle plausibili leggi temporali
delle componenti della velocità angolare in assi velivolo. Ad esempio si supponga una
velocità angolare di rollio p.t/ inizialmente nulla e crescente con t , fino a raggiungere
un valore costante pmax, mantenuto per gran parte della manovra; nella fase terminale
dell’evoluzione ipotizzare un decadimento della p.t/ da pmax a 0. Ipotizzare un legge
temporale analoga per la componente di velocità angolare di beccheggio q.t/, con qmax pari
a circa la metà di pmax. Si supponga una legge r.t/ della velocità angolare di imbardata
identicamente nulla.

Assegnare opportunamente la posizione iniziale e delle plausibili leggi temporali
delle componenti della velocità in assi velivolo. Ad esempio si supponga la componente
u.t/ pari inizialmente a u0 D 380 km=h, decrescente con t fino a un valore minimo
(� 0;70u0) e successivamente crescente con t per raggiungere u0 a fine manovra. Per
semplicità assumere profili identicamente nulli per le componenti v e w.

Esempio di svolgimento
Una possibile via per risolvere il problema assegnato è data dal codice seguente.

clc; clear; close all;

% Problem solved:
% Given time histories of angular velocity components in body axes, integrate
% the quaternion components evolution equations and determine the related Euler
% angles time histories. Then, for assigned time histories of CG velocity
% components in body axes reconstruct the flight path.

t_fin = 105.0; % Simulation final time

% Initial conditions
phi0 = 0; psi0 = 0; theta0 = 0; % Euler angles
X0 = 0; Y0 = 0; Z0 = 0; % Position

%% Anonymous functions
% Tonneau, some reference values used to build
% three appropriate time histories of p, q, r
p_max = convangvel(4.0,’deg/s’,’rad/s’); % rad/s
q_max = convangvel(2.0,’deg/s’,’rad/s’); % rad/s
r_max = 0; % rad/s

p = @(t) ... ! see Fig. 3.11a
interp1( ...

[0, t_fin/30, t_fin/10, t_fin/5, 0.7*t_fin, 0.9*t_fin, t_fin], ...
[0, p_max/40, p_max*3/4, p_max, p_max, 0, 0], ...
t, ’pchip’ ...

);

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Indistriale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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q = @(t) ... ! see Fig. 3.11a
interp1( ...

[0, t_fin/30, t_fin/10, t_fin/5, 0.8*t_fin, 0.9*t_fin, t_fin], ...
[0, q_max/40, q_max*3/4, q_max, q_max, 0, 0], ...
t, ’pchip’ ...

);
r = @(t) 0;

% Tonneau, some reference values used to build
% three appropriate time histories of u, v, w
u0 = convvel(380.0,’km/h’,’m/s’); % m/s
v0 = convvel( 0.0,’km/h’,’m/s’); % m/s
w0 = convvel( 0.0,’km/h’,’m/s’); % m/s

u = @(t) ... ! see Fig. 3.11b
interp1( ...

[ 0, t_fin/30, t_fin/10, t_fin/5, 0.8*t_fin, t_fin], ...
[u0, 0.8*u0, 0.7*u0, u0, 1.1*u0, uo], ...
t, ’pchip’ ...

);
v = @(t) 0;
w = @(t) 0;

(continua)

Per contenere tutto il codice in un unico script di Matlab sono state definite delle funzioni
anonime della variabile temporale — si vedano le assegnazioni con @(t). Esse utilizzano
la funzione predefinita interp1 ed esprimono le leggi p.t/, q.t/ e u.t/ attraverso delle
funzioni interpolanti opportunamente costruite. Le leggi assegnate diverse dalla funzione
identicamente nulla sono riportate nella figura 3.11. In particolare, le leggi di p, q ed r
vanno utilizzate per definire le quattro funzioni scalari che costituiscono i secondi membri
della (3.67). Essi sono delle funzioni del tempo t e delle quattro componenti q0, qx , qy e
qz del quaternione dell’orientamento.

Dunque il codice precedente continua con la definizione di una funzione anonima
dQuatdt da passare alla funzione predefinita ode45. Per l’integrazione del sistema
di equazioni differenziali ordinarie (3.67) accoppiato alle condizioni iniziali (3.68) la
funzione ode45 deve ricevere in input una quaterna Q0 di valori iniziali delle componenti
del quaternione e un intervallo temporale [0 t_fin]. Il codice di calcolo continua come
segue.

(continua dal listato precedente)
% Kinematic equations ! see (3.67)
dQuatdt = @(t, Q) ...

0.5*[ 0, -p(t), -q(t), -r(t);
p(t), 0, r(t), -q(t);
q(t), -r(t), 0, p(t);
r(t), q(t), -p(t), 0] * Q;

%% Solution of quaternion component evolution equations
options = odeset( ...

’RelTol’, 1e-9, ...
’AbsTol’, 1e-9*ones(1,4) ...
);

% Initial quaternion
Q0 = angle2quat(psi0, theta0, phi0); ! see (3.61)

% Runge-Kutta integration
[vTime, vQuat] = ode45(dQuatdt, [0 t_fin], Q0, options);

(continua)

Si ottiene così il vettore vQuat con la soluzione numerica contenente la sequenza
degli orientamenti del velivolo. Tale sequenza è associata all’insieme discreto di istanti di
tempo successivi immagazzinati nel vettore vTime.

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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(b) Componente u della velocità del baricentro.

Figura 3.11 Storie temporali delle componenti di velocità angolare e traslazionale assegnate nel-
l’esercizio 3.3.

Il frammento di codice seguente prepara i grafici delle grandezze fin qui ricavate.

(continua dal listato precedente)
figure(1)
% Quaternion components time histories ! see Fig. 3.13a
subplot 121
plot( ...

vTime, vQuat(:,1), ’-’, ...
vTime, vQuat(:,2), ’--’, ...
vTime, vQuat(:,3), ’-’, ...
vTime, vQuat(:,4), ’:’ ...
)

legend(’q_0’,’q_x’,’q_y’,’q_z’)
xlabel(’t (s)’); ylabel(’’)
title(’Quaternion components’)

% Euler angles time histories ! see Fig. 3.13b
subplot 122
[vpsi, vtheta, vphi] = quat2angle(vQuat);
plot( ...

vTime, convang( vpsi,’rad’,’deg’), ’-’, ...
vTime, convang(vtheta,’rad’,’deg’), ’:’, ...
vTime, convang( vphi,’rad’,’deg’), ’--’ )

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Indistriale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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Figura 3.12 Un tonneau a destra.

legend(’\psi’,’\theta’,’\phi’)
xlabel(’t (s)’); ylabel(’(deg)’)
title(’Euler angles’)

figure(2)
% Angular velocity components in body axes ! see Fig. 3.11a
subplot 211
plot( ...

vTime, convangvel(p(vTime),’rad/s’,’deg/s’), ...
vTime, convangvel(q(vTime),’rad/s’,’deg/s’), ...
vTime, convangvel(r(vTime),’rad/s’,’deg/s’))

legend(’p(t)’,’q(t)’,’r(t)’)
xlabel(’t (s)’); ylabel(’(deg/s)’)
title(’Angular velocity components in body axes’)

% Velocity components in body axes ! see Fig. 3.11b
subplot 212
plot(vTime, u(vTime))
legend(’u(t)’)
xlabel(’t (s)’); ylabel(’(m/s)’)
title(’X-Velocity component in body axes’)

(continua)

Noti gli orientamenti nel tempo bisogna ora risolvere il problema di valori iniziali
˚ �

PxE;G
PyE;G
PzE;G

�

D
h
TEB

�
q0; qx; qy; qz

�i� u

v

w

�

xE;G.0/ D 0 ; yE;G.0/ D 0 ; zE;G.0/ D zE;G;0

(3.69)

Sia le componenti di velocità che le componenti del quaternione nelle equazioni del pro-

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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blema (3.69) sono trattabili a questo punto come delle funzioni note del tempo. Infatti,
le funzioni u.t/, v.t/ e w.t/ sono un dato del problema mentre le componenti del qua-
ternione sono state ricavate come funzioni tabulari. Esse sono espresse dalla matrice
[vTime,vQuat] di dimensioni N � 5, con N pari a length(vTime). Le q0.t/, qx.t/,
qy.t/ e qz.t/ vengono quindi ricostruite attraverso funzioni anonime che forniscono i va-
lori all’istante generico t per interpolazione a partire dai valori discreti contenuti in vTime
e vQuat.

Si definisce così una funzione anonima dPosEdt con i secondi membri delle equazioni
del problema (3.69). Tale funzione viene passata a ode45 insieme al vettore vTime

precedentemente ricavato e insieme al vettore PosE0 della posizione iniziale.
Il codice che ricava la traiettoria del baricentro è il seguente.

(continua dal listato precedente)
% Time interpolation function for known quaternion history
Quat = @(t) ...

[interp1(vTime,vQuat(:,1),t), ...
interp1(vTime,vQuat(:,2),t), ...

interp1(vTime,vQuat(:,3),t), ...
interp1(vTime,vQuat(:,4),t)];

% Transformation matrix from Earth- to body-axes ! ŒTBE� D ŒTEB�T
T_BE = @(Q) ...

quat2dcm(Q);

% RHS of navigation equations ! see (3.25), ŒTEB� � Œu v w�T
dPosEdt = @(t,PosE) ...

transpose(quat2dcm(Quat(t)))*[u(t);v(t);w(t)];

% Solution of navigation equations
options = odeset( ...

’RelTol’, 1e-3, ...
’AbsTol’, 1e-3*ones(3,1) ...
);

% Initial position
PosE0 = [0;0;0];

% Runge-Kutta integration
[vTime2, vPosE] = ode45(dPosEdt, vTime, PosE0, options);

vXe = vPosE(:,1);
vYe = vPosE(:,2);
vZe = Z0 + vPosE(:,3);

(continua)

Il frammento di codice seguente rappresenta le storie temporali delle coordinate del
baricentro.

(continua dal listato precedente)
% CG coordinates time history ! see Fig. 3.13c
figure(3)
plot( ...

vTime, vXe, ’-’,...
vTime, vYe, ’-.’, ...
vTime, vZe, ’--’ ...
)

% hold on, view(3)
legend(’x_{G,E}(t)’,’y_{G,E}(t)’,’z_{G,E}(t)’)
xlabel(’t (s)’); ylabel(’(m)’);
title(’CG coordinates in Earth axes’);

(continua)

Infine, viene riportata nello spazio tridimensionale la traiettoria e viene rappresentata
la sequenza di modelli tridimensionali di velivolo orientati secondo la successione dei
valori del quaternione dell’orientamento (figura 3.12).

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Indistriale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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(continua dal listato precedente)
%% Plot body and trajectory ! see Fig. 3.12
h_fig4 = figure(4);
title(’Flight path with body’);
% theView = [70 20];
theView = [1,1,0.5];
plotTrajectoryAndBody(h_fig4,vXe,vYe,vZe,vQuat,0.003,25,theView)

! see http://wpage.unina.it/agodemar/DSV-DQV/plotTrajectoryAndBody.zip

I grafici della figura 3.13 nella pagina successiva riassumono i risultati dell’esercizio
proposto riportando le storie temporali dei parametri dell’orientamento del velivolo e della
posizione del baricentro.

v

Esercizio 3.4: Manovre acrobatiche ÏÍ
Con riferimento alle figure 3.14 e 3.15 si riproduca la cinematica di una o più manovre
acrobatiche. Si rappresentino le storie temporali degli angoli di Eulero e delle componenti
del quaternione dell’orientamento del velivolo. Si rappresentino infine la traiettoria del
baricentro e gli orientamenti successivi dell’aeromobile (come nella figura 3.12).

v

Esempio 3.1: Manovra di rollio in Simulink ÏÍ
È interessante e istruttivo rivisitare i problemi affrontati negli esercizi precedenti — ad
esempio l’esercizio 3.3 — realizzandone un modello Simulink. Ancora una volta si
produrranno i segnali di input Œp.t/; q.t/; r.t/�T e Œu.t/; v.t/; w.t/�T per ottenere le storie
temporali del quaternione dell’orientamento e dei tre angoli di Eulero del velivolo nonché
la traiettoria del baricentro.

Un possibile modello Simulink per lo studio di un’evoluzione di rollio simile a un
tonneau è dato dalla figura 3.16 a pagina 40. Si consideri il blocco di tipo Signal Builder
raffigurato in dettaglio nella figura 3.17 (in Simulink Library Browser si veda il percorso
simulink/Sources). Esso produce i segnali ‘Signal 1’, ‘Signal 2’ e ‘Signal 3’, i quali
sono opportunamente scalati con blocchi di tipo Gain. In particolare il primo segnale
viene ritardato con un blocco di tipo Transport Delay (in Simulink Library Browser si
veda il percorso simulink/Continuous) — i guadagni e il ritardo di uno dei segnali
vengono utilizzati per aggiustamenti successivi in modo da ottenere il risultato voluto.
Ne risulta la terna di segnali p.t/, q.t/ ed r.t/ in rad=s che costituisce uno degli input
della simulazione. Il blocco Scope della figura 3.17 serve a rappresentare le componenti
di velocità angolare in deg=s (si veda la figura 3.19). La figura 3.18 rappresenta la finestra
d’impostazione del blocco Signal Builder. Nell’esempio riportato i tre segnali hanno tutti
un massimo unitario e sono stati costruiti con gli strumenti visuali forniti dalla finestra di
dialogo. È anche possibile creare segnali leggendo array già presenti nel workspace di
Matlab.

Lo schema della figura 3.20 a pagina 43 è un’altro dettaglio del modello Simulink.
Esso implementa l’integrazione del sistema di equazioni differenziali (3.67). Il blocco di
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Figura 3.13 Storie temporali dei parametri dell’orientamento e della posizione ricavati nell’eser-
cizio 3.3.
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3.3 Formulazione basata sul quaternione dell’orientamento 37

Figura 3.14 Esempi di manovre acrobatiche.

tipo Integrator (in Simulink Library Browser si veda il percorso simulink/Continuous)
ha per uscita lo stato x del sistema, cioè il quaternione Œq0.t/; q1.t/; q2.t/; q3.t/�

T , e
riceve in ingresso:(a) un segnale a 4 componenti che rappresenta il secondo membro della
(3.67) e (b) un secondo ingresso, il segnale costante x0, corrispondente al valore iniziale
del quaternione dell’orientamento (ottenibile, ad esempio, accedendo ad una variabile
nel workspace di Matlab). L’uscita del blocco Integrator è rimandata come ingresso al
blocco ‘Matrix Multiply’. Quest’ultimo ha un segnale d’uscita corrispondente al secondo
membro della (3.67).

Lo schema interno del sottosistema ‘Antisymmetric 4 � 4 Matrix’ della figura 3.20
è mostrato nella figura 3.21. Questo blocco di calcolo riceve in input le tre componenti
di velocità angolare e serve a costruire la matrice a secondo membro dell’equazione
(3.67). Al generico istante della simulazione viene assemblata unamatrice quadrata, 4 � 4,
antisimmetrica, ottenendo in primo luogo dai tre ingressi p, q ed r i 16 segnali (di cui 4
nulli) corrispondenti ai singoli elementi. Attraverso il blocco di tipo Vector Concatenate
(in Simulink Library Browser si veda il percorso simulink/Commonly Used Blocks)
i 16 scalari vengono disposti in un array monodimensionale a gruppi di 4 rappresentanti
le colonne della matrice desiderata. Infine si applica all’array un’operazione di reshape
(corrispondente all’analoga funzione di ridimensionamento predefinita di Matlab) tramite
il blocco Reshape (in Simulink Library Browser si veda il percorso simulink/Math

Operations) e infine una moltiplicazione per 1
2
(blocco Gain a destra).

Nella figura 3.22 a pagina 44 è rappresentato in dettaglio lo schema d’integrazione
delle equazioni della traiettoria del baricentro. Il segnale principale è sempre costituito dal
quaternione dell’orientamento, che proviene dallo schema d’integrazione discusso sopra.

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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Figura 3.15 Una manovra acrobatica detta Cuban eight.

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Indistriale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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3.3 Formulazione basata sul quaternione dell’orientamento 39

Il quaternione è un ingresso del blocco ‘Quaternions to Rotation Angles (Rotation Order
ZYX)’messo a disposizione dall’Aerospace Blockset (in Simulink Library Browser si veda
il percorso simulink/Aerospace Blockset/Utilities/Axes Transformations),
il quale restituisce la terna di angoli di Eulero R1 D  .t/, R2 D �.t/, R3 D �.t/.
A questo punto, note le storie degli angoli d’assetto, se si assegnano le componenti di
velocità e una posizione iniziale del baricentro è possibile trovare la traiettoria.

Per semplicità si assume:(a) una velocità costante in modulo, pari a V0, e (b) un asse
velivolo xB costantemente tangente alla traiettoria (˛B.t/ D ˇ.t/ D 0). Si dovrà risolvere
un problema di valori iniziali simile al (3.69), che nelle ipotesi appena fatte è esprimibile
come segue:

˚ �
PxE;G
PyE;G
PzE;G

�

D

�
VN

VE

VD

�

D

�
V0 cos � cos 
V0 cos � sin 
�V0 sin �

�

xE;G.0/ D 0 ; yE;G.0/ D 0 ; zE;G.0/ D zE;G;0

(3.70)

Le componenti di velocità a secondo membro delle (3.70) sono definite attraverso i
blocchi ‘Fcn: VN’, ‘Fcn: VE’ e ‘Fcn: VD’ della figura 3.22. Questi blocchi Simulink sono
di tipo Fcn (in Simulink Library Browser si veda il percorso simulink/User-Defined

Functions) e in particolare sono stati configurati come mostrato nella figura 3.23 a
pagina 45. Il valore V0 è assegnato in Matlab in una variabile speed_ms che è presente
nel workspace quando il modello Simulink viene eseguito. I segnali corrispondenti alle
componenti di velocità del baricentro in assi terra VN, VE, VD sono, rispettivamente, gli
ingressi dei blocchi ‘Integrator1’, ‘Integrator2’, e ‘Integrator3’ della figura 3.22. I primi
due ricevono dalla porta d’ingresso della condizione iniziale un valore nullo; il terzo,
corrispondente all’integrazione della terza delle (3.70), riceve un valore zE;G;0 che viene
acquisito accedendo ad una variabile nel workspace di Matlab.

Il codice Matlab da eseguire prima di lanciare il modello Simulink è il seguente.
%% Initial altitude
altitude0_ft = 1500.0;
altitude0_mt = convlength(altitude0_ft,’ft’,’m’);

%% Initial quaternion components
psi0 = 0; % rad
theta0 = 0; % rad
phi0 = 0; % rad
quat0 = angle2quat(psi0, theta0, phi0);

%% Speed
speed_kts = 200.0;
speed_ms = convvel(speed_kts,’kts’,’m/s’);

Pertanto, le costanti assegnate in ingresso come condizioni iniziali degli integratori
dell’equazione dell’orientamento e della terza delle equazioni della traiettoria (3.70) sono
i valori quat0 (una matrice 4 � 1) e -altitude0_mt (uno scalare).

L’output del modello Simulink è rappresentato nelle figure 3.24, 3.25, 3.26. L’evolu-
zione del velivolo e la traiettoria del baricentro sono rappresentate nella figura 3.27.

v
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Figura 3.16 Il modello Simulink proposto nell’esercizio 3.1.
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Signal2Builder
[p,2q,2r]2(deg/s)

deg rad

Angle
Conversion

4.5

Gain:2p

1.2

Gain:2q

0.001

Gain:2r

p

q

r

Transport2Delay

p,2q,2r
(deg/s)

p2(deg/s)

q2(deg/s)

r2(deg/s)

Signal21

Signal22

Signal23

Group21

Figura 3.17 Dettaglio del modello Simulink con il blocco a sinistra di tipo Signal Builder che
produce i segnali ‘Signal 1’, ‘Signal 2’ e ‘Signal 3’. I segnali sono opportunamente scalati con
blocchi di tipo Gain. In particolare il primo segnale viene ritardato con un blocco di tipo Transport
Delay. In uscita a destra si hanno i segnali p.t/, q.t/ ed r.t/ in rad=s che costituiscono l’input
della simulazione. Il blocco Scope serve a rappresentare le componenti di velocità angolare in
deg=s (figura 3.19).

Figura 3.18 La finestra di impostazione del blocco Signal Builder. Tutti i segnali hanno unmassimo
unitario.

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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42 Quaderno 3 Quaternione dell’orientamento di un velivolo

Figura 3.19 Storie temporali effettive delle componenti di velocità angolare in assi velivolo.

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Indistriale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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quaternion1
sxo

p

q

r

Anti-Symmetric
4x4AMatrix

ToAWorkspace

simout_vQuat

Subsystem

Matrix
Multiply

quat0

Constant Integrator

Multiply

� Pq0; Pqx ; Pqy ; Pqz �T D
1

2

2664
0 �p �q �r
p 0 r �q
q �r 0 p

r q �p 0

3775
�
q0
qx
qy
qz

�

(3.67)

Figura 3.20 Dettaglio del modello Simulink con i blocchi per l’integrazione del sistema (3.67).
Il blocco Integrator ha per uscita lo stato, cioè il quaternione Œq0.t/; q1.t/; q2.t/; q3.t/�

T . Questo
segnale è anche l’ingresso del blocco ‘Matrix Multiply’, dal quale esce un segnale corrispondente
al secondo membro della (3.67). Il primo blocco a sinistra, che riceve i segnali p, q ed r , è il
sottosistema ‘Antisymmetric 4� 4Matrix’ riportato nella figura 3.21 e serve a costruire la matrice
a secondo membro dell’equazione (3.67).

Reshape

Reshape
,16V2to2[4x4]

column-major

0

Constant

-1

Gain:2-p

-1

Gain:2-q

-1

Gain:2-r

1
p

2
q

3
r

1
Anti-Symmetric

4x42Matrix

0.5

Gain

M11,2M22,2M33,2M44:20

M21,2M34:2p

M13,2M24:2-q

M12,2M43:2-p

M41,2M23:2r

M32,2M14:2-r

M31,2M42:2q

Vector
Concatenate

Figura 3.21 Dettaglio del modello Simulink con il sottosistema ‘Antisymmetric 4 � 4 Matrix’
della figura 3.20. Al generico istante della simulazione esso assembla la matrice quadrata, 4 � 4,
antisimmetrica a secondo membro dell’equazione (3.67). L’operazione viene effettuata ottenendo
16 segnali (di cui 4 nulli) dai tre ingressi p, q ed r . I 16 scalari vengono disposti in un array
monodimensionale a gruppi di 4 rappresentanti le colonne dellamatrice desiderata. Infine si applica
all’array un’operazione di reshape (corrispondente all’analoga funzione di ridimensionamento
predefinita di Matlab).
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V0 cos � sin 
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xE;G.0/ D 0 ; yE;G.0/ D 0 ; zE;G.0/ D zE;G;0
(3.70)

Figura 3.22 Dettaglio del modello Simulink con i blocchi di integrazione dell’equazione della traiettoria.
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3.3 Formulazione basata sul quaternione dell’orientamento 45

Figura 3.23 Configurazione dei blocchi di tipo User Defined Function per il calcolo delle com-
ponenti di velocità VN, VE e VD (figura 3.22). La variabile speed_ms deve essere presente nel
workspace di Matlab.

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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46 Quaderno 3 Quaternione dell’orientamento di un velivolo

Figura 3.24 Storie temporali delle componenti del quaternione dell’orientamento. Blocco Scope non mostrato
nella figura 3.20; si lascia per esercizio al lettore il compito di aggiungerne uno ottenendo i grafici qui rappresentati.
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3.3 Formulazione basata sul quaternione dell’orientamento 47

Figura 3.25 Storie temporali degli angoli di Eulero.
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48 Quaderno 3 Quaternione dell’orientamento di un velivolo

Figura 3.26 Storie temporali delle coordinate del baricentro. Blocco Scope non mostrato nella figura 3.22; si lascia
per esercizio al lettore il compito di aggiungerne uno ottenendo i grafici qui rappresentati.
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3.3 Formulazione basata sul quaternione dell’orientamento 49

Figura 3.27 Evoluzione di rollio ottenuta con il modello Simulink dell’esercizio 3.1. La condizione ˛B.t/ D
ˇ.t/ D 0 imposta per semplificare il calcolo della traiettoria comporta una condizione di tangenza, punto per
punto, dell’asse velivolo xB alla traiettoria.
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50 Quaderno 3 Quaternione dell’orientamento di un velivolo

Esercizio 3.5: Manovre acrobatiche in Simulink ÏÍ
Si risolvano con Simulink i problemi proposti negli esercizi 3.1, 3.2, 3.4.

v
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