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In questa appendice si faranno dei richiami ad alcuni argomenti di calcolo numerico e
di metodi matematici per 1’ingegneria. Lo scopo ¢ quello di introdurre il lettore ad un
uso ragionato di alcuni strumenti di calcolo molto comuni oltre che ad alcuni programmi
sviluppati e messi a disposizione dagli autori.

5.1 Interpolazione

Nelle scienze e nell’ingegneria si dispone spesso di una sequenza di valori di una data
grandezza fisica y in corrispondenza di altrettanti valori di un’altra grandezza fisica x che
gioca il ruolo di variabile indipendente. Si prenda in esame la situazione rappresentata
nella figura 5.1.

Spesso questo tipo di corrispondenza ¢ chiamato ‘funzione nota per punti’ o ‘funzione
tabellare’ (o anche ‘tabulare’). Una funzione pud essere nota solo per punti perché
deriva da misurazioni sperimentali oppure perché ¢ soluzione numerica di un problema
matematico. In altre parole non si ha un’espressione analitica della funzione e si deve
risolvere un problema di rappresentazione di dati.

Approssimare una funzione tabellare, cio¢ a dire una corrispondenza che puo esse-
re comunque complicata, vuol dire sostituire ad essa una funzione semplice, analitica,
facilmente calcolabile. La funzione approssimante dovra essere esprimibile come combi-
nazione di un numero finito di funzioni che siano facili da calcolare, derivare ed integrare,
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Quaderno 5 Richiami di calcolo numerico

X1 Xj Xn X

Figura 5.1 Con interpolazione esatta si intende il processo che arriva ad individuare una funzione,
spesso polinomiale a tratti, che passi per un insieme dato di punti: (x;,y;), j =1,...,n.

mediante algoritmi robusti ed efficienti. Una volta individuata la funzione analitica pas-
sante per I’insieme di punti, sara possibile calcolare il valore della funzione stessa in
un nuovo punto interno all’intervallo. Tale azione ¢ detta interpolazione e la funzione
approssimante potra essere detta anche funzione interpolante.

Detto n il numero di campioni a disposizione, se si vuole rappresentare la funzione
nota per punti con un grafico, non si puo fare altro che disegnare un diagramma come
quello riportato nella figura 5.2. Tale grafico ¢ ottibile in Matlab con la semplice sequenza
di comandi riportati nel listato 5.1. Nell’esempio ¢ stato semplicemente costruito un
vettore x di n = 12 valori equispaziati, a partire da 1 fino a 12, e si ¢ definito un secondo
vettore y di altrettanti numeri. Questi ultimi potrebbero essere interpretati come i valori
di temperatura media in una stanza nell’arco di 12 ore, misurati ad intervalli di un’ora.

35
30f .
: : .
25} ° ] : .
20t 5 ' Listato 5.1 grafico a barre di una semplice sequenza di
y : coppie (x, y).
15} . ; ppie (x, y)
: ; % n coppie (x,))
10p : x = 1:12; % < definisce le x;, con n =12
sl : y=[5 8 9 15 25 29 31 30 22 25 27 24]; % < le y,
plot(x,y, 'o’)
0 i xlabel(’'x"); ylabel('y’);
0 4 6 8 10 12

Figura 5.2 Esempio di coppie di dati (x;,y;), per j =
1...n, dalle quali si vuole costruire una corrispondenza

y = f(x).

Se si assume che esista una legge quantitativa che lega I’insieme dei numeri x; a
quello dei numeri y;, si puo descrivere tale relazione quantitativa come: y; = fup(x;),
con j = 1,...,n. In pratica la funzione tabellare f,, non esprime altro che 1’insieme
discreto di coppie di punti {(x;,y;)};j=1,.,,. Parlare di interpolazione significa voler
costruire un modello matematico, cio¢ una funzione approssimante g(x), che descriva
sufficientemente bene il fenomeno o il contesto che determina le coppie (x;, y;). Un tale

modello deve consentire di fare delle previsioni sul valore della variabile dipendente y per
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5.1 Interpolazione

valori di x diversi dai campioni x; della variabile indipendente. Nel contesto della teoria
dell’interpolazione le coppie (x;, y;) prendono il nome di punti di supporto e le ascisse
di supporto x; vengono chiamate anche nodi.

Si osservi che quando si vuole che la g assuma esattamente valori y; in corrispondenza
delle ascisse di supporto, cio¢ y; = g(x;), si parla di interpolazione esatta. Non sempre
I’interpolazione esatta rappresenta un approccio corretto. Ad esempio se le grandezze x ed
y rappresentano dei valori misurati e sono soggette ad errore sperimentale, una funzione
interpolante esatta seguirebbe 1’andamento casuale dell’errore. In simili situazioni si
sceglie un approccio basato sulla cosiddetta interpolazione approssimata (data fitting).

Si osservi inoltre che se si vuole determinare la g(x) per valori esterni all’intervallo
delle ascisse di supporto, cio€ per x < x; oppure per x > X,, si parla allora, in particolare,
di estrapolazione.

La scelta del modello di funzione approssimante ¢ condizionata da considerazioni le-
gate al particolare problema da risolvere, ma anche da considerazioni numeriche dovute al
fatto che la funzione approssimante deve essere facilmente calcolabile. Nei paragrafi che
seguono, con I’aiuto di alcuni esempi in linguaggio Matlab, si faranno dei richiami sull’in-
terpolazione esatta mediante i tipi pit comuni di funzioni approssimanti. Successivamente
si daranno dei cenni alle diverse tecniche di interpolazione approssimata.

5.1.1 Interpolazione lineare

Spesso si ritiene accettabile una funzione approssimante che sia lineare a tratti. Si avra in
tal caso che la funzione approssimante, detta gy;,, avra una forma del tipo

ax+b se x < X
aix + by sex; <x <X,
a>x + b, se Xy < X < X3
gin(¥) = | (5.

An—1X +by—1 sex,—1 <x < Xy

a’x + b se X, <X

Come ¢ facile far vedere in base a considerazioni geometriche semplici, se si assume
che il tratto di curva che unisce due punti consecutivi ¢ una retta, nel generico intervallo
[xj,xj41] siavra

X —Xj4+1 X —Xj
in(X) = yj ——— + Yy (5.2)
Xj — Xj+1 Xj41 — Xj
per j = 1,...,n — 1. Dalle (5.2) si possono ricavare facilmente le espressioni dei

coefficienti a;, b;, a’, b’, a” e b” che compaiono nelle (5.1).

L’interpolazione di una funzione tabellare di una variabile ¢ facilmente ottenibile in
Matlab con la funzione interpl. Con riferimento all’esempio precedente, figura 5.2, il
comando:

>> interpl(x,y,4.5)
ans =
20
valuta di default la gy;,(x) in corrispondenza del valore scalare passato alla funzione
come terzo argomento, ciog restituisce gj;,(4.5). La chiamata dell’esempio precedente
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35

30t

25}

20f

15

10

puo essere effettuata equivalentemente con il comando interpl(x,y,4.5, linear’), in
cui si passa alla funzione interpl una stringa come quarto argomento per richiedere
esplicitamente di selezionare una funzione approssimante lineare a tratti. E possibile
passare anche un quinto argomento nel caso in cui si richieda di estrapolare la funzione
tabellare assegnata. A titolo di esempio si esamini il risultato del comando seguente:

>> interpl(x,y,0.0, linear’, 'extrap’)% < valuta guin(x) per x < xj
ans =
2

Generalizzando e considerando che tipicamente le funzioni native di Matlab possono
ricevere argomenti di tipo vettoriale, si pu0 pensare di effettuare una chiamata ad interpl
con passaggio, come terzo argomento, al posto di uno scalare, di un intero vettore xi di
valori da interpolare. Il risultato sara un vettore riga che conterra i valori che la funzione
approssimante selezionata assume in ciascun elemento di xi. Facendo ancora riferimento
all’esempio riportato nella figura 5.2, implementato nel listato 5.1, sara possibile scrivere
una sequenza di comandi come quelli del listato 5.2 ed ottenere il diagramma della
figura 5.3. Nell’esempio il vettore xi conterra un numero maggiore di valori rispetto al
numero di campioni contenuti nel vettore x.

Listato 5.2 Esempio d’uso della funzione interpl.

% n coppie (x,y)
x = 1:12; % < definisce le x;, con n =12
y=[5 8 9 15 25 29 31 30 22 25 27 24]; % < le y;

% intervallo delle x infittito
xi=1:0.1:12; % 111 elementi
yl=interpl(x,y,xi); % < valuta gui,

e Dati discreti

Approssimante lineare

’

plot(x,y,'o’,xi,yl,’-") % diagramma

4 6 8 10 12
X

Figura 5.3 Esempio di interpolazione lineare.

5.1.2 Interpolazione polinomiale

Interpolazione polinomiale classica

Anziché concepire una funzione analitica come gy;,, definita diversamente per diversi tratti
dell’intervallo delle ascisse di supporto, puo risultare naturale pensare alla definizione di
funzione polinomiale

Pn(x)=a0+a1x+a2x2+'--+anx” (5.3)

Per definire univocamente il polinomio (5.3) di grado n ¢ necessario determinarne gli
n + 1 coeflicienti. Dunque se si vuole trovare una funzione approssimante g (x) definita
globalmente come polinomio, trattandosi di interpolazione esatta, si hanno a disposizione n
condizioni: y; = gpa(x;) (j = 1,...,n). Esse possono essere utilizzate per determinare
gli n coefficienti di un polinomio di grado n — 1. Interpolazione polinomiale esatta di una
funzione tabellare definita in # punti significa quindi determinare una gpo = Pn—1(x).
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5.1 Interpolazione 7

Le condizioni suddette, sempre che si abbiano punti di supporto con ascisse tutte
distinte, determineranno univocamente gli n coefficienti (ag, a1, ..., a,—1) del polinomio.
Come ¢ noto dall’Analisi matematica il vettore colonna ¢ che ha per elementi i coeflicienti
del polinomio g, sara dato dalla

1 x; x? xi1 Y1
1 x, x2 ... xi1

c = _ly , con M = ] _2 .2 2_ edy = y_2 (5.4)
1 x, x2 -+ x'71 Vn

Il vettore y nella (5.4) contiene i valori y; della funzione tabellare mentre la matrice M ¢
la matrice di Vandermorde, i cui elementi sono potenze delle ascisse di supporto x;.

Listato 5.3 Interpolante polinomiale determinata con i

35 - - - - - - comandi vander e polyval.
30} % n coppie (x,y)
x = 1:12; % < definisce le x;, con n =12
251 y=[5 8 9 15 25 29 31 30 22 25 27 24]; % < le y;
20t . . . o
y % matrice di Vandermorde A(i,j) = x(i)~(n-j),
15} A = vander(x);
o _ % coefficienti del polinomio interpolante
10} . Dmld5ja| . c = inv(A)xy’;
~ ~ ~ Approssimante lineare % intervallo delle x infittito
5} —— Polinomio .
xi=1:0.1:12;
0 : . : : : : % valuta il polinomio di grado n-1
0 2 4 6 . 8 10 12 yo=polyval(c,xi);

Figura 5.4 Esempio di interpolazione polinomiale. =~ % interpolante lineare a tratti
yl=interpl(x,y,xi);

Interpolazione polinomiale di Lagrange

Per completezza, e probabilmente perché qualche lettore pud aver incontrato un simile
tipo di ricostruzione di funzioni in altri corsi di base, ¢ il caso di richiamare qui anche la
tecnica di interpolazione polinomiale di Lagrange.

Un’alternativa al polinomio tradizionale del paragrafo precedente ¢ costituita da una
funzione interpolante che sia esprimibile come somma di polinomi. In tal senso si puo
immaginare una funzione come un elemento di uno spazio di funzioni, la cui base ¢ un
insieme di funzioni notevoli. Tra le possibili scelte della base di funzioni vi ¢ quella dei
polinomi di Lagrange. Un generico, i-mo, polinomio di Lagrange L, ;(x) si costruisce
a partire da n valori reali ed ¢ definito in modo tale da assumere valore 1 per x = x; e
valori nulli nelle rimanenti ascisse di supporto, x; per j # i. In altri termini

Lni(x) = ﬁ (x — X)) N (x —x1)(x —x2) -+ (X = X)X — Xj41) -+ (X — Xp) (5.5)

O —x7) (= x1) (% — Xx2) -+ (6 — xi21) (X — Xig1) -+ (X — Xp)
J#
L’espressione fratta data dalla (5.5), per ascisse di supporto distinte, non da mai luogo
a singolarita di alcun tipo poiché nella produttoria viene saltato il termine i = j. Ciascuna
funzione L, ; ¢ dunque un polinomio di gradon — 1.
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In definitiva, una funzione interpolante g; potra essere espressa come

gL(x) =) yiLni(x) (5.6)

i=1

cioe come somma di n polinomi di Lagrange, ciascuno pesato con la rispettiva ordinata
v;. Cio assicura che la g sia una funzione interpolante esatta.

Considerazioni sull’uso di polinomi interpolanti

Come si vede dall’esame della figura 5.4, ottenuta in Matlab con i comandi del listato 5.3,
I’interpolazione polinomiale puo essere spesso insoddisfacente. La funzione interpolante
polinomiale presentera delle oscillazioni indesiderate, tanto pill pronunciate quanto piu ¢
alto il grado del polinomio. Inoltre, I’operazione di estrapolazione con polinomi interpo-
lanti € molto pericolosa in quanto puo portare alla stima di valori completamente scorretti.
Si pensi infatti che per valori sufficientemente grandi della variabile indipendente x la
funzione g,01(x) tende comunque all’infinito.

Ovviamente non ¢ detto che se i punti di supporto sono #n il polinomio interpolante
debba essere di grado n — 1. Si pensi ad esempio a n punti di supporto posti sopra una
parabola. Il polinomio interpolante € unico e coincide con la parabola stessa. Il polinomio
passante per n punti di supporto distinti ¢ al piu di gradon — 1.

Qualora i punti di supporto provengano da dati affetti da errore sperimentale, secondo
quanto gia sottolineato, non ¢ opportuno applicare la procedura di interpolazione esatta.
In tali casi il problema da risolvere ¢ completamente diverso e cade nella sfera delle
regressioni (lineari o non lineari). Nella pratica, dato un modello come ad esempio quello
polinomiale, I’obiettivo della procedura di regressione ¢ quello di minimizzare la distanza
esistente tra i dati sperimentali ed il modello proposto. In generale, una volta determinati
i parametri del modello proposto, questi non passa per i dati sperimentali.

Riguardo alla tecnica di interpolazione polinomiale esatta, che sia essa basata sui
polinomi classici o sui polinomi di Lagrange, ¢ bene sottolineare qui alcuni punti. In
primo luogo, alcune classi di funzioni non vengono interpolate adeguatamente utilizzando
i polinomi. Ci0 lo si intuisce ad esempio dalla figura 5.4. Le classi di funzioni meno
adatte all’interpolazione polinomiale sono quelle dotate di asintoti (orizzontali, verticali,
obliqui). In questi casi si preferisce optare per I’interpolazione tramite spline di cubiche.
In secondo luogo, la qualita dell’interpolazione non migliora in genere aumentando il
grado del polinomio interpolante. Anzi si incorre nel rischio opposto.

In sintesi, I’esperienza ha confermato che:

e non conviene usare polinomi interpolanti di grado superiore a 3 =+ 5,

e l’interpolazione puo diventare meno accurata verso i bordi dell’intervallo, rispetto

alla zona centrale,

e quando ¢ possibile vanno scelte in modo opportuno le ascisse di supporto,

e I’errore puo essere molto elevato al di fuori dell’intervallo di interpolazione; per

questo motivo occorre evitare ogni forma di estrapolazione.

Si osservi come spesso nei testi scientifici specialistici vengano riportate tabelle di
proprieta chimico-fisiche delle sostanze (densita, viscosita, calore specifico, conducibili-
ta termica, eccetera). Si pensi ad esempio ad una descrizione realistica delle proprieta
dell’aria al variare della quota. Tali tabelle di valori provengono da banche dati sot-
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30
25}
20t
15

10f

Dati discreti

Figura 5.5 Interpolazione a tratti con degli archi di Parabole

parabola. Il numero di punti di supporto non permette 0

di coprire I’intero intervallo con sole parabole. 0 2 4 6 x 8 10
to forma polinomiale. Contestualmente, tali banche dati, riportano per ogni proprieta
I’intervallo della variabile indipendente all’interno del quale & consentito utilizzare una

specifica formula di interpolazione polinomiale. Occorre evitare quindi qualsiasi forma
di estrapolazione, cio¢ di allargamento del range di validita specificato.

5.1.3 Interpolazione polinomiale a tratti: spline di cubiche

Come detto in precedenza non ¢ opportuno utilizzare polinomi interpolanti di ordine
maggiore a 3= 5. Se pero i punti di supporto sono numerosi e si utilizza un solo polinomio
in tutto I’intervallo il suo grado cresce inevitabilmente. Una valida alternativa ¢ quella di
utilizzare dei sotto-intervalli ed al loro interno interpolare con polinomi di grado inferiore.
Si ottiene in questo caso una interpolazione a tratti (piecewise polynomial interpolation).

Nell’esempio della figura 5.5 ¢ riportata una interpolazione a tratti con parabole. Ogni
parabola sottende tre punti di supporto aventi ciascuno ascisse distinte. L'esempio mostra
che questo tipo di interpolazione non ¢ adatto a quei casi in cui I’intervallo di supporto non
¢ suddivisibile in sotto-intervalli in cui ogni intervallo ¢ caratterizzato da tre punti. In ogni
caso la sola condizione di passaggio per i punti di supporto non assicura la “morbidezza”
(smoothness) della curva totale risultante. E ciog assicurata soltanto la continuita della
funzione approssimante ma non quella delle derivate.

Di fatto esiste la possibilita di disporre di una interpolazione a tratti, con polinomi
di grado non elevato, che sia moderatamente oscillante e che produca alla vista un senso
di morbidezza. I polinomi relativi ai diversi tratti della funzione approssimante saranno
definiti nei rispettivi sotto-intervalli delimitati da due ascisse di supporto consecutive.
Inoltre, per le coppie di polinomi consecutivi varranno delle condizioni di continuita per
le derivate successive.

Dal punto di vista matematico, si puo porre il seguente problema: dati n punti di
supporto (x;, y;) aventi ascisse in ordine crescente, si desidera identificare una funzione
polinomiale a tratti g(x), continua in [xq, x,] con le sue derivate prima e seconda g’(x)
e g”(x), e tale che g(x;) = y; con j = 1,...,n. Dal momento che esiste piu di una
possibile funzione che soddisfa le proprieta precedenti, si desidera identificare tra queste
quelle che minimizzano I’integrale

Xn
1(g") = / 8" ()| ?dx
X1

12
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della derivata seconda della g. Si osservi che un piccolo valore di /(g”) significa che
la derivata prima g’ non cambia velocemente e cio¢ che la g non presenta eccessive
oscillazioni.

E possibile dimostrare che esiste una sola soluzione al problema posto. Tale soluzione
¢ detta spline naturale di cubiche e verra detta ggpjine.

La spline di cubiche non ¢ altro che un insieme di polinomi di terzo grado, cia-
scuno definito nei diversi sotto-intervalli dell’intervallo di supporto e ben raccordati in
corrispondenza dei punti di adiacenza. La generica funzione cubica della spline sara detta

si(x) =aj(x—x;)>+b;(x—x;)* +c;(x—x;)+d;, conj=1,....n—1 (5.7)
e sara
si(x)  sex; S x < x
52(x) S€ X2 =X = X3
gspline(-x) = (58)

Sn—1(X)  sexp—1 <X =< xp

Dati n punti di supporto, per determinare le singole s;(x), vengono imposte le
condizioni:

s;(x;) = y; j=1....n—1 (5.9)
Si(Xj+1) = Yj+1 j=1....n—1 (5.10)
s (xj41) = 8511 (xj+1) j=1,...,.n-=2 (5.11)
57 (xj+1) = 8711 (xj41) j=1,...,.n-2 (5.12)

Si osservi che, viste le (5.7)-(5.8), il numero di parametri incogniti € 4(n — 1) mentre
le condizioni (5.9)-(5.12) finora imposte sono: n — 1 +n—14+n—-2+n—-2=4n—6.
Quindi per determinare tutti i parametri della spline di cubiche occorre aggiungere altre
due condizioni. E possibile soddisfare le ultime due condizioni in modo differente:

e imponendo derivate seconde nulle negli estremi
s1(x1) = 5,_1(xn) =0

I’interpolante prende allora il nome di spline naturale;
e assegnando valori particolari, C; e C5, alle derivate seconde negli estremi,

si(x1)=Cy1 ed s, _(xy) =C>

I’interpolante prende il nome di spline vincolata;
e oppure ricostruendo il valore delle derivate seconde agli estremi in modo che
ciascuno di essi sia proporzionale alla derivata seconda nel punto adiacente,

sy (x1) = asy(x2) Sp—1(Xn) = Bsy_1 (Xn—1)

Spesso si adottano valori di « e f pari, entrambi, ad 1 o %

Utilizzando le 4n — 6 condizioni precedentemente indicate pill le due condizioni
aggiuntive agli estremi, si ottiene un problema chiuso di 4(n — 1) condizioni in altrettante
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5.1 Interpolazione 11

incognite. In pratica gli n valori delle derivate seconde s saranno dati dalla soluzione di
un sistema algebrico lineare la cui matrice avra la proprieta di essere una matrice sparsa, in
particolare una matrice tridiagonale. Tale tipo di matrici viene invertita in maniera molto
efficiente ed ¢ questo uno dei motivi della popolarita delle interpolanti spline cubiche.
Note le curvature nei nodi si ottengono agevolmente i parametri a;, b;, ¢; e d; nelle
(5.7). Per approfondimenti e per maggiori particolari sulla tecnica di determinazione di
tali coefficienti si rimanda ai riferimenti bibliografici di questo capitolo, ad esempio il
testo di Comincioli [70].

Anche se in questi richiami non si scende nei dettagli matematici di questa tecnica di
interpolazione, ¢ bene che il lettore prenda coscienza dell’argomento poiché I’interpola-
zione polinomiale a tratti, in particolare quella con spline di cubiche, ¢ quella che si adatta
meglio alla maggioranza dei problemi che potra incontrare nella pratica ingegneristica.

30 Listato 5.4 Esempio d’uso della funzione interpl con
2t opzioni 'pchip’ e "spline’.
% n coppie (x,))
20 x = 1:12; % < definisce le x;, con n =12
Yl y=[5 8 9 15 25 29 31 30 22 25 27 24]; % < le y,
10k e Daii discreii %lintervallo delle x infittito _
- - - Approssimante hermitiana xi=1:0.1:12; % 111 elementi
5t Approssimante spline cubica ] y2=interpl(x,y,xi, 'pchip’); % < valuta ghern
y3=interpl(x,y,xi, 'spline’); % < valuta gspline
G ' ' ' ' ' '
0 2 4 6 X 8 10 12 plot(x,y,’'o’,xi,y2,’--",xi,y3,’'-") % diagramma

Figura 5.6 Esempi di interpolazione hermitiana e spline

cubica.
1.I:
1t —
0.5 Listato 5.5 Esempio d’uso delle funzioni pchip e spline.
y t = -3:3;
0
V=1[-1-1-106111];
ti = -3:.01:3;
-0.5 p = pchip(t,V,ti); % ritorna la struttura p
. ] Dati discreti s = spline(t,V,ti); % ritorna la struttura s
-1 pr— hermitiana
‘‘‘‘‘ spline plot(t,v,’o’,ti,p,’'-",ti,s,’-.")
15 . . . . .
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 5.7 Caso in cui I’interpolazione hermitiana si presta
meglio della spline cubica.

La figura 5.6 mostra un grafico ottenuto con la sequenza di comandi implementata nel
listato 5.4. Questo esempio mostra due ulteriori funzionalita della funzione interpl di
Matlab. Passando alla funzione la stringa 'spline’ come quarto argomento si richiede
esplicitamente di selezionare una funzione approssimante spline cubica. Con questa
opzione I’utente di interpl pud anche cercare di estrapolare dei valori passando come

Dinamica e simulazione di volo — Quaderni dalle lezioni

2017.a

ver.



2017.a

ver.

12

Quaderno 5 Richiami di calcolo numerico

terzo argomento un vettore di ascisse xi che cadono anche al di fuori dell’intervallo di
supporto, senza esplicitamente passare 'extrap’ come quinto argomento.

La figura 5.6 mostra anche la possibilita di ottenere con interpl una funzione appros-
simante polinomiale a tratti di Hermite con ’opzione 'pchip’ (piecewise cubic Hermite
interpolation). Tale tipo di interpolazione garantisce una funzione approssimante gperm
continua assieme alla sua derivata prima in tutti i punti dell’intervallo di supporto. La
continuita della derivata seconda gj. ., non ¢ pero assicurata al contrario della spline di
cubiche. Per approfindimenti si rimanda al testo di de Boor [72]. Nella pratica le interpo-
lanti polinomiali a tratti di Hermite vengono usate quando si ha la necessita di preservare
una certa forma della curva (shape preserving interpolation). Un esempio di insieme di
dati in cui probabilmente 1’opzione 'pchip’ fornisce risultati migliori ¢ riportato nella
figura 5.7, ottenuta con i comandi del listato 5.5

Qualora il lettore voglia accrescere la sua conoscenza dell’uso delle funzioni di in-
terpolazione in Matlab ed in generale sulle tecniche di interpolazione, si suggerisce di
esplorare le varie voci di help. Per quanto riguarda ’interpolazione con spline ¢ utile
esplorare le possibilita di lavoro offerte dallo Spline foolbox, con la sua interfaccia grafica
richiamabile con il comando splinetool.

5.1.4 Interpolazione in piu dimensioni

Quando si ha una funzione tabellare in pitt dimensioni il Calcolo numerico mette a
disposizione diverse tecniche per la determinazione di valori interpolati in corrispondenza
di valori non nodali delle variabili indipendenti. In piu dimensioni le ascisse di supporto
di ciascuna variabile indipendente si combineranno in una griglia di supporto.

Si consideri, per esempio, una funzione di due variabili nota per punti. Un generico no-
do della griglia di supporto sara un punto P; ; = (x;, y;) del piano xy, peri = 1,...,ny
e j = 1,...,n,. Si assuma per semplicita che i nodi siano distribuiti regolarmente
lungo ciascuna direzione della griglia. Un’estensione alle funzioni di due variabili della
tecnica di interpolazione lineare a tratti ¢ nota in Analisi numerica come interpolazione
bilineare. L'idea alla base di questa tecnica ¢ semplice: dato il punto P = (x, y) non
appartenente alla griglia di supporto, un valore interpolato z = g(x, y) sara determinato
effettuando prima un’interpolazione lineare unidimensionale lungo la direzione x, succes-
sivamente un’interpolazione lineare unidimensionale lungo la direzione y. La figura 5.8
aiuta a comprendere questo procedimento. Detti z; ;, zj41,j, Zi,j+1, Zi+1,j+1 1 valori
noti della funzione tabelare in corrispondenza dei punti P; ;, Piy1,j, Pij+1, Pit1,j+1
rispettivamente. La prima interpolazione portera a conoscere i due valori

Xi+1 — X X — X
2y = ———Zij + ———Zit1,
Xi+1 — X Xi+1 — X
(5.13)
Xi4+1 — X X — X
Ip = ———=Zij41+ ——————Zit1,j+1
Xi+1 — X Xi+1 — X
La successiva interpolazione lungo la direzione y
Yi+1—Y y—=)j
gx,y) = ———Z4+———7Zp (5.14)
Vi+1— )Y Yi+1— )Y

fornira il valore desiderato della funzione interpolante. Esso pud essere espresso per
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. 7

g(P)

Figura 5.8 Schema di interpolazione in due dimensioni.

mezzo di una sola formula come segue:

Z. .
glx,y) = — Xig1 —X)(Yj+1—Y)
(Xig1 = x)(Vj+1 — X))
Zi+1,j
+ ! (x=x)(Yj+1—¥)
(X1 —xi)(Vjr1 — X))
. (5.15)
+ ~ (X1 — ) (¥ — ¥))
a1 — XDV —x7) ’
Z. .
+ LIt (x = x)(y — y;)

(X1 — X)) (Vj+1 — X))

Si osservi che questo risultato ¢ indipendente dall’ordine in cui vengono effettuate le
interpolazioni: se si esegue prima un’interpolazione lungo la direzione y, poi una lungo
la direzione x si ottiene ugualmente la formula (5.15).

Contrariamente a quanto lascia intendere il nome, la formula di interpolazione bilineare
non ¢ lineare. Come si vede esaminando la (5.15), essa ¢ del tipo

gx,y)=c1+cax+c3y+cixy (5.16)

dovec; = Zi,j»C2 = Zi+1,j—Zi,j»C3 = Zi,j+1—Zi,j»C4 = Zi,j—Zi+1,j —Zi,j+1 T Zi+1,j+1-
Le costanti da determinare nella formula (5.16) sono quattro proprio quanti sono i punti
P;ij,..., Piy1,j+1 incui & valutata la funzione tabellare per ottenere g(P). La funzione
interpolante g(x, y) cosi definita risulta lineare lungo linee parallele agli assi x ed y.
Lungo qualsiasi altra linea del piano xy essa ¢ invece una funzione interpolante quadratica.

L'ovvia estensione di questa tecnica di interpolazione a funzioni di tre e, in generale,
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Listato 5.6 Funzione di due variabili nota per punti.
Esempio d’uso della funzione plot3.

% funzione (Xx,y) --> z

x=1:12;

y=1:4;

z(1,:)=[ 5 8 9 15 25 29 31 30 22 25 27 24];
z(2,:)=[ 7 10 11 18 28 34 35 33 29 32 29 27];
z(3,:)=[10 13 15 22 30 36 37 35 32 36 31 29];
z(4,:)=[ 5 8 9 13 20 21 24 22 20 21 22 20];

plot3(x,y(1l)*ones(1l,length(x)),z(1,:),'-b", ...
x,y(2)*ones(1,length(x)),z(2,:), -b", ...
x,y(3)*ones(1,length(x)),z(3,:),'-b’", ...
x,y(4)*ones(1,length(x)),z(4,:),'-b")

Figura 5.9 Esempio di funzione tabellare di due variabili.

di n variabili viene detta interpolazione trilineare ed n-lineare.

Per I’interpolazione di funzioni tabellari di due o piu variabili Matlab mette a dispo-
sizione le funzioni interp2, interp3 ed interpn. Esse implementano degli algoritmi
cosiddetti di table lookup e possono mostrarsi utili nella risoluzione di diversi problemi di
dimensionamento preliminare di un velivolo. La figura 5.9 mostra un esempio di funzione
di due variabili nota per punti. Essa ¢ stata definita nel listato 5.6 attraverso i vettori x, y
ed attraverso la matrice z, di dimensioni 4 x 12.

Listato 5.7 Interpolazione di una funzione tabellare di due
variabili. Esempio d’uso della funzione interp2.

% funzione (x,y) --> z

x=1:12;

y=1:4;

z(1,:)=[ 5 8 9 15 25 29 31 30 22 25 27 24];
z(2,:)=[ 7 10 11 18 28 34 35 33 29 32 29 27];
z(3,:)=[10 13 15 22 30 36 37 35 32 36 31 29];
z(4,:)=[ 5 8 9 13 20 21 24 22 20 21 22 20];

% intervalli infittiti
xi=1:0.1:12;

yi=1:0.1:4;
[XX,YY]=meshgrid(x,y);
[XI,YI]=meshgrid(xi,yi);

. . . . . % interpolante
Figura 5.10 Interpolazione di una funzione tabellare di due ,11_;te rp2(XX,YY,z,XI,YI, 'bilinear’);

variabili con spline cubiche lungo ciascuna direzione (reti- zI2=interp2(XX,YY,z,XI,YI, spline’);

colato). La superficie con campitura uniforme rappresenta
Fhﬁerpoknnelﬁhneare. mesh(XI,YI,ZI1, 'EdgeColor’, 'blue’), hold on
mesh(XI,YI,ZI2)

L’uso della funzione interp2 ¢ analogo a quello di interpl. Una chiamata del tipo:
interp2(x,y,z,xi,yi), fornisce come risultato un valore interpolato in corrispondenza
dei valori xi ed yi. Questi ultimi possono essere anche delle matrici (di uguali dimensioni)
ed in tal caso il risultato & una matrice. E possibile specificare il metodo con cui la funzione
interp2 esegue I’interpolazione attraverso una stringa passata come sesto argomento. Tra
le possibili scelte vi sono "bilinear’ e 'spline’. Per determinare i valori interpolati
in una griglia piu fitta di quella in cui sono noti i valori tabellari ci si puo servire delle
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funzioni griddata e meshgrid. Quest’ultima, la cui utilita ¢ appunto quella di fornire
supporto all’interpolazione in pit dimensioni e al disegno tridimensionale, ¢ stata usata
nel listato 5.7 per produrre il grafico della figura 5.10. Dati x, y e z e definiti i vettori xi
ed yi di valori in cui interpolare, con meshgrid sono state generate le matrici XX, YY, XI,
YI. Le matrici ZI1 ed ZI2 di valori interpolati, costruite con due chiamare a interp2, sono
state passate alla funzione di disegno mesh.

Non ¢ raro incontrare la necessita di usare tecniche di interpolazione in pit dimensioni.
Un esempio molto comune ¢ dato dall’analisi ingegneristica di configurazioni aerodina-
miche su cui sono state fatte sperimentazioni in galleria del vento. Spesso, infatti, le
caratteristiche aerodinamiche di oggetti di diverse forme ed ingombri sono disponibili in
forma di funzioni tabellari di piu parametri e, quando utilizzate in calcoli di Dinamica del
volo, esse vanno valutate mediante 1’uso di algoritmi di interpolazione adeguati. L’espe-
rienza ha mostrato che nella stragrande maggioranza dei casi I’interpolazione bilineare, o
n-lineare, ¢ la tecnica da preferirsi. In alcuni casi puo essere adatta un’interpolazione con
spline di cubiche lungo la direzione per la quale si ha il maggior numero di nodi ed una
semplice interpolazione lineare lungo le altre direzioni.

5.1.5 Alcune tecniche di curve fitting

Come osservato in precedenza una regressione ¢ una procedura che, assegnata una data
forma matematica della funzione approssimante a meno di un certo numero di parametri,
ha per scopo quello di determinare una particolare g (x) minimizzando la distanza esistente
tra i punti della curva approssimante stessa ed i punti campione. L’espressione della g(x)
puo essere ad esempio una funzione lineare, un polinomio, un polinomio a tratti, una
combinazione di funzioni trascendenti, eccetera. Tipicamente, una volta determinata la
curva approssimante, essa non passa per i punti di supporto. Si vedano ad esempio le
figure 5.11 e 5.12.

Pit in generale si intende per curve fitting il problema di trovare una curva che
approssima una serie di dati e risponde possibilmente ad un certo numero di altri vincoli.
Spesso non interessa principalmente 1’estrazione o I'interpretazione dei parametri che
definiscono la curva approssimante. Si desidera invece disegnare semplicemente una
curva piu regolare possibile che passi accettabilmente vicino ai punti di supporto. In
questi casi si parla di regressione non parametrica (nonparametric fitting). In Matlab
esiste un toolbox dedicato alla interpolazione approssimata che supporta in particolare il
fitting non parametrico. Di particolare interesse ¢ il concetto di smoothing spline che non
¢ altro che una spline di cubiche che approssima i dati in maniera pili 0 meno esatta a
seconda delle caratteristiche richieste dall’utente.

Una smoothing spline g,,(x) ¢ costruita in modo tale da minimizzare la quantita:

n

J=p> wily — g+ 1 —p)/k(t) g (t)de (5.17)

j=1

L'utente potra assegnare i coefficienti di peso w; in maniera opportuna se desidera
una curva che passi pillt 0 meno vicino a determinati punti altrimenti questi sono posti per
default tutti pari ad 1. D’altra parte, ¢ possibile impostare I’importanza relativa del secondo
addendo nella formula (5.17), detto misura di rugosita della curva (roughness measure),
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4\ Curve Fitting Tool
[

g IR » B

untitled fit1 -

Fit name: | untitled fit 1

File Fit View Tools Desktop

X data:

Y data:

Z data:

(none)
(none)

(none)

Weights: | (none)

Results

Table of Fits

Window

B |

Help

Interpolant -
Method: | Linear -

V| Center and scale

Select data to fit curves or surfaces.

[@] =

¥ax

B m a0

V| Auto fit

t

Fitn.. ~ Data

[ untit...

Fittype ~SSE

linearint...

R-squ.. DFE  AdjR-sq RMSE

#Coeff Valida...

Validat... Valida...

Figura 5.11 Finestra di configurazione del tool Curve Fi-
ting. Puo essere aperta dal menu APPS di Matlab o con il
comando cftool.

35
30}
25} Y
20f
y
15} o )
e Dati discreti
10} ----p=03
p =07
5t e p =0.9, w;
0 , , ,
0 2 4 6 8 10 12

X

Figura 5.13 Esempi di interpolazione approssimata con

spline smoothing.

30f

25f
20}
15

10t ’ e Dati discreti

- - -gx) = Ps(x)
— ) = Ps(x)

0 2 4 6 8
X

Figura 5.12 Esempi di interpolazione approssimata con

polinomi di terzo ed ottavo grado.

Listato 5.8 Esempio d’uso delle funzioni

% n coppie (x,y)
=1:12; %
=[5 8 9 15 25 29 31 30 22 25 27 24]

< X

% intervallo delle x infittito
xi=1:0.1:12;

ppl = csaps(x,y, .3); % < p =0.3
pp2 = csaps(x,y, .7); % < p=0.7
pp3 = csaps(x,y, .9,

g ooc
[0.1%0nes(1,6) 1 1 1111]); %

<«

y4 = fnval(xi,ppl);
y5 = fnval(xi,pp2);
y6 = fnval(xi,pp3);

plot(x,y, 'o’,xi,y4, --r’,xi,y5,"-9’,

10 12

csaps e fnval.

< definisce le x;, con n =12

i % < le y;

% < p=0.9

w; variabili

xi,y6,’-b")

per mezzo del parametro p. Questa quantita ¢ detta smoothing parameter e permette
all’utente di regolare il comportamento della curva finale giungendo ad un compromesso
tra due esigenze contrastanti in presenza di dati affetti da rumore: da una parte quella di
avere una g piu regolare possibile, dall’altra quella di avere una curva passante quanto pitl
vicino possibile ai dati. Come si vede dall’esame attento della (5.17), per p = 1 si otterra
una spline di cubiche che interpola pili 0 meno esattamente i punti di supporto. Per p che

decresce, via via fino ad avvicinarsi a zero si avra un’interpolante approssimata che tende

ad una retta di regressione ai minimi quadrati. Esempi di interpolazione approssimanta
con smoothing spline sono riportati nella figura 5.13 e nel listato 5.8.
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Data una funzione f di una variabile, continua in un intervallo [a, b], ’integrazione
definita di f, estesa a tale intervallo, consiste nel determinare il numero

b
1(f) = / £(6) dx (5.18)

Dall’Analisi matematica ¢ noto che I’integrale (5.18) ¢ il risultato di un processo di
limite. Ad esempio, per la funzione riportata nella figura 5.14, esso si pu0 interpretare
come la somma delle aree dei rettangoli che sottendono il grafico di f(x) al tendere ad
infinito del numero delle suddivisioni dell’intervallo di integrazione.

y

3 a

2

1

X
0 ' 1 1
1 2 7 8 9 10

-1
-2
-3

Figura 5.14 Quadratura della funzione f(x) = 1.24/x sin(x) su un intervallo [0, 10].

Nel Calcolo numerico vengono studiate le cosiddette formule di quadratura, che
permettono di ottenere un valore approssimato / dell’integrale (5.18) a partire da un
numero n di valori di f. Una formula di quadratura ha 1’espressione generale seguente

I(fia.b) =) w; f(x;) (5.19)
j=1

dove, al solito, le x; sono i nodi ed i coefficienti w; sono i cosiddetti pesi. Si assuma
inizialmente, per semplicita, che i nodi siano equispaziati, cioe che le differenze x;; —
xi=h=(®b-a)/(n-1).

Una prima formula di quadratura notevole ¢ la cosiddetta formula del punto medio:
~ " Xi—1 + X;
i=h ( o T ) 5.20
;:2 f 7 (5.20)

in cui il valore approssimato dell’integrale ¢ dato dalla somma dei rettangoli di base &
ed altezza, rispettivamente, i valori della funzione valutata nei punti medi dei singoli
sotto-intervalli in cui ¢ suddiviso [a, b]. Si puo far vedere che con la (5.20) si commette
un errore E = I(f) — I proporzionale ad h2.
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Una seconda formula di quadratura, molto nota, ¢ la formula dei trapezi:

i f(a)+Zf( J)+f() (5.21)

per la quale, ancora, I’errore di approssimazione & proporzionale ad 42. Questa formula
prende il nome dal fatto che I & ottenuto sommando i trapezi rettangoli aventi per basi
Sf(xj) ed f(xj—1) ed altezza h. Sviluppando la sommatoria per j = 2,...,n si ottiene
la formula (5.21). Essa ¢ semplice da ricordare in quanto ¢ pari, a meno del fattore
moltiplicativo £, alla somma dei valori che la f assume nei nodi interni e della meta dei
valori assunti nei nodi estremi.

Infine, una terza formula di quadratura, pit accurata delle due precedenti, ¢ la formula
(composita) di Cavalieri-Simpson:

~
||

fla) + 22 £ + 42 F(EEE) + @) (5.22)

il cui errore di approssimazione & proporzionale ad h*. La (5.22) pud essere vista come
una combinazione delle due precedenti attraverso opportuni coeflicienti.

Esistono altre formule di quadratura, come ad esempio le formule di Gauss e di
Newton-Cotes, ma quelle appena richiamate sono sufficienti a dare un’idea al lettore del
problema numerico che ¢ necessario risolvere per conoscere ’integrale definito di una
funzione.

Nelle applicazioni si potranno verificare situazioni differenti, a seconda del partico-
lare problema in esame, che rendono pitt 0 meno complicato il calcolo di un integrale
definito. Ad esempio ci saranno casi in cui la f ¢ una funzione analitica, facilmente
calcolabile nell’intervallo assegnato. In altri casi la f sara una funzione tabellare, dunque
nota per punti. In quest’ultima circostanza i nodi potranno non essere necessariamente
equispaziati e bisognera utilizzare delle formule di quadratura che generalizzano quelle
appena viste al caso di suddivisione non uniforme dell’intervallo di integrazione. Queste
ultime sono spesso implementate in concomitanza di strategie di adattamento del passo a
seconda della rapidita di variazione della funzione integranda, al fine di ridurre I’errore di
approssimazione.

In Matlab esiste la funzione integral con la quale I’utente puo applicare una formula
di quadratura di Cavalieri-Simpson con passo variabile. Un esempio d’uso di questa
funzione ¢ riportato nei listati 5.9 e 5.10. In quest’ultimo, in particolare, ¢ stata definita
una funzione myfun. La definizione ¢ stata opportunamente salvata nella cartella di
lavoro, nel file myfun.m. Le variabili x ed y vengono assegnate nello script chiamante,
listato 5.9, e dichiarate sia in quest’ultimo che nella funzione definita dall’utente come
variabili globali, mediante il comando global. La funzione myfun accetta dunque un solo
parametro e restituisce il valore interpolato tramite una spline di cubiche, assegnata la
funzione tabellare che lega x ad y.

Dal momento che I’algoritmo implementato da una function di Matlab come integral
¢ indipendente dalla particolare funzione matematica alla quale esso si applica, la sintassi
di integral prevede il passaggio come primo argomento di una function, in particolare di
un puntatore a function. 1 rimanenti due argomenti sono i due estremi di integrazione ed
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Listato 5.9 Esempio d’uso della funzione integral e della
funzione myfun definita dall’utente. e Dati discreti

&spline

lobal [
globat X'y - I(gsplinéovx) % 0.08

% n coppie (x,y)

x = 1:12; % < definisce le x;, con n =12 35
y=[5 8 9 15 25 29 31 30 22 25 27 24]; % < le y, 20t
% intervallo delle x infittito

xi=1:0.1:12; 25t
y3=interpl(x,y,xi, 'spline’);

20}
% definisce la funzione IN(gSpune:O.x) y
for j=1:(length(xi)-1) 15}

si(j) = integral(@myfun,xi(1),xi(j+1));
end 101
plot(x,y,’'o’,xi,y3,"'-", . sl

xi(2:length(xi)),0.08%si,’-")

G0

Listato 5.10 Funzione myfun il cui puntatore ¢ passato alla
funzione integral.
function r = myfun(x0) Figura 5.15 Esempio di integrazione definita con formula
global x y di Cavalieri-Simpson.

r = interpl(x,y,x0, spline’);

il valore restituito sara 1’integrale approssimato. Il puntatore alla funzione viene passato
tramite la sintassi @myfun, cio¢ anteponendo il carattere ‘@ al nome della function. La
figura 5.15 mostra il risultato dell’esempio in questione. Lo script definisce una funzione

X

i(gspline; 0, X) - /gspline(t) dr (523)
0

dove gyine € la funzione approssimante definita in myfun. Per esigenze di rappresen-
tazione delle due curve nella figura 5.15, le ordinate del diagramma della (5.23) sono
opportunamente scalate.

L’esempio appena discusso mostra uno dei possibili metodi pratici di calcolo di un
integrale definito di una funzione nota per punti. Si lascia per esercizio al lettore quello
di verificare come cambiano i valori dell’integrale se nella chiamata ad interpl vengono
passate le opzioni 'linear’ o "pchip’ al posto di "spline’.

Naturalmente, una funzione come integral puo essere utilizzata per calcolare integrali
definiti di funzioni in genere. Ad esempio, I’integrale

s
b3
sinxdx = —cosx| = —cosmw —(—cos0) =2
0
0

il cui valore ¢ noto esattamente poiché della funzione integranda si puo svolgere analiti-
camente I’integrale indefinito, pud essere calcolato numericamente come segue:

>> format long

>> integral(@sin,0,pi)

ans =
1.99999999639843
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Si lascia per esercizio al lettore il calcolo dell’integrale

1 1

1 23 V3
[—dx= arctan T(2x—1) = 1.209199576

x2—x4+1 3
0 0

per il quale si suggerisce di definire una funzione myIntFun come segue:

function y = myIntFun(x)
y = 1./(x.72-x+1); % notare 1'uso di .”

e di passarne il puntatore @myIntFun alla funzione integral insieme agli estremi di
integrazione.

Si osserva infine che Matlab mette a disposizione anche la funzione trapz. Ad
esempio, una chiamata del tipo trapz(x,y) restituisce I’integrale della funzione tabellare
che associa gli elementi dei due vettori x ed y, esteso all’intervallo di estremi x(1) ed
x(length(x)). Per approfondimenti su questa funzione si rimanda all’help di Matlab.

5.3 Derivazione numerica

Spesso nelle applicazioni si ha a disposizione una funzione nota per punti e si ha la
necessita, allo stesso tempo, di dover considerare le derivate di una ipotetica funzione
f(x) che assuma valori y; in corrispondenza dei nodi x; .

Per il calcolo di tali derivate ci si potrebbe ricondurre naturalmente a quanto richiamato
a proposito dell’interpolazione esatta al paragrafo 5.1. Se si assume un certo modello di
rappresentazione della f(x), corrispondente alla funzione analitica interpolante, sara
possibile calcolare agevolmente le derivate nei punti desiderati. Ovviamente, questo tipo
di approccio va seguito con una certa attenzione ed il modello va scelto in base all’ordine
delle derivate richieste. Ad esempio, se si desidera calcolare la derivata prima e seconda
in corrispondenza dei nodi x;, allora il modello di funzione interpolante dovra essere
tale da garantirne I’esistenza: dunque una spline di cubiche come funzione interpolante
¢ certamente la scelta piu indicata; meno indicata ¢ la scelta di una interpolante cubica
a tratti di Hermite poiché essa garantisce solo la continuita delle derivate prime. Va
osservato che spesso nei problemi di dimensionamento in cui € necessario calcolare delle
derivate, interessano solo le derivate prime.

Spesso, a partire da un assegnato insieme {(x;, y;)};=1,..», Ovvero da una funzione
tabellare fi,,, interessa semplicemente costruire un’altra funzione tabellare f,,, che ai
medesimi nodi x; faccia corrispondere delle yJ’., cioe¢ i valori approssimati della derivata
f'(x) di una ipotetica funzione interpolante esatta f(x). Tale azione, in un gergo un
po’ grossolano ma ingegneristicamente accettabile, viene detta a volte derivata numerica
della tabella f,,. La derivata numerica viene calcolata tipicamente attraverso le cosiddette
formule alle differenze finite che si studiano nel Calcolo numerico.

Il metodo delle differenze finite nasce come metodo numerico di risoluzione di equa-
zioni differenziali. Quando ¢ applicato alla derivazione numerica di una funzione nota per
punti esso consiste nell’approssimare il generico valore f’(x;) — per conoscere il quale
sarebbe necessario poter valutare la f con continuita in un intorno di x;, quindi in un
numero infinito di punti — con una formula algebrica che richiede di valutare la f in un
numero finito di punti. Si passa cio¢ dall’operazione di limite di un rapporto incrementale,
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come vorrebbe la definizione matematica di derivata di una funzione continua, a quella
di semplice rapporto incrementale. Di qui il termine “differenze finite”. Le formule
alle differenze finite, applicate in particolare ad una funzione tabellare, richiederanno di
valutare la f nel nodo considerato e nei nodi adiacenti. Pertanto nelle formule algebriche
compariranno i valori tabellari y;, y;—1, y;+1, eccetera. L’insieme di nodi per i quali
prelevare i valori della tabella in una data formula alle differenze finite viene detto stencil
o schema di discretizzazione.

In questi richiami non si scendera nei dettagli teorici legati alle formule alle differenze
finite, per i quali si rimanda ai testi di analisi numerica, ad esempio [74, 75, 76]. Basta
ricordare qui che esse si ricavano, secondo un approccio classico, sviluppando la funzione
JS(x) in serie di Taylor in un intorno del punto x; e troncando opportunamente tale
sviluppo. Nello studio e nel tentativo di rendere piccolo I’errore di approssimazione
E = yj’. — f’(x;) vengono anche costruite delle formule di ordine superiore combinando
linearmente un certo numero di formule di ordine inferiore relative a diversi intorni del
nodo considerato.

Un risultato classico che fornisce la derivata prima in un generico nodo x; ¢ il seguente:

/ Yi+1 — Y41
y; = By a— (5.24)
Lo schema della formula (5.24) ¢ valido per nodi uniformemente distribuiti nell’intervallo
[x1,xn],conh = (x; —x,,)/(n — 1), ed & noto come formula centrale del secondo ordine.
Infatti si pud far vedere che I’errore di approssimazione & proporzionale ad h2. Per nodi
non uniformemente distribuiti ¢ possibile far vedere che la formula centrale del secondo
ordine analoga alla (5.24) ¢ la seguente:

1 Xj—Xj—
’ J J—1
T (= xg) + (= xj-1) [xj+1—xj( r+1=31) (5.25)
Xj+1 =X
+ ) — V-
Xj—xj_1( J J 1)

Un’altra formula molto nota, anch’essa del secondo ordine, ¢ quella che fornisce il
valore approssimato della derivata seconda:

Vit1 =2y +yjia
yy = 2 (5.26)

Si osservi che le formule precedenti sono ovviamente valide solo per nodi interni
all’intervallo [xy, x,], ovvero per j = 2,...,n — 1. Per calcolare le derivate agli estremi
dell’intervallo ¢ necessario utilizzare degli schemi detti one-sided o anche formule alle
differenze “in avanti” (forward) e formule alle differenze “all’indietro” (backward). Una
formula forward del primo ordine, con errore proporzionale ad /, & la seguente:

i = —y”lh_ Y (5.27)
e va utilizzata per j = 1 per conoscere il valore y;. L’analoga formula del secondo ordine

¢ data invece dalla:
;73 Ay — 2y
Yi = 2h

(5.28)
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Figura 5.16 Esempio di derivazione numerica di una fun-

Come si puo notare dalle formule richiamate fino a qui, le formule di ordine superiore
hanno sempre uno stencil piu esteso rispetto alle analoghe formule di ordine pil basso.
Le formule backward, rispettivamente, del primo e del secondo ordine sono date dalla

/ Yi—Yj-1

V=T (5.29)

e dalla
o= Y2 4yj-1+ 3y,
/ 2h
e vanno utilizzate per j = n per conoscere y,,.

(5.30)

Si tralascia di riportare a questo punto le formule analoghe alle (5.27)-(5.30) per nodi
non uniformemente distribuiti, dal momento che cio esulerebbe dallo scopo di questi
richiami.

Per gli utenti di Matlab il metodo piu snello ed efficiente per effettuare derivazioni
Quando la
chiamata a questa function ¢ effettuata passando due vettori riga o colonna di uguali

numeriche di tabelle ¢ quello di basarsi sulla funzione nativa gradient.

dimensioni, ad esempio y ed x, gradient(y,x) restituisce la derivata numerica della
tabella y con derivate calcolate in corrispondenza dei nodi x. Le formule alle differenze
centrali per i nodi interni e one-sided nei nodi estremi implementate in gradient sono tali
da garantire un grado accuratezza globale del secondo ordine. Un esempio d’uso di tale
funzione costruito intorno alla solita funzione definita per punti degli esempi precedenti ¢
dato dalla figura 5.16, ottenuta con i comandi implementati nel listato 5.11.

e Dati discreti, fian

F - - - Spline

* Ja

Listato 5.11 Esempio d’uso della funzione gradient.

, A ] % n coppie (x,y)
x = 1:12; % <« definisce le x;, con n =12
/ ] y=[5 8 9 15 25 29 31 30 22 25 27 24]; % < le y;

% intervallo delle x infittito
xi=1:0.1:12;

e | y3=interpl(x,y,xi, 'spline’);

% derivata numerica
dyl = gradient(y,x);

plot(x,y,’'o’,xi,y3,"'-",x,dyl)

zione tabellare fi,p. Il risultato & una tabella f di uguali
dimensioni.

Nella figura 5.16 si ¢ riportata la derivata numerica come funzione tabellare, dunque
come insieme di pallini cosi come andrebbe fatto per i dati originali. Un diagramma che
interpolasse i punti (x;, y J’) riporterebbe un’operazione in piu, che sarebbe probabilmente
fuorviante. Se si volessero unire i punti in questione si dovrebbe derivare analiticamente
e riportare in grafico una funzione interpolante polinomiale a tratti di grado opportuno,
cio¢ dipendente dal grado di accuratezza delle formule alle differenze finite che hanno
permesso di determinare la f,/,.

Si osservi che esiste la possibilita di programmare a basso livello delle funzioni che
implementano le diverse formule alle differenze per mezzo della funzione nativa diff.
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In questi casi, soprattutto per ragioni di efficienza computazionale e per incoraggiare il
riuso di codice gia consolidato, si incoraggia 1’uso di gradient. Per approfondimenti ¢
bene comunque consultare attentamente 1’ help ed i riferimenti incrociati citati al termine
di ciascuna voce.

5.4 Soluzione numerica di sistemi di equazioni
differenziali ordinarie

5.4.1 Problemi di valori iniziali e integrazione numerica

Sia data una funzione f delle variabili scalari ¢, y;,..., y,. In generale sia la f una
funzione vettoriale ad m componenti: f = [fi,..., fi]'. Un sistema di equazioni
differenziali ordinarie del primo ordine, nell’incognita vettoriale y = [y1,..., yn|T =

y(t), funzione della variabile indipendente ¢, si scrive nella forma

y = f(ty) (5.31)

dove I’operatore ()’ = d(-)/dt indica la derivazione rispetto alla ¢.

E noto dall’Analisi matematica che una qualsiasi equazione differenziale ordinaria, di
qualsiasi ordine, puo sempre essere ridotta ad un sistema di equazioni differenziali del
primo ordine del tipo (5.31). Ad esempio I’equazione

d*g dg
a4 -2 = r(t 5.32
a0 =r0 (532)

nell’incognita scalare g(z), per assegnate funzioni ¢(¢) ed r(¢), equivale al sistema

dy

T y2(1)
4 (5.33)
=10 =40 320

nella funzione vettoriale incognita y () = [y,(¢), y2(¢)]T. Lincognita scalare originaria
compare nella posizione y;(f) = g(t) mentre y,(¢) ¢ una nuova variabile dipendente,
spesso chiamata ‘variabile ausiliaria’.

Il generico problema retto da equazioni differenziali ordinarie di ordine superiore viene
quindi sempre ricondotto allo studio di un sistema di m equazioni accoppiate del primo

ordine nelle funzioni incognite y;, i = 1, ..., m, avente la forma
dy; .
dt’ = fit,yi,....ym)  i=1....m (5.34)

dove le funzioni f; a secondo membro sono assegnate. Il sistema (5.34) insieme con la
condizione iniziale nel punto 7,

y(to) = yo (5.35)

costituisce un problema di valori iniziali che ammette una soluzione unica, sotto opportune
ipotesi di regolarita della funzione f. Un problema ben posto ¢ anche quello costituito
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dalla (5.34) e dalle condizioni al contorno:

vi(a) = yia i=1,...m

. , (5.36)
vi(b) = yi,B i=m4+1,...m

dove, ad esempio, alcune condizioni (' < m) sono assegnate per un valore di t = a
e le rimanenti per un valore di ¢ = b. In tal caso si parla di problema di valori al
contorno nell’intervallo delle ¢ € [a, b]. In questi richiami si parlera esclusivamente della
risoluzione di un problema di valori iniziali.

I metodi numerici di risoluzione del problema (5.34)-(5.35), detti anche metodi di inte-
grazione ‘al passo’, determinano in maniera approssimata i valori della y in corrispondenza
di un numero discreto di valori della ¢

fo,t1s o sy, oo IN (5.37)

dove n rappresenta I’indice contatore ed s, = t,4+1 — ¢, il generico passo di integrazione.
Detta y(¢) la soluzione esatta del problema di valori iniziali, si dira

y()’yl"'~7yn7~"’yN (5.38)

la sequenza di valori calcolati numericamente che approssima quella dei valori esatti

(o), y), ..., (), ..., ¥(n) (5.39)

Per semplicita si supporra qui che il passo di integrazione sia costante e pari ad h =
(trin — fmiz) /N, con N il numero totale di passi di integrazione.

Qualsiasi procedura numerica di integrazione al passo segue la stessa semplice idea di
base: viste le formule (5.34), i differenziali dy; e df vengono riscritti come incrementi finiti
Ay; e At; moltiplicando ciascuno dei secondi membri delle (5.34) per At si ottengono
delle formule algebriche che, ‘passo passo’, cio¢ di At in At a partire da y (¢y), forniscono
la variazione Ay della variabile dipendente in termini delle funzioni f; valutate via via
nei vari punti (#,, y,). Nel limite per Az — 0 la soluzione numerica, campionata in un
numero sempre maggiore di punti, tendera alla soluzione esatta del problema differenziale
di partenza. L'implementazione di una simile procedura corrisponde al ben noto metodo
di integrazione di Eulero.

5.4.2 Schemi di integrazione multistadio

La formula di integrazione corrispondente al metodo di Eulero, che fa ‘avanzare’ una
soluzione, nota al generico passo n, dal punto ¢, a quello successivo t,+1 =, + h & la
seguente:

Ynir =Vn+ AV, =y, +h f(tn yn) (5.40)
mutuata dalla ben nota formula di Taylor
y . dy 2
Y(tn1) = y(tn) + — h+ O(h?) (5.41)
dr 1, 5

in cui sono troncati i termini infinitesimi di ordine superiore al primo.
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A

(Zn+2, )/n+2)

hf(fn+1 , )’n+1)

| |
| |
1 |
| |
| |
1 1

th Int1 Int2

Figura 5.17 Metodo di Eulero. Con la derivata f valutata una volta nel punto iniziale di ogni
intervallo [t n»t n+1] si estrapola direttamente il valore successivo della funzione incognita in
corrispondenza dell’altro estremo.

La (5.40) ¢ una tipica formula ‘non simmetrica’, nel senso che sfrutta delle informazio-
ni, cio¢ il valore y, e la derivata f (tn, yn), valutate solo al primo estremo dell’intervallo
[t4,tn+1]. Cio rende la ‘predizione’ del valore y,,, accurata a meno di un termine di
correzione di O(h?). Per convenzione un metodo di integrazione al passo, oppure una
formula di integrazione, basati sul calcolo degli incrementi Ay, si dicono di ordine r se
I’errore di troncamento E presente nella formula di avanzamento generale

Y(tnt1) = y(tn) + Ay, + E (5.42)

& di O(h"*'). Nel caso della (5.40) siha Ay, = h f(tn, yn) ed E = O(h?). Infatti la
formula di Eulero (5.40) ¢ nota come formula di integrazione al passo del primo ordine.

Il metodo di Eulero non € raccomandabile per un uso pratico, per due motivi principali:
(7) esso non ¢ accurato, a parita di passo di integrazione, quanto altri metodi di altrettanto
semplice implementazione, come il metodo di Runge-Kutta di cui si parlera qui di seguito;
(if) il metodo di Eulero puo risultare spesso instabile quando alcune componenti della
funzione f sono sensibilmente variabili.

Ora si consideri comunque una formula del tipo (5.40), e si definisca un incremento
‘di prova’ della y

(Ay)y =hf(tn. y,) E 11,

calcolato a partire dai valori noti al passo corrente. Si otterra un nuovo possibile valore
della y pari a

Yo+ (DY) =y, +1fy

associabile a 7,41, attraverso la valutazione della funzione f in corrispondenza di z, ed
y,. Si veda a tal proposito la figura 5.18. A questo punto si reiteri 1’applicazione della
formula precedente, valutando stavolta la f* in corrispondenza dei valori intermedi ¢, + %h
ed y, + 3(Ay),. di cui il secondo dipende dal risultato della prima applicazione della
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A)

(tnt1, Yn+1) (Ay)l:hf(t"+%h’J’n+%(Ay)o)

Yns1 = Yn + (4y),

by ® & l
L

Figura 5.18 Formula di Runge-Kutta del secondo ordine o Midpoint method. Con la derivata
iniziale si ottiene un punto intermedio M. In esso si valuta la derivata f e 1’incremento (A y)1
per I’avanzamento al passo successivo a partire da quello corrente (¢, , v, ).

formula stessa. Si otterra un nuovo incremento
1 1 et
(Ay), =hf tn+§h,yn+5(Ay)o Zhf

che potra essere considerato un valore piu accurato di 4 f,. Si puo far vedere [74] che
(A y)1 approssima 1’incremento y(f,.1) — ¥ (¢,) a meno di un termine di O(h3). La
procedura appena descritta, che si riassume nella forma

(Ay)():hf(tn,yn)

1 1
(Ay)l=hf(tn+§h,yn+§(Ay)o) (5.43)

Ynt1 =Yn t+ (Ay)l

corrisponde ad un metodo di integrazione del secondo ordine ed ¢ nota come midpoint
method o metodo di Runge-Kutta del secondo ordine. Si veda I’interpretazione grafica
della figura 5.18. Le (5.43) mostrano che, combinando due formule del primo ordine, cioe
costruendo un valore definitivo della y, , ; in due stadi come somma

Yot1 =Yn+0-(Ay), +1-(Ay), (5.44)

e valutando differentemente la funzione f in ciascuno stadio, si ottiene la cancellazione
dal termine di errore del contributo di O (h?).

Esistono peraltro diversi modi di valutare la f(z, y) un numero Ns + 1 di volte
all’interno dell’intervallo [t,,?,+1] secondo formule del primo ordine come la (5.40) e
di combinarne opportunamente il risultato per controllare I’errore di troncamento. Tali
combinazioni costituiscono delle sequenze che generalizzano la (5.43) e si esprimono
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nella forma

(A)y =1 f(ta: 2
(Ay), :hf(rn+a1h,yn+a1(AY)o)
(Ay), :hf(tn+azh,yn+az(ﬁy)1) (5.45)

(Ay)y, = hf(t,, Yan b, y, +an (Ay)NS_l)
Ynt1 = Yu+Bo(AY)y +B1(AY), + B2(Ay), + ... + Brs (AY)

in cui ciascuna valutazione della f rappresenta il cosidetto stadio, i numeri B; sono
coeflicienti di peso degli incrementi (A y) . €d i coefficienti ax esprimono il punto in cui
valutare il corrispondente stadio nell’intervallo [z, #,+1]. Le (5.45) esprimono la forma
generale di una classe di schemi numerici di integrazione al passo detti schemi multistadio.

E possibile dimostrare che, al crescere del numero degli stadi, con opportune combina-
zioni dei coefficienti o e P, si possono via via eliminare dall’errore di approssimazione

Ns Ns
E = 5(twr) = 5(tn) = ) Br (Ay), (dove Y Be=1 ) (5.46)
k=0 k=0
i contributi di O(h?), O(h?), O(h*), eccetera. Questa & I’idea in base alla quale & stato

sviluppato il metodo di Runge-Kutta.

5.4.3 Il metodo di Runge-Kutta

La versione piu diffusa di questo metodo di integrazione al passo corrisponde alla cosiddet-
ta formula di Runge-Kutta del quarto ordine. Tale procedura viene scritta classicamente
nella forma

(Ay)(,:hf(tn, yn)

(89), = h £ (1t 3 3o+ 5(89),)
(Ay)2:hf(tn-i-%h,yn-i-%(Ay)l) (5.47)
(Ay),=hf(tn+h.y,+(8y),)

Vit = 3a+ (B9)y + 5(83), + 5(A9), + £(8y),

Il metodo di Runge-Kutta espresso dalle (5.47), noto anche come 4-stage stepping
scheme, ¢ la particolarizzazione delle (5.45) per Ng = 3 ed ¢ del quarto ordine perché si
dimostra che ’errore di troncamento e di O (h°). I coefficienti By = B3 = é, B1=pB2=
%, o] =0y = % ed a3 = 1 sono i coefficienti della formula di Runge-Kutta del quarto
ordine.
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A
1
Yn+1 :yn+6(Ay)0

1

+5(4y), =hf(tnth yn+(47),)
1

+ —(Ay i3
3( E Ay), =h Ly La
1 (4y), = f(["""z’y"""z( y)l)

+6(Ay)3 T

(49), = hf(tn+ 30 vu+3(40),)

J

,_
A BN

I
3
In th + %h fnt1 tnyo

Figura 5.19 Metodo di Runge-Kutta del quarto ordine. La derivata & valutata quattro volte, una
volta al punto iniziale (1), due volte in due punti intermedi di prova (2) e (3) ed infine al punto di
prova finale (4). Dalla combinazione di tali valori si ottiene il valore successivo dell’incognita y.

Le (5.47) richiedono quattro valutazioni della funzione f per ciascun passo & come
mostrato nella figura 5.19. Nella grande maggioranza dei casi la sequenza (5.47) ¢ supe-
riore alla formulazione del secondo ordine (5.43). Si vedano, ad esempio, le Numerical
Recipes [73].

Concludiamo riassumendo i passi necessari all’applicazione pratica del metodo di
Runge-Kutta ad un sistema di equazioni.

1. In primo luogo occorrera, per ciascuna delle equazioni che compongono il sistema
da risolvere, calcolare in sequenza i valori (A y)O, (A y)l, (A y)2 e (A y)3 dalle
(5.47) conn = 0 e per £y ed y, assegnati inizialmente.

2. Sempre per ciascuna equazione del sistema, occorrera costruire il valore di y,
relativo a ¢y + & secondo 1’ultima delle (5.47), utilizzando a questo scopo i 4 valori
intermedi (A y) , precedentemente conservati.

3. Il processo potra quindi essere iterato, sostituendo 7o + / a tp ed y, a y,, ricomin-
ciando dal punto 1 fino a coprire I’intervallo desiderato delle .

5.4.4 Esempio applicativo in Matlab

Come esempio di applicazione del metodo di integrazione di Runge-Kutta viene proposto
in questo paragrafo un problema di valori iniziali da risolvere numericamente, di cui ¢
nota la soluzione analitica.

Il linguaggio Matlab possiede una funzione predefinita, ode45 (ode sta per Ordinary
Differential Equations), che permette un’agevole soluzione di questo tipo di problemi
evitando all’utente la necessita di un’implementazione a basso livello dell’algoritmo di
integrazione espresso dalle formule (5.47).
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Il problema di valori iniziali ¢ il seguente:
d2
—;}+3coszt—2=0
d (5.48)

y0) = 20) =0

Si puo facilmente verificare che la soluzione analitica del problema (5.48) ¢ costituita dalla
funzione:

1 3 3
y(t) = th +3 cos(2t) — 3 (5.49)

Per risolvere il problema assegnato ¢ necessario implementare una funzione Matlab,
che chiameremo myfunction2x1l per ricordare che I’output € un vettore colonna 2 x 1, e
salvarla in un M-file avente lo stesso nome nella cartella di lavoro scelta dall’utente. Un
esempio di file myfunction2x1.m ¢ il seguente:

function dydt = myfunction2xl(t,y)

MYFUNCTION2X1 : funzione di 3 variabili, (t,yl,y2), a due componenti

da valutare nella risoluzione dei problemi di valori iniziali associati
all’equazione

o® o°

o°

% (1) y'’ + 3 cos™2(t) - 2=0

% La (1) si riscrive in forma di sistema di equazioni del primo ordine
% (2a yl' = y2

% (2b) y2' = -3cos™2(t) + 2

o°

% Alloca ed inizializza un vettore colonna 2x1
dydt = zeros(2,1);

% Definisce il vettore dydt, variabile di output

dydt(1) = y(2); % implementa la dipendenza (2a)

dydt(2) = ... % implementa la dipendenza (2b)
- 3x(cos(t))"2 + 2;

Nella sequenza di comandi riportata piut avanti viene fissato inizialmente un numero di
passi di integrazione e conservato nella variabile NSTEP. Un valore finale della variabile
indipendente pari a 6.28 viene conservato nella variabile tFin. Successivamente viene
assegnato un vettore riga t con il comando linspace, che assegna ai suoi NSTEP elementi
dei valori equispaziati nell’intervallo [0, 27r]. La funzione ode45 viene poi invocata dopo
aver fissato il vettore delle condizioni iniziali y0. Il grafico della soluzione esatta e della
soluzione numerica del problema proposto ¢ riportato infine in figura 5.20 ed ¢ ottenuto
con il comando plot.

>> NSTEP = 40; tFin = 2xpi;

>> t = linspace(0,tFin,NSTEP)

>> y0 = [0 0];

>> [Tt,Y] = oded45(@myfunction2x1,t,y0);

>> Yexact = 0.25xTt.”2+(3./8.)*cos(2.xTt) -(3./8.);

>> plot(Tt,Y(:,1), ", Tt,Yexact,’'-")

>> xlabel('t’); ylabel(’'y’); legend(’'Runge-Kutta’, 'Soluzione esatta’);

Si noti che nella chiamata alla funzione ode45 viene passato quello che nel gergo di
Matlab ¢ un function handle, cioe il puntatore a funzione @myfunction2x1 che si ottiene
anteponendo il carattere speciale ‘@ al nome della funzione che definisce il problema
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Figura 5.20 Finestra del plot di Matlab in cui la soluzione numerica del problema di valori iniziali
(5.48) con metodo di Runge-Kutta del quarto ordine (ode45) ¢ confrontata con la soluzione esatta
(5.49) nell’intervallo [0, 27].

differenziale studiato. La funzione ode45 restituisce un vettore Tt, in questo caso identico
a t, ed una matrice Y di NSTEP righe e 2 colonne. Ciascuna delle righe rappresenta
la soluzione numerica ottenuta in corrispondenza di ciascuno dei valori discreti della
variabile indipendente contenuti in Tt. Il motivo per cui viene restituito un vettore come
Tt nasce dalla possibilita di invocare funzioni come ode45 abilitando I’opzione di passo di
integrazione variabile in caso di forte variabilita locale della funzione che implementa la
derivata. Sirimanda all’help o al riferimento [69] per maggiori dettagli sull’utilizzo delle
funzioni ode45, ode23, odell3, odel5s, ode23s, ode23t, ode23th.
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