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6Quaderno

Equazioni generali
del moto di un velivolo

Io dico di aver capito un’equazione quando sono in grado di predire
le proprietà delle sue soluzioni senza effettivamente risolverla.

– Paul Adrien Maurice Dirac
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6.1 Generalità

Lo studio del moto vario dei velivoli viene condotto attraverso l’esame delle leggi di
variazione di un numero di parametri indipendenti pari al numero di gradi di libertà che
caratterizzano il moto. La determinazione di tali parametri, che individuano univocamente
istante per istante la traiettoria e l’assetto di volo, comporta l’integrazione del sistema
di equazioni differenziali ordinarie che esprime l’equilibrio dinamico dell’aeromobile.
L’integrazione richiede a sua volta la conoscenza della causa che ha prodotto il moto vario,
cioè delle leggi di manovra o delle leggi di variazione delle perturbazioni atmosferiche,
ed inoltre la conoscenza di un opportuno insieme di condizioni iniziali.

Spesso la risposta del velivolo viene analizzata attraverso l’esame del moto perturbato
che si sovrappone ad unmoto di regime iniziale. Un moto di regime è un moto stazionario,
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4 Quaderno 6 Equazioni generali del moto di un velivolo

in cui le variabili di stato del velivolo regolate direttamente dalle leggi della dinamica si
mantengono costanti nel tempo e l’aeromobile è in grado di mantenere stabilizzata la sua
condizione di volo lungo una traiettoria rettilinea o curva. Durante il moto perturbato
il valore istantaneo del generico parametro f che descrive il moto viene considerato
come somma di un valore costante f0 relativo alla condizione di regime iniziale e di un
contributo �f .t/ dovuto effettivamente al moto perturbato. Tale impostazione comporta
la necessità di determinare sia le equazioni corrispondenti alla condizione di regime
che quelle relative al moto perturbato. Per queste ultime sfruttando l’ipotesi di piccole
perturbazioni e di sovrapponibilità degli effetti, si perviene ad un sistema di equazioni
lineari. Le equazioni linearizzate del moto verranno ricavate e discusse in un capitolo
successivo, dove si tratteranno i concetti legati alla stabilità dinamica dei velivoli.

Esistono poi contesti come, ad esempio, quello della simulazione del volo in cui
l’impostazione del problema è di tipo generale e le equazioni del moto del velivolo, data
la loro non linearità, vengono risolte direttamente nella loro forma completa, senza alcuna
linearizzazione, attraverso metodi di integrazione numerica.

6.2 Richiami di meccanica newtoniana

6.2.1 Moti relativi

Per fissare le idee sul problema che andremo delineando nei prossimi paragrafi si consideri
la figura 6.1 a fronte, in cui è raffigurato un velivolo in moto rispetto ad una terna di
riferimento inerziale o terna fissa. Nella figura tale terna, che in generale può chiamarsi
Tf D

�
O; x; y; z

�
f , è indicata come TE D

�
O; x; y; z

�
E supponendo valida come terna fissa

una terna solidale alla Terra (Earth), con origine in un punto qualunque sulla sua superficie.
Tale ipotesi non è sempre accettabile ma i limiti della sua validità verranno discussi più
avanti. Pertanto le notazioni . /E e . /f saranno usate in maniera intercambiabile.

Discutendo di moti relativi, accanto alla terna fissa è necessario considerare una terna
di riferimento mobile, indicata genericamente con Tm D

�
C; x; y; z

�
m.

Un osservatore solidale alla terna mobile, cioè in moto con Tm, si dice osservatore
mobile mentre un osservatore solidale alla terna fissa si dice osservatore inerziale o
osservatore fisso. Come è noto, solo per quest’ultimo sono valide le leggi di Newton nella
loro forma classica.

Nello studio del moto vario di un velivolo, come si vede dalla figura 6.1, si può
scegliere una terna mobile che sia solidale al velivolo. In tal caso l’osservatore mobile
è anche solidale al corpo di cui si studia il moto. Il pilota è l’osservatore mobile per
eccellenza. Si avrà dunque Tm � TB D

�
C; x; y; z

�
B, e si parlerà di terna degli assi

velivolo (body-fixed reference frame), con origine C in moto rispetto al riferimento fisso
ad una velocità VC , di orientamento variabile nel tempo con velocità angolare istantanea
˝B.

Per il momento indicheremo genericamente con Tm la terna mobile richiamando dei
risultati notevoli e generali. Più avanti tali risultati verranno applicati al moto vario di un
velivolo al fine di ricavarne le equazioni del moto.

Si consideri un punto P , generalmente in moto sia rispetto alla terna fissa che a quella
mobile. La sua posizione rispetto ad un osservatore mobile è individuata in ogni istante

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Aerospaziale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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6.2 Richiami di meccanica newtoniana 5
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Figura 6.1 Terna di assi di riferimento solidale al velivolo, TB D
�
C; xB; yB; zB

�
, in moto rispetto ad un sistema di

riferimento solidale alla Terra, TE D
�
O; xE; yE; zE

�
.

dal vettore
P.t/ � C D xm.t/ im C ym.t/ jm C zm.t/km (6.1)

dove im, jm e km sono i versori degli assi della terna mobile. Essendo tale terna in moto
rispetto alla terna fissa, il moto di P definito dalla (6.1) si dice moto relativo alla terna Tm.
Il moto di P rispetto alla terna fissa è invece definito dal vettore posizione

P �OE D
�
P � C �C �C �OE

�
(6.2)

ovvero dalla legge generale

P.t/ �OE � P.t/ D xm.t/ im.t/C ym.t/ jm.t/C zm.t/km.t/C C.t/ (6.3)

che definisce il moto assoluto di P . Nella (6.3) le coordinate xm.t/, ym.t/, e zm.t/
sono quelle che registrerebbe un osservatore solidale a Tm, le leggi im.t/, jm.t/, km.t/
esprimono la variazione in orientamento del riferimento mobile mentre C.t/ rappresenta
il moto assoluto della sua origine.

Si osservi che l’espressione

P.t/ D C.t/C xm im .t/C ym jm .t/C zm km .t/ (6.4)

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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6 Quaderno 6 Equazioni generali del moto di un velivolo

in cui le coordinate .xm; ym; zm/ sono costanti, rappresenta il moto che il punto P avrebbe
rispetto alla terna fissa se fosse solidale alla terna mobile, vale a dire se la terna mobile
“trascinasse” il punto P nel suo movimento: per tale motivo il moto definito dalla (6.4) si
dice moto di trascinamento.

Ad esempio, nella figura 6.1 il moto assoluto di tutti i punti dell’aeromobile che sono
fissi rispetto all’origine C degli assi velivolo è un moto di trascinamento del tipo (6.4).
I punti appartenenti alle parti mobili dell’aeromobile, come ad esempio le superfici di
governo negli istanti in cui sono azionate oppure le masse rotanti, hanno un moto assoluto
che è dato più in generale dalla (6.3), essendo questi in moto anche rispetto alla terna TB.

La posizione assoluta di un punto P , cioè la posizione rispetto ad un osservatore fisso,
viene indicata con il vettore R D P �OE mentre con il vettore r D P � C si intende la
posizione di P rispetto all’origine C del riferimento mobile. Tali definizioni sono legate
dalla relazione

R D r CRC (6.5)

che corrisponde, con diversa notazione, alla (6.2). Si tenga presente che per un osservatore
inerziale R.t/ è in generale un vettore dipendente dal tempo così come lo sono RC .t/ ed
r.t/, dato il moto di roto-traslazione di Tm.

In particolare, nel caso della figura 6.1, dei vettori r corrispondenti a quei punti P
del velivolo che mantengono posizione invariata rispetto a C cambia nel tempo il punto
di applicazione e l’orientamento rispetto al riferimento fisso ma non il modulo. Per un
osservatore mobile come il pilota la generica posizione relativa r può essere variabile o
non variabile nel tempo, a seconda se P appartiene ad una parte mobile o ad una parte
indeformabile del velivolo.

6.2.2 Velocità e accelerazione

Derivando rispetto al tempo le leggi del moto relativo (6.1), del moto di trascinamento
(6.4) e del moto assoluto (6.3) si ottengono: la velocità relativa

vr D dxm
dt
im C dym

dt
jm C

dzm
dt
km (6.6)

la velocità di trascinamento

vt D dC
dt
C xm d im

dt
C ym d jm

dt
C zm dkm

dt
(6.7)

e la velocità assoluta

va D
�
dxm
dt
imCxm d im

dt

�
C
�
dym
dt

jmCym
d jm
dt

�
C
�
dzm
dt
kmCzm dkm

dt

�
C dC

dt
(6.8)

del punto P . Dalle espressioni appena scritte si deduce che

va D vr C vt (6.9)

cioè che la velocità assoluta è la somma vettoriale della velocità relativa e della velocità
di trascinamento.

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Aerospaziale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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6.2 Richiami di meccanica newtoniana 7

Figura 6.2 Formula di Poisson per il terzo dei
versori i, j, k di una terna mobile con velocità
angolare .̋

x
i

y
j

z

k

˝

C

dk

dt

Quest’ultima, a partire dalla (6.7) e per le note formule di Poisson

d im
dt
D ˝m ^ im ; d jm

dt
D ˝m ^ jm ;

dkm
dt
D ˝m ^ km (6.10)

illustrate dalla figura 6.2, può riscriversi come

vt D dC
dt
C xm˝m ^ im C ym˝m ^ jm C zm˝m ^ km D

D dC
dt
C˝m ^

�
xm im C ym jm C zm km

�
(6.11)

ovvero come
vt D dC

dt
C˝m ^

�
P � C � (6.12)

somma della velocità assoluta dC= dt D VC diC e della velocità di rotazione diP rispetto
a C conseguente alla velocità angolare ˝m della terna mobile. Come è noto il termine
˝m ^

�
P � C � corrisponde alla velocità assoluta che avrebbe un punto P solidale ad un

corpo rigido incernierato in C ad un punto dello spazio fisso ed in rotazione con velocità
angolare˝m. Tale velocità, di tipo tangenziale, corrisponde alla V della figura 6.3 ed ha
modulo pari a

V D ˇ̌˝ ^ .P � C/ˇ̌ D ˝ ˇ̌
P � C ˇ̌ sin ı D ˝ d (6.13)

dove ı è l’angolo tra la velocità angolare ˝ ed il vettore r e d è la distanza del punto
P dall’asse di rotazione. Il vettore velocità V è contenuto nel piano normale all’asse di
rotazione ed ha il verso indicato in figura.

Ricavata l’espressione della velocità assoluta e precisato il significato delle velocità
relativa e di trascinamento, si può derivare a questo punto la (6.9) tenendo conto delle

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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8 Quaderno 6 Equazioni generali del moto di un velivolo

xb
yb

zb

r

˝

C

P

ı

ac

d

V

Figura 6.3 Velocità tangenziale ed accelerazione
centripeta di un punto solidale ad un corpo rigido
in rotazione ad una velocità angolare˝ .

(6.6) e (6.7) per ottenere l’accelerazione assoluta

aa D dva
dt
D
�
d2xm
dt2

im C dxm
dt

dim
dt

�
C

C
�
d2ym
dt2

jm C
dym
dt

djm
dt

�
C
�
d2zm
dt2

km C dzm
dt

dkm
dt

�
C

C d2C
dt2

(6.14)

C
�
dxm
dt

dim
dt
C xm d2im

dt2

�
C

C
�
dym
dt

djm
dt
C ym d2jm

dt2

�
C
�
dzm
dt

dkm
dt
C zm d2km

dt2

�
Nella (6.14) si riconoscono, per le (6.6) e (6.7), l’accelerazione relativa

ar D d2xm
dt2

im C d2ym
dt2

jm C
d2zm
dt2

km (6.15)

e l’accelerazione di trascinamento

at D d2C
dt2
C xm d2im

dt2
C ym d2jm

dt2
C zm d2km

dt2
(6.16)

secondo le quali la (6.14) si riscrive come

aa D ar C at C acompl (6.17)

dove

acompl D 2
 
dxm
dt

dim
dt
C dym

dt
djm
dt
C dzm

dt
dkm
dt

!
(6.18)

La (6.17) esprime l’accelerazione assoluta come somma vettoriale dell’accelerazione
relativa, dell’accelerazione di trascinamento e dell’accelerazione complementare, detta
anche accelerazione di Coriolis, espressa dalla (6.18). Dalle formule di Poisson (6.10) si
ha anche

acompl D 2˝m ^
 
dxm
dt
im C dym

dt
jm C

dzm
dt
km

!
(6.19)

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Aerospaziale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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6.2 Richiami di meccanica newtoniana 9

e cioè
acompl D 2˝m ^ vr (6.20)

Anche l’accelerazione di trascinamento può essere messa sotto una forma più signifi-
cativa. Derivando l’espressione (6.12) della velocità di trascinamento si ha

at D d2C
dt2
C d˝m

dt
^ .P � C/C˝m ^ d.P � C/

dt
(6.21)

Ma, trattandosi di moto di trascinamento, in virtù della (6.4) e delle formule di Poisson
(6.10) si ottiene

d.P � C/
dt

D dr
dt
D xm

dim
dt
C ym djm

dt
C zm dkm

dt
D ˝m ^

�
xm im C ym jm C zm km

�
D ˝m ^

�
P � C � (6.22)

e quindi

at D d2C
dt2
C d˝m

dt
^ .P � C/C˝m ^

h
˝m ^

�
P � C �i (6.23)

Dalla (6.23) si deduce che l’accelerazione di P nel moto di trascinamento è uguale, a
meno dell’accelerazione dell’origine C della terna mobile, alla somma dell’accelerazione
tangenziale,

�
d˝m= dt

�^ .P �C/, e di quella centripeta˝m^
�
˝m^

�
P �C ��, derivanti

dal moto di rotazione rigida di P intorno a C . Come è noto l’accelerazione centripeta di
un punto P di un corpo rigido in rotazione ad una velocità angolare˝ ed incernierato ad
un punto fisso C è il vettore

ac D ˝ ^ V D ˝ ^
�
˝ ^ �P � C �� (6.24)

che giace nel piano normale alla velocità angolare, è rivolto verso l’asse di rotazione ed
ha modulo

ac D ˝ V sin 90 deg D ˝ V D ˝2d D V 2

d
(6.25)

Il vettore ac è rappresentato nella figura 6.3.

6.2.3 Derivazione di un vettore in uno spazio mobile

Si osservi che ciascuno dei vettori utilizzati finora è indipendente dal riferimento in cui
eventualmente se ne rappresentano le componenti. A questo punto si pensi ad un generico
vettore w, e si consideri l’ente matematico vettore derivata totale rispetto al tempo di w:
.dw= dt /. L’attributo “totale” è dovuto al fatto che si tratta della derivata temporale di w
nel riferimento fisso, cioè per un osservatore fisso.

Diversamente, si consideri l’operatore P. / che, quando applicato a grandezze scalari,
sta ad indicare genericamente la derivata rispetto al tempo. Quando viene applicato ad
una grandezza vettoriale, come nella notazione Pw defD @w=@t , questo simbolo indica la
derivata temporale nel riferimento mobile, cioè effettuata da un osservatore mobile.

Generalmente le due derivate, .dw= dt / e Pw, non coincidono. In altri termini, se un
osservatore fisso tiene traccia, istante per istante, delle componenti wxf , wyf e wzf di
w, rappresentato come fwgf nella terna fissa, il vettore delle derivate temporali di tali

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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10 Quaderno 6 Equazioni generali del moto di un velivolo

grandezze corrisponde al vettore derivata totale

d
dt
wxf � Pwxf ;

d
dt
wyf � Pwyf ;

d
dt
wzf � Pwzf ;

�
Pwxf
Pwyf
Pwzf

�

D
�
dw
dt

�
f

(6.26)

Se la stessa operazione viene effettuata da un osservatore ubicato nella terna mobile si
ha che il vettore avente per componenti le derivate temporali Pwxm , Pwym , e Pwzm non è in
generale una rappresentazione di .dw= dt / nella terna mobileh

Pwxm ; Pwym ; Pwzm
iT
¤
�
dw
dt

�
m

(6.27)

Se infatti si esprime w rispetto ai versori del riferimento mobile

w D wxm im C wym jm C wzm km (6.28)

la derivata rispetto al tempo fornisce

dw
dt
D
�
dwxm
dt

im C wxm
dim
dt

�
C

C
�dwym

dt
jm C wym

djm
dt

�
C
�
dwzm
dt

km C wzm
dkm
dt

�
(6.29)

che, tenuto conto delle formule di Poisson (6.10), diventa

d
dt
w D dwxm

dt
imC

dwym
dt

jmC
dwzm
dt

kmC˝m^
�
wxm imCwym jmCwzm km

�
(6.30)

D’altra parte i primi tre termini del secondo membro della (6.30)

Pw D dwxm
dt

im C
dwym
dt

jm C
dwzm
dt

km (6.31)

rappresentano la derivata temporale di w per un osservatore mobile, vettore che è stato
indicato simbolicamente con Pw. Si ha quindi la seguente formula di derivazione

d
dt
w D PwC˝m ^w (6.32)

detta formula di Poisson di derivazione di un vettore, valida per qualsiasi w. In generale
la (6.32) si legge nel modo seguente: la derivata totale di un vettore è uguale alla somma
della derivata temporale effettuata da un osservatore solidale ad un qualsiasi riferimento
mobile e del prodotto vettoriale del vettore velocità angolare istantanea del riferimento
mobile considerato per il vettore stesso.

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Aerospaziale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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6.2 Richiami di meccanica newtoniana 11

6.2.4 Baricentro

Il baricentro o centro di massa G di un velivolo è quel punto dello spazio identificato
dalla relazione seguente

RG D G �OE D 1

m

Z
B

�
P �OE

�
dm (6.33)

dove P , sede della massa elementare dm, è il generico punto appartenente al corpo. La
(6.33), dove B (body) è da intendersi come un agglomerato di masse elementari �mi ,
in altre parole un sistema di punti materiali corrispondente al velivolo, va intesa come il
risultato di un processo di limite per il quale la sommatoria

P
iRi�mi diventa l’integraleR

B
R.P / dm al crescere del numero di parti in cui è discretizzato il corpo.
Tipicamente in letteratura aeronautica si indica con W=g la massa del velivolo

m D
Z
B

dm D W

g
(6.34)

dove W è il peso, una forza, e g l’accelerazione di gravità. Se la (6.5) si sostituisce nella
definizione (6.33) e si tiene conto della (6.34) si ricava

RG D 1

m

Z
B

�
RCCr

�
dm D RCC 1

m

Z
B

r dm D �C �OE
�C 1

m

Z
B

�
P �C � dm (6.35)

Nell’ultimo termine della relazione precedente si riconosce la definizione di posizione
del centro di massa valida per un osservatore solidale al velivolo. Si ricava dunque, nel
caso generale in cui l’origine della terna di assi velivolo non coincide con il baricentro, la
relazione

RG D RC C rG D
�
C �OE

�C �G � C � (6.36)

Nel moto vario di un velivolo il baricentro ha una posizione RG.t/ variabile nello
spazio fisso, sia per effetto del moto dell’origine C (traslazione del velivolo) che per la
variazione del vettore posizione relativa rG.t/ (cambiamento d’assetto e variazione nella
distribuzione delle masse).

Per un osservatore solidale all’aeromobile la posizione relativa del baricentro è in-
variante quando il velivolo è considerato rigido ed a massa costante. Pertanto il vettore
rG D G � C varia in punto di applicazione ed orientamento ma non in modulo cosicché
in un riferimento solidale al corpo è rappresentabile con coordinate costanti.

Al contrario, la posizione relativa del baricentro è a rigore variabile anche nel
riferimento solidale quando:

– non si può trascurare la variazione di massa del velivolo, semplicemente perchè si
vuole tener conto della variazione dovuta al consumo di combustibile oppure per la
presenza di flussi di liquidi in ingresso e uscita (si pensi ad un velivolo che viene
rifornito di combustibile in volo o che rilascia liquidi adibiti allo spegnimento di
incendi o ad un uso agricolo);

– si hanno flussi di liquidi o spostamenti significativi di masse da una parte all’altra
dell’aeromobile (si pensi alConcorde che nel passaggio da regimi di moto subsonico
a supersonico subiva un passaggio del centro aerodinamico dal 25% al 50% della

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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12 Quaderno 6 Equazioni generali del moto di un velivolo

a

Datum

x0 xa

zC

xC

NcLEMAC TEMAC

escursione del baricentro

G impennaggi

fusoliera e ruotino anteriore
carico pagante

ala e carrello
combustibileimpianti ed

equipaggiamenti

motori

Figura 6.4 Tipica suddivisione in parti di un velivolo. Il centro del sistema dei pesi parziali individua il baricentro.

corda media aerodinamica e pertanto necessitava di un arretramento del baricentro
attraverso il riempimento di appositi serbatoi alari);

– non si possono trascurare le deformazioni elastiche del velivolo;
– si deflettono le superfici di governo nelle fasi di manovra e controllo d’assetto;
– si cambia macroscopicamente la configurazione, (si pensi ai velivoli con ali a
geometria variabile o con propulsori di tipo tilt-rotor).

Tipicamente le deflessioni delle superfici di governo non danno luogo a significative
variazioni della posizione del baricentro e nello studio del moto di un velivolo rigido, nelle
fasi in cui anche tali deflessioni variano nel tempo, si assume con buona approssimazione
una posizione del centro di massa costante rispetto all’osservatore solidale all’aeromobile.

Anche le variazioni di peso dovute al consumo di carburante risultano in pratica
trascurabili in relazione alla brevità della durata dei fenomeni che generalmente interessa
analizzare nei problemi di dinamica del volo. Pertanto se ne trascurano gli effetti in
termini di posizione del centro di massa e, come vedremo più avanti, si arriva ad una
forma semplificata delle equazioni del moto.

Nei rimanenti casi è necessario considerare una posizione iniziale o nominale G.0/�
C D rG.0/ del baricentro e tener conto nel tempo degli effetti dei discostamenti rG.t/ �
rG.0/ corrispondenti a variazioni nella distribuzione delle masse dell’aeromobile.

Si avverte il lettore che lo studio del moto dei velivoli viene affrontato seguendo due
diversi orientamenti a seconda che vengano ignorate o meno le deformazioni elastiche
della struttura e che il secondo caso non verrà trattato in questa sede.

6.2.5 Quantità di moto

La quantità di moto totale di un velivolo è quel vettoreQ definito come

Q D
Z
B

V.P / dm D
Z
B

d
dt
�
P �OE

�
dm D

Z
B

dP
dt

dm (6.37)

somma delle quantità di moto elementari V.P / dm � VP dm dei punti materiali di cui il
velivolo è costituito.

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Aerospaziale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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6.2 Richiami di meccanica newtoniana 13

Essendo
P �OE D

�
P � C �C �C �OE

�
(6.38)

e quindi

VP D dP
dt
D d

dt
�
P � C �C dC

dt
D d

dt
�
P � C �C VC (6.39)

ovvero la velocità assoluta di ogni punto materialeP è la velocità dell’origineC composta
con la velocità relativa d.P �C/= dt , si ha che la quantità di motoQ definita dalla (6.37)
può scriversi nella forma

Q D Qr CQC (6.40)

La grandezza Qr è la quantità di moto relativa a C , intesa come la quantità di moto
dell’aeromobile nel suo moto rispetto a C (moto intorno all’origine del riferimento mo-
bile). La grandezza QC è la quantità di moto di C , vale a dire la quantità di moto che
l’aeromobile avrebbe se ogni suo punto fosse dotato della velocità del punto C (moto
puramente traslatorio). Si ha quindi

Qr D
Z
B

d
dt
�
P � C � dm ; QC D m

dC
dt
D W

g
VC (6.41)

Nelle relazioni scritte sopra la posizione P del generico elemento di massa può anche
essere riferita al baricentro del velivolo tramite la

P � C D �P �G�C �G � C � (6.42)

che, per essere
P
i
d
dt .Pi � G/�mi D

d
dt
P
i.Pi � G/�mi D 0 per definizione di

baricentro, fornisce
Qr D m

d
dt
�
G � C � (6.43)

Dalla (6.43), dalla seconda delle (6.41) e dalla (6.40), essendo d
dt
�
G�C �C d

dt C D
d
dt G,

si ricava
Q D m dG

dt
D W

g
VG (6.44)

avendo indicato con VG la velocità assoluta del baricentro. La (6.44) esprime il ben noto
teorema del moto del baricentro, per il quale la quantità di moto totale del velivolo è uguale
a quella che avrebbe un punto materiale di massa pari a quella istantanea dell’aeromobile
e concentrata nelle posizioni successive assunte dal baricentro.

6.2.6 Momento della quantità di moto

Il momento della quantità di moto o momento angolare totale del velivolo rispetto al polo
C è la grandezza vettoriale K definita come

K D
Z
B

�
P � C � ^ dP

dt
dm D

Z
B

rP ^ VP dm (6.45)

Analogamente a quanto visto per la quantità di moto Q si definiscono il momento

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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14 Quaderno 6 Equazioni generali del moto di un velivolo

della quantità di moto relativa a C

Kr D
Z
B

�
P � C � ^ d

dt
�
P � C � dm (6.46)

come momento angolare dell’aeromobile nel suo moto rispetto a C , cioè il moto corri-
spondente alla distribuzione di velocità V.P /�VC , ed il momento della quantità di moto
di C

KC D
Z
B

�
P � C � dm ^ dC

dt
(6.47)

vale a dire il momento angolare che l’aeromobile avrebbe se ogni suo punto fosse dotato
della velocità del punto C . Per le (6.46) e (6.47) la (6.45) diventa

K DKr CKC (6.48)

cioè la somma del momento angolare relativo e del momento angolare di C è pari al
momento angolare totale del velivolo.

Dalla (6.42) e dalla definizione di baricentro la (6.47) diventa

KC D m
�
G � C � ^ dC

dt
D W

g
rG ^ VC (6.49)

che fornisce il momento angolare di C come quello di un punto materiale di massa W=g
concentrata nelle posizioni successive assunte dal baricentro ma al quale si associa una
velocità VC anziché VG .

6.3 Equazioni generali del moto

Precisati i concetti quantità di moto e momento della quantità di moto totali, si possono
ricavare delle equazioni generali per il moto di un velivolo.

L’equilibrio dinamico di un velivolo in volo, riferito ad una terna inerziale TE D�
O; x; y; z

�
E , è governato dalle ben note equazioni cardinali della dinamicaZ

B

d2P
dt2

dm D F (6.50)

Z
B

�
P � C � ^ d2P

dt2
dm DM (6.51)

essendo d2P= dt2 l’accelerazione del punto P , sede della massa elementare dm, rispetto
all’osservatore fissoOE ed essendo C un punto qualsiasi del velivolo scelto come polo dei
momenti. Nella (6.50) la F è la risultante delle forze esterne agenti sul velivolo ed M

nella (6.51) ne è il momento risultante rispetto al polo C .
Come è noto, una diversa espressione delle equazioni del moto viene ottenuta intro-

ducendo la quantità di moto Q del velivolo ed il suo momento K definiti dalle (6.37) e
(6.45), nelle quali compare la velocità assoluta del generico punto P .

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Aerospaziale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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6.3 Equazioni generali del moto 15

Derivando rispetto al tempo la (6.37)

d
dt

X
i

dPi
dt

�mi D
X
i

d
dt

dPi
dt

�mi

e la (6.46)

d
dt

X
i

�
Pi � C

� ^ d
dt
�
Pi � C

�
�mi

‘
definizione di Kr

in forma discretizzata

D
X
i

d
dt

��
Pi � C

� ^ d
dt
�
Pi � C

�
�mi

�
D

D
X
i

 
d
dt
�
Pi � C

� ^ d
dt
�
Pi � C

�C �Pi � C � ^ d2

dt2
�
Pi � C

�!
�mi D

D 0C
X
i

�
Pi � C

� ^ d2

dt2
��
Pi �O

�C �O � C ���mi D
D
X
i

�
Pi � C

� ^ d2Pi
dt2

�mi

Ÿ
primo membro della (6.51)

in forma discretizzata

�
X
i

�
Pi � C

�
�mi ^ d2C

dt2

si riconosce che le equazioni cardinali della dinamica (6.50) e (6.51) assumono una forma
data dalle seguenti equazioni vettoriali del moto

dQ
dt
D F (6.52)

dKr

dt
C W

g

�
G � C � ^ d2C

dt2
DM (6.53)

Si osservi che nell’equazione alla traslazione (6.52) compare la quantità di moto totale
Q, data dalla (6.37) ovvero dalla (6.44), mentre nell’equazione alla rotazione (6.53) figura
invece il momento angolare relativo Kr, espresso dalla (6.46). Ovviamente l’equilibrio
dinamico alla rotazione può essere espresso anch’esso in termini del momento della
quantità di moto totale K . È facile mostrare come la (6.51) sia anche equivalente alla

dK

dt
� W
g
VG ^ dC

dt
DM (6.54)

ottenuta derivando rispetto al tempo le (6.48) e (6.49) ed avvalendosi della (6.53).

In particolare, se si assume come polo di riferimento dei momenti ed origine della terna
mobile il baricentro del velivolo, le (6.53) e (6.54), essendo G � C e VG ^ .dG= dt / D
VG ^ VG D 0 , si semplificano rispettivamente nelle

dK.G/
r

dt
DM.G/ ;

dK.G/

dt
DM.G/ (6.55)

dove si è indicato per completezza il polo di riferimento. Le due forme di equazione alla

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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16 Quaderno 6 Equazioni generali del moto di un velivolo

rotazione (6.55) sono del tutto equivalenti, essendo in tal caso, come risulta dalla (6.49),

KC �KG D 0 (6.56)

Una più conveniente formulazione delle equazioni del moto viene ottenuta a partire
dalle (6.52) e (6.53) esplicitando le derivate temporali totali dei vettoriQ eKr relative alla
terna fissa Tf D

�
O; x; y; z

�
f in termini delle derivate temporali in una opportuna terna

mobile Tm D
�
O; x; y; z

�
m. Tale terna a seconda dei casi può essere quella solidale al

velivolo oppure una terna solidale alla traiettoria o addirittura, per comodità di espressione
delle azioni di natura aerodinamica, una terna non solidale né al velivolo né alla traiettoria.
Le derivate nella terna mobile vengono indicate con uno o più punti a seconda dell’ordine
di derivazione. Ad esempio PVG e PKr sono legate alle corrispondenti derivate totali tramite
le ben note relazioni

dVG
dt
D PVG C˝m ^ VG (6.57)

dKr

dt
D PKr C˝m ^Kr (6.58)

essendo˝m la velocità angolare della terna mobile.

Se si introduce l’ulteriore ipotesi di invarianza del peso dell’aeromobile,

PW D 0 (6.59)

più che accettabile dal momento che le variazioni di peso dovute al consumo di carburante
risultano trascurabili in relazione alla brevità della durata dei fenomeni da analizzare, le
equazioni vettoriali del moto (6.52) e (6.53), proiettate sulla terna mobile, forniscono il
seguente sistema di equazioni scalari
˚

W
g

�
PVGxm C˝ym VGzm �˝zm VGym

�
D Fxm

W
g

�
PVGym �˝xm VGzm C˝zm VGxm

�
D Fym

W
g

�
PVGzm C˝xm VGym �˝ym VGxm

�
D Fzm

PKrxm C˝ym Krzm �˝zm Krym C W
g

�
yG aCzm � zG aCym

�
DMxm

PKrym �˝xm Krzm C˝zm Krxm � Wg
�
xG aCzm � zG aCxm

�
DMym

PKrzm C˝xm Krym �˝ym Krxm C W
g

�
xG aCym � yG aCxm

�
DMzm

(6.60)

essendo xG , yG e zG le componenti sulla terna mobile del vettore di posizione rG D
.G � C/ del baricentro ed avendo indicato con aCxm , aCym ed aCzm le componenti su
detta terna dell’accelerazione assoluta .d2C= dt2/ della sua origine C .

Le prime tre equazioni scalari del sistema (6.60) possono anche essere scritte usando

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Aerospaziale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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6.3 Equazioni generali del moto 17

una notazione matriciale estesa, nella forma

W

g

˙� PVGxmPVGymPVGzm

�

C
24 0 �˝zm ˝ym

˝zm 0 �˝xm
�˝ym ˝xm 0

35
�
VGxm
VGym
VGzm

��

D

�
Fxm
Fym
Fzm

�

(6.61)

Le ultime tre equazioni del sistema (6.60) vengono riscritte secondo una struttura simile
alle prime tre ma, per la presenza del termine aggiuntivo

�
G�C �^d2C= dt2 nella (6.53),

prendono invece la forma

� PKrxmPKrymPKrzm

�

C
24 0 �˝zm ˝ym

˝zm 0 �˝xm
�˝ym ˝xm 0

35
�

Krxm
Krym
Krzm

�

C W

g

24 0 �zG yG

zG 0 �xG
�yG xG 0

35
�
aCxm
aCym
aCzm

�

D

�
Mxm

Mym

Mzm

�

(6.62)

Le espressioni matriciali (6.61) e (6.62) delle equazioni del moto si prestano ad un
più semplice criterio mnemonico rispetto al sistema (6.60) ed inoltre offrono la possibilità
di introdurre una notazione matriciale compatta con cui esprimere le equazioni vettoriali
generali del moto (6.52) e (6.53). Si consideri infatti la notazione Œ z. / � (tilde operator), cioè
quell’operatore che applicato ad una rappresentazione di un vettore in un dato riferimento,
ad esempio il vettore w rappresentato come˚

w
	
m D

�
wxm ; wym ; wzm

�T
nella terna mobile, restituisce la matrice antisimmetrica

� zw�m D
24 0 �wzm wym

wzm 0 �wxm
�wym wxm 0

35 (6.63)

È immediato verificare che il prodotto vettoriale tra due vettori u^ v ha una rappresenta-
zione nel riferimento scelto che corrisponde al prodotto righe per colonne tra la matrice
Œzu�m e la colonna fvgm.

Pertanto, in base alla (6.63) le (6.61) e (6.62) assumono la forma compatta

W

g

�˚ PVG	m C � z̋m �m ˚VG	m� D ˚F 	m (6.64)˚ PKr
	
m C

� z̋m �m ˚Kr
	
m C

W

g

� zrG �m ˚aC 	m D ˚M	
m (6.65)

Ovviamente, se si assume come origine della terna mobile e polo di riferimento dei
momenti il baricentro G del velivolo risulta xG D yG D zG D 0 e le equazioni alla

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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18 Quaderno 6 Equazioni generali del moto di un velivolo

rotazione si semplificano di conseguenza, ottenendo˚ PKr
	
m C

� z̋m �m ˚Kr
	
m D

˚
M
	
m (6.66)

L’ulteriore sviluppo delle equazioni delmoto comporta la necessità di precisare la scelta
della terna mobile. Nell’impostazione e risoluzione dei problemi tipici della dinamica del
volo vengono utilizzate delle terne ormai standard come quella degli assi velivolo. A volte
risulta parimenti conveniente scegliere di proiettare le equazioni del moto sulla terna degli
assi aerodinamici. In tal caso bisognerà tener conto del fatto che essi, a differenza degli
assi velivolo, saranno in generale non solidali all’aeromobile.

Esercizio 6.1: Caso studio: simulazione di missione. Equazioni. .

Si propone un caso di studio il cui scopo è la simulazione non lineare delle prestazioni di
un velivolo rigido, valida anche in presenza di vento costante. Ciò consentirà di analizzare
le risposte dell’aeromobile per determinati profili di volo richiesti, cioè per determinate
missioni. Tipicamente, i profili di volo sono definiti in termini dei valori comandati della
velocità di voloV , del rateo di salita Ph D �PzE;G e dell’angolo di prua ı D  gt. Lo scenario
che determina il volo è, per certi versi, simile a quello che si incontra nel controllo del
traffico aereo.

Fino a questo punto del capitolo, abbiamo impostato le leggi del moto alle quali ob-
bediscono tanto la dinamica traslazionale dell’aeromobile quanto quella rotazionale. In
questo contesto forniamo un esempio di modello matematico ridotto— rispetto alle equa-
zioni generali del moto —, in cui interessa maggiormente la prestazione traslazionale del
velivolo, guidato da un insieme di leggi di controllo che ne determinano la navigazione.
Le storie temporali dei tre gradi di libertà rotazionali si ricaveranno in maniera approssi-
mata. Con le assunzioni semplificative che si faranno più avanti si otterrà una simulazione
efficiente dal punto di vista numerico, evitando inoltre di dover impostare le logiche di
controllo dell’assetto.

Ipotizzeremo che l’aeromobile possa operare in presenza di un vento costante, pre-
sumendo che la massa d’aria sia in moto di traslazione uniforme rispetto alla terra con
velocità Vw. La presenza di vento darà origine a differenze fra l’opposto della velocità
vera VG del veicolo rispetto alla terra e la velocità della corrente relativa V1 D Vw � VG .
Le forze e i momenti aerodinamici dipendono dalla velocità del velivolo rispetto all’aria,
in particolare dall’intensità V1, nota anche come airspeed. Di ciò si terrà conto nel
modello aerodinamico utilizzato per la chiusura le equazioni del moto. Queste ultime
si ricaveranno particolarizzando le equazioni (6.61) della dinamica traslazionale al caso
della terna di assi aerodinamici TA D fxA; yA; zAg.

Come si ricorderà dalle definizioni dei vari sistemi di riferimento, con gli angoli ı,

 , �, ˇ e ˛B si realizza in generale la trasformazione dagli assi terra agli assi velivolo
passando per gli assi vento e gli assi aerodinamici. Si ha dunque

TE
ı ; 


TW
� ; �ˇ

TA
˛B

TB (6.67)

cioè la sequenza di rotazioni: dell’angolo ı intorno al versore verticale kW � kE, dell’an-
golo 
 intorno al versore orizzontale jW, dell’angolo � intorno all’asse xW, dell’angolo

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Aerospaziale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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6.3 Equazioni generali del moto 19

�ˇ intorno all’asse zA e infine dell’angolo ˛B intorno all’asse yA. Per semplificare le
equazioni finali si faranno le seguenti approssimazioni fondamentali:

� si assumerà un angolo di derapata costantemente nullo, cioè ˇ D 0,
� si assumerà che un vettore spinta allineato costantemente con la velocità.

Le trasformazioni (6.67) diventano dunque le seguenti:

TE
ı ; 


TW
� ; �ˇD0

TA � TB (6.68)

in cui si confonde la terna di assi velivolo con quella degli assi aerodinamici. Rispet-
to a questi ultimi si possono così esprimere le componenti della velocità, della forza
aerodinamica e della forza propulsiva risultanti:

˚
VG
	
A D

�
V

0

0

�

;
˚
FA
	
A D

�
�D
0

�L

�

;
˚
FT
	
A D

�
T

0

0

�

(6.69)

Nelle (6.69)-(6.68) si è tenuto conto della piccola entità dell’angolo d’attacco — ˛B � 1,
confondendo V1 con V — e dell’annullarsi di ˇ — da cui consegue una componente
laterale nulla della forza aerodinamica, YA D 0.

Nelle equazioni (6.61) vanno inoltre esplicitate le componenti˚
˝B
	
A D

�
˝B;xA ; ˝B;yA ; ˝B;zA

�T (6.70)

in assi aerodinamici del vettore velocità angolare istantanea˝B del velivolo. Esse andran-
no espresse in termini delle variabili angolari ı, 
 e � e delle loro derivate temporali. Per
giungere a tali espressioni va ricordata la definizione di vettore evoluzione E coincidente
con la velocità angolare istantanea degli assi vento rispetto agli assi terra, per il quale vale
la (1.1) che qui riscriviamo

˝W � E D �Pı sin 
 iW C P
 jW C Pı cos 
 kW (1.1)

Si ricorda inoltre che vale la (1.6) che fornisce la velocità angolare degli assi aerodi-
namici

˝A D E C P� iW � P̌ kA D E C P� iW � 0kA
D �Pı sin 
 iW C P
 jW C Pı cos 
 kW C P� iW (1.6)

corrispondente alla seconda delle trasformazioni (6.68). Infine, dall’approssimazione
TA � TB consegue che la velocità angolare del velivolo è data dalla

˝B � ˝A (1.7)

Dalle (1.6)-(1.7) risulta dunque che

˝B � �Pı sin 
 iW C P
 jW C Pı cos 
 kW C P� iW (6.71)

In quest’ultima i versori degli assi vento si esprimono agevolmente in termini dei versori

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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20 Quaderno 6 Equazioni generali del moto di un velivolo

degli assi aerodinamici. Infatti, ricordando che, per ˇ D 0,
‚
iA

jA

kA

ƒ

D �R.3;�0/��R.1; �/�
‚
iW

jW

kW

ƒ

D
24 1 0 0

0 C� S�

0 �S� C�

35
‚
iW

jW

kW

ƒ

(6.72)

e invertendo, si ha
‚
iW

jW

kW

ƒ

D

2664
1 0 0

0 C� �S�
0 S� C�

3775
‚
iA

jA

kA

ƒ

D

‚
iA

C� jA � S� kA
S� jA C C� kA

ƒ

(6.73)

Sostituendo le (6.73) nella (6.71) si ottiene infine:
„
pA , ˝B;xA D P� � Pı sin 


qA , ˝B;yA D P
 cos � C Pı sin � cos 


rA , ˝B;zA D Pı cos � cos 
 � P
 sin �

(6.74)

cioè le tre componenti della velocità angolare istantanea nella terna TA.
A questo punto le (6.61) possono riformularsi come segue:

m

˙� PV
0

0

�

C
24 0 �rA qA

rA 0 �pA

�qA pA 0

35
�
V

0

0

��

D

�
R.1; �/

��
R.2; 
/

��
R.3; ı/

�� 0

0

mg

�

C

�
�D
0

�L

�

C

�
T

0

0

�

(6.75)

Da queste, dopo aver sostituito le (6.74) al posto delle componenti
�
pA; qA; rA

�
e l’espres-

sione della matrice di trasformazione

ŒTAE� D ŒR.1; �/�ŒR.2; 
/�ŒR.3; ı/� (6.76)

dove

�
R.3; ı/

� D
24 Cı Sı 0

�Sı Cı 0

0 0 1

35 ;
�
R.2; 
/

� D
24 C
 0 �S


0 1 0

S
 0 C


35 (6.77)

e �
R.1; �/

� D
24 1 0 0

0 C� S�

0 �S� C�

35 (6.78)

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Aerospaziale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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6.3 Equazioni generali del moto 21

si ottiene †
m PV D T �D �mg sin 


mV
� Pı cos � cos 
 � P
 sin �� D mg sin � cos 


mV
� Pı sin � cos 
 C P
 cos �� D L �mg cos � cos 


(6.79)

La seconda e terza delle equazioni (6.79) possono essere ulteriormente manipolate per
arrivare ad una conveniente forma finale. Ad esempio, moltiplicando la seconda per sin �,
la terza per cos � e sottraendomembro amembro si ottiene una prima equazione alternativa
in cui non compaiono termini contenenti il peso W D mg né la derivata P
 . Con ulteriori
semplici passaggi si arriva pertanto alla forma definitiva:

�
PV D T �D

m
� g sin 


P
 D 1

mV

�
L cos � �mg cos 


�
Pı D L sin �

mV cos 


(6.80)

Le (6.80) sono note come Nonlinear Aircraft Performance Equations (NAPE) e rappre-
sentano le leggi della dinamica traslazionale di un velivolo che mantiene un angolo di
derapata costantemente nullo e un vettore spinta sempre allineato col vettore velocità.

Per la (6.80)1 la variazione PV del modulo della velocità è determinata dall’esubero di
spinta T �D rispetto alla resistenza e dall’inclinazione istantanea della traiettoria. Dunque
la velocità V è essenzialmente controllata dalla T . Inoltre, per la (6.80)2 la variazione
P
 dell’inclinazione di VG rispetto al piano orizzontale xEyE è determinata dall’intensità
della portanza L. Infine, per (6.80)3 la variazione Pı dell’orientamento in senso azimutale
di VG è determinata da cambiamenti dell’inclinazione � delle ali. Pertanto, l’angolo di
virata ı cambia durante la navigazione attraverso manovre di virata corretta (ˇ D 0) in
cui il vettore portanza �LkA ruota intorno al vettore velocità VG .

Nelle (6.80) si può ammettere inoltre una massa variabile del velivolo dovuta al
consumo di combustibile. Basterà accoppiarvi l’equazione differenziale

Pm D �
PWfuel

g
D �K PW T (6.81)

dove PWfuel è il peso di combustibile consumato nell’unità di tempo e K PW è un fattore
di proporzionalità con la spinta erogata. In prima approssimazione la quantità K PW ,
dipendente dal particolare sistema propulsivo installato, potrà ritenersi una costante. Per
analisi di interesse industriale e per studi di ottimizzazione dellemissioni di volo tale fattore
viene caratterizzato con un certo dettaglio dal costruttore del motore e viene fornito come
funzione della quota e del numero di Mach di volo.

Le equazioni dinamiche su ricavate vanno accoppiate a delle equazioni cinematiche
di navigazione che descrivono l’evoluzione della traiettoria del baricentro del velivolo
nel riferimento degli assi terra. Detta ŒTEA� D ŒTAE�

T la matrice di trasformazione delle

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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22 Quaderno 6 Equazioni generali del moto di un velivolo

componenti del vettore velocità dagli assi aerodinamici agli assi terra, le equazioni della
navigazione sono formulate come segue:

˚
VG
	
E D

� PxE;G
PyE;G

PzE;G D � Ph

�

D ŒTEA�
˚
VG
	
A D ŒTEA�

�
V

0

0

�

(6.82)

Queste, una volta espressi gli elementi della matrice ŒTEA� tenendo conto delle (6.76)-
(6.77)-(6.78), assumono la forma definitiva

‚ PxE;G D V cos 
 cos ı

PyE;G D V cos 
 sin ı
Ph D V sin 


(6.83)

Nel sistema di equazioni di evoluzione (6.80)-(6.81)-(6.83) si riconoscono le variabili
di stato

V ; 
 ; ı ; m ; xE;G ; yE;G ; h

le cui storie temporali sono determinate dalle funzioni d’ingresso T .t/, L.t/ e �.t/. La
resistenza, che compare nella (6.80)1, può considerarsi una funzione della portanza del
tipo

D D KD0 �V 21 CKD1
L2

�V 21
(6.84)

con
KD0 D

1

2
SCD0 ; KD1 D

2

S�Aeeff
(6.85)

La (6.84) si ricava dall’assunzione di una polare di resistenza parabolica, data dalla
relazione

D ,
1

2
�V 21S CD D

1

2
�V 21S

�
CD0 C

C 2L
�Aeeff

�
(6.86)

dove CD0 è il coefficiente di resistenza parassita ed il numero eeff è il fattore di Oswald del
velivolo. Il coefficiente di portanza è

CL ,
L

1
2
�V 21S

D CL˛
�
˛B � ˛0L

�
(6.87)

dove CL˛ è la pendenza della retta di portanza ed ˛0L è l’angolo d’attacco di portanza
nulla.

Si noti che nelle (6.84)-(6.86)-(6.87) la V1 ¤ V , cioè la portanza e la resistenza
(come anche la genesi della spinta) dipendono dalla velocità del vento relativo. Siccome
la (6.84) rappresenta uno dei termini a secondo membro della (6.80), la V1 va tenuta
adeguatamente in conto. Nel moto in presenza di assegnato vento˚

Vw
	
E D

�
VxE;w ; VyE;w ; VzE;w

�T (6.88)

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Aerospaziale, Università degli Studi di Napoli Federico II



D
R

A
FT

v
e
r
.
2
0
1
8
.
a

C
op

yr
ig

ht
©

A
.D

e
M

ar
co

,D
.P

.C
oi

ro

6.3 Equazioni generali del moto 23

si ha

VxE;1 D VxE;w � PxE;G ; VyE;1 D VyE;w � PyE;G : VyE;1 D VzE;w C Ph (6.89)

quindi

V 21 D V 2xE;1 C V 2yE;1 C V 2yE;1
D
�
VxE;w � V cos 
 cos ı

�2
C
�
VyE;w � V cos 
 sin ı

�2
C
�
VzE;w C V sin 


�2

(6.90)

Il modello matematico qui formulato si completa con la formula di calcolo dell’angolo
d’attacco che si ricava esprimendo ˛B in termini della funzione di controllo L.t/ e del
valore istantaneo di V 21. Invertendo la (6.87) si ottiene infatti

˛B.t/ D KL L

�V 21
C ˛0L con KL D 2

SCL˛
(6.91)

La (6.91) rappresenta l’angolo d’attacco richiesto per determinare l’intensità voluta della
portanza per il controllo della pendenza della traiettoria nonché, per effetto del suo legame
con la resistenza, per il controllo della velocità.

v

Esercizio 6.2: Caso studio: simulazione di missione. Navigazione comandata. . Ï

Il modello matematico di velivolo ricavato nell’esercizio 6.1 è retto dalle (6.80)-(6.81)-
(6.83) che formano un sistema di equazioni di evoluzione esprimibile come segue:

Px D f �x;u� (6.92)

dove
x D �V ; 
 ; ı ; m ; xE;G ; yE;G ; h�T (6.93)

è il vettore delle variabili di stato ed

u D �T ; L ; ��T (6.94)

è il vettore delle variabili d’ingresso o di comando. Le (6.94) rappresentano le leggi orarie
delle quantità fisiche che determinano la navigazione e la dinamica traslazionale.

Durante la navigazione verranno regolati i valori istantanei della spinta comandata
Tc.t/, della portanza comandata Lc.t/ e dell’angolo di bank comandato �c.t/. Ciò allo
scopo di perseguire una determinata velocità comandata Vc, con un assegnato angolo
di salita comandato 
c — ovvero con un certo rateo di salita comandato Vc sin 
c —,
inseguendo un determinato angolo di prua comandato ıc.

Le risposte del motore e della configurazione aerodinamica del velivolo possono
essere a questo punto approssimate ipotizzando le seguenti funzioni di trasferimento —

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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24 Quaderno 6 Equazioni generali del moto di un velivolo

e le equivalenti equazioni differenziali di risposta — tra la spinta comandata e la spinta
istantanea

ˇ
�
T .t/

�
ˇ
�
Tc.t/

� ,
T .s/

Tc.s/
D pT

s C pT
o anche PT D pT

�
Tc � T

�
(6.95)

(dove ˇŒ�� è la trasformata di Laplace), tra la portanza comandata e la portanza istantanea

ˇ
�
L.t/

�
ˇ
�
Lc.t/

� ,
L.s/

Lc.s/
D pL

s C pL o anche PL D pL
�
Lc � L

�
(6.96)

e tra l’angolo di bank comandato e quello effettivo

ˇ
�
�.t/

�
ˇ
�
�c.t/

� ,
ν .s/

νc.s/
D p�

s C p� o anche P� D p�
�
�c � �

�
(6.97)

dove pT , pL e p� sono delle costanti di tempo caratteristiche del motore (e delle sue
condizioni di funzionamento) e dell’aerodinamica del velivolo. Inoltre, le risposte T , L e
� ai rispettivi segnali comandati possono essere limitate come segue:

0 � T � Tmax ; L � �V 21
�
˛B � ˛0L
KL

�
max

; ��max � � � �max (6.98)

dove Tmax è la massima spinta erogabile dal motore (o spinta disponibile, dipendente
in generale dalla quota e dal numero di Mach di volo), il valore

�
.˛B � ˛0L/=KL

�
max

rappresenta una limitazione imposta all’angolo d’attacco di volo e �max è la limitazione
imposta all’angolo d’inclinazione delle ali (corrispondente ad una limitazione del fattore
di carico normale fzA � L=W , si vedano i quaderni 8 e 17).

Le leggi di comando che controllano la navigazione sono le funzioni Tc.t/, Lc.t/ e
�c.t/ ottenute con una logica di controllo proporzionale-integrale (PI), retroazionando i
segnali V.t/, 
.t/ e ı.t/ e inseguendo l’annullarsi delle funzioni d’errore

EV .t/ D Vc � V.t/ ; E Ph.t/ D Vc
�
sin 
c � sin 
.t/

�
; Eı.t/ D ıc � ı.t/ (6.99)

Per la spinta comandata si può ipotizzare con buona approssimazione la seguente funzione
di trasferimento:

Tc .s/

EV .s/
D mKTP

�
s CKTI=KTP

�
s

(6.100)

dove EV .s/ D ˇ
�
EV .s/

�
è la trasformata di Laplace della funzione d’errore. La (6.100)

nello spazio degli stati equivale al sistema( PxT D mEV
Tc D KTI xT CKTP mEV

(6.101)

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Aerospaziale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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6.3 Equazioni generali del moto 25

Analogamente, per la portanza comandata si può assumere la seguente funzione di
trasferimento:

Lc .s/

E Ph.s/
D mKLP

�
s CKLI=KLP

�
s

(6.102)

con E Ph.s/ D ˇ
�
E Ph.t/

�
, che ha per equivalente nello spazio degli stati il sistema( PxL D mE Ph

Lc D KLI xL CKLP mE Ph

(6.103)

Infine, per la funzione di trasferimento dell’angolo di bank si assume

νc.s/

Eı.s/
D K�P

Vc

g
(6.104)

con Eı.s/ D ˇ
�
Eı.t/

�
, che nello spazio degli stati è semplicemente

�c.t/ D K�P
Vc

g
Eı.t/ (6.105)

Le leggi di controllo della navigazione (6.100)-(6.102)-(6.104) completano il modello
matematico introdotto dall’esercizio 6.1. I guadagni KTP , KTI , KLP , KLI , e K�P sono
costanti caratteristiche del velivolo considerato. Nell’esercizio seguente si risolverà un
problema di navigazione per un assegnato velivolo in determinate condizioni iniziali.

v

Esercizio 6.3: Caso studio: simulazione di missione. Modello Simulink. . Ï

Si consideri il velivolo della figura 6.5 nella pagina successiva, un Lockeed C-130 le cui
caratteristiche d’interesse sono riportate nella tabella 6.2. La tabella 6.3 riporta le costanti
di tempo, le limitazioni operative e i guadagni delle leggi di navigazione.

A partire dalle condizioni di volo iniziali seguenti:

quota di volo (ASL), h0 D 3048m D 10000 ft
densità dell’aria, �0 D 0;653 kg=m3 D 0;00127 slug=ft3

velocità del velivolo, V0 D 178;8m=s D 400mph
massa, m0 D 129003 kg D 284403 lbs
angolo di salita, 
0 D 0 deg
angolo di prua, ı0 D 0 deg

si vogliono inseguire i valori comandati:

Vc D 450mph , 
c D 5 deg
� Phc D 3451 ft=min

�
, ıc D 15 deg

di velocità, rateo di salita e angolo di prua, in presenza di un vento avente componenti:

VxE;w D 25mph , VyE;w D 25mph , VzE;w D 0mph

Dinamica e simulazione di volo – Quaderni dalle lezioni
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26 Quaderno 6 Equazioni generali del moto di un velivolo

Figura 6.5 Il velivolo turbo-prop quadrimotore Lockeed C-130.

Si desidera cioè che il velivolo, in volo livellato iniziale diretto verso Nord alla quota
di 10000 ft e alla velocità di 400mph, effettui una manovra per passare ad una prua di
15 deg ad una velocità di 450mph, salendo ad un rateo di 3451 ft=min.

Si riporta in questo esercizio un esempio di simulazione della manovra effettuata con
Matlab/Simulink. Lo schema principale del progetto Simulink è quello della figura 6.6
a pagina 28. Il modello sviluppato in Matlab v2016a e il materiale software correlato
è contenuto nell’archivio wpage.unina.it/agodemar/DSV-DQV/nps.zip. Alcuni dettagli
del progetto Simulink sono mostrati nelle figure 6.7 e 6.8.

Si osservi che un’equazione come la (6.95) può essere riscritta nello spazio degli stati
come equazione di evoluzione di un sistema dinamico lineare

T .s/

Tc .s/
D pT

s C pT ” PT D pT
�
Tc � T

� ”
(
Px D Ax CBu

y D Cx CDu
(6.106)

dove la variabile di stato è la spinta istantanea x.t/ D T .t/ e la variabile di input è la
spinta comandata u.t/ D Tc.t/. Pertanto si porrà A D �pT e B D pT , C D 1, e D D 0,
avendosi cioè y.t/ D T .t/. A tal proposito si veda la figura 6.7. Un ragionamento analogo
vale per il calcolo della L.t/ basato sull’equazione (6.96).

I risultati della simulazione per un tempo di 3min sono rappresentati nelle figure 6.9
e 6.10. Essi rivelano che le risposte del velivolo seguono la traiettoria desiderata.

Le storie temporali della velocità V rispetto alla terra e della velocità V1 rispetto

A. De Marco, D. P. Coiro – Laurea Magistrale in Ingegneria Aerospaziale, Università degli Studi di Napoli Federico II
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6.3 Equazioni generali del moto 27

Tabella 6.2 Caratteristiche di massa del velivolo assegnato
nell’esercizio 6.3.

massa a vuoto, mE D WE=g 71190 kg
capacità del combustibile, mf;max D Wf;max=g 77084 kg
velocità minima e massima, .Vmin; Vmax/ 200 – 600mph
superficie alare, S 279;6m2

apertura alare, b 44;50m
allungamento alare,A 7;082
coefficiente CD0 0;020
fattore di Oswald eeff 0;95
angolo di portanza nulla, ˛0L �2;9 deg
gradiente CL˛ 5;73 rad�1

Tabella 6.3 Costanti di tempo e altre caratteristiche del velivolo assegnato
nell’esercizio 6.3.

pT D 2 rad=s Tmax D 320272N K PW D 1;31 � 10�5 kg=.s N/
pL D 2;50 rad=s ˛B;max D 8 deg
p� D 1 rad=s �max D 30 deg

KTI D 0;002 s�2 KTP D 0;08 s�1

KLI D 0;010 s�2 KLP D 0;50 s�1

K� D 0;075 s�1

all’atmosfera sono mostrate nella figura 6.9, nella quale sono riportate (in alto) anche
le storie temporali della spinta comandata Tc e della spinta istantanea T . La velocità
comandata Vc si raggiunge in circa 1min. Essendo significativi gli incrementi comandati
di velocità e di pendenza della traiettoria è necessario un grande incremento della spinta.
Ma questa spinta richiesta viene anche limitata nel modello Simulink in modo che T non
superi il valore massimo disponibile (nel modello, per semplicità, la Tmax è una costante).

Nella figura 6.9 sono mostrate anche le storie temporali dell’angolo d’attacco, dell’an-
golo di salita e del rateo di salita nonché della storia della portanza che li ha determinati.
La variazione dell’angolo 
 è piuttosto rapida, raggiungendo il valore comandato in circa
5 s. Come mostrato nella figura, è necessario un aumento piuttosto aggressivo di L, cioè
di ˛B, che si traduce in un picco dell’accelerazione aG;zA , nel senso testa-piedi del pilota,
pari a circa �1;4g.

Infine, nella figura 6.10 abbiamo la storia temporale dell’angolo di virata rispetto al
valore comandato, insieme con la corrispondente storia dell’angolo d’inclinazione delle
ali. Si noti che il cambiamento desiderato della prua si realizza senza problemi in meno
di 1min. Il picco d’inclinazione delle ali è di poco più di 18 deg e si verifica a circa 3 s
dall’inizio della manovra.

v
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Figura 6.6 Il progetto Simulink per la simulazione proposta nell’esercizio 6.3.
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1
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soThrustC

commanded thrust

soThrust

actual thrust

Thrust Control Law

x = T(t), u = T
c
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x' = Ax+Bu
 y = Cx+Du

I.C.=T(0)

1

In1
Tc(t)

Figura 6.7 Dettaglio del progetto Simulink per la simulazione proposta nell’esercizio 6.3 (si veda la figura 6.6).
In alto, lo schema per il controllo della spinta T a partire dalla velocità comandata, passando per la sintesi della
spinta comandata Tc. In basso, il trasferimento dalla spinta comandata a quella istantanea modellato come sistema
del primo ordine [si veda la (6.106)].

Esercizio 6.4: Simulazione di missione. Rappresentazione della traiettoria . Ï

A partire dai risultati dell’esercizio 6.3 rappresentare la traiettoria del baricentro

PG.t/ D
˚
xE;G.t/ ; yE;G.t/ ; zE;G.t/

	
Note le storie temporali ı.t/, 
.t/ e ˛B.t/ riscostruire le storie degli angoli di Eulero

 .t/, �.t/ e �.t/. Rappresentare le posizioni e gli orientamenti successivi del velivolo
nei primi 60 s del moto (si vedano gli esercizi dei quaderni 2 e 3).

v
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Figura 6.8 Dettaglio del progetto Simulink per la simulazione proposta nell’esercizio 6.3 (si veda la figura 6.6).
In alto, lo schema che rappresenta la dinamica della velocità, che implementa l’equazione (6.80)1. In basso, lo
schema di calcolo della resistenzaD secondo il modello di polare parabolica (6.84).
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Figura 6.9 Risultati della simulazione proposta nell’esercizio 6.3. In alto, la spinta, la resistenza e le velocità nella
manovra di salita e di virata a destra. In basso, la portanza, l’angolo d’attacco ed il rateo di salita.
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Figura 6.10 Risultati della simulazione proposta nell’esercizio 6.3. L’angolo d’inclinazione delle
ali e l’angolo di virata.

Esercizio 6.5: Simulazione di missione con sequenza di valori comandati . Ï

Si consideri il medesimo velivolo assegnato nell’esercizio 6.3 e le medesime condizioni
iniziali. Sulla base del modello Simulink in esso descritto, stabilire una sequenza di più
valori comandati successivi della velocità, dell’angolo di salita e dell’angolo di virata ed
effettuare la corrispondente simulazione.

Ad esempio, assegnare ad un certo istante i valori comandati:
Vc D 450mph , 
c D 5 deg , ıc D 15 deg

dopo 90 s assegnare i nuovi valori comandati:
Vc D 420mph , 
c D 0 deg , ıc D 15 deg

dopo ulteriori 60 s assegnare i valori comandati:
Vc D 400mph , 
c D �5 deg , ıc D 0 deg

infine, dopo ulteriori 90 s assegnare i valori comandati:
Vc D 400mph , 
c D 0 deg , ıc D 0 deg

Riportare i risultati in forma grafica come nelle figure 6.9 e 6.10.

v
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