Robotica Probabilistica

Filtri Bayesiani
Filteri Gaussiani



Filtri Bayesiani Reminder

® Predizione

bel (%) = | P(x, | Uy, % 1) bel () dx

e Correzione

bel (x,) =7 p(z, | %) bel (%)



Gaussiane

p(x) ~ N(u,0°%):

_1(x=p)°
g2 o

p(x) =

2O

Univariata

p(X) ~ N(n.X):

) =7 ()

€
(Zﬂ)d/z‘z‘llz

p(x) =

Multivariata




Properta delle Gaussiane

X ~N(u,0°)

— Y ~N(au+b,a’c’
Y=aX+b } (@ )

Xy~ N(ﬂl’glz)
X, ~ N(ﬂzio'zz)

}: p(xl) p(xz) - N( 20-2 2 My ~+ 261 > Mo

o, +0, o, +t0,




Multivariate

X ~N(u2)

= Y ~N(Au+B, AZAT
Y = AX +B } (A )

X, ~ N, %) > )
Xl N ' }:)p(xl)'p(xz)~N[ 2 My + :
2 (ﬂzizz) 2 +2, 2 +2,

Hy

® Si rimane nel "mondo gaussiano” con
trasformazioni lineari.




Properta delle Gaussiane

Dato:
x = (x,x3) p(x) =N X) 1= (Ua Up)
2 2
. : . ] y = aa ab
Le marginali sono Gaussiane: (s, %)

p(xq) = N(a Zaq),
p(xp) = N(up, Zpp)

Le condizionate sono Gaussiane:

p(xg| xp) = N(#a|brza|b)r
p(xp | xq) = N(#b|arzb|a)

Halp = Ug t+ Zabzgg(b — Up)

z:a|b = 2gq — z:(,ll'le;I:}ZI:Ja



Filtro di Kalman Discreto

Stima lo stato x di un processo a tempo
discreto governato da una equazione alle
differenze stocastica lineare

X = Axt—l T Btut T &

con una misura

z, =C.X +0,

Rumore
rappresentato come
multivariata con
valore medio zero



Componenti di un Filtro di Kalman

A

Matrice (n x n) che descrive |'evoluzione

dello stato dat-1a t senza controllo o
rumore.

Matrice (n x /) che descrive come il controllo
u, cambia lo stato da t a t-1.

Matrice (k x n) che descrive come mappare
lo stato x, in un‘osservazione z..

Variabili random che rappresentano il
rumore di processo e misura. Assunte
independenti e con distribuzione normale
con covarianza R, e Q, rispettivamente.



Filtro di Kalman in 1D

Belief iniziale osservazione

update = = =



Aggiornamento Filtro di Kalman 1D

=1 +K(z,—u _ G2
H, zlut t( t_;ut) with K, = — O-t_2
Oy = (1_ Kt)Gt O +O_obs,t

bel (x,) :{

=u +K (2, -C, = -
bel(xt):{ﬂt A EEGR) i K =20 (€ 2T Q)

>, =(1-K.C,)Z




Aggiornamento Filtro di Kalman 1D

M =ap , + btut
2
act t

Spostamento @(X ) .y
t Etz _ atzo_tz s

( 1= A+ Bu

bel(x,) =42
( t) \ZI = AZHA[T + Rt

1 L
) = 0

épost'émen""to



Aggiornamento Filtro Kalman
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Gaussiana Lineare: Initialization

® belief iniziale con distribuzione
normale:

bel (%) = N(X,; £y, %, )
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Gaussiana Lineare: Dinamica

e | a dinamica e funzione lineare dello stato e
del controllo piu rumore additivo:

X = Axt—l T Btut T &
p(X, U, %) = N(x;AX, +Bu,R)
bel (x,) = | P(X [U;, %, ) bel (x,_,)

U U
~ N (Xt; AX_ +Bu,, Rt) ~ N (Xt—l; Hi_q zt—1)

14



Gaussiana Lineare: Dinamica

bel (%) = | p(x |, %) bel (x,.,) dx,,
U U
~N (Xt; AX, 1+ B, Rt) ~N (Xt—l; i1 Zt—1)
U

@(Xt) =1 jeXp{_ % (X — AXy — Btut)T Rt_l(xt —AX 4 — Btut)}

1 _
exp{— E (X1 — /ut—l)T 2t—ll(Xt—l - :utl)} dx_,

_ﬁt = Au_, +BU,
2t = AtZt_lA[T + Rt

@(Xt) :{
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Gaussiana Lineare: Osservazioni

® | e osservazioni sono funzioni lineari dello

stata piu rumore additivo:

z, =C.X +0,

p(zt |Xt): N(Zt;CtXt’Qt)

bel (Xt) = 7 p(zt | Xt)
U

- N(Zt;CtXt’Qt)

bel (x,)
U

- N(x; 22,1
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Sistemi a Gaussiana Lineare:

Osservazioni
bel(x)= n p(z,|x) bel (x,)
U U
~N(z;C.x.,Q,) ~N(xt;;t,ft)
U

bel (Xt) =n exp{— % (Zt o Ct Xt)T Qt_l(zt _ Ct Xt)} exp{— % (Xt B ﬁt)T it_l(Xt _ /Jt)}

My = Uy + Kt(zt _Ctﬁt)

_ with K. =>C’(C.z=.C' +Q)™
2t:(I_KtCt)Zt t t t( t <ty Qt)

bel (x,) ={
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Kalman Filter Algorithm

1.

il

O 0N W

Algorithm Kalman_filter( pu,.,, 2, ;, U, Z,):

Prediction:

flt = A[/ut—l + Btut

2t = A[Zt_lA[T + Rt
Correction:

Kt :ZtCtT (CtZtCtT +Qt)_1
M=+ Kt(zt__Ctlut)

2, = (I - KtCt)Zt
Return p,, Z;
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Il ciclo Prediction-Correction

& N

_ ., = +bu

Dol (x,) = { £ — Sk
O =& 0{ + O

@(Xt) _ {_ﬁt = Ay, + By,
2 = A‘czt—lAtT + Rt

‘/\
10 1= =0 = a0
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The Prediction-Correction-Cycle

: /\\ |
bel(xt):{”‘zﬁt“LKt(Z‘_’_“) K - O |
O-t2 =(1- Kt)gtz ' O_-tz +Eozbs,t
=u +K,(z, -C, £, = = Il ]
bel (x,) = {”t s hg )gf‘t), K, = £.C] (C.EC +Q)™
t tt 0 ' r= = = =

- r
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Il ciclo Prediction-Correction

& N

=1+ K (z, — 1z,)
bel(>q)={ SR

1 t =

)
O

—2 —2
O_t + O_obs,t

My =t + Kt(zt _Ct/_lt)

bel (x) ={ =, = —K,C)Z

K, ==C] (C,=C] +Q,)™*

— Ly =gty 3+ btut
I pr—
be (Xt) {O__tz = at20_t2 + O_azct,t
@(Xt) _ _/_‘t = Ay, + By,
2 = A‘czt—lp\T + Rt

-
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Sommario: Filtro di Kalman

® Efficiente: Polinomiale nella dim delle
misure k e nella dim dello stato n:
O(k2:376 + n2?)

e Ottimale per sistemi lineari Gaussiani!

® Molti sistemi robotici sono nonlineari!

22



Sistemi Dinamici Nonlineari

® Molti problemi robotici realistici
richiedono funzioni nonlineari

X = g(ut ’ Xt—l)

Zy :h(xt)
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Assunzione lineare rivisitata

6| 6
plrd= MEy ap + b, a?a®) — =3+
A Mean of piyd o= hean p
0 b
) \ 4]
. A
2 2
1 : - - 1 .
0 0.5 1 1.5 0 0.5 1
6| |

P = N g, o7
g Mean of pix)
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Funzione Non-lineare

Pyl

— Gaussian of piy)
X Mean of piy)

-4

0 020406 08

Y=g

— Function gi=)
= Meanp

Q o

0.5

P
= Mean p
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Linearizazione EKF (1)

6 6
Py — Function gi=)
— Gaussian of piy) — Taylor appro=,
4 )| — EFK Gaussian 4t d= Mean p
O i
2
0 T 0
-2 -2
4l -4
0 020406 08 0 0.5
6| . Eﬁ'
- ean
Approx lineare 4 -
2|
0 =



Linearizazione EKF (2)

6 6
Py — Function gi=)
L — Gaussian of piy) — Taylor appro=,
4 | — EFK Gaussian 4t d= Mean p
W QO o
2l DN 2
] X =
0 T 0
-7 -2t
-4 - - -4
0 0.5 1 0 0.5
Maggiore incertezza, -
4 = Mean p

maggiore approx




Linearizazione EKF (3)

6 6
Pyl — Function gix)
— Gaussian of piy) — Taylor appro=,
4 || — EFK Gaussian 4t d= Mean p
O i
2
= ﬂ |
2 2
-4 s -4
0 05 1 1.5 0 0.5
P
20 ¢ = tean p

Minore incertezza,

minore approx 0

]
-I>




Linearizazione EKF: Espansione del
Primo Ordine della serie di Taylor

® Predizione:

ag(u,, 4, ,) (

g(ut , Xt—1) ~ g(ut , /ut—l) + 5 Xi g — :ut—l)
Xt—l
g(ut , Xt—l) ~ g(ut , lut—l) +G, (Xt—l _:ut—l) G, COI’riSp:[ndeBa:
® Correzione:
. oh(u B H, corrisponde a:
h(xt)zh(/ut)_F a(ﬂt) (Xt_lut) C,

h(x) ~ (&) +H, (x - )
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Jacobiano

® Matrice m x n
e Data la funzione:

g1(x)
g(x) —_— 'Y
Im ()

e Lo Jacobiano é:

991 991
axl axn
Ge=| + =~
09m B d9m

axl axn



Algoritmo EKF

1. Extended_Kalman_filter( ., =, u, z,):

2. Prediction:

3. Hy = g(ut’/ut—l) ;lt = A, + B,

4. 5.=G=_G] +R — S =AZ_A +R

5. Correction:

6. K, =ZH (H=H +Q)™ K, =ZC! (CZC +Q)™
7o =+ K(z __h(ﬁt)) My = Hy Kt(zt__Ct:ut)
8. 2, = (1 - KH)Z 2, = (1 -KC)Z

9.

Return p, %, oo oh(m) o 09U p)
t @Xt t aXt—l
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Localizazione

“Using sensory information to locate the robot
in its environment is the most fundamental
problem to providing a mobile robot with
autonomous capabilities.” [Cox O1]

e Data
e Mappa dell’'ambiente
e Sequenza di misure di sensori.

e Ricerca

e Stima della posa del robot.
e Problemi

e Position tracking

e Global localization
e Kidnapped robot problem (recovery)

32



Localizazione Landmark-based

Si assume una mappa definita da un insieme di landmark, I'osservazione genera un
vettore {Z1, ...,Zn} di misure di feature univocamente identificabili

i
B
i

6 marker colorati diversamente

33



Localizzazione Markoviana

Algoritmo generale

Algorithm Markov localization(bel(x; ), ug, 24, m):
for all =y do
bel(x,) = [ plre | we, ey, m) bel(x, ) dr

1
2
3
4: bel(xs) = 1 plze | e, m) bel(xg)
5 endfor

6

return bel(ry)




Assunzione Gaussiana

La distribUZione Si aSSume N NN [N S N S SN S O N [ [N [ N S N N [N S N N ()N S N S N S [ [N [N N [ S _———

0 (a)

gaussiana :l:l:l:l:l:l:l:l:::l:::::l:::::l:l:::l:l:l:l:

1. Mappa features con

=1 (b)

corrispondenze note e e

2. Posizione iniziale quasi ‘heu:x)
nota (approx da una

gaussiana)

=1

=1 d)
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Caso Concreto

e Consideriamo il modello in velocita

® | a mappa feature-based con corrispondenze note

e Dato belief (gaussiano) al tempo t-1
e valore medio e covarianza al tempo t-1

® Genera stima di belief al tempo t
e valore medio e covarianza al tempo t

36



Modello in Velocita:

T’ [ .+ L sin(f + wAt)
y' Ye — - cos(f 4+ wiAt)

& \ 0+ wiAt
[ T —=sinfl + = sin(f + wAt)
= y |+ | Scostl— = cos(f 4 wAt]
\ t wAt

Ma c’e’ il rumore, quindi le coordinate reali sono:

.lljl .ll:l + fni Trreas

- - Sog U |0y |w
x T —= :1.11 i+ = sm(f +wAt)
y' y |+ —:—r:cu:l? _ cos(f + WAt

[

' o wAt

Quindi:



Mappa feature-based

Feature-based map: mappa come insieme di
features localizzate {mq, ..., Mn}

Con mixMiy Si indica la locazione X,y per la
feature i-esima

Legame probabilistico tra feature j nella mappa
globale e feature estratta nella mappa locale

ri Vime — )2+ (myy —y)? 2 g
L?'% = atan2(mj, — ¥, Mj —x)— 0 =03
85 84 2P |

: i 2




Derivazione EKF

Modello di moto:

x! & —i—*t sin @ + i—: sin(f + wy At)
v = y | T %msﬁ' — i—: cos(f + w At) uy = (
EI '9 -\.al.-:'f.ﬁt -+ "}tﬁf

Introducendo il rumore:

f wAt

. -
Tt

Tt glue,xe_1)

Linearizzazione di Taylor:

glug, 1)~ glug 1) + Ge (Te—1 — pe—1)
Rispetto ad Xt-1 = M1

Jacobiano:
1 0 %msm_m—ﬂ—*c s(pee_1.0 + wiAt)
Gi = g'(uppe—1) = 0 1 %Siﬂ#t—lﬂ_ff‘*ﬂ(ﬁf 1,0 T wiAt)
0 0 1

' T —obsinf + 2= sin(0 + wy At)
y' = y | + “ cos 6 — : cos(f + w At) +N(0, R(Y

|
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1. EKF_localization (., %, ,, u, z, m):

OoX'

aﬂt—w

2l Jacobiano di g rispetto alla

agtg;@ locazione stimata

Predizione:
oX' oX'
a/ut -1,x a/ut -1y
3_ Gt _ ag(utuut—l) _ ay ay
OX, 4 a:ut—l,x 8:Ut—l,y
olA 00’
a/ut -1,x a/ut -1y
" _[(a1|vt|+az|cot ¥ 0
=
5. 0 CANAEA Y
oV, O,
v - sy |y
6 au, o, O,
00" 90"
oV, O,

/. il_t =g (U, 444)
8. Z=GzX G +VMV'

ﬁﬂt_w

)2] Rumore di movimento

Jacobiano di g rispetto al
controllo (v,w) per
mappare il

rumore di movimento

Posa predetta

Covarianza predetta .
4



Passo di Correzione

Corrispondenza features [ 1 )

— 41
= .rJf

\ S
[ (mj, —x)2+ ““mj- y — )2 N(0,0,)
= atan2(m;, —y.my, —x)—0 | + | N(0,04)

\ my,e

. , » V (mjz —x)2 4 (mjy — y)
zy = hlxzy,)om)+N(0,Q¢)  h(xi.j.m) = atan2(mj y —y,mj, — ) — 0
?lel__q

a. 0 0
Q: = (D T D) Covarianza dell’errore di \\

0 0 o misura addizionale
“" seghatura

Si procede con la linearizzazione di Taylor:
h(xe.j.m) =~ h(pej.m) + H} (e — [it)
Rispetto alla posa stimata: fie = (it fity fee)" Non ha effetto

H jacobiano (posa stimata):

i o o
(J'?"t Lht L}?"t

HY — Bi.. i _ Lﬁ;";z d&ﬁf L?}E; Hi = ity y _ yf m; x Pﬁf T4
i = h(pe,gm) = Ofit,.z  Oflt,y  Ofig ' qt qt

dal dst At

Ofiy,e  Ofig,y i, 9 0 0 0

mj.e .uf T PLT T

with g¢ = (M. —,Eaf,._r_)g + (1154 _'L_I-f:ng. and j = ¢} 41



1.

= 0 9 N O

EKF_localization (., >, u, z, m):

Correzione:
\/(m —z f+m, -z, f TR
2, = M y oMl Pred. media di misura
atan Z(my _/ut,y y My —Hix )T B
or, or, or,
y _ ohGmm) _ | Omy Oy Oiy, | Jacobiano di h rispetto alla
t ox, op.  Op. 0o, locazione
aﬁt,x aﬁt,y aﬁt,ﬁ

S, = HtfthT +Q, Pred. misura di covariance
K. :ithTst—l Guadagno di Kalman
uo=u+K(z,-2) Posa aggiornata

2 =(1-KH, )z Covarianza aggiornata
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[a—

1

Lh

10:

11:

12:
13:
14:
15:

16:

Algorithm EKF _localization_known_correspondences(t;_1, S¢_1. U, Z¢. Cp. 1):

—:—‘t sinpee 1.9+ l—‘; sin(pee_ 1.9 + wiAt)

fit = plt—1 T l—i COSpi—1.0 — l—: cos(pig—1,9 + wiAt) Nuova posa stimata
1 0 i—li COS U1, — l—i CEJS(}'.L;-_L{-} =+ -'.L-']‘;"At} Jacobiano
C;f = 0 1 l—tf Sillj'.;!.f-_]_..g} - l—tf Sill(ﬁr_L.f} ‘|—«...z'f.3f:|
0 0 1
ST s T Covarianza predizione:
Ly =Gy L1 Gy + By aggiornamento + rumore di movimento:
op 0 0 R=V,M\V,
Q= 0 o4 0 Covarianza rumore misura addizionale
0 0 o
for all observed features =i = (v} & )T do
j=cl corrispondenza
(% )= ™ie T Fua posizione
g=0619
N f Va Distanza rel. e angolo
z; = atan2(dy.d,) — fire
M s
Vad: —\/q0, 0 Jacobiano del modello di misura
i1
0 0 0
Ki=S HTH S o’ 0! Guadagno di Kalman per ogni
! f ‘ ! : osservazione
endfor
#f =+, Ki(z} — 2f)
(I-3, I ' \=1 Nuova Posa e covarianza

refurn jiy, 2t
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Localizzazione EKF

Incertezza diminuisce con percezione
landmark, poi aumenta di nuovo
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Passo di predizione EKF

¥ [em]

Spostamento di 90cm e 45 g
250 260
zo0f zool
E 150} ST
S gy S
100F 1001
so- s0-
ar 1 1 1 1 1 1 1 ar 1 1 I 1 1 1 1
&0 100 160 200 280 300 380 Y 100 160 200 250 300 380
% [em] % [em]
=50 z50
200 zo0f
180 7V Ewo- e 1
100 100 @
s0- sal
ar 1 1 1 1 1 1 1 ar
50 100 160 200 250 300 350
X |cm -
Rumore tr35lazione

I 1 I
a0 100 150

=00

x [em]

Rumore rotazione
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EKF Observation Prediction Step

¥ [em]

¥ [em]

500

450

400

300

250

500

450

400

300

250

=

1 1
a 0 100 150 200 250 200 feii)

x [em]

1 1
a 0 100 150 200 250 200 feii)

x [em]

4 [deg]

4 [deg]

100

a0

=100

100

a0

=100

e
&g =
s

Zt

1 1 1
Q 0 100 180 200 250 200 28D
r [em]

Vettore di innovazione

e
&g =
s

Zt

1
Q 0 100 180 200 250 200 28D
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Passo di correzione EKF

ol |:|{Qt 00
&g =
sar -St 50|
400
7 | . -
$ 2 :
Zt 300~
—A00 - 260
0 ® W 150[ : w0 w0 w0 L e
Update della stima. Vettore di infi8vazione e guadagno di
Kalman per riposizionamento
400+
o0k 280

1 1
Q 0 100 180 200 250 200 28D

r [em]  [em] 47



Estimation Sequence (1)

500 soo kb
® ® @
400 400~ ?
300 ana kb
200 san bk
100 1ok
or @ o © @ @
100 1 1 I 1 1 1 1 1 _100 | | | | | ) | |
—100 0 100 200 300 400 500 E00 7O oo a a0 a0 300 400 £00 E10 700

Traiettorie reali (solide),

traiettorie controllate (a tratti) Basso errore
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Estimation Sequence (2)

sool sc0|
w0l w0l

so0l scol

sool a0l

100} wool

of 0 ok

e o w0 o w40 ™ w0 7w e o e me e wo sw w0 T
Traiettorie reali (solide), ..

traiettorie controllate (a tratti) Errore di misura
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Confronto con la GroundTruth

S00 -
400
Clull

200

100

T I 1 I I I I I 1
=100 4] 100 204 2ad 420 S0 00 T
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Riassunto EKF

e Efficiente: Polinomiale nella dim della
misura k e della dim dello stato n:
O(k2:376 + n2?)

® Non ottimale!
® Puo divergere se larghe nonlinearita

® Funziona bene anche quando tutte le
assunzioni sono violate!
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Kalman Filter-based System

® [Arras et al. 98]:

® | aser range-finder and vision

® High precision (<1cm accuracy)

{W} map: robot position x,y with uncertainty Pxy, 99.9 %
106 T T I
104 —- &
E 102 — =
>
100 — — H—— — ' Se— =
T e % —@B—BE% == EE—EB 1=
98- Y-r — % —— 5 — ¥ -
| | | | | |
70 75 80 85 90 95 100 105
x [m]

[Courtesy of Kai Arras]
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Multi-

hypothesis = —
Tracking ..

Bel(s)
_ail,
Mistura di T e T e e e
Mistura di - E e e
| Plols)
A A A
$ Bel(s)
A i, A
Finnmnnee G peee e Sooaneeon
Bel(s)




Localizzazione con MHT

Belief € rappresentato da ipotesi multiple

Ogni ipotesi e tracciata da un filtro di Kalman

Problemi:

® Associazione: quale osservazione a quale
ipotesi?

® [potesi: quando aggiungere / cancellare ipotesi?

Molta letteratura su target tracking, motion
correspondence etc.
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Localizzazione MHT

Mistura di gaussiane

1 _1 .
bel(xy) = Z#’m det (27X 2 EXP{—%[:H — pe) B (e — ﬁu}}
{

21 Ve
iy e il peso della gaussiana
Ogni componente | si basa su un vettore di associazioni

beli{z:) = plos | 210, 010, 0100

Associazione ha un peso

Yem = Weg plze | Clie—1.0, Ctoms Z1:e—1, Uist)
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MHT: Implemented System (1)

® [potesi estratte da scan LRF
® Ogni ipotesi probabilita di essere corretta:
Hi :{)A(i’Zi’P(Hi)}
e Probabilita ipotesi calcolata con Bayes
P(s{H.)P(H.
o(H [~ PEIHIP(H)
P(s)

e Ipotesi con bassa probabilita sono cancellate.

e Nuovi candidati estratti da scan LRF.

Ci=1;,R;}
[Jensfelt et al. "00]
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MHT: Implemented System (2)

Robot view Pose candidates
O Feature extraction
L
O Generate pose candid ates
O l‘
— 3
NO
YES YES
Update hypothesis Create hypothesis

Courtesy of P. Jensfelt and S. Kristensen >/



MHT: Implemented System (3)
Example run

# hypotheses

! | ! ! ! | 1 ! | —
—4000 2000 4] 2000 4000 G000 8000 10000 12000 14000

Map and trajectory #hypotheses vs. time

Courtesy of P. Jensfelt and S. Kristensen >8



