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Teoria delle caratteristiche

La equazione del potenziale in due dimensioni é:
2

Pooc ¢yy B ! ( f(DXX + ¢3¢yy)_ ¥(¢x¢y¢xy): 0

a?
(1) (@2 -2, — 200,90, )+ @2 -0 )p,, =0

E confrontata con la (2) fornisce:

(2) C1(0xx + 2(::Z(ny + qupyy = C4

2 2 2 2
C,=a’—¢; C,=—-¢,0, Cy=a’—¢;, C,=0

2 2 2 2
c,=a’*-u® c,=-w c,=a*-v® ¢, =0 3) dy c,+,ci-cc,

Dalla (3) dx C,
dy C,*yC;-CCy —uv J_r\/(uv)2 —(a2 —UZXa2 —v2) B
dx c - a? —u? -

b 4

1
o —UV i\/u%—)a“ +a’u?+aiv?-ux? _—wv i\/az(u2 +v2)—a4

a2 —u? a2 —u2
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_uv+\/(u2+v2)_1 LW

dy -uv +Ja?(u? +v?)-a’ T A
dx a®-u’ u? u?
- -2
dy —%i\/MZA
(4) q =4 2
X u

Il discriminante & funzione del numero di Mach:

>0 Equazione iperbolica
c’-cc,=M?*-1 {=0 Equazione parabolica
<0 Equazione ellittica
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Si devono analizzare ora le condizioni di regolarita. Queste condizioni
vengono trovate imponendo che il sistema sia indeterminato. Risolvendo
con la regola di Cramer il sistema si ha ad esempio:

d(e) dy O
d dy 07 g,] [dl,) dp,) dx dy
0 dx dy|g,|=dg) o C, 2C, G
c, 2¢c, ¢ o, c, “ ldx dy O
0O dx dy
c, 2c, C,

Lungo la caratteristica il denominatore si annulla. Per avere delle derivate
seconde continue e limitate (in assenza di urti) & necessario che anche il
numeratore si annulli Supponendo che c¢,=0:

d(p)=du dlgp,)=dv du(dxc, —2dyc, )—dy(dvc,)=0
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du(dxc, —2dyc, )—dy(dvc,)=0

d—Vd—yc3 = (03 —2d—yc2j
du dx dx

dv _dx ,c, dy C,*.C;—CCq

du dy «c, dx C
dx 1 C, B 01(—02i 022—0103) ~
=5 = : - -
dy b c,xyci-cey e,z /c2—cc,)lc, £4/ci-cc,
dx +b  +a b +a
c1(— Cc, +,/c? c1c3) C,+4C.-cCc, C,F.cC’-cCcC,
~cZ+c)-ce, ~C, C,
[~2 [~2
du C, C, C,
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5) dv —cC,F4C;—CC,
du C,
Ricordando che nel caso dell’equazione del potenziale si ha:
2

c,=a’°-u® c,=-w c,=a’-v’ ¢, =0

Y xJIM? -1
_a

du a?-—v? v?2
-3

a
& TUME-1

o _wE WP )
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3) dy C,*.C;—CC,

dx C,
uv 5
dy —gi M< -1
(4) q = 2
X 1_u7

Lungo la prima caratteristica si ha:

dy —:;+\/M2—1
x| u?
| 1-=

a
mentre lungo la seconda:

uv
LN VIR
__a
u2
-3
a

(5) dv  —C,F4C;—ccCq

du C,
uw _ 3
— FVM~ -1
(6) dV:a2
du v?2
=
uv
dv| g2 M* -1
dul, 1_v2
a
v AN (VE
duj, 1_vz
a
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Metodo 2 — Metodo delle combinazioni lineari (Friedrichs)

Si sfrutta la terza proprieta:

e Lungo una curva caratteristica I'equazione differenziale alle derivate parziali puo
essere trasformata in una equazione differenziale ordinaria.

Riscrivendo I'equazione del potenziale in termini delle variabili primitive:
(1) (@202 Joy —2p.0,0, )+ (@2 - 02 )p,, =0
c,u, +cz(uy +vx)+ Cv, =0
v,-u,=0 < VAV =0
Moltiplicando la prima per o, e la seconda per o, e sommando si ha (in
effetti basterebbe definire una unica costante data dal rapporto fra le due o):

oy(cu, +c,lu, +v, )+cv, )+ o,lv, —u, )=0
c,ou, +(c,o, - 0'2)uy +(c,o,+0o, N, + o€V, =0
(6) 0161(UX + %—_%uyj+ (c,o, + 0, )[vX + 01—03vy] =0

C,04
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C,o,—O o,.C
(6) c1c71£uX +#uyj+(cza1 +02)(vX +#vyJ =0

C1O'1 C201 + O,
Questa equazione €& una combinazione lineare delle due equazioni
differenziali. Se si suppone di muoversi lungo una curva caratteristica c la
derivata di u e v lungo questa curva € una combinazione lineare delle due
derivate lungo x e lungo y.

du d C,0, —O.
— :ux+uy—y :ux+uy/’t:ux+—(2 ! 2)uy
dX lungoc dX lungoc C1O-1
dv d o.C
— =vx+vy—y =V, +V A=V +— 32—V,
dX lungoc dX lungoc C20-1 + 62
Con:

d
W

dx

lungoc
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C,o,—O o,.C
(6) 0101[ux +#uyj+(cza1 +02)(vX +#vyj =0

Affinché il sistema di equazioni differenziali alle derivate parziali si trasformi
in un sistema di equazioni ordinarie si deve avere che la (6) sia data da una

combinazione lineare dei due differenziali di u e v valutati lungo la
caratteristica.

du‘Iungoc - (UX + ﬂ“uy )jX dv‘|ungo(; - (VX + ﬂ,Vy )jX

Confrontando la (6) con queste equazioni si ha lungo c:

(7) c,odu+(c,o,+0,)dv=0

Che fornira le condizioni di compatibilita.
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(6) 016{ux + Muyj +(c,0,+0, )(vX + 01—C3vyj =0

Come gia visto per determinare le curve caratteristiche si ha:

du C,0,—O C,0,—O
ad :ux+uy/1:ux+(2 1 2)Uy /1:(2 1 2)
dX lungoc C1G1 C1G1
dv o,C o,C

— =V, +v,i=v, +—3—v = 1=—1°_—
dx lungo ¢ C,0,+0, C,0,+ 0,

Che & un sistema omogeneo di due equazioni nelle due incognite o, e o,.
Riscrivendo il sistema si ha:

o,(c,A-¢c,)+o,=0

o,(c,A-c,)+o,A=0
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Che ammette una soluzione solo se il determinante & nullo:

cA—-c, 1
C;l—cz /1‘ =0= (C1/1_C2)i_(C21—C3)= C1/12 —2c,A+¢c; =0
Che risolta da:
) @ _Crlei-c,
dx C,

Sostituendo nella prima equazione si ha:

C, +./C2—cC

o C,

%2

F./C2 —cC,

Complementi di Gasdinamica — T Astarita
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(o2 —
;2 =F,/c; —cC, (7) c,odu+(c,0,+0,)dv=0
]
Dalla (7):
2
o - [~2 _
AU yngoc c,+—-2 Cot4C; —CiCq (02 F./C] —0103) C, ++/C} —0103)
91 (a “b) (a +b)
/ 2 - / 2
C—c2+c.C, C,

a’-b?

L dv —cC,F.ci-ccC
Che coincide conla  (5) 2 2 b3
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Metodo 3 — Analisi degli autovalori
cu, -I-Cz(uy +VX)+ cv, =0 (1) (az _(Pf)(Pxx _2(¢x¢y§0xy)+(a2 _§05)‘Pyy ~0
v,-u,=0 < VAV =0

Il sistema di equazioni pud essere messo nella forma:

A@ma"" d A:C1 C, Bzc2 C, qu
OX oy = 10 1 = |1-1 0 A,

dove si e supposto che il termine noto possa anche essere non nullo.
Moltiplicando tutto per A si ha (il determinante deve essere diverso da

zero):
M pt g M _ptg
ox = =0y — ~
(8) ow +C. ow _ =A".d
ox = oy —/
Nel caso specifico A-! & facilmente determinabile e di conseguenza C:
T
- A‘TziAG:i 1 0 :11 -C,
B g‘/‘,\Complementlleasdlnamlca—Tﬁma#ta é‘z C1 _Cz C1 C1 0 C1 15
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At A1 -c contp_ 11 —c]fe c,] |22 &
="¢l0 ¢ =T =="cl0 ¢ |[-1 07| 5 §

Diagonalizzando il sistema si ottengono due equazioni differenziali ordinarie.
Infatti supponendo che la relazione seguente:

X1-C-X=A

sia valida premoltiplicando la (8) per la matrice Inversa di X si ha:
X_1.%+X_1.C.%= -1, _1.g (8) %-FC % A_1.g
= oX T =0y —— = OX oy —
x—1.%+x—1.c.(§. —1).%: -1, —1.g
_— ax _— = = — ay _ =

Supponendo che {

16




Teoria delle caratteristiche

a—£+A-a—£:é (8) %JFC oW _ .d

ox = oy ox = oy —
Che ¢ la (8) nella sua forma caratteristica. In forma scalare si ha:

ol ) ol A

OX oy

Quando il vettore A4 € nullo (come nel caso in esame) la generica
componente del vettore I" € costante lungo la curva caratteristica associata.

La determinazione delle curve caratteristiche parte dalla determinazione
degli autovalori della matrice C:

c, C

e ]

g: C1 C1
-1 0

C2_, &
c-al=fc, " ¢ =—(20—2—/1)/1+§—3=0—>c1/12—2c21+c3=O
1
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Per diagonalizzare la matrice C si deve premoltiplicare per la matrice che ha
per righe gli autovettori sinistri |, e post moltiplicare per la matrice che ha per
colonne gli autovettori destri r;.

X1-C-X=A
=_1: i z[lm I|2} éz[ﬁ “]=|:r|1 ruq
IL P P o T2
IJT EZMJT C.ry=4r
o - o o C C
2-2 =
E (_:_/“:):0 (_:_/“:)LZO C=| ¢ c
-1 0
C C
2l 45 Cs
[||1 I|2] C1 C1 :0
—1 -1
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C, Cs

2
224 =2 dy € %4C; —CiCy
[|i1 Iiz]' C, c, |=0 ) dx_l_ C,
1 -2
C + C —C,C
(2&—/11]“1 l, _o—>||2_|”[2 { 2 TNT2 T s
c, c,
1% a1, =01 1,3
C1 11 112 12 12/1 C2+\/70CS
) a’-b®
CCs)_, C,

G- c§—c1c3 ( w/ —C,C, |C §
-
2
( CC3) C, +4C; —CiCq
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dl=X"dw —dI =1 -dw

= — =1y
Imponendo che I,,=1 si ha: C, ++/C2 —CC,
dl' = X 'dw

[ Iiz]{du}:'] & -{du}ZdU—l- G dv
dv C,++/C2—-cc, | LAV C, ++/C2 —CC,

Si procede in modo analogo per il secondo autovalore ottenendo cosi le due
equazioni. Come gia detto lungo la caratteristica sia ha:

C3
dr, =0 du +
| C, ++/C> —C,C,

Che ¢ la relazione di compatibilita trovata in precedenza.

(5) dv —c,F4c;—ccC,

du C,

dv =0

_c‘)

] Complemenn di Gasdinamica — T Astarita 20




Teoria delle caratteristiche

| tre metodi portano allo stesso risultato:

(3) ¥ _C £/C; —CCs dv  —C,FC —Cc,

— 5 —
ax C, 5) du C,
N W M7
(4) dy _ a2 (6) dv . a2
dx ’ u? du 1 V2
= _
a a2
E interessante scrivere queste equazioni anche in coordinate polari:
. Y,
u=Vcosoa V=Vsina G:tana
. 1 NG
sinpu=— _AMT-1
M cCoOSpyu=——— .
M
_ 1
M2 —1 2
;\ Complementi di Gasdinamica — T Astarita Figure 14.3 Polar Coordinates V and e in " JMZ,_I
the Hodograph Plane Figure 14.4 Mach Triangle
Teoria delle caratteristiche
. \Y; v
u=Vcosoa V=VSsina a=tana
, 1 JM? -1 1
SiNu=— CoSpyy=——— tanIu:—z a
M M M2 -1 :
Figure 14.3 Polar Coordinates V and « in
the Hodograph Plane
a® V? V? _sin®u
— = = =sin ,u(1 +tan a)
u?  u*M? 2 2 1 cos’a z
V COS a — S\/ 1
sin® u )
2
uv 2 v_a —
d _72i M2_1 _a_ *+72 M2_1 yMT-1
D a" d4) y — a u? — u u Figure 14.4 Mach Triangle
dx u? a? a’
1-— 2 1-—
a u u
2 Vsinag _ .
Ve i1 0% 1sin? g1+ tan® o)

dy u u _Vcosa tan u
1—sin2y(1+tan2a)

22
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misinzy(ﬂtanza) [tanaisinzy(ﬂtanza) J 12
dy _ VCos a tan u _ tan p) cos® u _
dx 1-sin u(1+tan®a) (1-sin? u(1+tan?a)) 1
cos?® u
fan _/an}/(/21—\
Ft 1+tan
_cos®u “ a)tan u tan a(1+tan2 ,g)$ tan ,u(1+ tan® a)

~tan? 1+ tan® ) 1+ tan? u — tan y —tan® utan®

cos® u
_tanatan ;X?an# T tan «) + tane ¥ tan//_'(tan aFtan u)1¥ taratan u)
1—tW (1+tan tan o \1F tanrtan «)
a’-b? T
tan o Ftan _ (a tb)  (a *b)
== 2 —tan(a ¥ u)
1+tan ptan o
T(tan g Ftana)=tan a Ftan u
: Complementi di Gasdinamica — T Astarita 23
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d—yztan(oﬁy)

dx
Le curva caratteristiche della prima famiglia formano un angolo negativo ed
acuto pari a u con la velocita. Le caratteristiche della seconda famiglia
formano, invece, un angolo positivo.

Line Tangent to
Characteristic II
at Point P

Characteristic IT Streamline

Line Tangent to
Characteristic I at
Point P

Characteristic I
Point P & _ _ _ _ _ _ L ___XT=__

Figure 14.5 Geometry of Characteristics at a Point

TosiComplementi di Gasdinamica — T Astarita 24
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(6) dv _a
Nel piano dell'odografo invece si ha: du 1_:

(a tb)

_ + M2_1:uv¢a2\/M2—1 (uv+a \/M2 Xuv+a VM2 - 1)
du 1 v a’-v* (a —v )(uv +a \/m)

(a +b)
u V —a (U +V )+a

(az—v2 uv +a’vM? — 1) VZXera M? — )
a

_ u?(v2-a?)-a’(v?-a?) _ a2—u
(a2 vz)(qu_ra2 M? 1) uv +a*vM* -1
dv a’—u”
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2

1 u
dv a’—u? :O a2
uv +a*yM? - uv, M2 1
a’
e
Che confrontata con la (4) = 5 da:
dx u
g
dv | _ 1 dv| -1
dul, dy duf, dy
dx I dx |

La prima curva caratteristica nel piano dellodografo € ortogonale alla
seconda nel piano fisico e viceversa.

Poiché:
:_2/( =1tan (05 + 'u) g_\L: = —COt(a + ,U)
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Ora si vuole trovare una relazione che lega direttamente il modulo della
velocita agli angoli caratteristici (¢ e ):

dv =d(Vsina)=adV sina +V cos ada

du =d(V cosa)=dV cosa -V sinada

1dv

dv _dVsina+Vcosada V@tanaﬂ

du dVcosa-Vsinada 1dV

— —tana«
V da
1dVv dv (1 dV 1dV (dv dv
——tana+1=—| ———-tanag | > ——| — -tana |=1+ —tana
V da du\V da V da \ du du
dv
ldV _1+dutana
Vde d—v—tana
du

27

dv
Teoria delle caratteristiche 1dv 1+d*ta” @

1avV _ " du
_ Vda dv_
Ma: 2 = —cot(ar + p) = —— qu e
u tan(air,u) t
an o +tan u
tan (o + u) = —
dv 1 _ 1 1Ftan atan u
1dV:1+utana= +tan(air,u) a= tan(et p)-tana  _
Vda dv -1 ang —1-tanlezujtana
u tan (o + u)
tan a —tan (o ) oy -
= =1 —\ax u)|=t =+t
1+tan(a + u)tan o anla (e + )= tan(F )= Ftan
ldl:itany=$# da =%+ 1 d—V=$\/M2—1d—V

V da JM2 -1 tan u V Vv
Questa equazione vale lungo una curva caratteristica ed e simile a quella di
Prandtl e Meyer che invece vale attraverso le curve caratteristiche:

—d5=dv=JM2—1%%
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Si ha da:$\/M2—1d7V

b

a

b
Ida:(ab —aa)zij\/M2—1d7V:$(vb —v,) ~dd =dv =+M? —1C:/—V

Dove il segno meno vale per la prima famiglia di curve caratteristiche
mentre il segno piu sulla seconda famiglia. Supponendo che il punto a sia

noto si ha sulla prima caratteristica:

a, +v,=a,+v, =C, g—y:tan(a—y)
X

Dove C, & una costante. Sulla seconda si ha:
a, =V, =, =V, =, d—y=tan(a+,u)
dx
Le quantita o +yv sono dette invarianti di Riemann.

Complementi di Gasdinamica — T Astarita
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Georg Friedrich Bernhard Riemann (September 17, 1826 - July 20, 1866)

Complementi di Gasdinamica — T Astarita
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Applicazione del metodo delle caratteristiche al sistema di equazioni:

Dp DV DE, ( )

—— 4+ pV.V=0 —_= ~V. =V-UVT +V -z, —pV

Di T PYY th+Yp Virg P =X WMV 7 PV
Nelle ipotesi di moto stazionario e trascurabilita degli effetti dissipativi
diventano: V&

v-()=0 DV, v 0 o7

. = —_+v =
s P ot TP p——m—==V-(=pV)

Dall’equazione di bilancio della quantita di moto si pud ricavare quella
dell’energia cinetica che sottratta all’equazione di conservazione dell’energia
totale da:

2

DV De
Vo . \v.vp— == V- (-pV)+V-Vp=—pV.V
pos Y Vp=0 P o V-(-pV)+V -Vp=—pV-V
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De DV
— =-pV-V : = —=+Vp=0
poc="PYV V-(pV)=0 P VP
L’energia interna pud essere espressa in termini della pressione e della

densita; dalla continuita si ha:

RT_ 1P %=—p2-\1—>2-\1=———

y=1 y-1p Dt p Dt
2

De 1 Dp 1 pDp_ 1 Dp a Dp
Dt y-1Dt y-1y0 Dt y-1Dt (7/—1)7/Dt -

e=c,I =

yo,

2

1 Dp__a Dp_mDbp_a’Dp
y—1Dt (7—1)7/Dt w Dty Dt

;%_a_z(ﬂ;j%:a_z(Lj%

y—-1Dt y y—1)Dt  y\y—-1)Dt
Dp:azDP
Dt Dt
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DV Dp _ _.Dp
: _ —=4+Vp=0 a2t
v (/O\l) 0 P Dt vp Dt Dt

In coordinate cartesiane ed in due dimensioni si ha:

up, +vp, +pu, + pv, =0

puu, + pvu, +p, =0

puv, +pw, +p, =0

up, +vp, —a’up, —a’vp, =0
Il metodo delle derivate indeterminate sarebbe di difficile applicazione
perché dovremmo aggiungere altre 4 equazioni arrivando ad un sistema di

otto equazioni quindi applicheremo il metodo delle combinazioni lineari
(Metodo 2) e successivamente il terzo metodo.

Si procede quindi a moltiplicare la prima equazione per o; la seconda per o,
e cosi via.

Complementi di Gasdinamica — T Astarita 33
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up, +vp, + pu, + pv, =0

puu, +pvu, +p, =0

puv, + pwv, +p, =0

up, +vp, —a‘up, —a’vp, =0
Sommando si ottiene:

o, (u,ox +Vp, + [Py + pvy)+ o, (puux + [PVUE+ px)+

o (puvx + Vv, + py)+ o, (upx +Vp, —a’up, — azv,oy)z 0
Raggruppando:

(po, + puc,u, +\pvo-2uy]+ lpucyv, +(po, + pvo, )vy] +

[(LIO'1 —auc, )p, +vo, —avo, )py]+ (o, +ua,)p, + (o5 +vo,)p, ]=0
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[('001 +,0U02)ux +10V02uy]+ [,DUG3VX +(p01 +,0V03)Vy] +
[(UO'1 —aZUO'4)pX +(VO-1 —a2V04)py]+ [(0'2 +Uo, )p, + (o, +VO'4)py]: 0

Da cui:

NO, pO'1+pVO'3V }_'_
POy + pUoC, PUC, ’

( > vo, -avo, o, +Vo,
uc,—a’uo, ) p, + p, |+(c, +uc,) p, +—=2—>=p, |=0

(pa1+pUc72)[ux+ uy}+pu%{vx+

Le equazioni delle curve caratteristiche si ricavano a partire dal sistema:

dy _ Lo Mo, _potNOy VO, —-avo, o0,+Vo,

dx po, + puc, UG, uc,—a’uc, o,+uUo,
|l sistema diventa: o A+(Ui-v)o, =0
o, +(v-ul)o, =0
(UA—V)o, +(v - Au)a’c, =0
Ao, -0y +(Ul-Vv)o, =0

Complementi di Gasdinamica — T Astarita
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o A+(Uul-v)e,=0
o, +(V-ul)o, =0
(UA-v)o,+(v -Aula’sc, =0
Ao, -0, +Ul-Vv)o, =0

In forma matriciale:

A (ui-v) 0 0 o,

1 0 (v-ul) 0 o,

(ui-v) 0 0 (v-aua?||o,

0 p) —1 (ui-v) | o,
Con b=(ul-v)

Ab 0 0 (e
10 -b 0 ||o,
b 0 0 -ba’l|o,
04 -1 b ||o

Complementi di Gasdinamica — T Astarita
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b O 0 o
O -b O o,
0 0 -ba®||o,

_0 A =1 b 1104 bZ(Uﬂ—V)
Imponendo che il determinate sia nullo:

A(b)Aba?)-bf1(- ba?)+b(b?)|= 2b%a’ + b%a® —b* =0 S

b?(1%a% +a% —b? )= (ud —v)z(/iza2 +a?-(ud —v)z): @) (2+1p%=b?
(ui-v)(2%a® +a2 - (U2 - 2uvA +v?))=

(ui-v (@ -u?)2? +2uva + (a2 -v?))

T = >

2 2
,112:3_3/ _v (u —a) 2uvi+(v —a)=0
Xl, U
i Cdy|  wv+yudv?—(u?-a?)fv?-a?)
Y dxy, u?-—a’
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dy v
/112 d_ -
Xlp U
L gy v +yuv2—(u2-a?)v?-a?)
x|y, u?—a?

La prima soluzione & doppia e dice che le prime due caratteristiche sono
coincidenti con le linee di corrente. Mentre le altre due soluzioni sono uguali
a quelle gia trovate. Dal sistema di equazioni per la prlma soluzione si ha:

o l+Uul-v)o,=0 — —+M0'2—0 -  0,=0
o, +(V-ui)o, =0 — o, +[V/—la)ij'0'3
(Ui-v)o,+(v-Aula’c, =0 — Moq Ma o,=0
u
\Y \Y
Ao, -, +(Ul-V)o, =0 — GO-Z_O-S +£u/a/v}0420 — O'3=GO'2
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Quindi si ha che o, e g, possono essere scelte arbitrariamente mentre:

o,=0
\Y
O3 = —0
u

La seguente relazione sulla curva caratteristica diventa:

(po, + puc, ) u, +— V% u, |+ pucs, VX+'061+’0V03Vy +
PO+ puo, PUC,

2
+ (ua1 —azuqipx + :J/Z: —22\;:; py} +(o, + UU4){pX +Z:’:—\lﬁ_-: py} =0
(pé: + jpliG} )du + |pUGHEV + (yé: —&Pua, )ip + (o, +uo,)dp = 0
Con le posizioni precedenti si ha:
pUGAU + pusc,dv — a*uc,dp + (o, + uc, dp = 0
Raggruppando:u

o,(pudu + pvdv +dp)+(~a’udp +udp Jo, =0
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o,(pudu + pvav +dp)+(~a?udp +udp o, =0
Imponendo o,=0 si ha lungo una linea di corrente:

(—a2UdIO+Udp)G4 =0— -a’dp+dp :O—>;:—Io=a2 — s =cost
0
Imponendo o,=0 si ha lungo una linea di corrente:
du®  dv?
o,(pudu + pvdv +dp)=0 — pudu + pvdv +dp = p > P +dp=0—>

2
—p

+dp =pVdV +dp =0
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Per le altre due curve caratteristiche si ha: b= (Uﬂ —V)
Aoy = dy| _uv + Ju?y? —2(u2 —2a2Xv2 ~a?) ©) (2 +1g2=b?
dx\34 u°—a
ocA+Uul-v)s,=0 — oA+bo, =0 — o, =—A0,
o, +(V-ul)o, =0 — G;m o,=bo,
(Ui-v)o,+(v-Au)a’sc, =0 — bo,—-ba’sc,=0 — o, 2203
Ao, -, +(Ul-V)o, =0 > Ao,-o,+bo, =0 — ﬂ(—i)—1+b£2—0
Sostituendo nella: a
(po, + puo, )du + puc,dv +(UO'1 —aZUG4)jp+(0'2 +Uc,)dp =0
Si ha:
(pb — pul)du + pudv +(ub —a’u %jdp +(—/1 + u%jdp =0
(p(uA —V)— pui)du + pudv +(ub —ub)dp+(—/’t + u%)dp =0
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=0
(p(uA V)~ padidu + pudv +(ub ub)dp+(—ﬂ.+ua%jdp =0
— pvdu + pudv +(—ﬂ+ua£2jdp:0 pudu + pvdv +dp =0
d d J (pud dv)=0 9) (& 1p =b
— u-+ V—|—-A+U— u+ V)=
PV pu ( agj pu PV b ) (/12 +1)
b b 82 b
du —v+(/1—ua—j ]+dv(u+(/1 u—)v} 0 b=(u/1—v)
2
du —v+ul—u2</1TJr1)]+dv(u+Av—b+v ( )j b+v=ui

b+v

'\
i b2—uz(/12+1))+dv[u/1b+;2/b(—byﬂ?,—bv —Vle—VZJZO A
b b
a4 (a2—uz)(ﬂ.z+‘I)j+dv((uﬂ.—v)b—v2(f+1)]:O

b Ab
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du (a2 —u?) 22 +1) dv (u/l—v)b—vz(ﬂz+1)]20

b Ab

du (az—uz)(22+1) dy b2—v2(/12+1)j20
b Ab

du[<a2 —u;Xﬂz +1)j+dv((a2 —v2 )22 +1)) 0

Ab
b=(ul-v)

dv (@’ —uz): —wv Fuiv? —(u?-a?)v?-a?)

du vZ—a? v —a?

b+v=ul

Avendo utilizzato la relazione: (9) (ﬂz +1)a2 _ b2

_w + Judv? —(u? —a®)v? -a?)

u?-a2

_dy
dx

Asa

34
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Metodo 3 - Analisi degli autovalori
Analizziamo il problema con il modulo di calcolo simbolico di matlab. Le
equazioni sono:

AN gM _o =Y
=o0X T oYy -

A = C, C B = C, GCj A71:11 —C,
= |0 1] = |-1 0 — ¢ |0 c

Con
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clear
symsrhouvpUVPRWaABXxy s
syms U(s) V(s) P(s) R(s);

W=[ U ; V]
A=[a*a-u*u -u*v
01];

B=[-u*v a*a-v*v

-10];
Testo=['$' latex(simplify(A*-1) ) '$' ];
clf;text(.05,.5,Testo,'Interpreter’,'latex’,'FontSize’,35);

2 N1  w 1 uv
(CL —’LL) a’ u2] A'=122_2 a2_.2
0 L o 0 1
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clear all
symsrhouvpUVPRWaABXxy s
syms U(s) V(s) P(s) R(s);
W=[ U ; V]
A=[a*a-u*u -u*v
01}
B=[-u*v a*a-v*v
-10J;
C=simplify(A*-1*B);
Testo=['$" latex(simplify(C) ) '$' ];
clf;text(.05,.5, Testo,'Interpreter’,'latex’,'FontSize’,35);
9 __uw —a’40? . 5~ a’-v?
—a24u? —a2+2 £=A= E: a2_u? a?_u?
—1 0 —1 0
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clear all
symsrhouvpUVPRWaABXy s
syms U(s) V(s) P(s) R(s);
W=[ U ; V],
A=[a*a-u*u -u*v

01];

B=[-u*v a*a-v*v
-10;
C=simplify(A*-1*B);
[R.E] = eig(C);
lambda =simplify(diag(E ));
L=simplify(R"-1);% auto vettori sinistri
Testo=['$" latex(simplify(lambda)) '$'];
Testo=['$" latex(simplify(L)) '$' ];
Testo=['$' latex(simplify(-L(1,1)/L(1,2))) '$'];
clf;text(.05,.5, Testo,'Interpreter’,'latex’,'FontSize’,30);
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Testo=['$" latex(simplify(lambda)) '$' ];

2 2 2
UUM‘_/GQ?JQU an dy —uv+,a?u?+v?)-a’

2 2
w—ay —a’+v4u? dx a —u

AT v -1 ,J..v

Testo=['$' latex(simplify(L)) '$' ]; B
—a4u? uv
—1/2\/ = —1/2\/ —|—1/2

—a4ta2v§+u2 —a*+a?v?4ula’
1/2 \/—a;fa;;iru?a? 1/2 \/—a4+3502+u2a2 T 1/2
Testo=['$' latex(simplify(-L(1,1)/L(1,2))) '$']; dr; =[I; Ii2]’|:g\lj:| =0
a?—u? W _ [
wv+av/ —a2+v2+u2 dv 2 M*® -1 a?—u?
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Metodo 3 - Analisi degli autovalori
puu, +pvu, +p, =0
puv, +pw, +p, =0
up, +vp, —a‘up, —a’vp, =0
up, +vp, +pu, + pv, =0

=oX T oy
T ] up 01 0 7 " pv 0 0 -
v 0 wp 0 0 ' v '
w = 44 b ) [ 9 B — 0 p’l L U )
D 0 0 u —ua 0O 0 —va?
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clear all
symsrhouvpUVPRWaABXxy s
syms U(s) V(s) P(s) R(s);
W=[U ;V; P ;R]
A=[ rho*u010;0rho*u00;00u-u*a*a;rho00u];
B=[rho*v000; Orho*v10;00 v-v*a*a; 0 rho 0 v];
C=simplify(A*-1*B);
[R,E] = eig(C);
lambda =simplify(diag(E ));
L=simplify(R*-1);% auto vettori sinistri
B rup 01 0 7 rpv 00 0
v 0 wup O 0 0 pov 1 0
o A 7 urp 2 B 7 p,l |
p 0 0 u —ua? 0 0 v —wva?
| P L p 0 0 u o 0 p 0 v
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Testo=['$' latex(simplify(lambda)) '$'];

u d
. PN 1
” dx|, U
uv+avu?2+v2—a? P dy uv + \/uzvz — (u2 _a2XV2 _az)
u? —a? 34 = = 2 .2
dx u‘—a
wv—av/u?+v2—a? >
| 22 |
Testo=['$" latex(simplify(L)) '$' ];
[ i, v? v O_
u?+v? u?+v? p (u?+0?)
0 0 —a? 1
—1/2—L£— 1/2—L— 1/2a7% 0
/ avur+vi—a? / avur+v?—a? /
12— — —1/2—L— 1/2a7% ()
i / avur+v?—a? / avur4vi—a? / |
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Testo=['$" latex(lambda) latex(simplify(L*diff(W,s))) '$'];
clf;text(.05,.5, Testo,'Interpreter’,'latex’,'FontSize’,15);

_ q)(u<%U(S))p—f—v(%‘/(s)>p+%P(5)>
T
iP(S)Jr(%R(s))aQ

T ds

a?

| jg T BVt (V) ot (P (0) V=

ds

PEN eRmTEm
%U(s))a%—up ((E—iV(s))a— (iP(s))\/ ur+vr—a?

ds

| —1/2 —ril

a’vul4vi—a?
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M [ w(u(LU(s) ) pto( LV (s)) o+ P(s)) .
p (u?+0?)
(2) —%P(S)—F(%R(S))QQ
al

—po(LU(s))atup (L V(s))a+ (L P(s))VuZ+vZ—a?
@ | 1pliteeld J( |

—puv ‘—{((s) a+up ‘—{V(s) a— %P(s) VuZdu2—a2
@ L —1/2 ) +)( ) l

1) pudu + ,ovdv +dp =0 > dp =-pVdV
2) dp=a’d

2 V2

(
(
2
(3) - pvdu + pudv +\/u +a2_a dp = —pvdu + pudv +VM? -1dp =0
(

4) + pvdu — pudv +VM? -1dp =0
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b=(Uui-v)
Con il secondo metodo si era trovato: dy| uv +a3vM? =1
b Aoi = dx|,, u?—a?
— pvdu + pudv +(—ﬂ,+u—2]dp=0 34
a
b} -Aa*+Au®’-vu _u®*-a®* vu uvza’ ~1u*-a®> wvu
—AtUu—|= ; =A——F 3= % =
a a a a (u _a2) a a

uv +a \/M2 vu N Ve

Che & equwalente aIIe (3) e (4).

2 2 .2
(3) - pvdu + pudv +\/u +\;2 2 dp = —pvdu + pudv ++M? —1dp = 0

(4) + pvdu — pudv ++VM? —1dp =0

Complementi di Gasdinamica — T Astarita 54




