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Complementi di Gasdinamica — T Astarita — Modulo 10 del 8/11/18

Moto Supersonico

L’equazione del potenziale é:
(1-M2)p, +9,, =0 c,=1-M?
Ricordando che:

dy C,Eyci-cc, 0+y0-(1-M2)1 _+ M2 -1 1 B

= =+ = Ft
dx C, 1-M? 1-M? (M2_1) 9(x)
—_— _ _ 2
dv _0Fy0-(1-M2)1 _ Ve
du 1
Con:
_ 2 =@ +U_X . . . .
Sifa_ M ’ Z w SO VY
Cdy 1 v 2
7 I __ — =+ — =
~ +ﬂ U B Bo o+, =0

Che é I'equazione delle onde a volte scritta anche come:

2
Py = C Py




Moto Supersonico

d
Integrando I'equazione Y

_1 H . J—
dx +Z si ha: py = x =cost B= /M§—1

Imponendo &=x+py e n=x-py lasoluzione generale del’'equazione
del potenziale é:

¢ =1(&)+a(n) =1 & =P
Infatti:

o, =t (E)E+9 (mhn, =F+g ¢, =f"+g"

o, =) +9'mm, =F-0)8  ¢,=F"+9")p
Da cui:

- ﬂ2¢lxx +(0'yy =0
Che é identicamente soddisfatta.

- B +g )+ (1 +g" )5 =0
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Moto Supersonico ¢ =f(&)+9(n)

L’equazione delle curve caratteristiche S=X+py n=x-py

d—y—ilzi#:itan(y):tan(iy) B=+M? -1

dx B M?_1
Implica che lungo la prima caratteristica (quella identificata dal segno meno)
£ & costante viceversa lungo la seconda caratteristica n € costante.

8 constant

g(n) = constant

Mach line e

Zone of action

> Disturbance

Mach line

(F = o ) .
f(€¢) = constant f = constant
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Moto Supersonico su parete sinusoidale

Si supponga che la superficie del corpo sia data dall’equazione:
. (27X
y‘Corpo - ASW](TJ A << /1

L’ipotesi aggiuntiva serve per assicurare che l'ipotesi dei piccoli disturbi sia
verificata. Le condizioni al contorno sono:

V' (x0)=¢, (x,0)=u, ay

:uwAZE cos(zm(j y > oo U,V finiti
Corpo ﬂ’ ﬂ’
Per y>0 poiché il disturbo parte dal basso la funzione f & identicamente

nulla. Quindi: '=1(¢&)+a(n)
Q= n
' 2w 271X
#,(x0)=g [f],. )’7y=—ﬂ9(ﬂ\yzo):“w’*7c°8(z] E=x+fy n=x-py

Per y=0 si ha che 7=x e la relazione precedente diventa:
y

A A
=-U AZ—COS(ZMJ

Moto Supersonico su parete sinusoidale

27 (2?7} ¢ =1(&)+9()

A n)=—u.AZcos E=X+py n=x-py

g= —uwAz—” 003(27”7} dnp=-u A— 1 sm(27mj+c
AL A p A
Senza perdere di generalita si pud imporre C=0. Quindi il potenziale diventa:
¢ =-u A— 1 sm(zmj —uwAlsin(z—”(x —,By)j
B A B A
Le componenti della velocita:

u'=-u A%%COS(ZZ(X—,BY)j vi=u A%COS(Z;[(X—/N)]

—2U' 47 1 27
C, = =A-— ECOS(T(X—ﬂy))




Moto Supersonico su parete sinusoidale

u'=-u A%%cos(z—” (x - ,By)j V= UOOAZTECOS(% (x- ,By)j

streamlines

L’ampiezza delle oscillazioni, al
contrario di quello che succede in
regime subsonico, non si smorza al <
tendere di y verso linfinito. La
perturbazione viene trasmessa
attraverso le linee di Mach;

e |l coefficiente di pressione é sfasato
di 90° rispetto alla superficie
producendo una resistenza;

e | disturbi aumentano al diminuire
del numero di Mach (M che tende
ad 1).
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Moto Supersonico su parete sinusoidale

, 2 2
u'=-u A%%COS(Z—E(X —,By)j V= UwATECOS(Tﬂ(X -By)




Profili sottili

¢ =f(&)+aln)

S=X+py n=X-py
Sulla parte superiore del profilo (upper) si pud supporre che f sia nulla
quindi: ¢ =g(»)

La condizione al contorno é:

d_y =y :VI(X’O) (Dly(x’o):glny __glﬂ .

u =

& = constant

dx|, u, u, u, u,
Da cui si puo ricavare g'. -
\ u,y’
g=- -
ﬂ f= constant

Il coefficiente di pressione é:

c _-2u(x0)_ -2¢,(x0)_-2g'n, _2uy, 1 _2y,
P u, u, u, L u, p
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Profili sottili

¢ =1(£)+aln)
E=x+fy  n=x-py

In modo analogo sulla parte inferiore del profilo (lower) si pud supporre che
g sia nulla quindi: ¢ =f(&)
La condizione al contorno é:

dy _y _V (x0) ¢, (x,O):f'gy B .

& = constant

| = -
dx|, u, u, u, u, —
Da cui si pud ricavare f'. —
Uy’
f — ooy |
ﬂ f = constant

Il coefficiente di pressione é:

c .- (x0) _-2¢,(x0) _-2f¢  2uy, 1 _ 2y
P u_ u_ u_ B U, B

Al primo ordine si ha (il segno + vale per il dorso):

(1) c, = L

p
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Profili sottili

Allo stesso risultato si pud arrivare anche a partire dalla relazione che lega
o, £ € M attraverso un’onda d'urto obliqua. Seguendo questa strada e
possibile ricavare, abbastanza facilmente, anche una relazione che tiene in
conto anche i termini del secondo ordine.

2 ain?
tan(5): _E/If Sin (8)—1
tan(g)(y2 M2 —M2 sin?(g)+ 1)

tan(&)tan(g)(7 ; Tz~ M2 sin?(c)+ 1) = (M2 sin*(e)-1)

2) tan(5)tan(g)77+1 M2 = (M2 sin?(s)— 1)1+ TR O EEn )

Supponendo:
0—>0 e g—>u+a con a—>0

Si ha sviluppando in serie fino al primo ordine in a:

,asin’ie) sin(e) a+ o(az)

U

sin’(g) = sin®*(u)
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Profili sottili

Fa2
sinz(g);sinz(y)+dsg] (¢) a =sin®(u)+ 2sin(u)cos(u)a
£
tan(e) = tan(u)+ d tzr;(g) ﬂa =tan(u)+ co; "
Ma:
| 1 MZ—1 A 1 1
S'nz(u)=M—i cos(u)= T M M2 - - tan(u)=E
2
S|n2(g);—2+2|v%a tan(g)E%Jr aﬁ“)/lzoo
Inoltre: ; ,
tan(5);tan(0)+dtan(5) 5+ 0 tanZ(é)\ J o(s%)=
dé |, do® |, 2
‘5 2sin(s)| &2

_tan(0 _
O 0s6),° con'lo), 2
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Profili sottili

: 1 2
Sln2(8)2—2+2£23 tan(g);l+aM°° tan(s)= s

M? M2 Vi, ﬂZ

La (2) tan(&)tan(5)7;1M2 (M? sin?(£)- 1)1+ tan(5)tan(s))

tan(5){%+%}7;1'\42 _(Mj(%%+2m%a]—/q(1+ta&)(%+a;/lzin

Da cui trascurando termini di ordine a e drispetto a termini unitari:

tan(&)%%” M2 =2/

1 v+1
:ﬂ2y4 M2 tan(5)

Che é un legame traa e 6.
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Profili sottili

Poiché: 2—1 " (2;4\/I sin®(¢)—(y - 1))
P Bre Mz sin®(e) (1) 1= oMz sin’(e) -y -7 )
p2p_1 b _ 7/211 (Mj sinz(g)—’l)
Dalla (2) siha: (2) tan(d)tan(e )7/;1I\/|2 —(M sin? 1)(1+tan (6)tan(s))
. _tan(é)tan(g)yzﬂMi 1 aM?
sin’(e) -1= 1+tan(s)tan() tan(e)=—+ ﬂ;o

Quindi:

0,—ps 2y tan(d)tan(g)%é£

1 M2
- = 2
p, %1 1+tan(s)tan(e) {-+tan( 5)( 1, aMw]

PR Y
g Complementi di Gasdinamica — T Astarita 14




Profili sottili

2 2
tan(5{1+alvlz°°jMi M2 1+aI\/I2w ;
Sl O p B . B p tan(s) =5 +0(5°)
- 2 - 2
P 1+tan(5)(1+alvl2°°] 1+ 68 1+aM2°°
BB g B
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Profili sottili

PP, 52(”2(7_”&;_1}}
P AL B4 B

Imponendo  p,=p, pP,=p

c PP _Po-P_P. _P—P 22

P 1
RAPSVE: Py L, v2 P oo

Si ha:
C =2§{1+é(7—+1'\"—§—1ﬂ
B BL 4B

L’angolo di deviazione ¢ pud essere ricavato dalla seguente relazione (il
segno + vale per il dorso):

5 = tan(5) = +y', Suldorso
- |-y, Sulventre

5 =tan(d) = 1y’
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Profili sottili

{Hé[?/_HM_i_ H 5 =tan(s)=+y'
pl 4 p°

C

p

Quindi:

c, =i2y' {Hiy'(;/ﬂ M‘; _1ﬂ
ol s\ 4 p L2y

Evidentemente al primo ordine si ritrova la: (1) C, =+

Come mostrato in figura y’ pud essere ricavato a partifge dalla conoscenza
delle caratteristiche geometriche del profilo.

2

=™

4

Angle of Attack a\\

[¢4

- _< Thickness
«(x)

Camber

Cix)

t Complementi di Gasdina . Actual Airfoil Geometry

Profili sottili

La forza elementare agente sulla superficie superiore pud essere ricavata
con la relazione:

2
dF, =pds =C_, %ds +p,ds C,= >

Proiettando questa forza sugli assi di riferimento (I'asse x € allineato con la
velocita asintotica) si ottengono la portanza e la resistenza elementari:

2
dL, =-dF,cosd=-C,, %dx —p, dx

2
dD, =dF,sing=C,, %dy +p.dy

Si considera sempre y’>0
. : dL | \ 4F
in modo che ds sin(6)=dy L
U= upper surface
L ol
1
— db ds
et

% &

dx




Profili sottili

Procedendo in modo analogo sulla superficie inferiore si ha:

2 _pP-p, 2
dFlzpds:Cm%ds+pwds C,= o M

Proiettando questa forza sugli assi di riferimento (I'asse x € allineato con la
velocita asintotica) si ottengono la portanza e la resistenza elementari:

2
dL, =dF cos#=C, %dx 1 p,dx

2
dD, =-dF;sind=-C Wl;pw dy — p_dy

Si considera sempre y>0 lower surface;
. . : \
in modo che ds sin(6)=dy Ux |
S = '
ds
¥ e
B

dL

Complementi di Gasdinamica — T Astarite > X

&
Profili sottili
dL, =-C,, Wlip“’dx 0. dx aL, —c, M- p°°dx+p dx
dD, =C,, W' MPe gy 4 pdy dD, = -C, ﬂ\/lgp@ dy — p..dy

Le forze aerodinamiche sul profilo si ricavano integrando le forze elementari:

L= j(dLU +dl, )= W'ipw j(cpl -C,, ) dx +de
j dx =

Cc Cc

c 2
D - [(@D, +dD,) = M=P- J(C o W j dx+J(pw3—y
X
0 I

u_pwd_x

2 x|, dx

0 0

2 Y c
:%J(Cpuy'u —Cply'leX-l— P (Y=Y, )dx

L’ultimo integrale € nullo perché e esteso ad una superficie chiusa.
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Profili sottili

Lzﬂ\/lipwj(cpl_cpu)dx Cp:iy{ﬂiy'(ﬂﬂwg_ﬂ
0 p p\ 4 B

Sostituendo si ha:

2n | 2°¢ 2 1 S
L=M{— (—y'|—y'u)d><+ﬂ2[7: M°°—1]£(y'| —yu)dX}

N

2 | By ik
Ricordando che:
dx dx

Il primo integrale diventa:

J(+2a—(—$ — —(+$ — jdx=2ac
dx ), dx ),
0

Il secondo e terzo integrando si annullano perché sia lo spessore che la
seurvatura sono nulli sia sul bordo d’attacco che su quello d'uscita.

Complementi di Gasdinamica — T Astarita 21

Profili sottili

2
Il secondo integrale dlventa.

(v'2-y'2)dx = j((— a-t+C ) —(—a+t+C )2) dx =

| = 7’M P.. ﬂJ‘( Y-y )d (7+1M _1Jj. 12 y'z)dx} y"r:—ait'JrC'

O ey O

(07 + 1747420t —20C -2t C ) (2% + 12407 -2t ~20C"+21 C')) dx =

Ot 0 OO

(4ct™—4t'C') dx = —4ct' C'

La portanza diventa quindi:

L ;Mpcra 2(7/+1M§_1J4ﬁ}
2 g A\ 4 p
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Profili sottili

4 PR
L ;Mpcra 2(7/21Mw_1]4t,cl

2 g i
Il coefficiente di portanza diventa:
4 —_—
C = L L {405_ 22(y+1|v|020 —1j4t'cl
5 Vi 7M pc LA B B
Al primo ordine si ha.
C = 4o
M2 —1

Mentre al secondo ordine si aggiunge un termine:
4o 8tC (y+1 Mi |
M2 -1 M2-1 4 M2-1
Che per freccia positiva € negativo. Quindi un profilo supersonico si
comporta in modo opposto ad uno subsonico anche se questo effetto & del

gcondo ordine.
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Profili sottili

2 c ' + V' 4

D= 7/'\/|020p0o _[(Cpuy'u_cplyllbx C, = izz {H‘ _,By []/11 I\;; _1ﬂ
0

Per valutare la resistenza si procede in modo simile. Per ottenere un

risultato accurato al secondo ordine € inutile considerare i due termini

presenti nell’espressione del coefficiente di pressione. Infatti nella formula

per la resistenza C, &€ moltiplicato per un termine del primo ordine. Quindi:

_J’Mipwzc 12 2 y'T=—ait'+C'

IRy |

D=%%I((—a+t'+0)2+(—a—t'+C')2}ix=

:W'Sp %T((a +124C 220k —2aC +2£:C' )+ (a? +124C' 2 +2dF —20C -2£.C' )
0

:ng %E(ZQ +2t'%+42C'"? 4aé)dx—7M P 4 ( +t'2+C'2)

24




Profili sottili

D :m4—c(a2 +t'_2+(?)

2
Il coefficiente di resistenza diventa:
- o~ 4
c, - D _ 4 (a2+t'2+C'2) c - 4o _8t2C [y+1 |\2/|OO _1J
1 MZpc MZ-1 JMZ -1 MZ-1 4 MZ-1
2 o0 I o0

Che e una formula accurata al secondo ordine. Si vede che il coefficiente di
resistenza € legato al quadrato dell’angolo d’attacco, della freccia e dello
spessore percentuale. |l coefficiente di portanza invece ha una
proporzionalita diretta con l'angolo d’attacco mentre al secondo ordine
dipende anche dallo spessore e dalla freccia.
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Profili sottili

Esaminiamo ora il caso di un semplice profilo a diamante:

s/2
) f
tan(ac)=c/—2 ) xtan(e, ) x<% ot xtan(a, ) x<%
X)= X )=
C C
tan(at):g (1-x)tan(a, ) X>§ (1-x)tan(e ) x>E

t2 = %jt'z dx :%Itanz(at Jdx = tan®(«, )
0 0

_ 1c 10
C'?=—|C?dx =—tan? = tan®
C_([ X c! an’(a Jdx =tan®(a )

tC = %jt C' dx :% [tan(e, Jtan(a, Jdx = tan(; )tan(e, )
2 0 0
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Profili sottili

c__4a  8C(y+1 My

o M2o1 MZ-1( 4 M2 -1

_ 4 2,02 2
Cd—m(a +t'“+C )
t2 = tan’(a,) C'2 =tan’(a) t' C' =tan(e, Jtan(e, )
c . Ao _ 8tan(e tan(a,)( 7 +1 M »

N YR M2 -1 4 M? -1

D 4 2 2 2

C, = (o? +tan?(a, )+ tan?(a )

_ ;ﬂ\/lipwc Mz

s)Complementi di Gasdinamica — T Astarita 27

Linearizzazione delle equazioni

o 4a 8tan(azt)tan(060)£7“r1 M, 1}
,— ) _

M2 —1 M2 —1 4 M2-1

C, - D 4

_ _ (a2 +tan?(a, )+ tan?(ag ))
;ﬂ\/lipwc M. -1

s/2 f Cl Cl 1°

Cl 2°

Err% 1°

Err% 2°

Cd

Cd

Err %

0.01

0.01

-0.00235

0

-0.00235

-100

-0.32249

0.00185

0.001847

-0.1796

0.01

0.01

0.199958

0.201533

0.199187

0.787982

-0.38544

0.018972

0.019434

2.434225

0.02

0.01

-0.00472

0

-0.00469

-100

-0.6195

0.004632

0.004615

-0.36568

0.02

0.01

0.19803

0.201533

0.196842

1.769196

-0.59956

0.021232

0.022202

4.566143

0.02

0.02

-0.00946

0

-0.00938

-100

-0.81197

0.007435

0.007382

-0.70905

0.02

0.02

0.19363

0.201533

0.192152

4.081543

-0.76361

0.022883

0.024969

9.117418

0.05

0.05

-0.06037

0

-0.05847

-100

-3.14665

0.047983

0.045884

-4.37507

0.05

0.05

0.148915

0.201533

0.143059

35.33445

-3.9324

0.051467

0.063471

23.32312
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Moto Transonico

M M
J0 1.30
80
85

Transonic flows and pressure
distributions, Mach. 0.79 to 1.00.
Angle of attack, 3.2 deg. From the 4
X 19-Inch Semi-Open High-Speed
Tunnel, 1949. Becker, The high
speed frontier, sp445, 1980.

http://www.hqg.nasa.gov/office/pao/Hi |
pry/SP-445/cover.htm NACA e4ac08 NACA e4at08
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M = 1.00

087

M=

0.72

M

Moto Transonico

Pressure cc
i

(=]
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Moto Transonico

18 —
17 -

16 -

15+

09 |-

08 -

Drag coefficient. C,

07 |
06 -
05 a,
04 L (degrees) a,

5 {degrees)
03 r' N

4
3
02 |- %
1

01 L1
2

Mach number, M
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Moto Transonico

Sisupponga che: 7= % <<1

Come si € visto nell'analisi qualitativa del campo di moto i disturbi, in regime
transonico, tendono ad essere piu estesi in direzione normale alla direzione
del flusso principale. Per questo motivo si impone:

1

T 1
X 3 , 1 3
&== 77=yz ¢ =—" L= ny=—
cu z?3 ¢ ¢
Sostituendo nella (1 - Mi)gnxx +,, =y +1M? uu—€0xx
2 , 2 MO; 2\ ,
(1-M2u, 720 . (& F +eu,o%0,, (n, F =(r+1)7= cur | 066 (5)
2 4 4
cuz® , cu,rd |, c’u, 3 |,
(1_'\/'03);;2(055““(;—2%77:(7”)'\/'30 o [Pl
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Moto Transonico

2 4
§ 2

cu,. 3 |, cu u, C
(1_M3>)Lzr¢a:+ Py = (y + M2 C—srg”é(”éé

C

2 2

(1 - Mi)(plfcf +T§¢'nf7 =(r+ 1)Mi75¢'§ P s

1-M2
<—) (7+1)Mi¢lg ¢I§§+§0‘W=O

2.5
. o 1-M?2
Introducendo il parametro di similitudine: k =

2
73

[k ~(r+ 1)Mi¢'§] @ ect@,,=0
Supponendo inoltre che il numero di Mach sia prossimo all’'unita:

[k ~(r+ 1)40':] P oty =0

33
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Moto Transonico

Se si hanno due flussi in cui il parametro k rimane costante allora
I'equazione rimane invariata e si avra la stessa soluzione. In particolare:

2
2

2U' 2cu, 3¢ :
C=-"—"=—""2"°="273
' u, cu,, Ve .
. . . . X 2-3 |
Quindi formalmente si ha: g=2 n= yC g=—2 .
C CUOOZ'3
—=-2¢.=f(k.&n)
73

34
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Linearizzazione delle equazioni

7/ / . "
T e, 283 25 5
aa.aa

Separated Zone ;

(a) (b)

i)
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