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Teoria delle caratteristiche

La equazione del potenziale in due dimensioni é:
§DXX+¢yy_¥( X¢XX+¢y¢yy)_¥

V) @ -9 —2p.0,0,)+@2 -0, =0

E confrontata con la (2) fornisce:

(¢x¢y Py ) =0

(2) Clgoxx + 202§0Xy + CB(Dyy = C4

2 2 2 2
C,=a’—¢, C,=—¢p,p, C;=a —-¢, C,=0

c,=a’-u® c,=-uv c,=a’°-v® ¢, =0 3) dy C,+.c2

—C,C,

Dalla (3) dx C,
dy C,tyci-cc, -—uvi(uv)f-(@®-u’fa2-v?)
dx C - a® —u? -

a.2_u2 a2_u2

1
o — UV +JuAv? —a* +a’u? + a2 —yﬁ(‘/_ —uv i\/az(u2 +v2)—a4




Teoria delle caratteristiche

w  ((u?+v?) w , 5
dy_—uvi\/az(u2+v2)—a4__aZi\/ 32 _1__azi M*-1
o 2 2 o 2 -
dx a - —u 1_22 LU
dy —l;\;i\/Mz—l
(4) d - 2
X u
I

Il discriminante e funzione del numero di Mach:

(>0 Equazione iperbolica
=0 Equazione parabolica
<0 Equazione ellittica

c;-cC,=M*-1 <

Eiks Y
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Si devono analizzare ora le condizioni di regolarita. Queste condizioni
vengono trovate imponendo che il sistema sia indeterminato. Risolvendo

con la regola di Cramer il sistema si ha ad esempio:

Lungo la caratteristica il denominatore si annulla. Per avere delle derivate
seconde continue e limitate (in assenza di urti) e necessario che anche |l

numeratore si annulli Supponendo che c,=0:

d(p,)=du dlp, )=dv
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d(e,) dy O
dx dy 0 ] [dlp) dlp,) dx dy
0 dx dy|e,|=|dg,) o —| G % G
¢, 2¢, ¢ o, | [ Ci | Tojdx dy O
0O dx dy
C, 2C, C,

du(dxc, —2dyc,)—dy(dvc,)=0
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du(dxc, —2dyc,)—dy(dvc,)=0

d—Vd—yc3 = (03 —2d—yc2)
du dx dx

dv _dx ¢, dy :czi\/cg—cl(:3
du dy ¢, dx C,
dx 1 c, ~ C(—c ez —cc )

dy 32’( Czi\/Cf—Clcs_( \/C )( \/C )_
_cl(—czi\/CS—Clcg):—Cz—\/Cz—Clc c, +\/c
_¢2 C, -,
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(5) dv -G, 1\/05
du C
Ricordando che nel caso dell’equazione del potenziale si ha:

c,=a’-u’® c,=-wv c,=a’-v’ ¢, =0

dv:uv?t\/(uv)z—(az—UZXaz—vz)_l;\; FIMT -1

2 2 a 2
du a“ —v 1_v2
a
N Y
(6) dv _ a

du v?

1- 2

a
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(3) dy _ G i\/Cz2 —CCs (5) dv _ _Cz"_'\/cz2 —CCs
dx C, du C,
dy —l;\Z/J_r\/MZ—l W Z\gix/Mz—l
(4) dX: U2 (6) d = 2
u v
1-— 1-—
a a

Lungo la prima caratteristica si ha:

N Y Y _Im2

__a dv

2
, 1_ u2 du

a
mentre lungo la seconda:

NV Im2z-a N VER

dy
dx
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Metodo 2 — Metodo delle combinazioni lineari (Friedrichs)

Kurt O. Friedrichs (1901-1982)
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Metodo 2 — Metodo delle combinazioni lineari (Friedrichs)

Si sfrutta la terza proprieta:

e Lungo una curva caratteristica 'equazione differenziale alle derivate parziali puo
essere trasformata in una equazione differenziale ordinaria.

Riscrivendo I'equazione del potenziale in termini delle variabili primitive:
W) (@2 -0y — 20,04 )+ @2 - 02)p,, =0
cu, + cz(uy +vx)+ cv, =0
{vx—uy =0 & VAV =0
Moltiplicando la prima per o; e la seconda per o, e sommando si ha (in
effetti basterebbe definire una unica costante data dal rapporto fra le due o):

o.(cu, +¢,(u, +v, )+cv, )+ o,lv, —u, )=0
c,ou, + (0201 — Gz)uy + (CZG1 + GZ)VX +0,CaV, = 0

C,o,—O o.C
6) co|u, +—22—"2u, |+(Cc,0,+0,)V, + 13 v, |=0
11 X y 2¥1 2 X y
C,0; C,0, + 0,

)
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C,.o,—O o.C
6) co|u, +—=>2—"2u, |+(c,0,+0,)V, + 13 v, |=0
1~'1 X y 2¥1 2 X y
C.0; C,o, +0,

Questa equazione e una combinazione lineare delle due equazioni
differenziali. Se si suppone di muoversi lungo una curva caratteristica c la
derivata di u e v lungo questa curva e una combinazione lineare delle due
derivate lungo x e lungo y.

du d C,0, — O
— :ux+uy—y =ux+uy&:ux+(2 1 2)uy
dX lungo c dX lungo c Clal
dv d o.C
. =V, +vy—y =V, +V A=V +—"—V,
dX lungoc dX lungo c Czal +O—2
Con:
d
P
dx
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C,0;, C,0, + 0,
Affinché il sistema di equazioni differenziali alle derivate parziali si trasformi
In un sistema di equazioni ordinarie si deve avere che la (6) sia data da una

combinazione lineare dei due differenziali di u e v valutati lungo la
caratteristica.

du‘Iungoc - (UX + ﬂuy hx dv‘lungoc - (VX T ﬂVy )]IX

C,0,— O o,C
(6) Clo'l(ux+ e 1 2uyj+(czal+0'2)[vx+ L3 Vyj:O

Confrontando la (6) con queste equazioni si ha lungo c:

(7) c,odu+(c,0,+0,)dv=0

Che fornira le condizioni di compatibilita.

“f/Complementi di Gasdinamica — T Astarita 11
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(6) C_pl(ux + (€,0, - GZ)uy j +(c,0, + o, ){VX yOits Vy] =0

C,0; C,0, + 0,
Come gia visto per determinare le curve caratteristiche si ha:
du C,0,— O C,0,—O
dX lungoc C10-1 C101
dv o,C o,C
— =V, +V A=V, + = v, = A= 1-3
dX lungoc C2(71 + 02 02(71 + 02

Che e un sistema omogeneo di due equazioni nelle due incognite o, e o,.
Riscrivendo il sistema si ha:

01(01/1 —C2)+ o, =0

o,(c,A-¢c,)+0,4=0

“woiComplementi di Gasdinamica — T Astarita 12
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o,(c,A-¢c,)+0,4=0
Che ammette una soluzione solo se il determinante e nullo:

cA—-c, 1
Czﬂ,—cz A =O=(Clﬂ,—C2)/1—(cz,1_C3):C1/12 —2C2/1+C3 =0

Che risolta da:
@) dy _C,* Jez—cc,
dx C,

Sostituendo nella prima equazione si ha:

2
o C,* \/ C, —CC
2 — _ 2 2 1“3 — [ 2
=C~CA=C G - +\/C2 —CC3
o C,
'_ Complementi di Gasdinamica — T Astarita 12

Teoria delle caratteristiche

O —
;2 B +\/sz —CCs (7) c,o;du + (CZO-l + 05 )dV =0
1
Dalla (7):
dv _ ¢ —C _ —Cl(Czi\/CZZ—C1C3) _
o - [-2 _
AU lungoc c,+-2 GCoF \/Cz —CiCq (02 F \/c§ —clcg) C, \/c§ —cch)
91 (a ~b) (a +b)
2 —_ 2
_ —(:1(c2 + \/02 —clcs): -Cc, T \/02 —C,C,
C:—CZ+cCcC, C,

—C, F.ci—ccC
Che coincide conla  (5) dv _—G \{:2 1©3
3

du

“woiComplementi di Gasdinamica — T Astarita 14
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Metodo 3 — Analisi degli autovalori
c.u, + CZ(Uy —I—VX)+ Cyv, = 0 (1) (az _¢f)¢xx B 2(¢x¢y¢xy)+ (az _§05)(Pyy ~0
v,-u,=0 < VAV =0

Il sistema di equazioni puo essere messo nella forma:

A%‘FB%ZQ A = Cl C2 B = CZ C3 W = u
= x = oy ="lo 1] =7]-1 0 = v

dove si e supposto che il termine noto possa anche essere non nullo.
Moltiplicando tutto per A1l si ha (il determinante deve essere diverso da

Zero).
M At _atg
ox = =0y — =
8 ZicPontd
ox = oy —
Nel caso specifico A e facilmente determinabile e di conseguenza C:
T
sum/‘_\rCompIementl di Gasdinamica — T Astarita A‘: Cl _Cz Cl Cl 0 Cl 15
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e o
1 -c 1 —-c C, C -2 =
A—lzi 2 C A B i 2 ] 2 3 —_ 2C1 Cl
— ¢|0 ¢ = = = ¢|0 ¢ ||-1 O 1 0

Diagonalizzando il sistema si ottengono due equazioni differenziali ordinarie.
Infatti supponendo che la relazione seguente:

X*1.C-X= A

sia valida premoltiplicando la (8) per la matrice Inversa di X si ha:

x—l.%+x—l.c.%:x—l.p\—l.g (8) %ch.ﬂ:A—l.g
= X — =0y = = ox = oy —
x—l.%+x—1.c.(§. —1).%:)(—1. “.d
== aX —_— = = — ay _— =
dIl = X " dw
Supponendo che{ U1 4 4 Siha: 8—l:+A a—E:A
A=X"-A"-d X = 8y

16



Teoria delle caratteristiche

0L A9L_ o 8) Mic.M_pty4

oX = oYy oXx = oy —
Che e la (8) nella sua forma caratteristica. In forma scalare si ha:

E_Fﬂfl E — Ai

OX oy

Quando il vettore 4 e nullo (come nel caso in esame) la generica
componente del vettore I' e costante lungo la curva caratteristica associata.

La determinazione delle curve caratteristiche parte dalla determinazione
degli autovalori della matrice C:

2C2 G
g: Cl Cl

2C—2 - A G C C
C-al=|"c, c, :—(22—2j/1+3:O—>clﬂz—2c2/l+03:0
21 =2 “ G

g=le e uguale a quella trovata in precedenza.

SR ool Complementi di Gasdinamica — T Astarita 17
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Per diagonalizzare la matrice C si deve premoltiplicare per la matrice che ha
per righe gli autovettori sinistri |, € post moltiplicare per la matrice che ha per
colonne gli autovettori destri r;.

rIlli|

rII2

XC X =A

@)
[
)
H
@) ‘w

18
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I ] 2
2C_2—1 s (3) d_y:/lzczir\/cz—cl(:3
[lil liz]' C, C, =0 I c.
-1 -2
( 2
C2 C c, G +\/C2 —C,Cy
(2_/11]“1_“2 =01, :lll(Z—ﬂljZM 2—= —
1 Cl Cl Cl
<C c c
3 . . 3 3

_Ill_/’l‘lllz_o_)IIZ_lll—_Ill 2

C, 2101 C, + \/C2 —C,C, c

C, !
r\ a —b) a -I-b) , bz
2 2 2 a‘ —

| =] Cz_\/Cz—C1C3 | Cz_\/Cz_Clcs C2+\/CZ—C1(:3)_| C,

12 — i1 c =1 : =1, \/ :

(a +b)
C,Cs
. Complementi di Gasdinamica — T Astarita Lo
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dl = X7 dw —dI, =] -dw ) C,
o - 12 = "Il
Imponendo che I,,=1 si ha: C, ++/C2 —CC,

dl = X ' dw

du du
[y Ii2]'|: }= 1 & { }:du+ S dv
dv c, ++/C2—cc, | LAV C, ++/C2 —C,C,

Si procede in modo analogo per il secondo autovalore ottenendo cosi le due
equazioni. Come gia detto lungo la caratteristica sia ha:

dv =0

d Cs
dEzO u-+ 2
c2+\/c2—cc

Che e la relazione di compatibilita trovata in precedenza.

(5) dv _-C,F JeZ-cc,
du C,

Complementi di Gasdinamica — T Astarita 20
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| tre metodi portano allo stesso risultato:

(3) dy _ C, i_\/sz —CCs (5) dv _ -G, 1\/C§ —CC3
dx C, du Cs
AN IVE uv _ >
dy "zt VM dv gz T YMT-l
(4) == - (6) ¥ -
dx u du V2
1—az 1-—
a
E interessante scrivere queste equazioni anche in coordinate polari:
. v
u=V Ccos« V=VSIiha a:tana
M | :
1 . 1
tan g = ———
V M2 _1 o u
&lComplementi di Gasdinamica — T Astarita Figure 143 Polar Coordinates V and a in ’ M-
the Hodograph Plane Figure 144 Mach Triangle
Teoria delle caratteristiche
\Y; 7 v
u=VcCcos«a V=V Sina a:tana
siny:i COS _—VMZ_l tany:; a
M H= M JvM? =1 )

Figure 14.3 Polar Coordinates V and « in

the Hodograph Plane
2 2 2 = 2
a V V Sin .
2~ 2p12 = 2/1 =Sln2y(1+tan2a) .
u u-Mm 2 5 1 COSQ\/
Vicos“ a—— '
Sin™ u .
2
UV 2 (,12 V _ a 2 JT
_72 i M - __2 7_'_ 72 M —1 - M. 1
Da”a(4) y = a u — u u Figure 144 Mach Triangle
dx U2 a? a2
1- 5 T uz 1-—
a u u
2 Vsina _ .
V22 IMm2-a Fsin? y(l+tan? )
_u u? _VCOSOl tan u
— S _ -
a 1-sin® u(1+tan2 a)
1--

22
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V/'Sina .9 > _ -9 2 1 1

— tan n° u\l+tan —
dy ) Veosa + sin y(1+tan a)tany ) a + Sl ,u( + a)tany cos? )
dx 1-sin? u(l+tan®a) (1-sin? u{1+tan? a)) 1

COS° U
tan o 5 5
_cos’ u il y(1+tan a)tan g _tan a(1+tan2y)$tan y(l+tan2 a) _
12 —tan? fL+tan’ @) 1+tand u —tand g —tan?® utan’ a

COS

7
_tan aMan T tan &) + tan a/?ta/ny (tan o F tan y)(m)

[ A—

W (1t tan utan o 1Etanztan o)
(a

_ a’-b? T
tan o Ftan u _ (a +b) *b)
~ =tan(a F u)
1+tan utan o
T(tanuFtana)=tana Ftan u
" Complementi di Gasdinamica — T Astarita 23
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d—y:tan(aiy)

dx
Le curva caratteristiche della prima famiglia formano un angolo negativo ed
acuto pari a u con la velocita. Le caratteristiche della seconda famiglia
formano, invece, un angolo positivo.

Line Tangent to
Characteristic 11
at Point P

Characteristic IT - Streamline

Line Tangent to
Characteristic I at
Point P

Characteristic 1
Point P &~ _ _ _ YT

Figure 14.5 Geometry of Characteristics at a Point

“woiComplementi di Gasdinamica — T Astarita 24
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dv gz TV T
) =
Nel piano dell'odografo invece si ha: ) du 1_v2

(a T

uw _ 5 b) (a +h)
dv a2 " M _1_uv1a2\/M2—l_(uvTraZ\/Mz—1XuvJ_razx/Mz—l)

du Y a?-v? (az—vz)(uviaz /Mz_l)
+h)

N

azldjz (@
o udvi-at(vz-1) uvi-ai(u? +v?)+a
(aZ—VZXuv iaZ\/Mz—l) (az—vz)(uv J_razx/l\/lz—l)

2 2

dv a‘—u

SR ool Complementi di Gasdinamica — T Astarita 25
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U
dv _ a.z—u2 :@ a2
du uv+a’vM?-1 _U\; M2 _1
a
uv [ &
dy _¥@ M1
Che confrontata con la (4) = 5 da:
dx u
-3
a
dvi -1 dv| -1
duj, dy dul, dy
dx | dxI

La prima curva caratteristica nel piano dellodografo e ortogonale alla
seconda nel piano fisico e viceversa.

Poiché:
3—?’( =tan(a F u) g—\lj = —cot(a + u)

eod Complementi di Gasdinamica — T Astarita 26
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Ora si vuole trovare una relazione che lega direttamente il modulo della
velocita agli angoli caratteristici (1 e a):

dv =d(Vsina)=adV sina +V cos ada
du =d(V cosa)=dV cosa -V sinada

dv dVsina+Vcosada
du dVcosa -V sinada

loog Complementi di Gasdinamica — T Astarita 27
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Vda

)= tan o tan u

tan(or + p) = —
1+ tan atan u

tan(a + 1) —tan a

-—tan o T 1-tan(etu)tana

—tan|a — (o + u)|=tan(F x)=Ftan u

_ tana —tan(a + u)

1+tan (a + ,u)tan a
R SO UV o 12
V da JM? -1 tan 1 V V

Questa equazione vale lungo una curva caratteristica ed e simile a quella di
Prandtl e Meyer che invece vale attraverso le curve caratteristiche:

—d5:dv:\/M2—1d7V

loog Complementi di Gasdinamica — T Astarita 28
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Stha: da:Tm/Mz—ldvv

b b
Jda=(a,~a,) =% [WE-1S =%, -v,)  —do=dv=ymT 10

Dove il segno meno vale per la prima famiglia di curve caratteristiche
mentre il segno piu sulla seconda famiglia. Supponendo che il punto a sia
noto si ha sulla prima caratteristica:

a,+v,=a,+v, =C j—y:tan(a—y)
X

Dove C, e una costante. Sulla seconda si ha:
d
O(b—VbZOCa—VaZ—C” —yztan(a+,u)
dx
Le quantita +y sono dette invarianti di Riemann.

SR ool Complementi di Gasdinamica — T Astarita 29
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Applicazione del metodo delle caratteristiche al sistema di equazioni:

Dp DV DE, ( )

——+pV-V =0 = —V. =V-AVT +V -7, — pV

of TPY Y th+Yp A Por W YT =Py
Nelle ipotesi di moto stazionario e trascurabilita degli effetti dissipativi
diventano: V2

V-(pV)=0 bV P52

: = —+Vp=0
-\ ot P R~ =V-(-pv)

Dall’equazione di bilancio della quantita di moto si puo ricavare quella
dell’energia cinetica che sottratta all’equazione di conservazione dell’energia
totale da:

DV *° De
— : — —=V.-(-pV)+V  -Vp=-pV.V
th+\ti 0 'ODt _(p_)__p PV -V
i Complementi di Gasdinamica — T Astarita a1
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p—=-pV-V V-(oVv)=0 p o VP =0

L’energia interna puo essere espressa in termini della pressione e della
densita; dalla continuita si ha:

Toy-1 y-1p Dt o Dt
2
pDe_ 1 bp 1 pbp_ 1 Dp a D'O——py-v

Dt »-1Dt y-1p Dt »-1Dt (y-1y Dt  — —

1 Dp a Dp mpDp a’Dp
y-1Dt (y-1)y Dt yp Dt y Dt

1 Dp_a2 14 1 D,o_a2 y |Dp
y=1Dt vy y=1)Dt y{y-1)Dt
bp _,2Dp

gmm, DU Dt
ST

S Complementi di Gasdinamica — T Astarita 32
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DV Dp _,Dp
(V)= ~=4Vp=0 “E_a?=~
v-(pv)=0 Por TP Dt Dt

In coordinate cartesiane ed in due dimensioni si ha:

up, +vp, + pu, + pv, =0

puu, + pvu, +p, =0

pwv, +pw, +p, =0

up, +vp, —a’up, —a‘vp, =0
Il metodo delle derivate indeterminate sarebbe di difficile applicazione
perché dovremmo aggiungere altre 4 equazioni arrivando ad un sistema di

otto equazioni quindi applicheremo il metodo delle combinazioni lineari
(Metodo 2) e successivamente il terzo metodo.

Si procede quindi a moltiplicare la prima equazione per o, la seconda per o,
e Cosli via.

SR ool Complementi di Gasdinamica — T Astarita 33
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up, +vp, + pu, + pv, =0

puu, + pvu, +p, =0

puv, +pw, +p, =0

up, +vp, —a’up, —a’vp, =0
Sommando si ottiene:

o(up, +Vp, + g + [ )+ o, oy + g, )+

aB(pqu + UV, + py)+ c74(upX +vp, —a‘up, —azv,oy): 0
Raggruppando:

(oo, + puc, u, + pvoguy|+ [puow, + (oo, + pvo, v, | +

(uo, -auc, ), +lvo, —a’vo, )py |+[(e, +uc,)p, + (o, +vo,)p, |=0

eod Complementi di Gasdinamica — T Astarita 34
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[(,00'1+,0UO'2)UX +,0VO'2uy]+[puO-3vX +(p0'1+PV(73)Vy] T
[(ual —a2u64)px + (Val _a2V0-4)py]+ [((72 +u‘74)px + (0'3 +VO—4)py]: 0)

Da cui:

NO, P01+,0V03V +
PO+ pUo, PUC ’

( ) Vo, —avo, o, +Vo,
Uo,—a‘uo, ) p, + 5 Py +(02+u<74 P, + p, [=0

(po, + pUGZ){UX + uy} +pUa{vX +

Le equazioni delle curve caratteristiche si ricavano a partire dal sistema:

dy _,_  moy, _poi+pNos _ vo,-avo, _ o, +Vo,

dx 0O, + puo, oUo, uoc,—-a’uc, o,+Uoc,
Il sistema diventa: oA+ ui—-v)o, =0

o, +(V-ui)o, =0
(UA-V)o, + (v - Au)a’s, =0
lo,—o,+Ul-Vv)o, =0

SR s/IComplementi di Gasdinamica — T Astarita
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o A+Uui-v)o, =0
o, +(V—-ul)o, =0
(UA—-V)o, + (v - Au)a’c, =0
do,—o,+(Ui-Vv)o, =0

In forma matriciale:

4 (ui-v) 0O 0 |[o
1 0 (v-ul) 0 o,
ui-v) 0 0 (v-aua?||o,
0 A -1 (ui-v) | |o,

Con b=(ui-v)

2 b 0 0 1[o
1 0 -b O o,
b 0 0 -ba?||o,
[0 4 -1 b o,

& Complementi di Gasdinamica — T Astarita
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A b O 0 o,
1 0 -b O o,
b 0 0 -ba®||o,

Imponendo che il determinate sia nullo:

A(b)2ba?)- bli(- ba®)+ b(b?)|= #b%a® + b%a® —b* =0
b?(%a? +a% —b?)=(ul-v) (/lzaz +a’—(ud —v)z): (9)?+ 1)a? = b?
(ui-v) (a2 +a® — (U2 - 2uva +v?))=
= (ui-v)(@®-u?)2 +2uva + (a2 -v?))

W] v (a2} ~2wa+ (2 ~a7) 0
dx|, u
dy uv i\/uzvz—(uz—azxvz—az)
Ady=—"" = 2 _ 52
dx |4, u-—a
SR Complementi di Gasdinamica — T Astarita 37
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dy| v
ﬂﬁz_dxlz_u
5 gy v 4 utv?—(ut-a?fv?-a?)
* x|y, u’-a’

La prima soluzione e doppia e dice che le prime due caratteristiche sono
coincidenti con le linee di corrente. Mentre le altre due soluzioni sono uguali
a quelle gia trovate. Dal sistema di equazioni per la prlma soluzione si ha:

o A+(Uui-v)s, =0 BN —+Maz_o 5 6,=0

01+(V—uﬂ,)c73 =0 —> o, +|V _d— 03
(UA-V)o, +(v-Au)a’c, =0 — Mal )/i/uja o, =0
Vv Vv
/102—0'3+(u/1—v)c7420 —> GGZ o, +| U=<V —> GS:GO-Z
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Quindi si ha che o, e o, possono essere scelte arbitrariamente mentre:
o, =0
Y

O, =——0O
3 2
u

La seguente relazione sulla curva caratteristica diventa:

(,0(71+,OUO'2)|:UX+ NG uy}+puG{vx+pal+pva3vy}+
PO+ pUs, PUC

2
+ (u(yl —aZUG4{pX A —a2v<74 py} +(o, +UG4)|:pX + 95 Vo, py} =0
Uuo,—a‘uoc, o, +Uo,
(pé:+pu%)du + puo,dv + (yé: —aug, Ko+, +us,)dp = 0
Con le posizioni precedenti si ha:
puoc,du + pu%azdv ~a’uo,dp + (o, +uc,)dp =0
Raggruppando:

_ 0,(pudu + pvdv +dp)+ (~a?udp+udp o, =0
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o, (pudu + pvdv +dp)+ (— a’udp +udp )04 =0
Imponendo o,=0 si ha lungo una linea di corrente:

(—azud,o+udp)<74 =0—>-a’dp+dp=0 _)g_p —a® —> s =cost
yo,
Imponendo o,=0 si ha lungo una linea di corrente:

du®  dv”®
o,(pudu + pvdv +dp)=0 — pudu + pvdv +dp = p P

+dp=0—>

2
= p

+dp = pVdV +dp =0
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Per le altre due curve caratteristiche si ha: b= (u/i—v)
s _dy| _uwv + Juv? —(u? -a?)v2 -a?) (9) (2 +1p2 =b?
*odx|y, u?-a?
o A+Uui-v)s, =0 — o A+bo,=0 — o, =—A0o,
+(v-ul)o, =0 — o,—bo,=0 — o, =bo,
(uUi-v)o,+(-Aua’s, =0 — bo,—-ba’c,=0 — o, :%og,,
lo,-o,+Ui-Vv)o,=0 —> Ao,-o,+bo,=0 — ﬂ,(—/l)—1+b£2 0
Sostituendo nella: a
(po, + puc, )du + puc,av +(uc, —a’us, Jdp + (o, +uo, Jdp =0
Si ha:
(pb — pui)du + pudv + (ub —a’u %)dp + (— A+U %)dp =0
a a
(p(ul —Vv)— pui)du + pudv +(ub —ub)dp +(—i +U %)dp =0
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(pur=v) pu/jdu + pudv + (ub ub)d,o+( /1+u£jdp 0
—pvdu+pudv+(—/1+u%jdp:0 pudu + pvdv +dp =0
b\ \ 9) (2+1?=h?
—ovdu + pudv —| —A+U— |(pudu + pvdv )=0
pERTR ( asz A b (2+1)
dul =v +| A - o dv A— o =0 @ P
u + U;U + u-+ U; — bZ(Ul—V)
2 2 _
du —v+u&—u2(/1—+1) +dv u+/1v—b+vv(}b +1) =0 b+v=ul
b e )Ty

" b2—uz(&2+1)j+dv(u/1b+;5b(—byii—bv —VZZZ—VZJZO A

b
du (a2 —u?) 2 +1) v (Ui-v)b-v?(# +1) 0
b b B
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du
b Ab

i (az—uz)(/12+1) \dv bz—vz(/12+1)]20

@ -u?)2* +1) v A=V VA2 +1)) =0

b Ab

du((a2 —u;)()b2 +1)j+dV[(a2 —vZ) 22+ )jzo

Ab

dv _Al2-u?)_ —uv Fuv’—(u’-a’ v -a*) b=(Uui-v)

du v —a? vZ—a?

b+v =uAl

Avendo utilizzato la relazione: (9) (/12 +1)a2 _ b2

_w + Juv? —(u?-a’)v? -a?)

2 2
34 u--—a

_dy
A =
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Metodo 3 - Analisi degli autovalori

Analizziamo il problema con il modulo di calcolo simbolico di matlab. Le
equazioni sono:

AN g W g _| "
=oX T oy Y
|G C _|C G 21 1 -c,
= |0 1 = (-1 0 — ¢, |0 ¢
Con
c,=a’-u’® c,=-wv c,=a’-v’ ¢, =0
Si ha:
2 2 2,2 1 uv
A:{a —u —uv} B:{—uv a —v} Aol o
=1 o0 1 = -1 o0 —
0 1

v a®—v’
_Al.p -

C=A B=|"a2-u? a?-u?
-1 0
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clear
symsrhouvpUVPRWaABXxy s
syms U(s) V(s) P(s) R(s);
W=[ U ;V];
A=[a*a-u*u -u*v

01];

B=[-u*v a*a-v*v

-10];
Testo=['$" latex(simplify(A*-1) ) '$'];
clf;text(.05,.5,Testo,'Interpreter’,'latex’,'FontSize’,35);

( CL2 L u2) -1 1 uv
a’—u? At=122_2 aZ_y2
0 1 0 1
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clear all
symsrhouvpUVPRWaABXxy s
syms U(s) V(s) P(s) R(s);
W=[ U ; V],
A=[a*a-u*u -u*v

01];

B=[-u*v a*a-v*v
-1 0J;
C=simplify(A*-1*B);

Testo=['$" latex(simplify(C) ) '$' ];
clf;text(.05,.5,Testo,'Interpreter’,'latex’,'FontSize’,35);

5 2,2

9 v —a*+v? . 5 —UW & -V
_a2_|_u2 _a2+u2 g:A E: a.2_u2 a2_uZ
—1 0 1 0
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clear all
symsrhouvpUVPRWaABXxy s
syms U(s) V(s) P(s) R(s);
W=[ U ;V];
A=[a*a-u*u -u*v

01];

B=[-u*v a*a-v*v
-10];
C=simplify(A*-1*B);
[R,E] = eig(C);
lambda =simplify(diag(E ));
L=simplify(R"-1);% auto vettori sinistri
Testo=['$" latex(simplify(lambda)) '$'];
Testo=['$" latex(simplify(L)) '$';
Testo=['$' latex(simplify(-L(1,1)/L(1,2))) '$'];
clf;text(.05,.5, Testo,'Interpreter’,'latex’,'FontSize',30);
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Testo=['$' latex(simplify(lambda)) '$'];

wvtayv —a2+vi4ud 2(12 . y2)_ At
S dy -—uv i\/az(u ;Lv )—a
uv—ay —a’+v’4u? dx a —u
_ —a?+u? _

Testo=['$" latex(simplify(L)) '$'];
- —a’+u? . U ]
1/2 vV —a*a2v?ula? 1/2 V —a*+atv?tula? T 1/2

| /9 1/2 w4 1/9

N VvV —a*+avl+ula? VvV —a*+a2vl+ula?

du
Testo=['$' latex(simplify(-L(1,1)/L(1,2))) '$'; dr; =l;, |i2]-{dv}=0
wvt+av —a2+v2 +u2 dv aZ+ B a’—u?
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Metodo 3 - Analisi degli autovalori
puu, + pvu, +p, =0
puv, + v, +p, =0
up, +vp, —a‘up, —a’vp, =0

up, +vp, + pu, + pv, =0

A% +B % =0
=oX T oy
Cu T cup 01 07 —pv 0 0 0 7
o — v A 0 wu P 0 0 B 0 pU 1 ()
/ P 0 0 u —ua® - 0 0 v —uva?
2 P 0 0O u 0 P (0 v
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clear all

symsrhouvpUVPRWaABXy s

syms U(s) V(s) P(s) R(s);

w=[U ;V; P ;R]

A=[ rho*u010;0rho*u00;00u-u*a*a;rho00u];
B=[rho*v000; 0rho*v10;00 v-v*a*a; 0rho O v];
C=simplify(A*-1*B);

[R.E] = eig(C);

lambda =simplify(diag(E ));

L=simplify(R"-1);% auto vettori sinistri

u Cup 01 0 7 rpv 00 0

v 0 wup 0 0 0 v 1 0
. A up 2 B P |
p 0 0 u —ua® 0 0 v —wva?

L P L p 0 0 U 0 p 0 W
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Testo=['$' latex(simplify(lambda)) '$'];

U

U
v

u

uv+tav/u2+v2—a?
22

wv—avu2+v2 —a?

u?2 —a?

Testo=['$' latex(simplify(L)) '$' ];

i uw
uZ 42
0
—1/2 L
/ av ul4v?—a?
1/2 L
i / a/ ul4v2—a?

_ dy v
Az = dx|, u
S gy _w + Juv? —(u? —a?)v?-a?)
34 dX » - u2 _a2
v v 0 i
uZ 412 p (u?4v?)
0 —a% 1
up —2
1/2 avut+v?—a? 1/2 ¢ 0
o up —2
1/2 avur+vi—a? 1/2 ¢ 0 |
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Testo=['$' latex(lambda) latex(simplify(L*diff(W,s))) '$'];
clf;text(.05,.5,Testo,'Interpreter’,'latex’,'FontSize’,15);

_ ’U(u(% (S))P‘FU(%V(S))p-}—%P(S)) .
p (u?+v?)
_(EiP(S)JF(% (S))az
02
1/2 _f)v(%U(SDaﬂm (%V(S))a—f—(%P(S))\/MQ_'_UQ_QQ
/ a2\/u2_’_f02_(12
o 2o AU sap (BV 0 10

a’vul+v2—a?

52

eod Complementi di Gasdinamica — T Astarita



Teoria delle caratteristiche

(1) B ( ( L7 (s ))[)—H( d V(s))er - P(s )) ]
p(uZ0?)
(2) —£J%@+G%H(D
2
—pv(LU(s))atup ?%DTS)(}% f%PKS)«Ju2+@2—a2
(3) 1/2 ) (\/3( )
—p@(j%LWSxyb+up(j%Lﬂﬁ))a—(é%?%sxywu2+@2—a2
(4) - _1/2 a?v/u?+v2—a? _
(1) pudu + pvdv +dp =0 — dp = —pVdV
(2) dp=a’dp
2 2 .2
(3) — pvdu + pudv +\/u +\;2 —2 dp = —pvdu + pudv ++M2 —1dp =0
(4) + pvdu — pudv +VM? —1dp =0
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b=(ui-v)
Con il secondo metodo si era trovato: dy uv ta’vM? -1
b A = dx|,,  u’-a’
— pvdu + pudv + —l+u—2jdp:0 34
a
b)) —-Aa°+Au®-vu _u°-a®* wvu _uvzia “YM*-1u-a° wvu
—A+U— |= 2 =4 2 2 2 =
a a a a (u _a ) a’ a
+ 2
_uzta ‘VM? -1 Vu _\/m
a’
Che e equivalente aIIe (3) e (4).
u®+v®-a° >
(3) — pvdu + pudv + ———dp =—pvdu + pudv ++VM? —1dp =0
a

(4) + pvdu — pudv ++VM? —1dp =0
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