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Complementi di Gasdinamica — T Astarita — Modulo 9 del 20.11.14

Linearizzazione delle equazioni

L’equazione del potenziale ed, evidentemente anche le equazioni di Eulero
sono non lineari e, quindi, di difficile soluzione analitica. Per semplificare |l
problema negli anni 40 e 50 € stata sviluppata estensivamente la tecnica di
linearizzare le equazioni.

Nell'ipotesi che il moto sia stazionario bidimensionale e che il corpo

immerso nel fluido sia sottile si pud supporre che esso provochi solo piccoli
disturbi rispetto ad una soluzione banale (moto uniforme).
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Linearizzazione delle equazioni

o, =u, +UuU ®, =V

1 2
Dalla equazione: Poc Py~ 7 ((ofgoxx + yy)— ?(([)X(pyq)xy): 0
Si ha:
1 ! 2 2 I I
Pxx ¥ Pyy _g((”w U 0y +-¢yy)__2((uw +u'\V goxy)z 0

(g, + o, )- (U * U o, + o, )- 2T p,, =

Ricordando che:

a?=a? —77_1(§0X+(py) 2—7/7_1((%+u')2+v'2)=a§—7/7_1(u§,+2uoou'+u'2+v'2)

O

-1
a?=a’+L—u2
2

Sihg: @ =a. —7/71(2u u'+u 2 +v'2)
( 2 ]/ 1(2 |2) _( |)2 12 2( |)/|
Pyx T Pyy a, — 7 u u'+u' +V =\u,+u) o, tV Dyy + U, +U Pxy
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Linearizzazione delle equazioni

(pu+ (pyy{a - %_1(2uwu'+u'2+v'2)) =(u, +u Vo, +VvZe, +2(u, +u N o,

(0, + o, | a2 —77_1(2uwu'+u'2+v'ZD ~ (ui + 2umu'+u'2)(pXX +v'2g,, +2(u, +u' N o,
Dividendo per 52 e raggruppando

}/_1 ur u12 V12
(o, +¢W{1—TM§(2U e ]] _

12 ' [

) ,V (V' U'v
:Mw£1+-j +M: Ui ¢yy+2M“(uﬁ + Ui j(pxy
(1 MZ%D B 7/_1M2 2 ur u!2 V12 ( )

-M: XX+¢yy_T - uw+u020+u020 ¢xx+(0yy +

12

% of VI UV
T IM: -2 qoyy+2Mw(u | + 7 jq)xy

+M?

Che é un’equazione esatta.
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Linearizzazione delle equazioni

Supponendo che u?<<u? Vv'?<<u? ma conservando termini del tipo

M2 si ha:
u

Linearizzazione delle equazioni

+(y —1)M? '¢yy+2M2 i

00 OO 00

(1-M2)p,, +9,, = (y + M2

Se ipotizziamo che il moto non sia ipersonico: M?> =1 (M, <5)

¢xy

o u

Termini del tipo M., y Nsultano trascurabili rispetto all'unita. Quindi se (1 — Mi)

e di ordine unitario (moti non transonici) I'equazione del potenziale diventa:

Moti subsonici
(1_Mi)(PXX+¢yy=0 . ..
Moti supersonici

Per moti transonici si pud supporre che (1 — Mj) sia dello stesso ordine di
grandezza di quindi 'equazione del potenziale diventa:

1-M2p, +0¢,, = M? =1 (M, <5)
v, o, - R
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Linearizzazione delle equazioni

In tre dimensioni si possono fare ragionamenti analoghi ottenendo per moto

non transonico:
Moti subsonici
(1-M2)p,, +¢, +¢, =0 {

Moti supersonici

Mentre per moto anche transonico si ha:

(1-M2)p,, +0, +0, =(r+IM2 g (M2=1 (M, <5)
u

0
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Linearizzazione delle equazioni

Definendo @ =¢@+U,X siha U=¢, V=¢, come gia visto per
moti subsonici o supersonici I'equazione del potenziale é:

2\ 1
(1-M2)p +¢,, =0
La condizione al contorno sul corpo é:

— V' %«1 N dy | _ Vv (X’y)COrpo
u,_+u dx \ u

Corpo o)

ay
dx

Corpo

Poiché il corpo e sottile si pud sviluppare in serie la componente v”.

(6 oo =V c0)+ XLy

Trascurando il secondo termine si ha:
V' (x,0)




Linearizzazione delle equazioni

La condizione al allinfinito &€ semplicemente che le perturbazioni della
velocita siano nulle o al piu finite.

u=v'=0
r— oo .
{u' V' finiti
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Coefficiente di pressione

P P _
_P-Db, P. _ P
C
p
1 Oou 171000 17/1\/|2

27 2, e M=
Per moti omoentalpici ed isentropici si ha:
2

I2 l2
c,T +u—°°:cT+(u°O+u) i
00 2 p

2u'U,_ +Uu’+v'?
2c,

T
2 1 12 12 _ 1 12 12
_:_:1_ uz (ZU LUty J:1_Miy 1(2u LUt J

u? 2

o]

T =
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Coefficiente di pressione

T ,v=1(2u" u?+v*? p_(T)
_=1_Moo + 2 p T
T 2 (u u o

Utilizzando lo sviluppo in serie: (14 x)™ =1+ mx

Y
i 1 12 12 v i 1 12 1
p ={1—M27/ 1£2u LUty ﬂ? ;1_Miy 1(2u LUty J y

D, “ 2 lu, u? 2 (u, uz  Jy-1
£;1_M21[2u' u'2+v'2] P,
P, "2\ u, u? sz,ﬁ)‘” 2

574\/'00

o0

Come gia visto per la condizione al contorno sul corpo si pud supporre:
; _2u'(x,0)

Moto subsonico su parete sinusoidale

Si supponga che la superficie del corpo sia data dall’equazione:
. [ 27X
y\Corpo = Asm(Tj A<< ]

L’ipotesi aggiuntiva serve per assicurare che l'ipotesi dei piccoli disturbi sia
verificata. Le condizioni al contorno sono:

dy
1 ’O — 7
V' (x,0)=u, o

= uwAz—ﬂ cos(z—ﬂxj y —>oo U,V finiti
A A

Corpo

Si risolve I'equazione del potenziale per separazione di variabili:

(1 - Mi)qplxx'wﬂlyy =0

¥p = A sin [2’;{]
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Moto subsonico su parete sinusoidale

Supponendo che ¢ = X(x)Y(y) e sostituendo nella (1-M2 )y +¢, =0 si ha:
(1-M2)X"'Y + XY"' =0
X" 1Y K2

X 1-M2 Y
Affinché si possano separare le variabili sia il primo membro che il secondo
devono essere costanti. Si & scelto il valore della costante pari a k?

X"+k*X =0
Y —(1-M2 K2 =0

La soluzione generale di queste equazioni differenziali € nella forma di
esponenziali (in generale complessi):

X =c,cos(kx)+c, sin(kx)
Y = C3€‘/@ky + C4e_mky
¢ = (c, cos(kx)+c, Sin(kx))(csem"y ; c4e‘m‘<y)
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Moto subsonico su parete sinusoidale

¢ = (c, cos(kx)+ ¢, sin(kx)) c,e’™ 2 + C4e—mky)

Chiaramente le costanti si devono ricavare dalle condizioni al contorno. Per
avere valori finiti dei disturbi all'infinito si vede subito che & necessario che
C; sia nulla. Mentre sulla parete si ha:

V' (x,0)= uwA%TCOSKZTﬂX) = ¢, (x,0)=(c,cos(kx)+c, sin(kx))(— Cyy/1-M? k)
Dal confronto si vede immediatamente che c, deve essere identicamente
nulla. Inoltre:

_2r

A
cC1-M2k=—u AL 5 cc,=- u.A
1-M?

. ' __ 0
Dacui: ¢=——F7——C0s P
S ,(/1 —M2
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Moto subsonico su parete sinusoidale

, u,A (anj 222
=——=—C0S e
J1-M?
Come ci si aspetta 'ampiezza delle perturbazioni diminuisce allontanandosi

dal corpo. Il coefficiente di pressione pud essere ricavato immediatamente
dalla (1)

2u'
(1) C, =T
o 27 UA (27 e—\/1—M£2;’y
20 A J1-M? A
C = @X‘yzo _ ” y=0 _
= —_ -
u(x) uw
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Moto subsonico su parete sinusoidale

. UuA cos(Z”Xje‘hMizzy c - 4 Sin(zﬂxj
N YE N VE A
_1mz 2 2 A 2 _ w22y
':M—wAsin(z_ﬂxje M= V' = ,, COS(—RXJG A
a1-mz LA A
271X
o | disturbi Si attenuano y\COrpO:AS|n(7) A<<d
allontanandosi dalla parete ma
I'attenuazione diminuisce al

crescere del numero di Mach;

e |l coefficiente di pressione € in
contro fase con la parete solida
quindi la resistenza & nulla;

e |l coefficiente di pressione ed U
aumentano alllaumentare di M.

Figure 13.4 Subsonic Flow Streamlines and Pressure Variation
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Moto subsonico su parete sinusoidale

. UA cos(ZﬂXjeWMizzy c __ A4 sin(zm(j
N YE N VE A

[ a2 27y A pa2 27y
u o 2A sin(zm(je_ vy V' = ZﬂuwAcos(zﬂxje M

N EY AR
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Moto subsonico su parete sinusoidale

Si vogliono determinare le linee di corrente. Introducendo la funzione di
corrente in regime compressibile come:

u=Py v=-~Foy,
P p

Derivando la prima rispetto a x e la seconda rispetto a y si ha:
(pu )x = IOoony (IOV )y = _pool//xy

Quindi con questa posizione l'equazione di continuita €& identicamente

soddisfatta. Introducendo i parametri S e k si ha:
2

=J1-M2 k="2

p - P

_ 1wz 2y
¢ = icos(zmje L uzACOS(kx)e_ﬂky

J1-M?

YA sin(koe V' =u, Ak cos(kx)e ™
B

u =
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Moto subsonico su parete sinusoidale

Si é gia visto che: _ &l//y V= %Wx

—=1-M? + — ==
2y i == kesinoce

T 2
Quindi sviluppando in serie si ha: v'=u, Ak cos(kx)e ™

0
1

_ 1 12 12 F 1
£:(1_Miy 1(2u +u +2v B ~1-M? 1( u /\lv J;1_Miu_
0. 2 (u u "2\ u, u? u

o0 o0 e o] o0

Sostituendo questa relazione nella definizione della funzione di corrente si

ha U
(1 M2u )(uoo+u) u, +u-M2u'=u, +u (1-M?)=

0

+(1- Mj)UZA ksin(kx)e™ =u_ + pu, Ak sin(kx)e ™
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Moto subsonico su parete sinusoidale
P P

u=-= vV=—"=
w, =u, + Au, Ak sin(kx)e ™ o i ¥
Integrando questa relazione e poi derivandola rispetto a x si ha:
w =u_y —u_ Asin(kx)e ™ +f(x) V' =u, Ak cos(kx)e™*
v, =-u, Ak cos(kx)e ™ +f'(x)=—-L-v' = —(1 = Mj/%jumAk cos(kx)e ™
pOO uOO

Da cuisiricava: f'(x)=0 — f(x)=C
Imponendo che la costante sia nulla si ha:

w =u_y —u_Asin(kx)e ™

Le linee di corrente possono essere determinate imponendo che y sia
costante.
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Leggi di similitudine subsonica

L’idea & di estendere i risultati (teorici e/o sperimentali) ricavati in regime

incompressibile anche al

regime compressibile. Per fare questo si

confrontano le equazioni e le condizioni al contorno per due valori diversi del
numero di Mach definiti dai pedici 1 e 2. Per il primo valore di M si deve

risolvere 'equazione:

2 ' )
(1 B M1 )@1XX + (01yy = 0
Con la condizione al contorno (u, € la velocita asintotica):

_ 1 9¢,(x,0)
u, oy,

_V'(x0) dy

u dx

o0 Corpo

dy
dx

Corpo

Si pud supporre che la forma del profilo sia definita dall’equazione:

v= %) - Lent(X)
C C C
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Con t spessore assoluto, 7 spessore relativo e f funzione generica:

21

Leggi di similitudine subsonica

La condizione al contorno diventa: d_y
X dx
. 8f — Corpo
8(01(X,0) dy (Cj ,(X)
oy dx Corpo OX C E = T1f(

Il coefficiente di pressione sul corpo diventa:

() C __ 2 2 0¢(x0)
" u, ox

0

A questo punto si consideri la trasformazione:

1-M? . 1u, .
:X = _—
S 7 ,/1_M22y RN

Con A costante arbitraria.
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Leggi di similitudine subsonica

£ = _ 1—|\/|12y _lU_2 (1_M12)¢I1xx+§0l1yy:0
77 1—M22 ¢2 AU1 (01
u 1- |\/|2

P = A 1(”2@5(%52 ¢1yy_A (027777(77y)2_ _¢2n’71 |\/|2

L’equazione del potenziale nelle nuove variabili diventa:

1M
(1-M: )A ¢2§§+A O iz |v|2:0
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Leggi di similitudine subsonlcF
M2 Xx+gp1yy 0

1—-M? . 1u, .
§:X 77: —12y ¢2:——2¢1 (1_M22%02§§+¢27777:O
1-M; A u, 56,(x.0)
Op :U1T1f(§j
oy

La condizione al contorno diventa: C

0pi(x0) _ pUs 095(£0)  _ 5 U1 09:(S0) [1-M :u1f1f.(x]

oy u, on  “u, an \1-M2 c

Ma il secondo potenziale deve soddisfare anche la relazione che permette
di avere corpi simili:

M :uzrzf'(éj

on C
Quindi si trova una relazione fra i due spessori:
u 1-M? 1-M?
A—tur, |—L=ur, - ,=Ar, |—=
u, 1-M, 1-M,
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Leggi di similitudine subsonica

fox e /1—Mfy (p._1u2¢. (1-M? g, + gy, =0

- - IRVE 27 o A . .
1-M, AL, (1_M22)@2§§+¢2m7:0
1—M?

7, = A1, T MZ
2

Il coefficiente di pressione diventa:
c __20p(x0)_ 2 ,u a(p'z(g,o);x/_ A2 09,(£0)

p1

u, o¢&

u, ox u, u, 0o

Ma per il secondo flusso si ha:
_ 2 09,(¢0)

U, 8¢

Confrontando: C, =AC,,
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Leggi di similitudine subsonica

1-M? . 1u, . (1—Mf)¢;xx+¢%yy =0
2 o o ' '
1_M2 Al (1_M22)@2§§+¢27777 =0

Riassumendo si ha che confrontando due flussi relativi a due numeri di
Mach diversi (e di conseguenza due velocita asintotiche diverse) se si
impone che:

1-M?
7, =Ar, /—1 M12
- V2

Si trova che la distribuzione di pressione sul corpo € data da:
C, =AC,,
In particolare si puo supporre che M, sia nullo e che invece M, sia uguale a

M_. In questo modo si possono estendere i risultati ottenuti per flussi
incompressibili al caso in cui gli effetti della compressibilita non possono

essere trascurati.
_ / 2 _ 74
A

J1-M2
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Leggi di similitudine subsonica

r, = A1, 1-M? — T2:A—'1T1—Mi

Quanto detto pud essere espresso con un’unica relazione:

C1
TDZsz =9(T2)=9 W

74

In particolare eliminando il pedice 1 si ha che il coefficiente di pressione in
regime compressibile puo essere valutato a partire da quello in regime
incompressibile attraverso una legge di similitudine del tipo:

C, T T
"l A1-M2

A AJ1-M2

Come si pud vedere in questo caso (bidimensionale piano) € possibile
scegliere il valore della costante in modo arbitrario ottenendo cosi diverse
leggi di similitudine.
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La similitudine di Goethert si ottiene .
i m po nen d 0. Compressible —_—
1 -

A= _ [1_ 2

1—Mi ﬂ_ 1 MDO M.
Con questa posizione si ha: Ao —

2 —
o _oli-m2)_c, ()

p 1_ M2 - 182 L
Quindi se si vuole conoscere la froompressible
distribuzione della pressione su un
profilo di spessore relativo 7 per
M=M_ si deve analizzare il —
comportamento di un profilo piu -

SOttile in regime incompreSSibile e Figure 13.6 Incompressible and Compressible Angles of Attack
: . . . . of an Airfoil
poi aumentare il coefficiente di

pressione di un fattore 2.
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Leggi di similitudine subsonica

Ad esempio supponendo che le
corde siano uguali si ha (Fig. a):

c=C t=ty1-M?

Oppure  supponendo che lo
spessore assoluto sia uguale (Fig.
b)

t =t C = ¢

In entrambi i casi il coefficiente di
pressione si ricava da:

C C

_ —pi _ pi

Y N VE
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Compressible

Incompressible
y
(2

Incompressible
®)

Figure 13.6 Incompressible and Compressible Angles of Attack
of an Airfoil

l_c_aﬂclﬁ] Ny v [SE'“T"EE]

(camber);

-~~~ Mean line {equidistant between upper and lower surfaces)

Leggi di similitudine subsonica

Evidentemente tutte le grandezze
relative che possono essere
espresse come rapporto tra una
lunghezza lungo y e la corda del

profilo si comportano come lo
spessore. Ad esempio per:
C, =C
Si ha:
(04

Inoltre tutti i coefficienti delle forze si
comportano come C

.
| C,
N
P

Compressible

Incompressible
(2)

Incompressible
®)

Figure 13.6 Incompressible and Compressible Angles of Attack
of an Airfoil

l_c_aﬂctﬁ] Ny vz [SE‘“T"EE]

(camber);

-~~~ Mean line {equidistant between upper and lower surfaces)




Leggi di similitudine subsonica

La similitudine di Goethert e le relative regole sono utili e valgono anche
nel caso di simmetria assialsimmetrica. Sarebbe piu comodo, pero,
confrontare le caratteristiche aerodinamiche di un profilo con le stesse
caratteristiche geometriche sia in regime incompressibile che compressibile.
La similitudine di Prandtl — Glauert, valida solo in caso di moto
bidimensionale piano permette proprio di ottenere questo tipo legge di
similitudine. Imponendo che la costante A valga:
1 C T T

A=—— YTy gl T |c| T
NEV A o Ay

Si ha: c
Cp — g(T) pi

J1-M? "B

Quindi se si vuole conoscere la distribuzione della pressione su un profilo di
spessore relativo 7 per M=M_, si deve analizzare il comportamento di un
profilo di uguale forma in regime incompressibile e poi aumentare |l
oefficiente di pressione di un fattore g.
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i

Leggi di

Bbaian.

imilitudine subsonica

.Y._

Ludwig Prandtl (1875 — 1953) Hermann Glauert 1892 - 1934
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Leggi di similitudine subsonica

Le ipotesi della similitudine di Goethert e Prandtl - Glauert sono:
e Geometria bidimensionale piana; (La similitudine di Goethert vale anche in

presenza di simmetria assialsimmetrica);

e Piccoli disturbi;
e M_lontano da 1;

Regole di Goethert

c=C — Loh e 1-M?
t f «
C _Cpi_ Cpi
p 2 2
p° 1-M7

Regole di Prandtl - Glauert

Leggi di similitudine subsonica

C,=—=

SN VE

Esistono varie formule che hanno provato ad estendere l'intervallo di validita
delle regole di similitudine. In particolare la regola di Laitone si ottiene
supponendo che la variazione locale del numero di Mach possa essere
significativa in questo caso la regola di Prandtl — Glauert puo essere

modificata come:

P
-1 2
_ 2 \y—1
Dalla relazione C, = P, si ha: £=1+CpZMj = 2+(y 1)Mo§ !
YAVE: Po 2 2+(y—1M
= 2 - oy

4

8

/ 2

(1+C ZMEO) - 2+(7—1)M2
P2 2+(y—1M

Risolvendo per il numero di Mach (sviluppando in serie il secondo termine):

17
Y

(2+(y—1)|v|§(1+cp£|v|§j -2 (2+(y—1)|v|§(1+cp1‘27|v|§)—2

y—1 y—1

2+ (y —1M? =(2+(}/—1)M£(1+Cpgl\/lij

M2 =
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Leggi di similitudine subsonica

(2+(y—1)|v|§{1+cp1‘7|v|j)—2
M? = 2

= M? —CpMi(1+%_1M2j

y—1 )
Approssimando C_ con C_ e sostituendo nella C, = —2__ siha:
p C pi pc: /1_M2
C = pi _ pi
p

_ 2
\/1—Mj+CpiMj(1+y1Mj) i 1+(:W|Z/L>°(1+HMO§)
2 V;; 2

Sviluppando in serie la radice si ottiene la formula di Laitone:
C. C

p! pi

G = C.M? y—1 T C.M? y—1 B
1+ 22114+ L M2 4 w(1+ _ sz
ﬂ(+2ﬂ2(+ wJJﬁ 2p T2 M
C.
— p!
o 1-M2 + CyM. (1+7/_1M2)
2 1-M2 2 7
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Trasformazione dell’odografo

Attraverso questa trasformazione si pud passare da equazioni non lineari ad
equazioni sempre alle derivate parziali ma lineari. L’equazione del
potenziale pud essere espressa in termini di variabili primitive:

@ - 0o, — 2p.0, 0, )+ @7 02 Jp,, =0

u? uv v?
(1—¥jux —g(uy +Vx)+(1_¥}/y - 0

v,—u, =0

g o

> X > U

(a) Physical plane (b) Hodograph plane
Figure 12.6 The Physical and Hodograph Planes

Complementi di Gasdinamica — T Astarita 36




Trasformazione dell’odografo

La relazione funzionale che lega le variabili nel piano fisico a quelle nel
piano dell’odografo é:

x =x(u,v) dx = x,du + x,dv
y=y(uv) dy =y,du +y,dv

o v

Che in forma matriciale diventa:

&l e

A—{X” XV} At [U Yy :1{ Y, _Xv:|
- yu yv - VX Vy 'J _yu Xu
Dove J €& lo Jacobiano della trasformazione e perché abbia senso deve
essere non nullo:
J=8(X’y)=x Y, —Y.X
a(u’v) u’sv u’'v
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Trasformazione dell’odografo

u uv v? S (U U1
( —gj ——2<Uy +VX)+(1—¥)V)/ :0 é =|:Vx Vy :3
~u,

V.,

Utilizzando questa trasformazione le equazioni diventano:

(a2 -u?ly, +uv(y, +x,)+ (@2 -v2)x, =0
Yo =X, = 0

con a’=a; —77_1(u +v)

Il sistema di equazioni diventa cosi lineare perd al posto di imporre la
geometria e determinare il campo di moto si puo in questo caso imporre il
campo di moto e ricavare la geometria.
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Trasformazione dell’odografo

Si vogliono ricavare delle equazioni per il potenziale e la funzione di
corrente.

-u} _V{cosa}_ @, _&{ y/y} _d¢}_ Y .{dx}

v sina ol pl-wy dy | |we v, | |dy
P [
—dy _l//x Wy J —Y, Dy

In coordinate polari si pud supporre che: J= gg '//;
o=pV.a) e y=yV,a) Y

o - -

Sostituendo questa relazione in quella precedente:

dx B B
lay ] -
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= (Dny - ¢ny

Trasformazione dell’odografo
ax] av dv
dy |~ | da | de

Lo Jacobiano diventa:

J= a(¢’V/) =0y -y = U[U ﬁj _V(_V ﬁj = ﬁVZ
a(x,y) Po Po) P
Si possono ricavare delle relazioni esplicite per le derivate della

trasformazione da coordinate cartesiana a polare:

— po _ 100 ,0 i u po V B
Xy = ,OV2 (Wy% _¢yWV)_ ,0V2 (p_ou% —VWVJ—\?% —;\7(//\/ =
_Vcosa  p,Vsina _cosa = p,Sina

V2 W P V2 v V A o, V Yy
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Trasformazione dell’odografo

1|: Wy _¢y:||:¢\/ gpaj|=|:xv Xa:| J:ﬁv2
JI-vy o | lwvw V.| Y Y. Po
Per le altre derivate si ha:
Lo COS & P, Sina
X = — = _—
a ,OV 2 (l//y @a (Dy Wa) V (Da p V V/a
ol o [ P Sina P, COS &
=10 (- + = ~—Vva@, +U =—aq, +—2
Yy pvz( v+ oWy ) pvz( Vo t/fVJ v AW
ol sina P, COS o
Y, pvz( VP + P ) v Ty Y
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Trasformazione dell’odografo

Riassumendo si sono trovate le seguenti equazioni:
COS Sina
(1) X = Po

vv¢vpvl/’v

(2) aZCOSa%_&sina%
V oV

(3) yv _ S|na(0\/ +p0 COSO!WV
\% p V

(4) _Sina L Po COSaWa

y“V%pV

Per il teorema di Schwartz le derivate incrociate sono uguali quindi
derivando la (1) e la (3) rispetto ad « e la (2) e la (4) rispetto a V ed
uguagliando si ottengono due equazioni nelle variabili p e w.

Prima esaminiamo il termine in cui compare la densita:
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Trasformazione dell’odografo

A

1
Lo (Toj}/—1 ag 71
Jo, T | a?

Ma:

2
2 o y=1, a
=a°+—V: -5 —=
" 2 & -

Po _

Yo,
Quindi la densita non dipende da « ma solo da V.

d[ﬂ_ 1 (1 - 1V2]11( ,- 1zvj

y -1

. al pa’
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Trasformazione dell’odografo

Cos P, Sina
1) x, = -
() \4 V V \% d(poj
Cos o , Sina
@) x,-°%%, rshe, PtV
Vv p Vv dv p a
sina 0, COSa
3 = + =2
@) w=="a W
sina P, COS
4 = + =2
(4) y.==9. Ve
Sina COoS P, COS P, Sin
= —_ + — —_ —
Va V % %a p V \% V Vo
_ COosa COS & p, V sina P, Sina — p, sina
aV V2 a aV ,O a2 V a ,0 V2 a /V aV
Sina 0, COS COS o yo) 0, Sina
S) - —=2 =— e —sinay, + 52
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Trasformazione dell’odografo

Cos P, Sina
1) x, = -
() Y V o V Vv d(poj
cosa , Sina
2) x, = g Lo 2%, P zpolz
Vv p Vv dv pa
sina 0, COSa
3 = + =2
() Yv Vv 2 Y, Yy
sina P, COS
4 = + =2
(4) y.==9. Ve
COS « Sina P, Sina P, COS
yVa = V ¢\/ + (o\/a __—WV +— l)[/Va -
p vV P,
Sina Sina P, V cosa P, COS Po C
=— ——Q,, + -2 + ==
yaV V2 (Da oV p a2 V l//a p V2 l//a p V V/av
COS a P, Sina Sina P, 1 £, COS
6 -y, = cosay, — 2
6) =~ v W Ty et s ay, =TSy

Complementi di Gasdinamica — T Astarita 45

Trasformazione dell’odografo

» IR 0
‘/Ia p V2 l//a
in cos
,0 4

pa Ty Ve

Moltiplicando la (5) per cosa € la (6) per sin oo € sommando si ha:
P, Sinalcos a

+—Ml/la
p oV
in
_&Mal/la Lo COS)O!;SIawaZO
P p vV

o sin’ o+ BN Sl - G

Yo, V
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Trasformazione dell’odografo

‘/Ia p V2 '7[/0‘
cos in
() O[@V pOS a V—-+——COSal// _ Po coso
4 p V

p a e v e

Moltiplicando la (5) per sina € la (6) per cos a e sottraendo si ha:

- _- + B “ ~ : a?
_p,Sinfa  cos®a p, Sinacosa
0 V2 l//a V §0V + D V l//V +

P, 1 p, Cos*a

+22—cos’ay, -2 =0
> a2 Ya b V2 Va
2 ) 2
sin®e + cos 1 (= Sin“ o + co
- &¢V+&—2(sm2a+cosza)//a—p° < - . “v. =0
4 p a yo, vV

(7) ¢, =V, d(';‘)] v
1 V2 dv - 0 a2
(8) A :_%\7(1_?}%

Che sono le equazioni di Chaplygin — Molenbroek. Si pud eliminare |l
potenziale derivando la prima equazione rispetto a V e la seconda rispetto
ad «a ed uguagliando:

2

(Vv X .1 V2
Doy =p_(_2+1]§”v +p_VV/vv :_p__(1__2]l)yaa =Ry
p\a P P

2 2
Vi +V(1+V ]Wv (1_\%)'/@(1 =0
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Leggi di similitudine subsonica

j P, V

Q

In modo analogo si pud eliminare la funzione di corrente risolvendo in y e
successivamente derivando la prima equazione rispetto a V e la seconda
rispetto ad « ed uguagliando:

1 p By 0 1
= — — = = -|-
l//Va V po (Daa l//aV _&1 1_\£ % av _&1 1_\L2
oV a’ oV a’
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Trasformazione dell’odografo

d Po » O a§_7_1V2
P)_PoV A _ =—(y -1V
dv p a’ oV oV
SN A A2 S N T TS - A \
2 2 2 2 2 4
0 -1 p aVv a pV a pa p a

51

Trasformazione dell’odografo

V4
11+ —
I _th

N| p, 1(, V2 v2Y
ull |1
pV a ,0 a

1 0 1

_£¢aa: Av 5 Y 5 =

Voo, e A V) TV p 1, v
pV a’ pV a’

V4
e
_ Dy
_ P 1 1_\L2 i

oV a’

v2Y
1——] ., +V ( ]gow +V(1+7 ]
32
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Trasformazione dell’odografo

(7) @, =VLoy, d(p"j
P P)_P NV
s 1(, V? dv p a’
(8) 2 =—%\7(1—?jwa

Le equazioni di Chaplygin — Molenbroek quindi diventano:

9) v (1—\/—2]% +V[1+7V4J(p\/ +(1—V—2T¢M =0

a

2 2
(10) V2, +V[1+\§jwv +[1—\§wa =0
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Tangent - Gas

L’approssimazione “tangent — gas” permette di semplificare le relazioni
isentropiche. Come mostrato in figura per un piano p-v si considera una
approssimazione lineare a partire dalle condizioni statiche:

% __dp :pzd—p:pzazzcost

1 \
dV d* dp J (5,05
P \\ Stagnation
2.2 2.2 2.2 2d_p_ \
e,

(Bys 8
Free-Stream

Questa equazione puo essere integrata:

dp = p?az e
'0 App oximote /A\
1 1 ?;qf.i:'lo'(;g: \ .
(12) p-p. =piai(———j=pwai£1—&] 7
p. P p
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Tangent - Gas

Dall’equazione di Eulero dp +pVdv =0 sj ha: dp = p2a? dfz)
1 (d d 11 g
[vav = 2—Vj)——J—p praz = P> zj
v 2 P p 2 \p° P
Ps Poo
\/2_\/22102612('I _ 1J:p§>a2_a2 g \\
[o’e] o0 00 2 2 2 00 00 \
PP P
Dalla (11) p*a’ = pla’ = pja; = p* = cost (08,
0 Free-Stream
VZ-a?=V2?_-a2 =y2_a?=cost
Nel punto di ristagno si ha: (o - Gons1)
2 2 2 e
VIR . S e\
a’ a Po Ve ]
2 2
VL
p, &
55

2 2 2
VZ=a’-a \/_2:a_2_1 '0—‘;—1
2 , B & P
(D
P a
(15) VE_a & _p. P
a2 _a2 a2 - 2 2
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(pa 'po
\ Stagnation

\

(By+ B
Free-Stream

lsenlroplc

{p/p* = Ganst.)

\
Appmx.mote /)\\

"Tangent - Gas”
p-p Relotion \ _

Ve
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Tangent - Gas

2,2 _ - dp 2 a2

(11) pzazzpiai: oao 10 %ZCOSt (13) %Za—3=1—M2
1 1 o, 02 2
12) p-p, =p’a’| —-—|=pacl1-£= Ps \4
12) p-p. pwa( . p] pwaw( p) 4) =t
V2 2 2 2 2

Nell’approssimazione del “tangent — gas” queste equazioni possono essere
utilizzate al posto delle isentropiche. Perd questa approssimazione presenta
alcune incongruenze. Ad esempio dalla (15) se V aumenta p diminuisce ma
a aumenta. Dalla (13) anche il numero di Mach aumenta perd non puo
diventare supersonico altrimenti p diventa negativo. Lo stesso puo
succedere per la pressione dalla (12):

p_poo _ 1_poo
5 = _—
o P
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Tangent - Gas

P—P., P
pooa'oo IO OO lOoo
Nella condizione limite p=0:
%:1:&_1 o P 1y rt]
P, vV P P Y v
V2 2 2 2 2 2
Dalla (15) — =2 -% L= P gqalla (13) 2 =1-M?
a, a, a, p° p, Po
V2 OVE PR R (1Y (-m2)
2 2 2 2 -(1-M;
aoo aoo IO pO 7/
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Tangent - Gas

V, o _ 1 [7/+1j2_<1_M2)
V M, y -

o0

Questa equazione fornisce per ogni coppia di valori V_ e M_ la massima
velocita compatibile con p>0. Ad esempio per M_=1 si ha:

2
Voo _ (7+1) _ +1:1_71
\Y 4 4

0

Che per profili sottili non & una limitazione significativa.
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Linearizzazione delle equazioni

Si vuole ora ricavare la formula di karman-Tsien. Per prima cosa, partendo
dalle equazioni di Chaplygin — Molenbroek, si pud trovare una semplice
equazione per la win cui compare ancora la densita:

(7) ¢, =VE2y,
Yo,

N

Utilizzando I'approssimazione del tangent-gas  (13) =1-M?

B[

LV e v o
Dl//aa /1_M2 av ,1_M2 V/V
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Leggi di similitudine subsonica

61

Linearizzazione delle equazioni

v vV a( v, Jz 0
“ J1-m2oviJi-m2 Y
Introducendo la trasformazione:
:Wd_v N o dv, o V\/i 8
| V NV dv eV, V
L’equazione del potenziale diventa:

SR TR

l//aa +Vi i Vi a—w =
EAREY,

Che € uguale a quella che si avrebbe per M —0

Complementi di Gasdinamica — T Astarita

62




Linearizzazione delle equazioni

Se fosse nota una soluzione w;i(xy;) in regime incompressibile & possibile
anche trovare la sua controparte nel piano dell’'odografo y(V,, ).

Poiché le equazioni sono uguali si ha:

v(V,a)=y(V, )
A questo punto dalla y(V,«a) si pud cercare la forma del profilo nel piano
fisico utilizzando le equazioni (1-4). Il profilo per il regime compressibile
sara, in generale, diverso da quello del regime incompressibile ma le
differenze sono normalmente molto piccole. Ha senso quindi cercare una
relazione che lega C, a C,;. Per fare questo si parte dalla trasformazione:

dv_\flzmdvv (13) p—2:1—|\/|2 (14) p_§=1+\;_22
Utilizzando le (13) e (14) si ha: ° o
o Mo_gmeEdv 1 v a4V
Po ‘|+V2 Vi \ 1+\L2 V \/W vV
ao a2
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Linearizzazione delle equazioni

, ., av
\ \/af +Vv2z V
d asinh(x) 1
=T asinh(x)=In{x ++/x? +1
_ (a) dx X% +1 ( )
dasinh| —
x) 1 (_ aj: -a
x*)  xya? +x2
X2

Si puo integrare la relazione precedente (con k costante d’integrazione) e si
ottiene:

In(v, )= —asinh(%) rin(k)= —In[% n (%T 1

V. = k B kV B kV
P 2 B [2 2 2
%, [B] 41 % +y8 TV a,| 1+ 1+V2
V V a,
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Ricordando che:

dx 52
L

+In(k)




Linearizzazione delle equazioni

V. - kV

! 2
a{1+ /1+V2J
a'O

Per continuita si suppone che V=V, per ——0 cioé quando M —0

a0
Viogo KK, koo
Vo afl+/110) 23,
(16) V, = 2l

: 2
1+ /’I+V2
a'O

Risolvendo per V:

2 2 2
VRLVA TR VARIREY YRRVASVAY 'S VRV, +>/i1=\%+vi2\2/
a; a; a;
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Linearizzazione delle equazioni

2
e aw, Y o S v[4v-4vi_vi2>/j=o
aO aO
VAN
- 4a> -\V?

Dalle condizioni asintotiche si ha:

4Viooa§ v N 4a§ _Vii
© =2 \2 = CBRVE
4a0 Vioo Voo Vioo 4aO Vi
vV 2
Ponendo: 4 = | —i= V., =2a/1
2a,
17) =y
o0 [ 1_/1\/|2
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Linearizzazione delle equazioni

2V
Dalla (16) V, = vE valutata nelle condizioni asintotiche:
1+ /1+a2
2/ 0
2a. 1 = 0
° oo i v V., =2a,1
F 1+
a
v Vo &,
aO _ aOO aO
Vi = vz V2 a2
1+ 1+ 1+ 1+ 5 =
a’ a’ a’ vV a v
2 2
. IO ao . ] o Zo _ o0
Utilizzando la (13) ?:¥:1_|\/|2 si ha: a a 1—M?2

JI J1-M2 M M

_ — 0

oMz 1-MZ M2 1-M? +1
1+ 14+ ——= 1-M? + J1-M? LR "
1-M? VimMZ °°\/ 1-M?2
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Linearizzazione delle equazioni

M, VoV, 1-2
(8) ﬁ:WH ) G =v-—vz  Ve=2dh
© o) loo 1_/’1\ﬁ

joo
Queste due relazioni permettono di legare le due velocita in regime

incompressibile e compressibile. Dall’approssimazione del tangent — gas si
ha:

(12) p—pw=piai(i—lj=pwai£1—&]
P, P P
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Linearizzazione delle equazioni

_ 2 2
c =P P _ 22 1_ Pa (13) £ =% _q_m?
1 V2 Moo p pO a
5,000 o
v:_a® a _pl pl
Dalla (13) e (15) si ha: (15) R R s el
2 2 2 2
p“;:V2+'O°§ V2V +1-M? = M2V—2+1 M2
2 _p-p, 2 V2 2
p@_\/sz RRYL (19) Co =~ 2_M2[1—\/Mw\7+1—Mm]
In regime incompressibile si ha:
1 2 2
o 2_\
c . =PP 2p°°<v'°° ')_ Ve Yo fi—c,
o 2 1 2 V2 Vi |
e o V joo loo
2p00 [ee] 2p00 [e]
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Linearizzazione delle equazioni
vV V. 1-1
La relazione (17) v =V' Vz diventa: Vi_ ¢
R R v, "
1-C, (1-1 M
(20) V _ pl( ) (18) \/z: ©
v, 1-a(1-C,) J1-M2 +1
Con la posizione: B =1-M?
M2
A= (B+1) =2 +28+1=1-M? +25+1=2+28-M?

(B+1
(B+1F =2+28-M?
M2 (BRIREME  2+28-2M2 28+2(1-M?) [2B+2p°

1-A=1-—=_ = = = = >
B+ (B+) (B+17 (B+1F (B+1)
23+ 232

H:% 2p+26° = (B +1F ~M?
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Linearizzazione delle equazioni

vV, 1-4(1-C,)
(B+1f =2+28-M? 14 =2B220 28+2p% =(p+1) -

Sostituendo nella (20) si ha:

——2p+2p°
v G, 0-2) i, 0-2) V'Sl
V. 1- /1(1 c) (1- z)mc C2B+2f c
(,B+1)2 pi

_2p(p+)1-C, _ Bi-C, B1-C, . M,
265+ +W2C, WG, T A AP
P+—F—x
2(8+1)
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Linearizzazione delle equazioni

Voo (ﬂ+1) 2 2\/2
Da cui: cp,M;__ (19) Co =17 |1~ \/M F” M?

La radice pud essere messa nella forma: ”

2 e
\/MZ&—H M? —\/Miﬂ (

V :'BV1_Cpi A ﬁ+ Mficpl 2ﬂ+2ﬁ2:(ﬂ+1)2_

2 ) + B =ﬁ\//\/l;(1—cp,)+A2 =

0]

zg M2 — A? 'B\/MZ—ZA,BH

257 +
~ = 2A (5 ) ABRAR + A =LA (547 =5 (A= (5+1)

Scegllendo il segno meno e sostltuendo nella (19):

. =£(1+§(A_(ﬂ+1))]=I\é(A+Aﬂ—ﬂ(ﬂ+1)j=I\/E(A(ﬂﬂ)—ﬂ(ﬂm)j

)+A2 =

A A

PEEL) Yo
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Linearizzazione delle equazioni

c -2 (A(ﬂﬂ)—ﬂ(ﬂ”)j: 2 ((A—/ﬂ(ﬂ”)j:
A

P M2 A M’ A MZC,,
0 00 :ﬂ+—p
= = D .
A MiCpi a Cul

P*2p+1) C M2 = (A BR(p +1)

Infine si trova la formula di karman-Tsien:

C, = Co
" Mi Cpi

i-mz 1) 2
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Linearizzazione delle equazioni

Karman-Tsien

Prandtl-Glauert

-0.8

® Experiment

-0.6

—-04

-0.2

rvT 1717 17T 17T T 1T 17 01 T 7 1T 10 71

N I N Y T I |
0 02 04 06 08

Moo

Figure 3: Compressibility corrections for ¢, compared with experimental results for a
141 . . e . .
NACA 4412 airfoil at an angle of attack of o = 1°53". (), is measured at 0.30-chord
location.
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Linearizzazione delle equazioni

Il limite delle leggi di similitudine
subsoniche € quando si raggiunge

M=1 in qualche punto del campo di

moto. In queste condizioni il valore #==93_
del numero di Mach all’infinito viene
chiamato Mach critico inferiore.

LOCE] MA =0 772

My, =
0.5

Mcr =061

Complementi di Gasdinamica — T Astarita 75

Linearizzazione delle equazioni

Dalla trasformazione isentropica si

ha: v 1 2
) y =132 ) . 1.7 Tz V7
- pCr 2 2 +1
P. y+1 o \P. i y
2 2
CI’
Per determinare il M, si deve )

trovare I'intersezione fra la curva del
Cocr (rossa) e la curva che si ottiene,
supponendo di conoscere il C_, da

Cp‘ cr = fiM)
pi’

una delle correzioni di e ——
compressibilita. Thin airfoil
Thick airfoil

Thick C

PO »

Thin airfoil

|

1

|
(Mcr)lhin

(Mcr)thick




Linearizzazione delle equazioni

Le linee iso Mach sono ricavate con: T T T T

- /\/M=u
08
/4 - >
y=1,,2 ) ETIENES%
o |[1+7 ™2 S = S YV
C, = -1 S
P 7,|V|2 y=1. - b LA
= 1+~——M - U A
CE T A
[ e VDX
[ ‘l\ ,/\\\//T\ . \
SEERERELCn I -
- J\‘*""’\\//\\//}/
~ ‘ —_
- \ —
¢ - \ L RN,
~ \ N\ N
| k AN
O_— \\ \\
- N
- N
i ~= I
._ = .
|
e M e
o) 0.3 .
[¢] ol 2 o .




