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Metodo di Eulero

Si supponga di avere una equazione differenziale del primo ordine:

Definendo 

E di conseguenza:

Sviluppando in serie la funzione y si ha:

Ovvero in generale:

Arrestando l’espansione al primo ordine si trova la formula di Eulero:

Che produce un errore di ordine h2 per ogni passo d’integrazione.
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Metodo di Eulero

Supponendo che si voglia integrare l’equazione differenziale fra xo=a e x=b
si dovranno effettuare                        passi d’integrazione totali. Quindi 
l’errore alla fine dell’integrazione sarà dell’ordine di             .

( )2
1 hoyhyy iii +′+=+

( ) habn −=
( )abh −

4Gasdinamica II – Tommaso Astarita 

Metodo di Eulero Cauchy

Sviluppando in serie la funzione y si ha:

Sottraendo la seconda dalla prima si trova una formula simmetrica:

Che produce un errore di ordine h3 per ogni passo d’integrazione.
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Metodo di Runge Kutta

Si utilizza una formula del tipo:

Dove si suppone che l’integrale possa essere valutato come:

Con:

Le incognite sono:
m pesi ws

(m-1) coefficienti αs

(m-1)m/2 coefficienti λsj

Il numero di incognite è tale che già per m=2 i passaggi risultano complicati.
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Metodo di Runge Kutta

Per m=2 si ha:

Con la simbologia abbreviata                       si ha:

Sviluppando in serie si ha:

Chiaramente: 

Mentre:

Quindi:

22111 kwkwyy ii ++=+

( )ii y,xff =

hfk =1

( )12 ky,hxhfk ii λα ++=

( ) ( )3
22

3
2

1 222
ho

h
ff

h
fhfyho

yh
yhyy yxi

i
iii ++++=+

′′
+′+=+

( ) yxyxii ffhfhhfhfkfhhfky,hxhfk 22
1

2
12 λαλαλα ++=++=++=

fy =′

yx fff
x

f
y +=

∂
∂

=′′



7Gasdinamica II – Tommaso Astarita 

Metodo di Runge Kutta

Uguagliando le due formule si ha:

Confrontando i vari termini si ottengono le seguenti 3 equazioni nelle 4 
incognite:

Si ha la possibilità di assegnare una condizione aggiuntiva, ad esempio:
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Metodo di Runge Kutta

Risolvendo il sistema si trova una formula di Runge Kutta del secondo 
ordine:

La formula derivata è normalmente chiamata formula di Heun.
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Metodo di Runge Kutta

Il metodo di Runge Kutta più utilizzato è una formula del quarto ordine:
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Soluzione di sistemi di equazioni del primo ordine

L’estensione delle formule precedenti per la soluzione di un sistema di 
equazioni differenziali del primo ordine è immediata. Ad esempio per un  
sistema di due equazioni utilizzando la formula di Heun si ha:
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Equazioni di ordine superiore al primo

La soluzione di equazioni differenziali di ordine superiore al primo passa 
attraverso la trasformazione dell’equazione in un sistema di equazioni del 
primo ordine. Ad esempio per un’equazione del secondo ordine del  tipo:

Con le posizioni:

Si ottiene il sistema:
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Problemi al contorno

Si esamina il caso di un’equazione differenziale ordinaria lineare del 
secondo ordine:

La soluzione generale di questa equazione è:

Dove y1 e y2 sono due soluzioni dell’equazione omogenea associata e yp è
una soluzione particolare. Integrando numericamente l’equazione completa 
con le seguenti condizioni iniziali si ottiene la soluzione particolare.

Mentre integrando, sempre numericamente, l’equazione omogenea 
associata con le seguenti condizioni al contorno si ottiene y1.
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Problemi al contorno

Senza ledere la generalità si impone c2=0 e si ha:

Per x=a:

Che è chiaramente soddisfatta per qualunque valore di c1. Mentre per x=b:

In questa equazione è presente la sola incognita c1. Risolvendo si ha:

La soluzione diventa:
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Una possibile codifica del metodo di Eulero in Matlab è:

Metodo di Eulero
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Soluzione delle equazioni

Per provare se il codice scritto funziona si utilizzerà un’equazione 
differenziale di cui è nota la soluzione:

Associata alle condizioni iniziali:

Con le posizioni:

Si ottiene il sistema d’equazioni differenziali:

Associato alle condizioni:
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Soluzione delle equazioni
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Metodo di Eulero
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Metodo di Eulero

Errore  assoluto (Tempo di calcolo=0.3s)
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Metodo di Eulero

In c lo stesso codice diventa:
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Metodo di Eulero

In c lo stesso codice diventa:
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Metodo di Eulero

In c lo stesso codice diventa:
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Una possibile codifica del metodo di Heun in Matlab è:

Metodo di Heun
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Metodo di Heun
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Metodo di Heun

Errore  assoluto (Tempo di calcolo=0.37s)
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Una possibile codifica del metodo RK4:

Metodo RK4
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Metodo RK4
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Errore  assoluto (Tempo di calcolo=0.49s)

Metodo RK4
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Utilizzando una routine standard di matlab si ottiene un risultato analogo:

Soluzione delle equazioni
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Errore  assoluto (Tempo di calcolo=0.45s)

Soluzione delle equazioni
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Soluzione delle equazioni

Si analizzi ora una funzione non periodica:

Associata alle condizioni iniziali:

Con le posizioni:

Si ottiene il sistema d’equazioni differenziali:

Associato alle condizioni:
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Soluzione delle equazioni
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Soluzione delle equazioni
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Soluzione delle equazioni
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Soluzione delle equazioni

Per a =0.1 i tempi di calcolo sono

Rk4: 0.043s  

Ode45: 0.0073s  
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Soluzione delle equazioni

Per a =1 i tempi di calcolo sono

Rk4: 0.043s  

Ode45: 0.012s  
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Soluzione delle equazioni

Per a =10 i tempi di calcolo sono

Rk4: 0.043s  

Ode45: 0.015s  


