
UNIVERSITY OF NAPLES FEDERICO II 1224 A.D.

Propulsione Aerospaziale

T. Astarita

astarita@unina.it

www.docenti.unina.it

Versione del 9.10.2019

Propulsione Aerospaziale – PA0_1 Richiami Gas - astarita@unina.it 2

Termodinamica

Il fluido all’interno di un motore aerospaziale può essere modellato

come un Gas perfetto. Le ipotesi fondamentali sono:

● Le forze intermolecolari sono piccole;

● Il volume proprio delle molecole può essere trascurato rispetto al volume

occupato dal gas.

In queste ipotesi la prima equazione di stato è:

𝑝 = 𝜌𝑅𝑇

Dove R è la costante dei gas che può essere espressa in termini della

costante universale dei gas:

𝑅 =
ത𝑅

𝑀𝑊
ത𝑅 = 8314.5

𝐽

𝑘𝑚𝑜𝑙 ⋅ 𝐾

La seconda equazione di stato è una fra le seguenti:

𝑑ℎ = 𝑐𝑝𝑑𝑇 𝑑𝑒 = 𝑐𝑣𝑑𝑇

Dove 𝑐𝑝 e 𝑐𝑣 sono i calori specifici a pressione e volume costante,

mentre h ed e sono l’entalpia e l’energia interna (ℎ = 𝑒 + 𝑝𝑣).
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Termodinamica

In generale:

𝑐𝑝 = 𝑐𝑝 𝑇 𝑐𝑣 = 𝑐𝑣(𝑇)

Nell’ipotesi di gas più che perfetto i calori specifici sono costanti e la

seconda equazione di stato può essere espressa come:

ℎ = ℎ0 + 𝑐𝑝𝑇 𝑒 = 𝑒0 + 𝑐𝑣𝑇

Le tre costanti sono legate dalla relazione di Meyer:

𝑐𝑝 = 𝑐𝑣 + 𝑅

Il rapporto fra i calori specifici è indicato con:

𝛾 =
𝑐𝑝

𝑐𝑣

Si ha anche con 𝑘 =
𝛾−1

𝛾
:

𝑐𝑝 =
𝛾

𝛾 − 1
𝑅 =

1

𝑘
𝑅 𝑐𝑣 =

1

𝛾 − 1
𝑅
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Termodinamica

Come visto in precedenza per un sistema a massa fissa, il primo

principio della termodinamica è:

𝑑𝑒 = 𝛿𝑞 − 𝛿𝑤

Dove per convenzione si considerano positivi il flusso di calore entrante

𝛿𝑞 nel sistema ed il lavoro 𝛿𝑤 fornito dal sistema.

Il secondo principio della termodinamica introduce l’entropia ed un

verso nelle trasformazioni termodinamiche.

Il lavoro può essere facilmente trasformato in energia interna mentre il

processo inverso è possibile solo utilizzando una macchina termica.
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Termodinamica

Il secondo principio della termodinamica introduce l’entropia ed un

verso nelle trasformazioni termodinamiche.

Il lavoro può essere facilmente trasformato in energia interna mentre il

processo inverso è possibile solo utilizzando una macchina termica.
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Termodinamica

Il secondo principio della termodinamica introduce l’entropia ed un

verso nelle trasformazioni termodinamiche.

Il lavoro può essere facilmente trasformato in energia interna mentre il

processo inverso è possibile solo utilizzando una macchina termica.

Ad esempio una centrale a vapore è schematizzata in figura.
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Termodinamica

Nell’evaporatore l’acqua

viene trasformata in

vapore fornendo una

certa quantità di calore

𝑄𝑖𝑛 , nella turbina viene

estratto il lavoro 𝑊𝑜𝑢𝑡 ,

nel condensatore il

vapore condensa è nel

processo cede il calore

𝑄𝑜𝑢𝑡 infine la pompa

comprime l’acqua

fornendo al sistema il

lavoro 𝑊𝑖𝑛 . Il lavoro

estratto è dato dalla

differenza dei due:

𝑊𝑛𝑒𝑡 = 𝑊𝑜𝑢𝑡 −𝑊𝑖𝑛
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Termodinamica

Nella centrale a vapore

l’acqua utilizzata nel

ciclo è sempre la stessa

quindi lo scambio netto

di energia, in condizioni

stazionarie, è nullo.

Pertanto il lavoro può

essere calcolato anche

come differenza della

quantità di calore

scambiato:

𝑊𝑛𝑒𝑡 = 𝑄𝑖𝑛 − 𝑄𝑜𝑢𝑡
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Termodinamica

Se una trasformazione è reversibile, cioè quando la produzione di

entropia è nulla, si ha:

𝑑𝑞 = 𝑇𝑑𝑠 𝑑𝑤 = 𝑝𝑑𝑣

L’equazione di Gibbs collega le variabili termodinamiche, in termini

energetici:

𝑑𝑒 = 𝑇𝑑𝑠 − 𝑝𝑑𝑣

Mentre in termini entalpici:

𝑑ℎ = 𝑇𝑑𝑠 + 𝑣𝑑𝑝

In un processo isentropico si ha:

𝑝2
𝑝1

=
𝑇2
𝑇1

𝑐𝑝
𝑅

=
𝑇2
𝑇1

𝛾
𝛾−1

=
𝑇2
𝑇1

1
𝑘 𝑝2

𝑝1
=

𝜌2
𝜌1

𝑐𝑝
𝑐𝑣
=

𝜌2
𝜌1

𝛾

𝜌2
𝜌1

=
𝑇2
𝑇1

1
𝛾−1
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Termodinamica
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Termodinamica
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Termodinamica
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Termodinamica
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Termodinamica
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Termodinamica
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Termodinamica



Propulsione Aerospaziale – PA0_1 Richiami Gas - astarita@unina.it 17

Termodinamica
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Termodinamica
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Termodinamica
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Equazioni di bilancio

Le equazioni di bilancio possono essere scritte in modo semplificato

nelle ipotesi di moto unidimensionale e stazionario. In dettaglio la

conservazione della massa è:

ሶ𝑚 = 𝜌𝑉𝐴 = 𝑐𝑜𝑠𝑡

Dove ሶ𝑚 è la portata che attraversa la generica sezione di area frontale

A, V è la velocità media e 𝜌 è la densità del fluido.

L’estensione al caso in cui ci possano essere più ingressi e/o uscite è

banale. Per esempio nel sistema mostrato in figura si ha:

ሶ𝑚1 + ሶ𝑚2 = ሶ𝑚3

Dove:

ሶ𝑚1 = 𝜌1𝑉1𝐴1

ሶ𝑚2 = 𝜌2𝑉2𝐴3

ሶ𝑚3 = 𝜌3𝑉3𝐴3
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Equazioni di bilancio
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Equazioni di bilancio
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Equazioni di bilancio

L’equazione di bilancio della quantità di moto permette di valutare le

forze; trascurando gli effetti gravitazionali e supponendo che il vettore

velocità sia allineato con la normale uscente si ha:

𝐹 = ሶ𝑚2𝑉2 + 𝑝2𝐴2 𝑛2 − ሶ𝑚1𝑉1 + 𝑝1𝐴1 𝑛1 = 𝐼2𝑛2 − 𝐼1𝑛1

Dove si è introdotto l’impulso totale:

𝐼 = 𝜌𝑉2𝐴 + 𝑝𝐴

Evidentemente l’equazione di bilancio

della QM deve essere proiettata sugli

assi per valutare le componenti del

vettore forza.

Spesso è utile trascurare l’effetto della

pressione atmosferica, che agisce

ovunque e si bilancia, semplicemente

considerando le pressioni relative e

le cosiddette forze nette.
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Equazioni di bilancio
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Equazioni di bilancio
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Equazioni di bilancio
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Equazioni di bilancio

L’equazione di conservazione dell’energia per sistemi aperti può

essere scritta come:

ሶ𝑚Δℎ𝑡 = ሶ𝑄 − ሶ𝑊

Dove ሶ𝑄 e ሶ𝑊 sono le quantità di energia scambiate nel modo calore e

lavoro. È stata inoltre introdotta l’entalpia totale o di ristagno:

ℎ𝑡 = ℎ +
𝑉2

2
La condizione di ristagno (indicate con il pedice t) è quella che una

particella di fluido raggiungerebbe qualora venisse rallentata fino a

velocità nulla con una trasformazione adiabatica, anergodica e

isoentropica (omoenergetica e isoentropica).

La condizione statica di una corrente è invece quella misurata con uno

strumento che si muove alla velocità del fluido, cioè con uno

strumento rispetto al quale il fluido è fermo.
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Equazioni di bilancio

Questi concetti sono più chiari in un piano h-s (o T-s). Quando una

corrente avente un'entalpia specifica h ed una velocità V viene

rallentata fino a velocità nulla mediante una trasformazione

adiabatica e anergodica, l’energia cinetica specifica (per unità di

massa 𝑉2/2 ) viene convertita in energia interna aumentando l’entalpia

specifica.
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Equazioni di bilancio

La condizione di isentropicità è necessaria per valutare le altre

grandezze di ristagno, e.g. pressione, densità.
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Equazioni di bilancio

Nel caso di gas più che perfetto ricordando la definizione del numero

di Mach si ha:

ℎ𝑡 = ℎ +
𝑉2

2
→ 𝑇𝑡 = 𝑇 1 +

𝑉2

2𝑐𝑝𝑇
= 𝑇 1 +

𝑉2

2
𝑐𝑝
𝑅
𝑅𝑇

= 𝑇 1 +
𝑉2

2
𝛾

𝛾 − 1
𝑅𝑇

= 𝑇 1 +
𝛾 − 1

2

𝑉2

𝛾𝑅𝑇
= 𝑇 1 +

𝛾 − 1

2
𝑀2 = 𝑇𝜓

Dove si è introdotta la quantità:

𝜓 = 1 +
𝛾 − 1

2
𝑀2

Nell’ipotesi di moto isentropico:

𝑝𝑡
𝑝
=

𝑇𝑡
𝑇

𝛾
𝛾−1

=
𝑇𝑡
𝑇

1
𝑘
= 𝜓

1
𝑘

𝜌𝑡
𝜌
=

𝑇𝑡
𝑇

1
𝛾−1

= 𝜓
1

𝛾−1
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Equazioni di bilancio

𝑇𝑡
𝑇
= +

𝛾 − 1

2
𝑀2 = 𝜓

𝑝𝑡
𝑝
=

𝑇𝑡
𝑇

1
𝑘
= 𝜓

1
𝑘

𝜌𝑡
𝜌
=

𝑇𝑡
𝑇

1
𝛾−1

= 𝜓
1

𝛾−1
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Equazioni di bilancio
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Equazioni di bilancio
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Equazioni di bilancio
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Moto quasi unidimensionale

In aerodinamica si è già visto che nelle ipotesi di moto stazionario e

quasi unidimensionale si trova la seguente relazione:

𝑑𝐴

𝐴
= 𝑀2 − 1

𝑑𝑉

𝑉

Per moto subsonico (M<1) il fluido accelera (dV>0) in un condotto

convergente (dA<0) mentre decelera (dV<0) in un condotto

divergente (dA>0). Il comportamento è opposto in regime

supersonico.
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Moto quasi unidimensionale

𝑑𝐴

𝐴
= 𝑀2 − 1

𝑑𝑉

𝑉

Da un altro punto di vista in un ugello convergente il flusso si muove

verso M=1, viceversa in un ugello divergente il flusso si allontana dal

Mach sonico.

Evidentemente il moto sonico è una condizione molto particolare del

flusso (pertanto è anche detto critico) che permette di passare da

moto subsonico a supersonico e viceversa. La condizione sonica si

raggiunge quando la sezione retta del condotto ha un punto di minimo

(dA=0), quindi in un ugello convergente divergente.

Se l’ugello è divergente convergente (barilotto) anche se dA=0 non è

possibile passare da moto subsonico a supersonico
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Moto quasi unidimensionale

𝑑𝐴

𝐴
= 𝑀2 − 1

𝑑𝑉

𝑉

Da un altro punto di vista in un ugello convergente il flusso si muove

verso M=1, viceversa in un ugello divergente il flusso si allontana dal

Mach sonico.

Evidentemente il moto sonico è una condizione molto particolare del

flusso (pertanto è anche detto critico) che permette di passare da

moto subsonico a supersonico e viceversa. La condizione sonica si

raggiunge quando la sezione retta del condotto ha un punto di minimo

(dA=0), quindi in un ugello convergente divergente.

Se l’ugello è divergente convergente (barilotto) anche se dA=0 non è

possibile passare da moto subsonico a supersonico
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Moto quasi unidimensionale

La portata in un ugello, nelle ipotesi di moto adiabatico ed isentropico,

può essere espressa come:

ሶ𝑚 = 𝜌𝑉𝐴 =
𝑝

𝑅𝑇
𝑀𝑎𝐴 =

𝑝

𝑝𝑡
𝑝𝑡𝑀

𝛾𝑅𝑇

𝑅𝑇
𝐴 =

𝑝

𝑝𝑡
𝑝𝑡𝑀

𝛾

𝛾𝑅𝑇𝑡

𝑇𝑡
𝑇
𝐴

Ricordando che
𝑇𝑡

𝑇
= 𝜓,

𝑝𝑡

𝑝
= 𝜓

1

𝑘, 𝑘 =
𝛾−1

𝛾
si ha:

ሶ𝑚 =
𝑝𝑡𝐴

𝑎𝑡
𝛾𝑀𝜓−

1
𝑘 𝜓

1
2 =

𝑝𝑡𝐴

𝑎𝑡
𝛾𝑀𝜓−

2−𝑘
2𝑘 =

𝑝𝑡𝐴

𝑎𝑡
𝛾𝑀𝜓

−
𝛾+1

2 𝛾−1 =
𝑝𝑡𝐴

𝑎𝑡
𝛹

Dove 𝛹 è il fattore d’efflusso. Indicando con 𝐾 =
𝛾+1

2 𝛾−1
si ha:

𝛹 𝛾,𝑀 = 𝛾𝑀 1 +
𝛾 − 1

2
𝑀2

−
𝛾+1

2 𝛾−1

= 𝛾𝑀𝜓−𝐾

La minima area possibile si ha in condizioni di flusso critico, per

questo motivo ha senso valutare la portata anche in condizioni critiche.
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Moto quasi unidimensionale

Le condizioni critiche sono indicate con un asterisco si ha quindi :

ሶ𝑚 =
𝑝𝑡𝐴

𝑎𝑡
𝛹 =

𝑝𝑡𝐴
∗

𝑎𝑡
𝛹∗ → 𝐴𝛹 = 𝐴∗𝛹∗ →

𝐴

𝐴∗
=
𝛹∗

𝛹

Ricordando che 𝛹 𝛾,𝑀 = 𝛾𝑀 1 +
𝛾−1

2
𝑀2

−
𝛾+1

2 𝛾−1
si ha:

𝐴

𝐴∗
=
𝛹∗

𝛹
=

𝛾
𝛾 + 1
2

−𝐾

𝛾𝑀 1 +
𝛾 − 1
2

𝑀2
−𝐾 =

1

𝑀

2

𝛾 + 1
1 +

𝛾 − 1

2
𝑀2

𝐾

A cui si aggiungono le:

𝑇𝑡
𝑇
= 1 +

𝛾 − 1

2
𝑀2 = 𝜓

𝑝𝑡
𝑝
= 1 +

𝛾 − 1

2
𝑀2

1
𝑘

= 𝜓
1
𝑘

𝜌𝑡
𝜌
= 1 +

𝛾 − 1

2
𝑀2

1
𝛾−1

= 𝜓
1

𝛾−1
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Moto quasi unidimensionale

𝑇

𝑇𝑡
= 1 +

𝛾 − 1

2
𝑀2

−1

𝜌

𝜌𝑡
= 1 +

𝛾 − 1

2
𝑀2

−
1

𝛾−1

𝑝

𝑝𝑡
= 1 +

𝛾 − 1

2
𝑀2

−
𝛾

𝛾−1

𝐴

𝐴∗
=
𝛹∗

𝛹
=

1

𝑀

2

𝛾 + 1
𝜓

𝐾

Tutti i rapporti si leggono 

sulla scala di sinistra, 



Propulsione Aerospaziale – PA0_1 Richiami Gas - astarita@unina.it 41

Moto quasi unidimensionale

In condizioni critiche si ha:

𝑇∗

𝑇𝑡
=

2

𝛾 + 1
= 0.8333

𝜌∗

𝜌𝑡
=

2

𝛾 + 1

1
𝛾−1

= 0.6339

𝑝∗

𝑝𝑡
=

2

𝛾 + 1

𝛾
𝛾−1

= 0.5283

𝐴

𝐴∗
=
𝛹∗

𝛹
= 1
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Moto quasi unidimensionale

Utilizzando la:

𝑝𝑡
𝑝
= 1 +

𝛾 − 1

2
𝑀2

1
𝑘

= 𝜓
1
𝑘

Il fattore d’efflusso può essere anche espresso come:

𝛹 =
ሶ𝑚𝑎𝑡
𝑝𝑡𝐴

=
2𝛾2

𝛾 − 1

𝑝

𝑝𝑡

2
𝛾

1 −
𝑝

𝑝𝑡

−𝑘
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Moto quasi unidimensionale

𝑝

𝑝𝑡
= 1 +

𝛾 − 1

2
𝑀2

−
1
𝑘

Il rapporto fra le

pressioni 𝑝/𝑝𝑡 è una

funzione strettamente

decrescente di M.

L’asse x può essere

visto anche come un

asse inversamente

proporzionale al

numero di Mach.

Il massimo di 𝛹 si ha

per:

𝑝

𝑝𝑡
=
𝑝∗

𝑝𝑡
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Moto quasi unidimensionale

Le curve di funzionamento in un ugello convergente sono mostrate in

figura. Si hanno due tipi di funzionamento:

1. Per rapporti di pressione 𝑝𝑎/𝑝𝑡 compresi tra 𝑝/𝑝𝑡 = 𝑝∗/𝑝𝑡 e 1 la pressione

del fluido all'uscita dell'ugello deve necessariamente essere uguale a

quella ambiente, cioè deve rispettare la cosiddetta condizione di Kutta

(pressione ambiente = pressione all’uscita).
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Moto quasi unidimensionale

2. Per rapporti di pressione inferiori a 𝑝∗/𝑝𝑡 il moto si dice strozzato o

sottoespanso: la corrente non riesce a completare nell’ugello stesso la

sua espansione fino alla pressione ambiente. Il motivo per cui viene

utilizzato l'aggettivo strozzato è dovuto al fatto che se la pressione di

ristagno è costante, la portata di massa effluente dall'ugello resta

costante al diminuire della pressione ambiente dal valore 𝑝∗ sino al

vuoto più assoluto.

Propulsione Aerospaziale – PA0_1 Richiami Gas - astarita@unina.it 46

Moto quasi unidimensionale
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Moto quasi unidimensionale

Le curve di funzionamento in un ugello convergente divergente sono

mostrate in figura. Si possono definire tre rapporti di pressione

caratteristici 𝑟1, 𝑟2 𝑒 𝑟3 e si hanno quattro tipi di funzionamento diversi

al variare della pressione ambiente.
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Moto quasi unidimensionale

In particolare, il rapporto 𝑟1 è relativo a condizioni di uscita subsoniche

mentre 𝑟3 a condizioni di uscita supersoniche. Il rapporto 𝑟2 si ottiene

moltiplicando il rapporto 𝑟3 per il rapporto tra le pressioni statiche a

valle e a monte di un'onda d'urto normale posta nella sezione di

uscita dell'ugello. L’onda d’urto avviene ad un numero di Mach

corrispondente al punto 𝑟3 (con abuso di simbologia si confonderà il

punto con il rapporto caratteristico).
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Moto quasi unidimensionale

I due rapporti 𝑟1 ed 𝑟3 si

leggono sull'asse delle ordinate

entrando con il rapporto

assegnato tra l'area di gola e

quella di uscita dell'ugello,

𝐴𝑔/𝐴𝑢 che, per l'ipotesi di

funzionamento dell'ugello con

gola strozzata, risulta pari a

𝐴∗/𝐴𝑢.

Questo valore del rapporto

𝐴𝑔/𝐴𝑢 corrisponderà a due

valori del numero di Mach, uno

in regime subsonico ed uno

supersonico.

𝑟1 risulta sempre maggiore di

𝑝∗/𝑝𝑡 mentre 𝑟3 minore.
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Moto quasi unidimensionale

Per calcolare il valore di 𝑟2 occorre

entrare nel grafico delle onde

d’urto con il valore di 𝑀𝑟3 e

leggere il rapporto 𝑝2/𝑝1. Si ha:

𝑟2 = 𝑟3
𝑝2
𝑝1
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Moto quasi unidimensionale
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Moto quasi unidimensionale

Riassumendo:

● 𝑝𝑎/𝑝𝑡 < 𝑟3 - ugello sottoespanso; l'efflusso dall'ugello è

supersonico, la pressione nella sezione di uscita dell'ugello è

maggiore di quella ambiente; la corrente continua ad espandere al

di fuori dell'ugello fino a 𝑝𝑎 con un ventaglio di espansione; non è

valida la condizione di Kutta.

● 𝑟3 < 𝑝𝑎/𝑝𝑡 < 𝑟2 - ugello sovraespanso; l'efflusso dall'ugello è

supersonico, la pressione nella sezione di uscita dell'ugello è

minore di quella ambiente; la corrente si porta alla 𝑝𝑎 con un'onda

d'urto obliqua esterna; non è valida la condizione di Kutta.

● 𝑟2 < 𝑝𝑎/𝑝𝑡 < 𝑟1- regime con onda d'urto nel divergente; la corrente

percorre un tratto del divergente in regime supersonico, ma, per la

presenza dell’onda d’urto, l'efflusso dall'ugello è subsonico; è valida

la condizione di Kutta.

● 𝑟1 < 𝑝𝑎/𝑝𝑡 < 𝑟2 - regime alla Venturi; la corrente è ovunque

subsonica nell'ugello con un minimo della pressione (massimo

della velocità e del numero di Mach) nella sezione di gola; è valida

la condizione di Kutta.
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Moto quasi unidimensionale
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Moto quasi unidimensionale

Esempio Farokhi 2.12
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Moto quasi unidimensionale

Esempio Farokhi 2.13

Esempio Farokhi 2.13


