Algoritmi e Strutture Dati (Mod. B)

Algoritmi su grafi
Ricerca in profondita
(Depth-First Search) Parte Il



Applicazioni di DFS

Due problemi:

v' calcolare |’ ordinamento topologico indotto da
un grafo aciclico.

> calcolare le componenti (fortemente) connes-
se (CFC) di un grafo (non) orientato.

Vedremo che entrambi 1 problemi possono
essere risolti impiegando opportunamente
I’algoritmo di DFS



Connettivita

e Un vertice u s dice connesso ad un verticevin
un grafo G seesisteun percorsodauavin G.

 Un grafo non orientato (un grafo orientato) G
si dice (fortemente) connesso se ogni coppia di

verticl e connessa.
e Altrimenti, G e sconnesso.
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Verifica della connettivita
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Verifica della connettivita

Per verificare se un grafo non orientato e connesso
pPOSSiamo:

> usarel’algoritmo DFS

> il grafo e connesso se e solo se una chiamata di
DFSraggiungera tutti i vertici.

« Seal terminedellaDFSc’ epiu di un vertice u con
prediu] = NI L il grafo non puo esser e connesso.



Componenti connesse

Un sottografo_massimale connesso di un grafo non

orientato G s dice componente connessa di G.
e Un sottografo connesso H di G e“massmale” se
e NON Sl POssono aggiungere ad H altri vertici o archi
* iIn modo che I'H’ risultante sia ancora un sottografo
connesso di G.
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Verifica della connettivita

Per calcolare le componenti connesse un grafo non
orientato possiamo usarel’algoritmo DF S

« Ogni chiamata esterna (non ricorsiva) a DFS
Visita raggiungera tutti 1 vertici contenuti
esattamente in una componente connessa. Perchée?

e Le componenti connesse sono pari al numero di

vertici u per cui, al termine di una DFS sul grafo,
prediu] = NI L.




Esercizio

Es. 23.3.9: Mostrareche DFS su un grafo non orientato G
PUO essere usata per identificare le Componenti Con-
nesse e chelaforesta DF contienetanti alberi quante CC.
Modificare DFS in modo che ogni vertice sia etichettato
con cc[v] tra 1 e k (k numero di CC) in modo che
cc[u]=cc|v] se e solo se u e v se appartengono alla stessa
CC.




Componenti fortemente connesse
Un sottografo_massimale fortemente connesso di un grafo
orientato G s dice componente fortemente connessa (CFC).
e Un sottografo fortemente connesso H di G e massmale se
e NON Sl pOossono aggiungere ad H altri vertici o archi

e iIn modo che I’'H’ risultante sia ancora un sottogr afo
fortemente connesso di G.
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Proprieta delle CFC

Teorema 1. Se due vertici compaiono nella stessa
componente fortemente connessa, allora nessun per-
corso trai duevertici esce da quella componente.

Dimostrazione: Sano u e v due vertici nella stessa
componente fortemente connessa.

 ESistono percors ssadav a uchedauav. Sawun
vertice lungo qualche percorso u® w® V.

 Poiché c’e un percorso v® u, u e raggiungibile da w
tramite wW®v® u. Quindi w e u sono nella stessa
componente fortemente connessa.

* Poichéw e stato scelto arbitrario, il teorema segue.



Proprieta delle CFC
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Proprieta delle CFC
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Proprieta delle CFC

Teorema 2. In ogni DFS, tutti | vertici nella stessa
componente fortemente connessa compaiono nello
stesso albero DF-.

Dimostrazione: Sla r il primo vertice di una componente
fortemente connessa (CFC), visitato da DFS.

o Poichéeil primo, tutti gli altri vertici nella CFC devono essere
ancor a bianchi.

e Esiste quindi un percorso da r a tutti gli altri vertici nella
CFC... (perché?)...

o ...Infatti questi percorsi non escono mai dalla CFC di r (per il
teorema precedente) e | vertici di tutti 1 percors nella CFC
sono bianchi.

e Quindi per il teorema del percorso bianco, ogni vertice nella
CFC sara un discendentedi r nell’albero DF.



Proprieta delle CFC

Alcuni alberi DF
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Proprieta delle CFC

Definizione: Dato un vertice u di un grafo G,
I’avo di u, in ssmboli f(u), e il vertice w rag-
giungibile da u che viene terminato per ultimo
In una DFSdel grafo G, cioe:

f (u)=wtaleche |U7#®W e flw] @massimotrai
vertici raggiungibili dau

 Notate che e possibile che sia f (u)= u, perche u
eraggiungibile da se stesso e quindi vale anche

T[u]£ T[T (u)]

e [noltres puodimostrarechef (f (u)) =f (u)




Proprieta delle CFC

S puodimostrarechef (f (u)) =f (u)

e U—® vimplicachef[f (V)] £ f[f (u)]

e infatti 'insieme {w: v—p® W} | {w: u —p® w}, el
tempo di terminazione (f[]) dell’avo e il massimo tra
tutti 1 vertici raggiungibili.

« mapoicheu—® f (u)alloraf[f (f (u))] £ f[f (u)]

o eper quellocheabbiamo visto nel lucido precedente vale
anche f[f (u)] £ f[f (f (u))]

o quindi risultachef[f (u)] = f[f (f (u))]

« maalloraf (f (u)) =f (u), perché duevertici con lo stesso
tempo di terminazionein DFS non possono cheesserelo
stesso vertice.




Proprieta delle CFC

Teorema 3: In un grafo orientato G, I'avo f (u) di un
qualsiasi vertice u e un antenato di u nell’albero
DF di G.

Dimostrazione: Se f (u) = u il teorema e banalmente
VEX o.

e Sef(u) ! u, poiche u —® f(u), consideriamo il
coloredel verticef (u) al tempo d[u]:

e se f(u) e nero, allora f[f (u)] <f[u], contraddicendo il
fatto chedeve essere f[u] £f[f (u)], per definizione.

e sef (u) egrigio, allora f (u) e un antenato di u.
Dimostriamo ora chef (u) non puo essere bianco




Proprieta delle CFC

Teorema 3: In un grafo orientato G, il avo f (u) di un
qualsiasi vertice u in un albero DF di G e un

antenato di u.

Dimostrazione: f (u) non puo essere bianco
Due casl (ricordate cheu —® f (u)):
1. Ogni verticeintermediotrau ef (u) e bianco

2. Qualche vertice intermedio tra u e f(u) non e
bianco



Proprieta delle CFC

Teorema 3: In un grafo orientato G, il avo f (u) di un
qualsiasi vertice u in un albero DF di G e un
antenato di u.

Dimostrazione: f (u) non e bianco

1. Ogni verticeintermediotrau ef (u) e bianco

alloraf (u) sara un discendente di u per il teorema del
percorso bianco.

Questo significa pero anchechef[f (u)]< f[u], ecio
contraddice la definizionedi f (u).




Proprieta delle CFC

Teorema 3: In un grafo orientato G, il avo f (u) di un

gualsias vertice u in un albero DF di G e un
antenato di u.

Dimostrazione: f (u) non e bianco
2. Qualcheverticeintermediotra u ef (u) non e bianco
siat I'ultimo vertice non bianco nel percorsotrauef (u).

Allora t deve essere grigio (non ci sono archi da vertici
neri avertici bianchi) eil successore di t e bianco.

Ma allora c’e un percorso bianco trat e f(u) al tempo
d[u], e quindi anche al tempo d[t] tale percorso bianco

esistera (Perche?). Maallora f (u) sara un discendente
di t per il Teorema del Percorso Bianco.

Quindi f[t]>f [f (u)], contraddicendo la scelta di f (u).




Proprieta delle CFC

Corollario: Durante una DFS di un grafo orientato
G, per ogni verticeu, | u ef (u) appartengono alla
stessa CFC.

Dimostrazione: Per definizione di avo, abbiamo che
u—® f(u).

Ma poiché f (u) e un antenato di u nella foresta DF
(teorema precedente), sappiamo anche che vale
f(u) —® u.

In conclusione, entrambi | vertici, essendo

mutuamente raggiungibili, devono stare nella
stessa CFC.



Proprieta delle CFC

Teorema 4. In un grafo orientato G, due vertici u e
v, compaiono nella stessa CFC se e solo se hanno
lo stesso avo nellaDFS di G.

Dimostrazione:
e s0lose: Assumiamo u ev siano nella stessa CFC.

« Ogni vertice raggiungibile da u e anche
raggiungibile dav evice versa.

« Dalladefinizione di avo segue che f (u)=f (V)
infatti, u —p® vimplicachef[f (u)] 3 f[f (V)]
mentrev—p® U implicachef[f (v)] 3 f[f (u)].

Quindi f[f (V)] = f[f (u)].



Proprieta delle CFC

Teorema 4. In un grafo orientato G, due vertici u e
v, compaiono nella stessa CFC se e solo se hanno
lo stesso avo nella DFS di G.

Dimostrazione:
e se: Assumiamooraf (u) =f(v).
 Per Il teorema 4, u compare nella stessa CFC di
f(u), evcomparenelastessaCFCdi f (v)

e quindi, ovviamente u e v compaiono nella stessa
CFC.



Calcolo delle CFC
Possiamo quindi concludere che:

e Le CFC sonoinsiemi di vertici che hanno lo stesso
avo.

 Durante DFS, 'avo f(u) di un vertice u e sa |l
primo vertice scoperto (visitato) che I’ultimo vertice
terminato (processato) nella CFC contenente u (dal
teorema del percorso bianco e dal teorema 4)

e L'ultimo vertice terminato r in una DFS e
certamente un avo. Infatti, e almeno I'avo di se
stesso poiché nessun altro vertice nell’albero ha
tempo di terminazione maggioredi r.



Calcolo delle CFC

e L’ultimo vertice terminato r e certamente un avo.
Infattl, r € avo di se stesso, nessun altro vertice
nell’albero ha tempo di terminazione maggiore.

* |n generale, quali sono 1 vertici della CFC di un
avo z7?

e sono tutti quelli che hanno z come avo, cioe: tutti quel
vertici che possono raggiungere z, ma nessun altro
vertice con tempo di terminazione maggioredi z

 Ser eil vertice con il massimo valore di f[r], allora
cil basta cercare 1 vertictc che lo possono
raggiungere.



Calcolo delle CFC

 Ser eil vertice con il massimo valore di f[r], allora
cl basta cercare 1 vertict che |lo possono
raggiungere.

« Ma, dalla definizione di grafo trasposto G' di G,
questi vertici sono proprio i vertici raggiungibili da
r nel grafo trasposto G'. Questi S possono ottenere
con una seconda DFSsu G" apartiredar.

Lo stesso procedimento viene ripetuto con tutti |
vertici del grafo non raggiunti al passo precedente,
scegliendo | vertici in ordine decrescente di tempo
di terminazione della prima DFS (prima quélli
terminati piu tardi durantela prima DFS).



Calcolo delle CFC
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fle] >f[a] >f[c] > f[f] >f[b] >f[g] > f[d]



Calcolo delle CFC
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fle] >f[a] >f[c] > f[f] >f[b] >f[g] > f[d]

f[f] > f[b] > f[g] > f[d]
flg] > f[d]



Calcolo delle CFC

fle] >f[a] >f[c] > f[f] >f[b] >f[g] > f[d]

Supponiamo di non rispettare I’ordine decrescente e di
scegliereil nodof per primo.



Calcolo delle CFC

|| risultato e scorretto!
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Supponiamo di non rigpettare |’ ordine decr escente e di
scegliereil nodo f per primo.

Ci basta cercare i vertici che o possono raggiungere.




Algoritmo per Il calcolo delle CFC

1 DFS( Q)
2 Calcolare il grafo trasposto G

3 DFS(G) ma esam nando i vertici in ordine
decrescente di tenpo f[v] di fine
Visita

4 fornire i1 vertici di ogni al bero della

foresta DF prodotta al passo 3 cone una
di versa CFC




Correttezza di CFC(G)

Teorema: CFC(G) calcola correttamente le compo-
nenti fortemente connesse del grafo orientato G.

Dimostrazione: Per induzione sul numero di alberi DF trovati

durante la DFS di G', dimostriamo che i vertici di ogni
albero DF formano una CFC.

Dimostriamo che u @aggiuntoaTsseul {vI V: f(v)=r}.
Passo Base: Inizialmente non ci sono alberi precedenti. |l
versoseul {vl V:f(v)=r} ualloraeaggiuntoa T, discende

iImmediatamente dal fatto che G e G" hanno le stesse CFC
unitamenteal Teorema 2.

L’ altro verso discende dal fatto cher elaradice dell’ ultimo
albero della prima DFS, quindi f[r] e massimo. Inoltre, se u
viene aggiuntoa T, allorac’eun percorsodauar in G g
poiché f[r] e massimo, chiaramentef (u)=r (per def. di avo).



Correttezza di CFC(G)

Teorema: CFC(G) calcola correttamente le compo-
nenti fortemente connesse del grafo orientato G.

Dimostrazione:

Passo Induttivo: Consideriamo I'n-esmo albero DF T con
radicer prodotto da DFSsu G™ esia C(r)={v1 V: f (v)=r}.

Dimostriamo cheu éaggiuntoa T seesoloseul C(r).

se: Per il Teorema 2 (sotto), ogni vertice in C(r) viene messo
nello stesso albero DF dalla prima DFS.

Poiché r T C(r), e r & la radice del nuovo albero DF, ogni
elementodi C(r) verramesso in T dallaDFSsu G'

Teorema 2: In ogni DFS, tutti | vertici nella stessa
CFC compaiono nello stesso albero DF-.




Correttezza di CFC(G)

Teorema: CFC(G) calcola correttamente le compo-
nentl fortemente connesse del grafo orientato G.

Dimostrazione: Dimostriamo che u e aggiunto T se e solo se
ul C(r).

solo se: Dimostriamo (per contrapposizione) che se per un vertice w
vale f[f (w)] < f[r] o f[f (w)] < f[r], alloraw non viene aggiuntoaT.
Per ipotes induttiva, ogni w tale che f[f (w)]> f[r] non puo essere
messo in T, poiché quando r e selezionato dal cicloin DFS, we gia
stato messo nell’albero con radice f (w).
Ogni w tale che f[f (w)] < f[r] non puo essere posto in T, se cosl
fosse, allora w —p® r edallaformula (1) eda r = f(r) segue che
f[f (w)]3 f[f (r)]=f[r], macio contraddice f[f (w)] < f[r].

U—p® vimplicachef[f (WIEF[f(W)] (1)




Correttezza di CFC(G)

Teorema: CFC(G) calcola correttamente le compo-
nenti fortemente connesse del grafo orientato G.

Dimostrazione: Dimostriamo cheu eaggiuntoa T see solo se
ul C(r).

solo s Ogni w tale che f[f (w)] < f[r] non puo essere posto in T, se
cosi fosse, alloraw ® r edallaformula (1) edar =f (r) segue che
f[f (w)]3 f[f(r)]=f[r], che contraddice f[f (w)] < f[r].

Quindi, T contiene solo quei vertici u per | quali f[f (u)]=r.
Cioe, T e proprio uguale alla componente fortemente connessa
C(r), ecio completa la dimostrazione




Esercizi su CFC

Dal libro di testo:
Esercizio 23.5-4
Esercizio 23.5-5



