Algoritmi e Strutture Dati (Mod. B)

Algoritmi su grafi
Ricerca in ampiezza
(Breadth-First Search)



Definizione del problema

Attraver samento di un grafo
Dato un grafo G=<V,E> ed un vertice sdi V (det-
to sorgente), esplorare ogni vertice raggiungibile
nel grafo dal vertices

/
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Definizione del problema

Attraver samentodi un grafo
Dato un grafo G=<V,E> ed un vertice sdi V (det-
to sorgente), esplorare ogni vertice raggiungibile
nel grafo dal vertices

s=C

F el’unico vertice non
raggiungibile




Algoritmo BFS per alberi

Vi sita-Anpi ezza(T: al ber o)
Coda ={T}
while Coda * @
do u = Test a] Coda]
“visita u”
for each “figlio F di u da sinistra”
do Accoda( Coda, F)
Decoda( Coda)

Nel nostro algoritmo generico per 1 grafi, come
operazione di “visita” di un vertice useremo la me-
morizzazione di quale sla il “padre’” (0 avo Imme-
diato) del verticedurantela BFS.




Algoritmo BFS: |

BSF(G grafo, s:vertice)
pred[s] = N |
Coda = {s}
while Coda * @
do u = Test a[ Coda]
for each v T Adiac(u)
do pred[v] = u
Accoda( Coda, V)
Decoda( Coda)

Vi sita-Anpi ezza(T: al ber o)
Coda = {T}
while Coda *
do u = Test a] Coda |
“visita u”
for each “figlio F di
do Accoda( Coda, F)

Decoda( Coda)

u da sinistra”







Algoritmo BFS |
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Algoritmo BFS |
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Coda: {}



_ for each v 1 Adiac(u)
Algoritmo BFS | do pred[v] =u

Accoda( Coda, v)
Decoda( u)

s=F

/

Coda: { F}



_ for each v 1 Adiac(u)
Algoritmo BFS | do pred[v] =u
Accoda( Coda, v)
Decoda( u)
s=F
B
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_ for each v 1 Adiac(u)
Algoritmo BFS | do pred[v] =u

Accoda( Coda, v)
Decoda( u)

s=F

Coda: {I, D,|C, A, F]




_ for each v 1 Adiac(u)
Algoritmo BFS | do pred[v] =u

Accoda( Coda, v)
Decoda( u)

s=F

Coda: {D, A C, F,[F, H] |




Algoritmo BFS |

for each v I Adiac(u)

do pred[v] =u

Accoda( Coda, v)

Decoda( u)

s=F

Coda: {A, C F,F, H A F, C, E]

D| T




Algoritmo BFS |

Coda: {C F,F, H A F, C E

do pred[v] =u

Decoda( u)

for each v 1 Adiac(u)

Accoda( Coda, v)

s=F




Algoritmo BFS |

Coda: {F, F, H A F, C E, B, D,

do pred[v] =u

Decoda( u)

Accoda( Coda,

for each v I Adiac(u)

V)

s=F




Algoritmo BFS | do pred[v] =u

Decoda( u)

for each v 1 Adiac(u)

Accoda( Coda, v)

s=F

F

Coda: {F, F, H A F,CEB,D B E DB._l,O (U




Algoritmo BFS I: problema

« E necessario ricordarsi dei nodi che
abbiamo gia visitato per non rivisitarli

nuovamente.

« Dobbiamo distinguere tra | vertici non
visitati, quelli visitati e quelli processati.



Algoritmo BFS I: problema

« E necessario ricordarsi dei nodi che
abbiamo gia visitato per non rivisitarli
nuovamente.

« Dobbiamo distinguere tra | vertici non
visitati, quelli visitati e quelli processati
e un vertice e stato visitato se e comparso nella
coda

e Un vertice e stato non visitato se non e mail
comparso nella coda

e un vertice e stato processato se e comparso in

coda manon e piu in coda (tutti i vertici ad
esso adiacenti sono gia stati visitati).



Algoritmo BFS Il: soluzione

« Per distinguere tra | vertici non visitati,
guelli visitati, e quelli processati colo-
reremo
e ogni vertice visitato di grigio
e ogni vertice non visitato di bianco
* 0gni vertice processato di nero



Algoritmo BFS Il: soluzione

« Per distinguere tra | vertici non visitati,

guelli visitati, e quelli processati colo-
reremo

e Ogni vertice visitato di grigio
e ogni vertice non visitato di bianco
e 0ogni vertice processato di nero

« Vengono accodati solo 1 vertici che non
sSono ancora stati visitati (cioe bianchi)

| verticl In coda saranno | verticl visitati e
non ancora processati (cioe grigi)

| vertici gia visitati o processati non
vengono piu visitati.



for each v 1 Adiac(u)
Algoritmo BFS |l do if colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio
pred[v] = u
Accoda( Coda, v)
Decoda( Coda, u); coloref[u]= Nero

s=F

/

Coda: { F}



for each v 1 Adiac(u)
Algoritmo BFS |l do if colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio
pred[v] = u
Accoda( Coda, v)
Decoda( Coda, u); coloref[u]= Nero

s=F
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for each v 1 Adiac(u)
A|goritmo BES || do if colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio
pred[v] = u
Accoda( Coda, v)
Decoda( Coda, u); coloref[u]= Nero

s=F

I
-

Coda: {F, B, | , D}

F "B —T» I | —» D




for each v I Adiac(u)

Algoritmo BFS |l do if colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio
pred[v] = u

Accoda( Coda, v)
Decoda( Coda, u); colore[u]= Nero

s=F

Coda: {B, I , D}

s Fc | A [ F




Algoritmo BFS Il

od [

for each v I Adiac(u)
do if colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio
pred[v] = u
Accoda( Coda, v)
Decoda( Coda, u); colore[u]= Nero

9@’ J s=F
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Coda: {B, |, D, C, Al
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for each v 1 Adiac(u)
A|goritmo BES || do if colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio
pred[v] = u
Accoda( Coda, v)
Decoda( Coda, u); coloref[u]= Nero

e’ J s=F
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Coda: {B, I, D, C, A




for each v 1 Adiac(u)
A|goritmo BES || do if colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio
pred[v] = u
Accoda( Coda, v)
Decodal( Coda, u); colore[u]= Nero

e’ s=F
A e '

b

Coda: {1, D, C, A g = |




for each v 1 Adiac(u)
A|goritmo BES || do if colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio
pred[v] = u
Accoda( Coda, v)
Decodal( Coda, u); colore[u]= Nero

e’ s=F
A s '
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Coda: {I, D, C, A H} g = |




for each v 1 Adiac(u)
A|goritmo BES || do if colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio
pred[v] = u
Accoda( Coda, v)
Decodal( Coda, u); colore[u]= Nero

e’ s=F
o s

Ve

Coda: {D, I, C A H} ey




for each v I Adiac(u)

' do if colore[v] = Bianco
Algorltmo BFS I then colore[v] = Gigio
pred[v] = u

Accoda( Coda, v)
Decoda( Coda, u); colore[u]= Nero

e' l Ss=F

Coda: {D, C, A H E} °LE A= Elar e L=




for each v I Adiac(u)

' do if colore[v] = Bianco
Algorltmo BFS I then colore[v] = Gigio
pred[v] = u

Accoda( Coda, v)
Decoda( Coda, u); colore[u]= Nero

s=F

Coda: {D, C, A H, E} °LaAll=r R e L=




for each v 1 Adiac(u)
A|goritmo BES || do if colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio
pred[v] = u
Accoda( Coda, v)
Decodal( Coda, u); colore[u]= Nero

s=F

Coda: {C, A, H, E} G




for each v 1 Adiac(u)
A|goritmo BES || do if colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio
pred[v] = u
Accoda( Coda, v)
Decodal( Coda, u); colore[u]= Nero

s=F

Coda: {C, A, H, E} G




for each v 1 Adiac(u)
A|goritmo BES || do if colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio
pred[v] = u
Accoda( Coda, v)
Decodal( Coda, u); colore[u]= Nero

s=F

Coda: {A H, E, G U= A




for each v I Adiac(u)

' do if colore[v] = Bianco
Algorltmo BFS I then colore[v] = Gigio
pred[v] = u

Accoda( Coda, V)
Decoda( Coda, u); colore[u]= Nero

s=F

Coda: {H, E, G u =E




Algoritmo BFS Il

for each v I Adiac(u)

do if colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio
pred[v] = u

Accoda( Coda, V)
Decoda( Coda, u); colore[u]= Nero

s=F




Algoritmo BFS I

for each v I Adiac(u)

do if colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio
pred[v] = u

Accoda( Coda, V)
Decoda( Coda, u); colore[u]= Nero

s=F




Algoritmo BFS I

for each v I Adiac(u)

do if colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio
pred[v] = u

Accoda( Coda, V)
Decoda( Coda, u); colore[u]= Nero

s=F




Algoritmo BFS I

for each v 1 Adiac(u)

do if colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio
pred[v] = u

Accoda( Coda, v)
Decoda( Coda, u); colore[u]= Nero

s=F




Algoritmo BFS I

BSF(G grafo, s:vertice)

for each vertice ul V(G - {s}
do colore[u] = Bianco Inizializzazione
predfu] = Ni |l
colore[s] = Gigio
pred[s] = N |
Coda = {s}

while Coda '
do u = Test a[ Coda]
for each v T Adiac(u)

dolif colore[v] = Bianco
then colore[v] = Gigio cc.:oda_ment.o
ored[v] = u dei soli nod
Accoda( Coda, v) non visitati
Decoda( Coda)
colore[u] = Nero




Algoritmo BFS II: complessita

BSF( G gr af o,

s:vertice)

for each vertice ul V(G - {s}
do col ore[fu] = Bi anco o(|V])
predfu] = N |
colore[s] = Gigio
pred[s] = N |
Coda = {s}
while Coda * @
do u = Test a] Coda]
for each v T Adiac(u)
do[if colore[v] = Bianco O(|E,|)
then colore[v] = Gigiol|E, =lunghezza
pred[v] = u della lista di

Accoda( Coda, v)

adiacenza di u

Decoda( Coda)

col ore

Ner o

u] =




Algoritmo BFS II: complessita

BSF(G grafo, s:vertice)

for each vertice ul V(G - {s}
do col ore[u] = Bianco o(|V|)
predfu] = Ni |l
colore[s] = Gigio
pred[s] = N |
Coda = {s}
while Coda '
do u = Test a[ Coda]
for each v | Adi ac(u)
do if colore[v] = Bianco - :(d)i(rlnEelrzsione
then colore[v] = Gigio delle liste di
pred[v] = u adiacenza.
Accoda( Coda, v) Numero di archi
Decoda( Coda)
colore[u] = Nero




Algoritmo BFS II: complessita

L’algoritmo di visita in Breadth-First impiega
tempo proporzionale alla somma del
numero di vertici e del numero di archi
(dimensione delle liste di adiacenza).

T(V.E) = O(|VI+|E])




Sottografo deil predecessori e BFS

e L’algoritmo BFS eseguito su un grafo G=<V,E>
costruisce (nell’array pred[]) il sottografo del
predecessori denotato con G, =<V ,.4,E g™, dOVE:

Vipreg={ VI V:pred[v] * Nil} U{s}

Evea={ (redVIV)1 E:vi Vg5 )

NZag




Sottografo deil predecessori e BFS

e L’algoritmo BFS eseguito su un grafo G=<V,E>
costruisce (nell’array pred[]) il sottografo del
predecessori denotato con G, =<V ,.4,E g™, dOVE:

Vipreg={ VI V:pred[v] * Nil} U{s}

pr

Evea={ (redVIV)1 E:vi Vg5 )




Sottografo deil predecessori e BFS

e L’algoritmo BFS eseguito su un grafo G=<V,E>
costruisce (nell’array pred[]) il sottografo del
predecessori denotato con G, =<V ,.4,E g™, dOVE:

Viored = ={vil V:pred[v] t Nil} U{s}

pr

Evea={ (redVIV)1 E:vi Vg5 )




Sottografo deil predecessori e BFS

e L’algoritmo BFS eseguito su un grafo G=<V,E>
costruisce (nell’array pred[]) il sottografo del
predecessori denotato con G, =<V ,.4,E g™, dOVE:

Vipreg={ VI V:pred[v] * Nil} U{s}

pr

Evea={ (redVIV)1 E:vi Vg5 )




Definizione del problema

Attraver samento di un grafo

Dato un grafo G=<V,E> ed un vertice sdi V (det-
to sorgente), esplorare ogni vertice raggiungibile
nel grafo dal vertices

Calcolare, inoltre, |8 da s di tutti |1 vertici

raggiungibili

\ =C

@\ @ Numero minimo di
archi tra 1 vertici




Definizione del problema

Attraver samento di un grafo
Dato un grafo G=<V,E> ed un vertice sdi V (det-
to sorgente), esplorare ogni vertice raggiungibile
nel grafo dal vertices

Calcolare, inoltre, Ias di tutti 1 vertici
raggiungibili

N\, =

dist[B]=dist[E]=

| =dist[D]=1
dist[A]=2

dist[F]=co




Algoritmo BFS Il

BSF(G grafo, s:vertice)
for each vertice ul V(G - {s}

do_col ore[u] = Bianco
dist[u] = o

Inizializzazione

predfu] = NIl
colore[s] = Gigio
pred[s] = Ni|
dist[s] =0
Coda = {s}
while Coda ! @

do u = Test a] Coda] Aggiorna-
for each v T Adiac(u) mento delle
do if colore[v] = Bianco distanze
then colore[v] = Gigio -
dist[v] = dist[u] +1 []

predfv] = U
Accoda( Coda, v)
Decoda( Coda)

colore[u] = Nero




Algoritmo BFS lll: calcolo distanze

for each vertice u e V(G - {s}
C : do ...
Inizializzazione dist[u] = «
dist[s] = 0
: : for each v € Adiac(u
Aggiornamento delle distanze do if col Ore[\,(] ): Bi anco

t hen ...
di st[v]=dist[u] +1




Correttezza di BFS Il

Sia dato un grafo G=<V,E> (orientato 0 non) e
un vertice sorgentes:

- durante I’esecuzione dell’algoritmo BFS(G,s),
vengono esaminati tuttt 1 vertic di V
raggiungibili da s

- Prima di dimostrare la correttezza di BFS,

dimostreremo alcune proprieta del percors
minimi.



Percorsi minimi

Un percorso minimo in un grafo G=<V,E> tra
due vertici s e v e un percorso da s a v che
contiene il minimo numero di archi.

Questo e un percorso
minimotraA eE

Questo NON e un percorso
minimotraA eE




Percorsi minimi

Un percorso minimo in un grafo G=<V,E> tra
due vertici s e v e un percorso da s a v che
contiene il minimo numero di archi.

Questo e un percorso Questo e un percorso
minimotraA eC minimotraA eC

Possono esistere piu
percors minimi tra
due vertici




Percorsi minimi

Un percorso minimo in un grafo G=<V,E> tra
due vertici s e v e un percorso da s a v che
contiene il minimo numero di archi.

La distanza |d (S,V)| tra due vertici s e v & la
lunghezza (numero di archi) di un percorso

minimotrase\v.

B Y

)

d(A,C) =2

Ladistanza tra due
vertici e unica




Percorsi minimi: proprieta |

Sia G=<V,E> un grafo (orientato o non) e sun
verticedi G. Allora per ogni arco (u,v) di E,
vale quanto segue;

d(sVv) £ d(s,u)+1




Proprieta |: dimostrazione

Ci sono 2 casl:
* U eraggiungibiledas

* U non eraggiungibiledas d(s.v)
* Ueraggiungibiledas:

V
Q d(s,u)
Alloraanchevio e

|| percorso minoreda sa v in tal caso non puo essere
piu lungo del percorso minore da s a u seguito
dall’arco (v,u), equindid(sv) £d(su) + 1

* U noneraggiungibiledas
Allorad (s,u)=c0, e nuovamente la disuguaglianza

vale. d(s.v)
<jd(S,U): 0o




Percorsi minimi: proprieta Il

Sia G=<V,E> un grafo (orientato o non).
Supponiamo di eseguire BFS(G,s). Al termine
dell’algoritmo, per ogni verticev di V, vale:

dist[v] 3 d(s,v)




Proprieta Il: dimostrazione
|nduzione sul numero di operazioni di inserimento

di verticl in coda.

|potes Induttiva: “per ogni accodamento prece-
dente, valedist[v] 2 d(s,v) per ogni varticeV’.

Passo Base: e quando s viene posto nella coda. Poiché
dist[s] = 0=d(s,s) edist[v] = 0o 3 d(s,v) per ogni altro
verticev, lates ebanalmente verificatal

BSF(G grafo, s:vertice)
for each vertice ul V(G

- {s}

do colore[u] = Bianco
dist[u] = 0o <«
predfu] = N |

dist[s] =0 <
Coda = {s}




Proprieta ll: dimostrazione

Passo | nduttivo: un vertice bianco v viene posto in
coda scorrendo lalista di adiacenza del verticeu
In testa. Per ipotes induttiva distju]® d(s,u).

Dall’assegnamento \ e dalla Proprieta | risulta
che: dist[v] = dist[u] +1

3 d(su)+1
3 d(s,V)

BSF(G grafo, s:vertice)

while Coda * @
do u = Test a[ Coda]

for each v | Adiac(u)
do if colore[v] =Bi anco
then colore[v] =Gigio

dist[v] =dist[u] +1
Accoda( Coda, V)
Decoda( Coda)




Percorsi minimi: proprieta Il

Sia G=<V,E> un grafo (orientato o non).
Supponiamo di eseguire BFS(G,s) echein coda
siano presenti | vertici [v4,...,v,] (v, e la testa).
Allora:

distfv,] £ dist[v,] +1
distlv] £ dist[v;,,]

per ogni i1=1,...,n-1



Proprieta lll: dimostrazione

Dimostriamo per induzione sul numero d
operazioni sulla coda.

 Passo Base: Inizialmente (1 operazione
sulla coda), quando |la coda contiene solo
s, laproprieta certamentevale.



Proprieta lll: dimostrazione

| potes | nduttiva

Dobbiamo dimostrare che la proprieta vale sia per
gualsiasl operazione di accodamento o di estrazione
di un vertice dalla coda.

Denotiamo con [v, V;, ... V] coda, dovev, elatesta.
Supponiamo (ipotesi induttiva) che la proprieta valga
dopo la (k-1)-esima operazione sulla coda, che sara
[V, V, ... V,]. Cioe chevalga:
distfv,] £ dist[v,] + 1
dist[v] £ dist[v,]



Proprieta lll: dimostrazione

e Passo | nduttivo consideriamo la k-esima
operazione

1) quando v, viene estratto, v, diventa la nuova testa
(quando s svuota la proprieta vale banalmente).
Allora, poiches hadist[v,] £ dist|v,], risulta

dist[v,] £ dist[v,]+1 £ dist[v,]+1
eil resto delle disuguaglianze resta identico.
Quindi la proprieta vale con v, cometesta




Proprieta lll: dimostrazione

e Passo | nduttivo consideriamo la k-esima
operazione

2) quando sl accoda a [v; V, ... V,] Il vertice v (nel
codice) diventa Il nuovo v, [Vi Vo ...V, V4],
mentre il vertice v, e il vertice u la cui lista di
adiacenza viene esaminata (nel codice). Allora
vale dist[v.,,] =dist[v] £ distju]+1 =dist[v,]+1 e

dist{v] £ dist[v,]+1 = dist[u]+1 = dist[V] = dist[v.,,]

Lealtreuguaglianze  ———— 2l Codal
restano Invariate... for each v 1 Adiac(u)

T= - | do if colore[v] =Bi anco
... elaproprietavalel hen d el vl —di ot + 1
Accoda( Coda, v)

Decoda( Coda)




Correttezza di BFS Il

Sia dato un grafo G=<V,E> (orientato 0 non) e
un vertice sorgentes:

» durante |'esecuzione dell’algoritmo BFS(G,s),
vengono esaminati tuttt 1 vertic di V
raggiungibili da s

> al terminedist[v] =d(s,v) per ogni vI V:

>se vls, uno de percorss minimi trasev el

percorso minimo da s a pred[v] seguito
dall’arco (pred[v],v).




Correttezza di BFS lll: dimostrazione

Dimostrazione: consideriamo il caso in cul il vertice
v slaraggiungibiledas (vedere sul libro di testo |l
caso in cui v non eraggiungibile).

« SlaV, I'inseme del vertici a distanza (minima) k
das(cioe V,={ve V: d(sv) = k}).

 La dimostrazione procede per induzione su K,
cioe sulladistanza di un nodo v das.

|potes induttiva: per ogni j <k, per ogni ve V,, c’esolo unistantein
cul I'algoritmo di BFS:
scoloravdi grigio
eassegna a dist[v] il valore|
sev! s alloraassegnaapred[V] il valoreu, per qualcheul Vig
sinserisce v nella coda




Correttezza di BFS lll: dimostrazione

Caso Base: Per k = 0, V={s} (unico vertice a
distanza O da s):
 |’Inizializzazione colora sdi grigio;
o dist[s] viene posto a 0;
 semesso nella coda.
Quindi lates edimostrata per k=0!

| potesi induttiva: per ogni j <k, per ogni v e V;, c'esolo un istantein
cul I'algoritmo di BFS:
ecoloravdi grigio
eassegna a dist[v] il valore|
sev ! s alloraassegnaapred[V] il valoreu, per qualcheul Vig
sinserisce v nella coda




Correttezza di BFS lll: dimostrazione

Caso induttivo: per k3 1
e L acodanonéemai vuotafino al termine.

e Una volta inserito un vertice u nella coda, neé dist[u]
népred[u] cambiano il loro valore.

 Per il teorema precedente, se | vertici sono inseriti
nell’ordine v,,v,,...,v,, la sequenza delle distanze e

crescente monotonicamente (d[vi|£ d[Vv..4])

| potesi induttiva: per ogni j <k, per ogni ve V, c’esolounistantein
cul I'algoritmo di BFS:
ecoloravdi grigio
eassegna a dist[v] il valore|
sev ! s alloraassegnaapred[V] il valoreu, per qualcheul Vig
sinserisce v nella coda




Correttezza di BFS lll: dimostrazione

Caso induttivo:

e Siaoravl V, (k31).

o Dalla proprieta di monotonicita (Prop. I11), dal fatto
che dist[v]®k (Prop. Il) e dall’ipotes induttiva, segue
che v (se viene visitato) deve essere visitato dopo che
tutti 1 vertici nell’insieme V,_, sono stati accodati.

e Poiché d(s,v)=k, esiste un percorso di k-1 archi da s ad
un vertice u tale che (u,v) I E, e quindi esiste un
verticeul V,_, con vadiacenteau.

| potesi induttiva: per ogni j <k, per ogni ve V, c’esolounistantein
cul I'algoritmo di BFS:
ecoloravdi grigio
eassegna a dist[v] il valore|
sev ! s alloraassegnaapred[V] il valoreu, per qualcheul Vig
sinserisce v nella coda




Correttezza di BFS lll: dimostrazione

Caso induttivo:

e Supponiamo cheu siail primo dei vertici in V., acui v
e adiacente che e stato colorato di grigio (per Hp. Ind.
tutti 1 vertici in V,_; saranno grigi prima che v venga
scoperto).

« Quando verra esaminata la lista di adiacenza di u, v
verra scoperto (cio non accade prima perchév stain V,
enon e quindi adiacente a vertici in V;con | <k-1,eue
Il primo adiacentedi vincontrato per |'ipotes in alto)

| potesi induttiva: per ogni j <k, per ogni ve V, c’esolounistantein
cul I'algoritmo di BFS:
ecoloravdi grigio
eassegna a dist[v] il valore|
sev ! s alloraassegnaapred[V] il valoreu, per qualcheul Vig
sinserisce v nella coda




Correttezza di BFS lll: dimostrazione

Caso induttivo:

e Quindi vvienecolorato di grigio da BFS.

* Vieneassegnato dist[v] = distfu]+1 = (k-1) + 1 =k

* Viene eseguito predv|]=u e sappiamo (per ipotes
Induttiva) cheul V,_;

* Viene messo vin coda.

Essendo v un vertice arbitrario in V,, I'ipotes induttiva
e dimostrata per ogni k3 1!

| potesi induttiva: per ogni j <k, per ogni ve V, c’esolounistantein
cul I'algoritmo di BFS:
ecoloravdi grigio
eassegna a dist[v] il valore|
sev ! s alloraassegnaapred[V] il valoreu, per qualcheul Vig
sinserisce v nella coda




Correttezza di BFS lll: dimostrazione

Quindi, sevi V,, allora certamente pred[v] I V, ,

E quindi possibile ottenere il percorso minimo da sa v
estendendo Il percorso minimo da s a pred[v] con
Iarco (pred[v],v).

| potesi induttiva: per ogni j <k, per ogni v e V;, c'esolo un istantein
cul I’algoritmo di BFS:
ecoloravdi grigio
sassegna a dist[v] il valore|
sev ! s alloraassegnaapred[V] il valoreu, per qualcheul Vig
sinserisce v nella coda




Alberi breadth-first

Un albero breadth-first di un grafo non orientato G =<V ,E>
con sorgentes, eun albero libero G'=<V’ ,E’ > tale che:

« G’ e un sottografo del grafo non orientato sottostante
di G

vl V' seesoloseveéeraggiungibiledas

eperognivi V', il percorso dasaveminimo

‘




Alberi breadth-first

Un albero breadth-first di un grafo non orientato G =<V, ,E>
con sorgentes, e un albero libero G'=<V’ ,E’ > tadle che:
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S=A

Questo e un albero
breadth-first
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Alberi breadth-first

Un albero breadth-first di un grafo non orientato G =<V, ,E>
con sorgentes, e un albero libero G'=<V’ ,E’ > tadle che:

G’ eun sottografo del grafo non orientato sottostante G

vl V' seesoloseveraggiungibiledas

eperognivi V', il percorsodasaveminimo

S=A

F Questo NON eun albero
breadth-first! Perché?




Alberi breadth-first

Un albero breadth-first di un grafo non orientato G =<V, ,E>
con sorgentes, e un albero libero G'=<V’ ,E’ > tadle che:

G’ eun sottografo del grafo non orientato sottostante G

vl V' seesoloseveraggiungibiledas

eperognivi V', il percorsodasaveminimo

S=A

/| Perché il percorso da A
ad E NON e minimo




Sottografo deil predecessori e BFS

e L’algoritmo BFS eseguito su un grafo G=<V,E>
costruisce (nell’array pred[]) il sottografo del
predecessori denotato con G, =<V ,.4,E g™, dOVE:

Vipreg={ VI V:pred[v] * Nil} U{s}

Evea={ (redVIV)1 E:vi Vg5 )

NZag




Sottografo deil predecessori e BFS

e L’algoritmo BFS eseguito su un grafo G=<V,E>
costruisce (nell’array pred[]) il sottografo del
predecessori denotato con G, =<V ,.4,E g™, dOVE:

Vipreg={ VI V:pred[v] * Nil} U{s}

Evea={ (redVIV)1 E:vi Vg5 )
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e L’algoritmo BFS eseguito su un grafo G=<V,E>
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Sottografo deil predecessori e BFS

e L’algoritmo BFS eseguito su un grafo G=<V,E>
costruisce (nell’array pred[]) il sottografo del
predecessori denotato con G, =<V ,.4,E g™, dOVE:

Viored = ={vil V:pred[v] t Nil} U{s}

pr

Evea={ (redVIV)1 E:vi Vg5 )

Q

Questo eun altro albe-
ro breadth-first di G




Alberi breadth-first e BFS

e L’algoritmo BF S eseguito su un grafo G=<V,E>
costruisce in pred[] il sottografo del predecessori
Gpreds=<Vprea:Epres™ 1N Modo tale che G, 4 sia un
albero breadth-first di G.

Questo e un grafo del
predecessori  di G
costruito da BFS

Q

Questo e un albero
breadth-first di G




Alberi breadth-first e BFS

e L’algoritmo BF S eseguito su un grafo G=<V,E>
costruisce in pred[] il sottografo del predecessori
Gpreds=<Vprea:Epres™ 1N Modo tale che G, 4 sia un
albero breadth-first di G.

| percorsidaF aC eda Questo non & un grafo
F ad E non sono minimi dei predecessori di G
costruito da BFS

Q

Questo non e un albe-
ro breadth-first di G




Alberi breadth-first e BFS

Teorema: L’algoritmo BFS eseguito su un grafo
G=<V,E> costruisce in pred[] 1l sottografo del prede-
CesSOr Gy eg=<VreaEpreg™ 1N Modo tale che G, Sla un
albero breadth-first di G.

Dimostrazione: BFS assegna pred[v]=u solose (u,v) I E e
d(s,v)<¥ (soloseveraggiungibiledas).
Quindi V4 consiste di vertici in V tutti raggiungibili
das

Poiche G, € un albero, contiene un unico percorso da
sad ogni verticein V.

Usando induttivamente il teorema di correttezza (parte
finale), segue che ognuno di questi percors € minimo.



Alberi breadth-first e BFS

Teorema: L’algoritmo BFS eseguito su un grafo
G=<V,E> costruisce in pred[] 1l sottografo del prede-
CesSOr Gy eg=<VreaEpreg™ 1N Modo tale che G, Sla un
albero breadth-first di G.

Dimostrazione: Usando induttivamente il teorema di
correttezza (parte finale), segue che ognuno di questi
percorsi e minimo. Induzione sulla distanza k di vda s.

Passo Base: Se k=0 segue banalmente.

Sia dato un grafo G=<V,E> (orientato o
non) e un vertice sorgentes.

- Sevls uno de percorss minimi tras
e v e il percorso minimo da s a
pred[v] seguito dall’ arco (pred[v],v).




Alberi breadth-first e BFS

Teorema: L’algoritmo BFS eseguito su un grafo
G=<V,E> costruisce in pred[] 1l sottografo del prede-
CesSOr Gy eg=<VreaEpreg™ 1N Modo tale che G, Sla un
albero breadth-first di G.

Dimostrazione: Usando induttivamente 1l teorema di

correttezza (parte finale), segue che ognuno di questi
percorsi e minimo. Induzione sulla distanza k di vda s.

Passo | nduttivo: Il percorsotra se pred[v] € minimo per induzione

Sia dato un grafo G=<V,E> (orientato o M aallora per Il \teoremq
/dl correttezza lo e ancheil

non) e un vertice sorgentes.
) J percorso dasa pred[V]

- Ssevt S, uno del percor_si_minimi tras sequito dall’ar co
e v e il percorso minimo da s a (pred[V],v).
pred[v] seguito dall’ arco (pred[v],v). |




Applicazione di BFS: calcolo del percorso
minimo tra due vertici

Definizione del problema:

Dato un grafo G eduevertici sev, sstampareil percorso
minimo che congiunge sev.

Sfruttando le proprieta di BFS che abbiamo
dimostrato fin qui, possiamo faciimente definire
un algoritmo che utilizza BF S opportunamente e
cherisolveil problema.



Stampa del percorso minimo

Percorso-mnino(G grafo, s, v:vertice)
BFS(G s, pred[])
St anpa- percorso(G s, v, pred)

St anpa- percorso(G grafo, s,v:vertice,pred[]:array)
1f v = s
t hen stanpa s
else if predfv] = NL
t hen stanpa “non esiste alcun cammno tra
S e Vv’
el se
St anpa- percorso(G s, pred[ V], pred)
print v




