Algoritmi e Strutture Dati

| ntroduzione



Informazioni utili

e TH. Cormen, C.E. Lasarson, R.L Rivest
“Introduzione agli algoritmi”. Jackson Libri

e Sitoweb con le dides déd cor so:
http://people.na.infn.it/~bene/ASD/




Complessita degli algoritmi

Analis delle prestazioni degli algoritmi

Serviraun Modello Computazionale di
riferimento.

Tempo di esecuzione degli algoritmi
Notazione asintotica

Analis del Caso Migliore, Caso Peggiore e
del Caso Medio

Esempi di analis di algoritmi d
ordinamento.



Analisi di un algoritmo

o Correttezza
- Dimostrazione for male (matematica)
- Ispezione informale

o Utilizzo dellerisorse
- Tempo di esecuzione
- Utilizzo della memoria
- Altrerisorse: banda di comunicazione
. Semplicita
- Facile da capire, modificare e manutenere



Tempo di esecuzione

e || tempo di esecuzione di un programma
dipende da:
- Hardware
- Compilatorée/lnterprete
- Tipo edimensionedell’ input
- Altri fattori: casualita, ...
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Il modello computazionale RAM

« Modello RAM (Random-Access Memory)
- Memoriaprincipaleinfinita
0 Ogni cella di memoria puo contenere una quantita di

dati finita.
0 Impiega lo stesso tempo per accedere ad ogni cella di
memoria.

- Singolo processor e + programma
oln 1 unita di tempo: operazioni di lettura, esecuzione
di una computazione, scrittura;
0 Addizione, moltiplicazione, assegnamento, confronto,
accesso a puntatore, ...
* || modelloRAM euna semplificazione del moderni
computer.



Un problema di conteggio

e |nput
- Unintero N dove N 3 1.
e Output

- |l numero di coppieordinate (i, ]) tali chei e]
sanointerielf£ i £ £ N.

e Esempio: N=4
* (1.1), (1.2), (1,3), (1,4), (2,.2), (2,3), (24), (3,3),
(3,4), (4,4)
e Qutput =10



Algoritmo 1

Int Count_1(int N)

1 sum = 0 1

2 for 1 =1to N 2N +2

3 for j =i to N 28" (N-i+2)

2 sum = sum + 1 ——Zétl(N +1- 1)

5 return sum 1
L;Ce[lnzegnﬂﬁm +2+2éiN:1(N +2- i)+2§_iN:1(N +1- i) =2N°+6N +4




Algoritmo 2

I nt Count 2(int N)

1 sum = 0 1

2 for i =1to N 2N +2
3 sum = sum + ( N+1-1) AN
4 return sum 1

|| tempo di esecuzioneé 6N +4

"i=N(N+D)/2

M a notate

che: a'izl(N-l-l_ )=a




Algoritmo 3

a_ (N+1-i)=3 i =N(N+1)/2

I nt Count 3(int N
1 sum = N*(N+1)/2 4

2 return sum 1

|| tempo di esecuzione e 5 unita di tempo



Riassunto del tempi di esecuzione

Algoritmo Tempo di
Esecuzione

Algoritmo 2 6N+4

Algoritmo 3 5




Ordine del tempi di esecuzione

Supponiamo che 1 operazone atomica
impieghi 1 ns=107s

1.000 |10.000 |100.000 |1.000.000|10.000.000
N lus |[10us [100us |[1ms 10 ms
20N 20us [200us |2ms 20ms |200 ms
NLogN |99pus|132us [1.66 ms |19.9ms 232 ms
20N Log N [199 us [2.7ms |[B3ms_|/398 ms |4.6 sec
N2 1ms |[100ms||[10sec |17 min |1.2giorni
20N? 20ms |2sec |3.3min||5.6o0re |23 giorni
N3 1sec |17 min |[12qior.||32anni |32 millenni




Riassunto del tempi di esecuzione

Algoritmo Tempo di Ordinedel Tempodi
Esecuzione Esecuzione
Algoritmo 1| 2N%+6N +4 N2
Algoritmo 2 6N+4 N
Algoritmo 3 5 Costante




Limite superiore asintotico

« $c>0,n>0" n3 n,. f(n) £ cg(n)
* g(n) edetto un limite superiore

| asintotico di f(n). cg(n)
e Scriviamo f(n) = O(g(n))
» Leggiamo f(n) € O-grande di g(n). f(n)




Esempio di limite superiore asintotico

49(n)=4n?
N 4 g(n) = 4n?
=3n2+n? | f(n)=3n%+5
33n°+9 perogninsd 3
>3n?+5
=1(n)

QUindi’ f(n) = O(g(n)) g(n):nZ




Esercizio sulla notazione O

e Mostrare che 3n%+2n+5 = O(n?)

10n2 = 3n2+ 2n2 + 5n?
33n“+2n+5pern3 1

c=10,n,=1



Utilizzo della notazione O

e In genere quando Impieghiamo Ila
notazione O, utilizziamo la formula piu
“semplice’ .

- Scriviamo:
e 3n%+2n+5 = O(n?)
- Le seguenti sono tutte corrette ma in genere
non les usera:

e 3n%+2n+5 = O(3n%+2n+5)
e 3n%+2n+5 = O(n%+n)
e 3n*+2n+5 = O(3n?)



Esercizi sulla notazione O

e f(N)=10Nn+25n? e O(n?)
e f,(nN)=20nlogn+5n  O(nlogn)
e fi(N)=12nlogn+0.05n2 « O(n?
e f,(n)=nY?>+3nlogn * O(nlogn)



Limite inferiore asintotico

*$c>0,n>0" n3 n,. f(n)3 cg(n)
* g(n) edetto un limiteinferiore
A asintotico di f(n).

e Scriviamo f(n) = W(g(n))
* Leggiamo f(n) & Omega-grande di g(n). f(n)
cg(n)
i
|
|
|
I >




Esempio di limite inferiore asintotico
g(n)/4 = n?/4

—n2
A =n?/2—-n?l4 g(n)=n
£n22—-9pertuttiglind 6
<n?2-7 f(n)=n2/2-7

Quindi, f(n)=Wg(n)).

c g(n)=n4/4

4



Limite asintotico stretto

* 1(n) =0O(g(n)) e T(n) = Wg(n))

* g(n) e detto un limite asintotico
stretto di f(n).

* Scriviamof(n) = Q(g(n)) C, 9(n)

* Leggiamo f(n) e Theta di g(n).

i(n)

c; 9(n)




Riassunto della notazione asintotica

O: O-grande: limite superiore asintotico

W Omega-grande: limite inferiore asintotico
Q: Theta: limite asintotico stretto

Usiamo |la notazione asintotica per dare un

limite ad una funzione (f(n)), a meno di un
fattor e costante (c).



Teoremi sulla notazione asintotica

Teoremi:

1.

o b~ WD

f(n) = O(g(n)) seesoloseg(n) = W{f(n)).
Sef,(n)=0(f,(n)) ef,(n)=0(f;(n)), alloraf,(n)=0(f,(n))
Sef,(n)=W(f,(n)) e f,(n)=W(f;(n)), alloraf,(n)=W(f5(n))
Sefy(n)=Q(f,(n)) et,(n)=Q(f5(n)), allorat,(n)=Q(f5(n))
Sef,(n) = 0O(g,(n)) ef,(n) = O(g,(n)), allora

O(fy(n) + f,(n)) = O(Max{g,(n), g,(n)})

Sef(n) eun polinomio di grado d, allora f(n) = Q(nY)



Teoremi sulla notazione asintotica

Proprieta:

Selimf(n)/g(n)=0 alloraf(n) = O(g(n))

n->¥

Se Iirr;é f(n)/g(n) =k >0 alloraf(n) = O(g(n))
n->

e 1(n)=Wag(n))

quindi (n) = Q(g(n))

Selimf(n)/g(n) > ¥  alloraf(n) =Wg(n))

N->¥



Algoritmo 4: analisi asintotica

I nt Count _4( int N
sum = 0

for 1 =1 to N

for ] =1 to N

I1f i <= | then

sum = sum+-1

O O &~ W DN P

return sum

|| tempo di esecuzione € O(N?)

O(1)

O(N)

O(N2)

O(N2)

AN +D0_ 7

& 2 g
O(1)




Templ di esecuzione asintotici

Algoritmo | Tempodi Limite asintotico
Esecuzione

Algoritmo 1| Hn2 46N +4 O(N?)

Algoritmo 2 6N+4 O(N)

Algoritmo 3 5 O(1)

Algoritmo 4| ,n2 5N +4 O(N2)




Somma Massima di una sottoseguenza contigua

e |nput
- Unintero N dove N 3 1.
- Una sequenza (a,, a,,..., ay) di N interi.
e Output |
- Unintero Staleche S = é-IJ(:iak dovelfi,J]ENe
Sell piu grande possibile.
- (tutti gli elementi nella sommatoria sono contigui).
e Esempio:
 N=9, (2,-4,8,3,-5,4,6,-7,2)
e Output = 8+3-5+4+6 = 16



Algoritmo 1

Int Max_seq suml1(int N, array a[])

maxsum = 0 O(1)
for i=1 to N O(N)
for j=i to N O(N?)
sum = 0
for k=I to | O(N3)
sum = sum + af K]
maxsum = max(nmxsum sum

return maxsum

Tempo di esecuzione O(N?)




Algoritmo 2

Int Max_seq sum?2(int N, array a[])
maxsum = 0 O(1)
for i=1 to N O(N)
sum = 0
for j=i to N O(N?)
sum = sum + af]j ]
maxsum = max(mxsum sum
return maxsum

Tempo di esecuzione O(N?)

Esiste un algoritmo cherisolveil problemain tempo O(N)



Algoritmo 3: intuizione

v v
i t1 |

1. Sea,+...+a.>0allora

at...ta >a gt tay, UKL
2. Sea,t...ta ;>0maayt+...+a <0allora

ap-l_"'-l_a'r+k< ar+1+"'+a'r+k k1



Algoritmo 3

| nt

Max _seqg sum 3(int N, array a[])

nmaxsum = 0
sum= 0

for 1=1 to N

If (sum + a[i1]>0) then
sum = sum + a1 ]

el se
sum = 0

maxsum = max(nmaxsum sum

O(N)

return maxsum

O(1)

Tempo di esecuzione O(N)




Ordinamento di una sequenza

Input : una sequenza di numeri.

Output : una per mutazione (riordinamento) tale che
tra ogni 2 elementi adiacenti nella sequenza valga
“qualche” relazione di ordinamento (ad es. <).
Insert Sort

- E efficiente solo per piccole sequenze di numeri;

- Algoritmo di ordinamento sul posto.

1)

2)
3)

4)
5)

La sequenza viene scandita dal dal primo elemento; lI'indice i, inizial-
mente assegnato al primo elemento, indica I'’elemento corrente;

Si considera la parte a sinistradi i (compreso) gia ordinata,;

Si seleziona il primo elemento successivo ad i nella sottosequenza
non-ordinata assegnando | = i+1;

Si cerca il posto giusto per I'elemento j nella sottosequenza ordinata.

Siincrementa i, si torna al passo 3) se la sequenza non e terminata,;




Insert Sort

Algoritmo :
e A[l..n] : sequenzanumeri di input
e Key : numero corrente da mettere in ordine

1 for | = 2 to Lenght(A)
2 do Key = A[]j]
/[* Scelta del j-esinp elenento da ordinare */
I = ]-1 [* [1..1] e |a porzione ordinata */
while I > 0 and A[i] > Key do
Ali+1] = Ali]
=i -1
Al +1] = Key

~N OO 0o B~ W




Analisi di Insert Sort

1 for | =2 to Lenght(A) n c,

2 do Key = A[]] n- 1 C,

/[ * Comento */ n-1 0

:3 i — j = 1. r]_ 1. C:3

4 while i>0 and A[i] > Key at C,

=2

5 do Ali+1] = Ali] 8t-1  Cq
=2

6 i=i-1 at-1 G
=2

7 Ali +1] = Key n-1 c,

T(M) =gn+c,(n- D+c(n- D+c,at +6a ¢ - D+ca - D+c(n- 1)

j:2 j:2 j=2




Analisi di Insert Sort: Caso migliore

T(n) =ch+g(n- D+g(n-D+c,Qt, +c;é,é,--/lb+iéﬁ+cy(n- 1)
j=2 =2 j<2

Il caso migliore si ha quando I’ array e gia ordinato:

n

T(n) =gn+c,(n- Y +c,(n- D+c,q t; +¢,(n- 2

j=2

Inoltre, in questo caso t; e 1, quindi:

T(N=(c,+G,+G,+G,+¢)n- (G +c,+¢,+c)|  [T(n) = an+b




Analisi di Insert Sort: Caso migliore

T(n) =(G,+C, +C, +C, +C)N- (G, G, +C, +C))

T(n) = an+b

T(n) an+b




Analisi di Insert Sort. Caso peggiore

Quindi: |T(n)=cn+c,(n- ) +c,(n- 1) +c48®(n2+]) 2194
e 2]

100,800, .
e 2 g e 2 g




Analisi di Insert Sort. Caso peggiore

TN =an+g,(n-D+c(n- 1 +C

O
L AL LTS e LN
2 g e 2 g e 2 g

T(n)=

5@4+c5+c

e

T C5 C6+cm (c,+c+c,+¢)

0’ +ch+c2+%
7]

T(n) = an? + bn + c




Analisi di Insert Sort. Caso peggiore

(=g 3% °2+<;cl+cz+cs+c“'C5'C6+079n-(cz+%+c4+07)
e 2 2 @
T(n) = an? + bn + ¢
T(n) |
anZ+bn+c an+p
b
c
>
n




Analisi di Insert Sort: Caso medio

C@g}@(n- 1)

Il caso medio el valore medio del tempo di esequzione.
Supponiamo di scegliere Yina sequenga casuale e che tutte
le sequenze abbiano uguale probabilita di essere/scelte.

| saranno maggior|

In media controlliamo meta del sottoarray a#d ogni ciclo
whi | e.

Quindi t &j/2. ]
étj=é’=1? 20002 13- 9=38 - 1=
j=2 j=22 2 j=1 g 4 j=2 j=2€ [1)]




Analisi di Insert Sort: Caso medio

an?+bn+c

T(n) = a n?2 +Dbn+ ¢’ a’'n%+b’'n+c’




Analisi del Caso Migliore e Caso Peggiore

 Analisi del Caso Migliore

- Q)-grande, limite inferiore, del tempo di esecuzione
per un qualungque input di dimensione N.

 Analisi del Caso Peggiore

- O-grande, limite superiore, del tempo di esecuzione
per un qualungue input di dimensione N.



Analisi del Caso Medio

 Analis del Caso Medio
- Alcuni algoritmi sono efficienti in pratica.
- L’analisi ein genere molto piu difficile.

- Bisogna generalmente assumere che tutti gli
Input slano ugualmente probabili.

- A volte non e ovvio quale sia la media.



Tecniche di sviluppo di algoritmi

« Agli esempi visti fino ad ora seguono
I’approccio incrementale: la soluzione viene
costruita passo dopo passo.

* |Insert sort avendo ordinato una sottoparte
dell’array, inserisce al posto giusto un altro
elemento ottenendo un sottoarray ordinato
piu grande.

« Esstono altre tecniche di sviluppo di
algoritmi con filosofie differenti:

- Divide-et-Impera



Divide-et-Impera

 |[I problema viene suddiviso In sottoproblemi
analoghi, che vengono risolti separatamente. Le
soluzioni del sottoproblemi vengono infine fuse
Insieme per ottenere la soluzione dei problemi piu
compless.

e Consistedi 3 passi:

- Divide Il problemain vari sottoproblemi, tutti simili (tra
oro e) al problema originario ma piu semplici.
- Impera (conquista) | sottoproblemi risolvendoali

ricorsvamente. Quando un sottoproblema diviene
banale, risolverlo direttamente.

- Fondi le soluzioni de sottoproblemi per ottenere la
soluzione del (sotto)problema cheli ha originati.




Divide-et-Impera e ordinamento

e Input: una sequenza di numeri.

e Qutput: una permutazione (riordinamento) tale che
tra ogni 2 elementi adiacenti nella sequenza valga
“qualche’ relazione di ordinamento (ad es. <).

 Merge Sort (divide-et-imper a)
- Divide: scompone |la sequenza di n elementi In 2
sottosequenze di n/2 elementi ciascuna.

- Impera: conquista | sottoproblemi ordinando ricorsiva-
mente |le sottosequenze con Merge Sort stesso. Quando una
sottosequenza e unitaria, il sottoproblema e banale.

- Fondi: compone insieme le soluzioni del sottoproblemi per
ottenerela sequenza ordinata del (sotto-)problema.



Merge Sort
Algoritmo :
« A[l..n]: sequenzade numeri in input
e p,r:indici degli estremi della sottosequenza da ordinare

Merge Sort(array A, int p,r)
1 1If p<r then
2 q — |_(p+r)/2J /

Merge Sort (A p, Q) LL— | nper a
Merge Sort (A g+l,r)
Merge(A p,q.r) <

/Divide

oo b~ W

Conbi na

Esercizio: definirela procedureMerge




Merge Sort. analisi

Merge Sort(array A, 1Int

1 if p <r then
2 q = [(p+r)/2]

p. 1)

Merge Soxt (A p, Q)
Merge SorY (A g+1,r)

oo ~ W

/Nbrge(A, p,\g, r)

T(n) =60(1)/ s n=1 /
+ Tmerge(n) * ®(1)

Equazione di Ricorrenza

/

T(n)=

Tmerge(n) — @(ﬂ)

1 Q) sen=1

L2T(n/2) +QN) +Q(1) sen>1




Merge Sort. analisi

Merge Sort(array A, int p,r)
1 if p <r then

2 q = [(p+r)/2]

3 Merge Sort (A p, Q)

4 Merge Sort (A g+1,r)
5 Merge(A p,q,r)

i Q@) sen=1

T = o2+ oM +0) sen>1

Soluzione: | T (n)=®(n logn)




Divide-et-Impera: Equazioni di ricorrenza

e Divide: D(n) tempo per dividereil problema
* |mpera: se's divide il problema in a sottoproblemi,

ciascuno dN dimensione n/b, i1l tempo per
conquistarei sottoproblemi sara aT(n/b).

Quando un sottoproblema divienebanale (I'input e
minore o uguale ad una costante€), in tempo e O(1).

 Fondi: C(n) tempo\per comporre | uzioni del
sottoproblemi~aella soluzi iU complessa.
iQ(l)% senfc
T(n) =
I




Gli argomenti trattati

Analis dellabonta di un algoritmo
- Correttezza, utilizzo delle risor se, semplicita

M odello computazionali: modello RAM
empo di esecuzionedegli algoritmi
Notazione asintotica: O-grande, \\-grande, Q

Analisi del Caso Migliore, Caso Peggiore e
del Caso Migliore




