Algoritmi e Strutture Dati (Mod. B)

Grafi



Cos’e un grafo

Esempio:
Studentl Corg
M ar co ASD, ARCH
Carla A, ASD, OS, LP
Andrea ASD, ARCH
Laura OS, ARCH, LP
Studenti A S Y -
Cors

1A ASD OS ARCH LP



| ponti di Konigsberg

E possibile attraver sare tut-

ti I ponti esattamente una | A
sola volta?




Rappresentazione a grafi di problem]

Problema: Supponiamo dover connettere tre abitazioni
Al, A2 e A3 tramitetubature per forniledi Acqua, Gas

ed Elettricita.

Se pero assumiamo
che le tubature
vadano posizio-
nate alla stessa
profondita, e pos-
sibile offire la for-
nitura a tutte le
abitazioni senza
far Incrociare le

tubature?

Al A2 A3

Acqua Gas Elettricita



Esempi di grafi




Definizione di grafo
Un grafo G e unacoppiadi elementi (V, E) dove:
V e un insieme detto insleme del vertici

E eun insieme detto insieme degli ar chi



Definizione di grafo
Un grafo G e unacoppiadi elementi (V, E) dove:
V e un insieme detto insleme del vertici

E eun iseme detto insileme degli ar chi

V={A,B,C,D,E,F
B~ E ={(A.B). (AD).

(C.E), (D,E);

‘< (B.C), (C.D),

‘




Definizione di grafo
Un ar co e una coppia (v,w) di vertici in V, cioe

evli Vewl V

V={A,B,C,D,E,F
B~ E ={(A.B). (AD).

0< ee o)
__— ’E J

-
J/‘/




Tipi di grafi: grafi orientati
Un grafo orientato G e unacoppia (V, E) dove:
V e un inseme detto insieme dei vertici

E e una relazione hinaria tra vertici detta insieme
degli archi

-

N\
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IpI di grafi: grafi orientati
Un grafo orientato G e unacoppia (V, E) dove:
V e un insieme detto insieme del vertici

E e una relazione bhinaria tra verticli detta insieme

degli archi V={A,B,C,D,E, F}
E ={(A,B), (A,D),

A (8.C), (DC)
(E.C),(DE)
@ DA)

(A,D) e(D,A) denotano
duearchi divers




Tipi di grafi: grafi non orientati
Un grafo non orientato G e unacoppia (V, E) dove:
V e un insieme detto insieme del vertici

E e un inseme di coppie non ordinate di vertici

detto insieme degli ar chi
V={A,B,C,D,E,F}

E ={(A,B), (A.D),

_— . (B,C), (C.D),
(CE), (D,E)}
‘\ o
—E




Tipi di grafi: grafi non orientati
Un grafo non orientato G e unacoppia (V, E) dove:
V e un insieme detto insieme del vertici

E e un inseme di coppie non ordinate di verticl
detto insieme degli ar chi

V={A,B,C,D,E,F}

E=1(AB), (AD),
(B,C), (C,D),
(C,E), (D,E)}

/‘

(A,D) e(D,A) denotano
lo stesso ar co




Definizioni sul grafi

In un grafo orientato, un arco (w,v) s dice
Incidentedaw inv

-

N\




Definizioni sul grafi

In un grafo orientato, un arco (w,v) s dice
Incidentedaw inv

*(A,B) eincidenteda A aB
*(A,D) eincidentedaA aD

/’“ (D,A) eincidente daD aA




Definizioni sul grafi

Un verticew sl dice adiacente av se e solo se

e (v, W) 1 E.

B eadiacente ad A

« CeadiacenteaB eaD

* A eadiacenteaD evice versa
« B NON éadiacenteaD NE aC
 F NON e adiacente ad alcun
vertice

e

N\

9‘




Definizioni sul grafi

In un grafo non orientato larelazione di adiacenza
travertici e Ssmmetrica

* A eadiacenteaD evice versa

* B eadiacente a A eviceversa

« F NON e adiacente ad alcun
vertice

/‘




Definizioni sul grafi

In un grafo non orientato il grado di un vertice e il
numero di archi che daesso s dipartono

* A, B ed E hanno grado 2
« CeD hanno grado 3
 F hagrado O

/‘




Definizioni sul grafi

In un grafo orientato il grado entrante (uscente) di

un vertice e il numero di archi incidenti in (da)

* A hagrado uscente 2
egrado entrante 1
* B hagrado uscente 1

egrado entrante 1
/7“ * C hagrado uscente O

. e grado entrante 3

egrado entrante 1

\ e D hagrado uscente 3




Definizioni sul grafi

In un grafo orientato il grado di un vertice e la
somma del suo grado entrante e del suo grado
uscente

A eC hanno grado 3
B hagrado 2
D hagrado 4

-

N\

9‘




Definizioni sul grafi

In acuni cas ogni arco ha un peso (0 costo) associato.

Il costo puo essere determinato tramite una funzione di
costo, ¢ E ® R, dove R e l'insieme dei numeri reali (o
interi).

Es, c(A, B) =3,
c(D,E) =-2.3,

g

1.2

4.5




Definizioni sul grafi

In acuni casl ogni arco ha un peso (0 costo) associato.

Quando tradue vertici non esiste un arco, s dice chell
costo einfinito.

Es., ¢(C,F) =0

; O

2

1.




Definizioni sul grafi

SaG = (V, E) un grafo.

Un sottografo di G eun grafo H = (V*, E*) tale che
V¥ V e E*| E. (e poiché H & un grafo, deve
valereche EX [ V*~ V*)

1.

‘




Definizioni sul grafi

SaG = (V, E) un grafo.

Un sottografo di G eun grafo H = (V*, E*) tale che
V¥ V e E*| E. (e poiché H & un grafo, deve
valereche EX [ V*~ V*)

Es.,

‘ B V* = {A, C, D},

£ ={(C. D)}
@\ @
D

‘




Definizioni sul grafi

SaG=(V, E) un grafo.

Un sottografo di G eun grafo H = (V*, E*) tale che
V¥ V e E*| E. (e poiché H & un grafo, deve
valereche EX [ V*~ V*)

Es.,
Vv* ={A, C, D},

G E* ={(C, D)}.

®




Definizioni sul grafi

SaG=(V,E)ungrafoeV* | V uninsemedi vertici.

|| sottografo di G indotto da'VV* el grafo H=(V*, E*)
tale che:

E* ={(wyv) e E|wyVeV*}

Es.,

@ V* ={A, C, D}




Definizioni sul grafi

SaG=(V,E)ungrafoeV* | V uninsemedi vertici.

|| sottografo di G indotto da'VV* el grafo H=(V*, E*)
tale che:

E* ={(wyv) e E|wyVeV*}

Es.,
V* ={A, C, D},
Q E* ={(C, D), (A,D)}.




Definizioni sul grafi

SaG = (V, E) un grafo.
Un sottografo H=(V*, E*) di G e detto di supporto se:
V* =V

1.

‘




Definizioni sul grafi
SaG=(V, E) ungrafo.
Un sottografo H=(V*, E*) di G e detto di supporto se:
V* =V




Definizioni sul grafi

SaG = (V, E) un grafo.
Un sottografo H=(V*, E*) di G e detto di supporto se:
V* =V




Definizioni sul grafi

SaG=(V, E) ungrafo.
Un percorso nel grafo e una sequenza di vertic
<Wjy, Wy, ..., W > tale che (W, w,,,) € E per 1£1 £ n—-1.




Definizioni sul grafi

SaG=(V, E) ungrafo.
Un percorso nel grafo e una sequenza di vertic
<Wjy, Wy, ..., W > tale che (W, w,,,) € E per 1£1 £ n—-1.

Es.,

<A, B, C, E>
e un percorso nel
grafo




Definizioni sul grafi

SaG=(V, E) ungrafo.
Un percorso nel grafo e una sequenza di vertic
<Wjy, Wy, ..., W > tale che (W, w,,,) € E per 1£1 £ n—-1.

Il percorso <w,, w,, ..., W,> 3 dice che contiene | vertici
Wy, W, ..., W, €gll archi (wWy,W,) (W, W) ...(W,,_1,W,)




Definizioni sul grafi

Sa<wy, W,, ..., W > UN percorso.

La lunghezza del percorso e il numero totale di archi
che connettono 1 vertici nell’ ordine della sequenza (gli
archi sono n—=1, uno In meno rispetto a numero di

verticl nella sequenza).




Definizioni sul grafi

Sa<wy, W,, ..., W > UN percorso.

La lunghezza del percorso e il numero totale di archi
che connettono 1 vertici nell’ ordine della sequenza (gli
archi sono n—=1, uno In meno rispetto a numero di

vertici nella sequenza). Es., lalunghezza

del percorso
<A, B, C,E>e3.




Definizioni sul grafi
Sa<w;, W,, ..., W,> unpercorso in un grafo orientato.

Poiché ogni arco (w;, w,,,) nel percorso e una coppia
ordinata di vertici, gli archi del percorso sono sempre
orientati lungo il percorso.

‘\>

N\




Definizioni sul grafi
Sa<w;, W,, ..., W,> unpercorso in un grafo orientato.

Poiché ogni arco (w;, w,,,) nel percorso e una coppia
ordinata di vertici, gli archi del percorso sono sempre
orientati lungo il percorso.

Es,<A,B, C, E>

e un percorso in
‘\ questo grafo

orientato, ma....

N\




Definizioni sul grafi
Sa<w;, W,, ..., W,> unpercorso in un grafo orientato.

Poiché ogni arco (w;, w,,,) nel percorso e una coppia
ordinata di vertici, gli archi del percorso sono sempre
orientati lungo il percorso.

.. ma<A, B, C,D>

Non e un Percorso,
‘\‘ poiche (C, D) non e

un arco.

N\

‘



Definizioni sul grafi

Un percorso s dice semplice se tutti 1 suol vertici
sono distinti (compaiono una sola volta nella
sequenza), eccetto a piu il primo e I'ultimo che
POSSONO coincidere.




Definizioni sul grafi

Un percorso s dice semplice se tutti 1 suol vertici
sono distinti (compaiono una sola volta nella
sequenza), eccetto a piu il primo e I'ultimo che
POSSONO coincidere.

Es., il percorso
<A,B,C,E>
e semplice ...




Definizioni sul grafi

Un percorso s dice semplice se tutti 1 suol vertici
sono distinti (compaiono una sola volta nella
sequenza), eccetto a piu il primo e I'ultimo che
POSSONO coincidere.

... COSI come anche
<A, B,C,E, D, A>.




Definizioni sul grafi

Un percorso s dice semplice se tutti 1 suol vertici
sono distinti (compaiono una sola volta nella
sequenza), eccetto a piu il primo e I'ultimo che
POSSONO coincidere.

... mail percorso
<A,B,C,E,D,C>
non e semplice,
poiche C e ripetuto.




Definizioni sul grafi

Se esiste un percorso p tra i vertici v e w, S dice
che w eraggiungibile da v tramite p v%%@w

Es.: A eraggiungibile
daD eviceversa




Definizioni sul grafi

Se esiste un percorso p tra i vertici v e w, S dice
che w eraggiungibile da v tramite p v%%@w

Es.: A eraggiungibile
da D manon vice
versa

N




Definizioni sul grafi

Se G e un grafo non orientato, diciamo che G e
connesso se esiste un percorso da ogni vertice ad
ogni altro vertice.

Un grafo non orientato non Questo grafo non orientato
connesso si dice sconnesso. non e connesso.

/‘

‘



Definizioni sul grafi

Se G e un grafo non orientato, diciamo che G e
connesso se esiste un percorso da ogni vertice ad
ogni altro vertice.

Questo e connesso.

/C

‘

/‘




Definizioni sul grafi

Se G e un grafo orientato, diciamo che G e
fortemente connesso se esiste un percorso da ogni
vertice ad ogni altro vertice.

Questo grafo orientato e
fortemente connesso.




Definizioni sul grafi

Se G e un grafo orientato, diciamo che G e
fortemente connesso se esiste un percorso da ogni
vertice ad ogni altro vertice.

Questo grafo orientato non e
fortemente connesso; ad es.,
non esiste percorso da D a A.

B~

/'




Definizioni sul grafi

Se G e un grafo orientato, il grafo ottenuto ignorando la
direzione degli archi e i archi ciclici e detto il grafo non
orientato sottostante o anche verisione non orientata di G.

2




Definizioni sul grafi

Se G e un grafo non orientato, il grafo ottenuto inserendo
due archi orietati per ogni arco non orientato del grafo e
detto il versione orientata di G.

Wy .9~




Definizioni sul grafi

Se G e un grafo orientato non fortemente connesso,
mase il grafo non orientato sottostante (cioe senzala
direzione degli archi) e connesso, diciamo che G e
debolmente connesso.

Questo grafo orientato non e
fortemente connesso, mae
debolmente connesso, poiche...

B~

/'




Definizioni sul grafi

Se G e un grafo orientato non fortemente connesso,
mase il grafo non orientato sottostante (cioe senzala
direzione degli archi) e connesso, diciamo che G e
debolmente connesso.

... poicheil grafo non
orientato sottostante e
CONNESSO.

/‘

N

/C

‘




Definizioni sul grafi

Un ciclo In un grafo € un percorso <wy, w, , w,>
di lunghezza almeno 1, tale che w, = w..




Definizioni sul grafi

Un ciclo In un grafo € un percorso <wy, w, , w,>
di lunghezzaalmeno 1, tale che w, = w..

Es.. il percorso
<A,B,C,E, D, A>
e un ciclo.




Definizioni sul grafi

Un grafo senza cicli e detto aciclico.

Questo grafo e
aciclico.

/‘

/O




Definizioni sul grafi

Un grafo senza cicli e detto aciclico.

Questo grafo orientato non
e aciclico, ...




Definizioni sul grafi

Un grafo senza cicli e detto aciclico.

...maquestoloe.

Un grafo orientato aciclico
e spesso chiamato DAG
(Directed Acyclic Graph).

=c
N
/C

i




Definizioni sul grafi

Un grafo completo e un grafo che haun arco tra

ogni coppia di vertici.

Questo grafo non e completo

‘<G

‘




Definizioni sul grafi

Un grafo completo e un grafo che haun arco tra

ogni coppia di vertici.

Questo grafo e completo




Definizioni sul grafi
Un grafo completo e un grafo che haun arco tra
ogni coppia di vertici.

Suppomiano che G = (V, E) siacompleto. E
possibile esprimere |E| come funzione di |V|?

Questo grafo ha |V| =5
Grafo completo vertici e |E| = 10 archi.

/




Definizioni sul grafi

Un grafo completo e un grafo che haun arco tra
ogni coppia di vertici.

Suppomiano che G = (V, E) siacompleto. E
possibile esprimere |E| come funzione di |V|?

Usiamo una Tabdlla:
V[ | |E]

Grafo Completo

1 0




Definizioni sul grafi

Un grafo completo e un grafo che haun arco tra

ogni coppia di vertici.

Suppomiano che G = (V, E) siacompleto. E

possibile esprimere |E| come funzione di |V|?

Grafo Completo ‘ V| | [E]|
/ 1 0
A |



Definizioni sul grafi

Un grafo completo e un grafo che haun arco tra

ogni coppia di vertici.

Suppomiano che G = (V, E) siacompleto. E

possibile esprimere |E| come funzione di |V|?

Grafo Completo

‘

VI | [E]
1 |0
2 | 1
3 | 3



Definizioni sul grafi

Un grafo completo e un grafo che haun arco tra

ogni coppia di vertici.

Suppomiano che G = (V, E) siacompleto. E

possibile esprimere |E| come funzione di |V|?

Grafo Completo

_w

VI | [E]
1 |0
2 | 1
3 | 3
4 | 6




Definizioni sul grafi
Un grafo completo e un grafo che haun arco tra
ogni coppia di vertici.

Suppomiano che G = (V, E) siacompleto. E
possibile esprimere |E| come funzione di |V|?

Grafo Completo

/

VI | |E

0
1
3
6

g~ PN -

10




Definizioni sul grafi
Un grafo completo e un grafo che haun arco tra
ogni coppia di vertici.

Suppomiano che G = (V, E) siacompleto. E
possibile esprimere |E| come funzione di |V|?

VI | |E

0
1

/

OO0k~ wWwN P
o



Definizioni sul grafi
Un grafo completo e un grafo che haun arco tra
ogni coppia di vertici.

Suppomiano che G = (V, E) siacompleto. E
possibile esprimere |E| come funzione di |V|?

VI | |E

/

»

OO0k~ wWwN P
o



Definizioni sul grafi

Un grafo completo e un grafo che haun arco tra

ogni coppia di vertici.

Suppomiano che G = (V, E) siacompleto. E

possibile esprimere |E| come funzione di |V|?

Per ottenere un
grafo conn
verticli daun

grafo con n—1, /

S

devono
aggiungere n—1
nuovi archi ...

B

/

Vi

OO0k~ wWwN P

El

o Wk

10
15



Definizioni sul grafi

Un grafo completo e un grafo che haun arco tra

ogni coppia di vertici.

Suppomiano che G = (V, E) siacompleto. E

possibile esprimere |E| come funzione di |V|?

...quindi il numero
totale di archi,

guando [V|=ne /

B

/

Vi

OO0k~ wWwN P

El

o Wk

10
15



Definizioni sul grafi

Un grafo completo e un grafo che haun arco tra

ogni coppia di vertici.

Suppomiano che G = (V, E) siacompleto. E

possibile esprimere |E| come funzione di |V|?

...quindi il numero
totale di archi,
guando |V| =

k

B

3L _n(n-1) _ \V\

2

/

Vi

OO0k~ wWwN P

El

o Wk

10
15

+1
+2

+4
+5



Definizioni sul grafi

Un albero libero e un grafo non orientato connesso,
aciclico.

Questo e un albero libero




Definizioni sul grafi

Un albero libero e un grafo non orientato connesso,
aciclico.

“libero” g riferisce a fatto che non esiste un vertice
designato ad essere la“radice’




Definizioni sul grafi

Un albero libero e un grafo non orientato connesso,
aciclico.

Se qualche vertice e designato ad essere la radice,
otteniamo un albero radicato.




Definizioni sul grafi

Se un grafo non orientato e aciclico ma sconnesso,
prende il nome di foresta.

Questa e una foresta. Contiene tre alberi liberi.

® . ‘/ﬁ
e

A
e




Definizioni sul grafi

Se un grafo non orientato e aciclico ma sconnesso,
prende il nome di foresta.

Questo grafo contiene un ciclo. Percio non é un né albero libero

o =
o | — & )
e




Rappresentazone di grafi

Ci sono duetipi di rappresentazione standard
per grafi in un computer:

* Rappresentazione a matrice di adiacenza
* Rappresentazionea liste di adiacenza



Rappresentazone di grafi

Rappresentazione a matrice di adiacenza:

A B C D E F
A (001 0 1 0 0
B| 1 0 1 0 0 O
clo0 1 0 1 1 0
p| 1 0 1 0 1 0
E|l o0 0 1 1 0 O
FLo 0 0 0 0 O




Rappresentazone di grafi

Rappresentazione a liste di adiacenza:

L(v) =listadi w, tale che (v, w) € E,
perveV

Al —»B| —»D

Bl A| —cC
REIE
Dl ™ A| —ic| —E
El —ic| —+D

.



Rappresentazone di grafi

Rappresentazione a liste di adiacenza:

L(v) =listadi w, tale che (v, w) € E,

perveV

m m O O W >»

Quanto spazio ?

|
v

|
Y Vv VvV v

B
A
B
A
C




Rappresentazone di grafi

Rappresentazione a liste di adiacenza:

L(v) = listadi w, taleche (v, w) e E

P

m m O O W >»



Rappresentazone di grafi

Rappresentazione a matrice di adiacenza questa
volta per rapresentare un grafo orientato.

A B C D E
A[o 1 0 1 0

‘/‘\’ Bl 0O 0 1 0 0O
clo o o o0 1

\ Dl 1 0 1 0 O
i E| 0 0 0 1 0

FLo 0 0 0 O

O O O o o o T




Rappresentazone di grafi

Rappresentazione a liste di adiacenza gquesta volta
per rapresentare un grafo orientato.

|
v

O>||M|0||

|
v

‘/0\,

N\

|
v v v

i

Mmoo W >
|




Rappresentazone di grafi

Rappresentazione a liste di adiacenza gquesta volta
per rapresentare un grafo orientato.

Quanto spazio?

B| —»D

|
v

|
v

‘/0\,

N\

C

E

Al —»C
D

|
v v

i

Mmoo W >
|
v




Rappresentazone di grafi

Rappresentazione a liste di adiacenza questa volta
per rapresentare un grafo orientato.

Spazio: a [V|+ b |E|
a b

A

B| —»D

v

v

‘/0\,

N\

C
E
Al —»C
D

|
v v

i

Mmoo W >
|
v




Rappresentazone di grafi

e Matricedi adiacenza
e Spaziorichiesto O(|V9)
e Verificareseli verticli u ev sono adiacenti
richiede tempo O(1).

 Molti O nel caso di grafi sparsi

e Listedi adiacenza
e Spaziorichiesto O(|E|+|V])

e Verificaresel verticl u ev sono adiacenti
richiede tempo O(|V|).



