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CONCETTI FONDAMENTALI

Variabili di ingresso, stato e uscita

e Sistema dinamico
* variabili di ingresso: azioni esterne sul sistema
* variabili di uscita: di interesse per il sistema

4

rapporto causa—effetto

Variabili Variabili
di ingresso _ ) ) di uscita
P Sistema dinamico

x variabili di stato: descrizione dall'interno del sistema

4

determinazione variabili di uscita, note le variabili di in-
gresso e l'istante di tempo
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e Esempio: circuito elettrico

VGT D c== 1,

* Processo
vRr(t) = va(t) —ve(t)

* ingresso: tensioneg;

* Uuscita: tensione p

4

vg(t) dipende dall’energia elettrica accumulata nel conden-
satore (funzione di)
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e Esempio: carrello

>

[ Il |—>

* Processo

F.(s(t),t) = k(t)s(t) = ke 7 M)s(t) ¢ >t

* Ingresso: forza motricé’,

* uscita: energia total&'

Er(t) non dipende esplicitamente @,
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Rappresentazione di stato (I-S-U o interna)

e Sistemadinamicoatempo continuo€ R™,z € R",y € RP)

* equazione di stato

x trasformazione di uscita

y(t) = g(x(t), u(t),t)

—TP X0 =f@u@.) [P y(0) = gx0)u().1) >

T
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e Esempio: circuito elettrico

* leggi elettriche
Coc(t) =i(t)
vr(t) = Ri(t)

* U =vg, T =Vc,Y = VR

e Esempio: carrello

* legge meccanica
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e Scelta delle variabili di stato (accumuli di energia nei sistemi
fisici)
* sistemi elettrici: tensione ai morsetti dei condensatori, cor-
renti negli induttori
* Sistemi meccanici: posizione, velogit
* esistono infinite scelte possibili

* ordine () non fissat@priori (indipendenzadell’accuratezza
del modello), evitando ridondanze
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CLASSIFICAZIONE DEI SISTEMI DINAMICI

e Descrizione .
z(t) = f(x(t), u(t),?)
y(t) = g(@(t), u(t), t)
* classificazione sulla base delle propaieli f e g

e Sistema monovariabile (SISO =p =1

e Sisteme multivariabile (MIMO)m,p > 1

lllustrazioni dal Testo di Riferimento per gentile concessione degli Autori



CONTROLLI AUTOMATICI Prof. Bruno SICILIANO

e Esempio: motore elettrico a corrente continua (eccitazione in-
dipendente)

* bilancio meccanico

Jw(t> — Cm(t> - Cr(t) - hw(t>
Co (1) = ki(t)

* U1 =V, Uy =Cr, X1 =Y1 =14, T =Y =W

R k 1

jﬁl(t) = —Ziljl(t) — Easg(t) + Zul(t)
(1) = %1(@ _ %xg(t) _ %ug(t)
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Sistema proprio

y(t) = g(x(t), u(t),t)

Sistema strettamente proprio (puramente dinamico)

o
N
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o
=
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* risposta (stato o uscita) indipendente dall’'istante di applica-
zione della sollecitazione (stato iniziale e ingresso)

e Sistema variante nel tempg:0 g funzioni esplicite del tempo
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e Sistema lineare

* Stazionario

= carrello: modello stazionario approssimato (— ¢y =
0.1/c)

(u(t) — 0.95ky, z1 (1))

S

(0.95ks,z7(t) + Mx3(t))

N | —

y(t) =
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Sistema a dimensione finita (parametri concentratfjnito

Sistema a dimensione infinita (parametri distribuiti): equazioni
differenziali a derivate parziali

e Sistema deterministico: ingresso, stato e uscita deterministici

e Sistema stocastico: ingresso, stato o uscita aleatorie

% circuito elettrico:R variabile secondo densitdi probabilia
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MOVIMENTO ED EQUILIBRIO

e Soluzione del sistema dinamico

#(t) = f(x(t),u(t),t)
y(t) = g(z(t), u(t),t)

= movimento dello stata(t), t > t

* movimento dell’'uscita(t), t > to

e Equilibrio

< O
Il
Q
I :%
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e Esempio: circuito elettrico

* equilibrio

e Esempio
©(t) = 22(t) + x(t) + u(t)
* equilibri
u(t)=u<1/4 = due stati
u(t)=u=1/4 = uno doppio
u(t)=u>1/4 = nessuno
e Esempio
21(t) = x2(1)
2(t) = u(t)
* equilibrio
wt)=a=0 — [?] - q“a'g”q”j
2
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SISTEMI LINEARI

#(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t)  z(to) = o
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t)

Principio di sovrapposizione degli effetti

o (u,my)=(z'y") (u ) = (2", y")

' (t) = A(t)x' (t) + B(t)u'(t) t >t
' (to) = x},

y'(t) = C)2' (1) + D' ()  t>to
2"(t) = A(t)x" (t) + B(t)u" (¢) t >t
x"(to) =

y"(t) = C(t)x" (t) + D(t)u" (1) t> 1

e Combinazione lineare degli ingressi e degli stati iniziali

u'"(t) = au'(t) + Bu” (t)

"no__ / 7
Ty, = aly, + By

Y
"(t) = ax'(t) + B2 (t)  t>tg
v () =ay'(t) + By (1)  t=to
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Movimento libero e movimento forzato

o u'(t)=0,z;, =0,a=p=1
*x 2, y": movimenti forzati (dipendono solo dall’ingresso)

= z', y”: movimenti liberi (dipendono solo dallo stato ini-
ziale)

e Esempio: movimento del circuito elettrico (sistema lineare)

e Esempio: movimento della centrifuga (sistema non lineare)
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LINEARIZZAZIONE

e Sistema non lineare

#(t) = f(x(t),u(t),t)
y(t) = g(z(t), u(t),t)

* movimenti nominali

z(t) = f(z(t),u(t),t)  Z(t) = Ty,
y(t) = g(z(t),a(t), )
* variazioni
u(t) = u(t) + du(t)
x(t) = Z(t) + 0x(t)
Lty = £1~3t0 + (S.CUtO
y(t) = y(t) + oy(¢)
Y
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* sviluppo in serie di Taylor

of (@, u,1)

T(t) + 6i(t) = F(E(t), a(t), t) + - o _~()5a:(t)
0f (z,u,t)
+ du(t)
ou =3 (t),u=1(t)
7O+ 0y = G050, + LEED| ety

N 0g(z,u,t)

5 du(t)

r=x(t),u=u(t)

4

e Sistema linearizzato

§i(t) = A(t)ox(t) + B(t)ou(t)  dx(ty) = dzs,
Sy(t) = C(t)dx(t) + D(t)du(t)

* Sistema non lineare stazionario, linearizzato nell'intorno di
stato e uscita di equilibrie> sistema linearizzato staziona-
rio
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e Esempio: pendolo

* Sistema non lineare stazionario

Zi?l (t) = T2 (t)

: g . k 1
To(t) = —7sin (x1(t)) — M—Px2(t) + M—Pu(t)
y(t) = %Ml%%(t) _ Mglcos (z,(t))
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* equilibrio w(t) = u = Mgl)

0 =29
k
0= —%Sin (53'1) — M—l251_3'2 + 7
1
y = §Ml2a_3§ — Mglcos (%1)
J
T = [ajl] — [ﬂ/2+2m] i intero
o 0
y=0

* Sistema linearizzato
0x(t) = Adx(t) + Bou(t)
dy(t) = Céx(t) + Dou(t)

A= [8 —k/lMF] B= [1/;\)452]

C=[Mgl 0] D=0
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* equilibrio ((t) = u = 0)

0 =2
k
0= —%Sin (53'1) — M—pjg
1
y = §Ml2533 — Mglcos (%1)

Si
I
1
I Rl
—

_ | ™ 7 Intero
o a 0

(=1)“**Mgl  iintero

Nadl
I

* sistema linearizzata:dispari(+), 7 pari (—)

A= [ig/z —k/lMP] b= [1/]?452]

C=[0 0] D=0
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STABILITA

e Propriet di stabilit (Liapunov): conseguenze sul movimento
dello stato provocate daincertezze sullo stato iniziale, aingresso
e parametri fissi e noti

Stabilita del movimento

e Sistema stazionario
* u(t),t > 0,29 = Z(t) (nominale)

* u(t),t >0, zog = x(t) (perturbato)
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e Movimentoz stabile sé&ve > 0, 36 > 0;

Movimento nominale

Movimento perturbato
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e Movimento instabile

Movimento nominale
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e Movimento asintoticamente stabile

lim [J(t) — &(¢)]| = 0

t— 00

Movimento nominale
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e Esempio: circuito elettricatf = 0, u(t) = U, t > 0)

* movimento nominalei(0) = )

F(t) = e /BCF) + (1 - e—t/RC> U

* movimento perturbatar(0) = ()
z(t) = e VB, + <1 — e_t/RC) U

Y
x(t) — &(t) = e B (xy — &)

* 0 = €, G_t/RC(SUO — 5150)‘ < |$0 — f0| = T stabile

x lim;_, e t/¢ = 0 = 7 asintoticamente stabile
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Determinazione delle proprieta di stabilita
e Problema non banale

e Esempio: pendolo (intuizione fisica)
* orientato verso l'alto (stati instabili)

* orientato verso il basso (stati asintoticamente stabili)
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