CONTROLLI AUTOMATICI Prof. Bruno SICILIANO

SISTEMI LINEARI E STAZIONARI A TEMPO
CONTINUO

Movimento ed equilibrio

Stabilita
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MOVIMENTO ED EQUILIBRIO

e Sistema lineare e stazionariw € R™,x € R™,y € RP)

Formula di Lagrange

e Inrisposta ai(t), t > tg, x(tg) = x¢,:

t
z(t) = et g, —I—/ eA=7) Bu(r)dr

to

t
y(t) = CeAltt0)g, 4 ¢ / A=) Bu(r)dr + Dul(t)

to
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* movimenti liberi ¢, = 0)

z(t) = et g,

yi(t) = CeA(t_tO)a:tO
* movimenti forzati

t
2 (t) = / A=) Buy(r)dr

to

yr(t) = C’/t eA(t_T)Bu(T)dT + Du(t)

to
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Rappresentazioni equivalenti

e Trasformazione di stato

=
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Prof. Bruno SICILIANO

CONTROLLI AUTOMATICI

e Esempio: sistema meccanico

y(t)
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* trasformazione di stato

T1(t) = z1(?)
fg(t) = SUQ(t) — xl(t)
ZIA33(t>:$3(t)
f4(t> = 2174(t) — xg(t)
-1 0 0 07
—1 1 0 O
I'= 0O 0 1 O
L0 0 —1 1.
Y
EORERL 0 107 ra®)7 [ O 07
Ta(t) | |0 2 0 1] | 2,(¢) N 0 0 [ul(t)]
T3(t) 0 My 001 | @3(¢) a0 | Lua(d)
Lag(t) ] Lo SR o o] Lag(t)] |3 ]
_fi'l(t>_
Fo(t)
t)=1|1 0 0 0] ] .
y(t) = | ] Z5(t)
| #4(t)
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Autovalori e modi
e Matrice della dinamica diagonalizzabile (autovalori distinti:
T =1Tp) o
A = Ap = diag{s1,82,...,5,}

* movimento libero dello stato

Nk
A S (ADt)
Bi(t) = e?Plig =) ~— o
k=0
L = (51t)F X (sot)F = (snt)* | .
—dlag{z I ,Z o ,...,Z o 2o
k=0 k=0 k=0
= diag{e®t, e*2t, ... e*"'} 2
Y

71(t) = T '21(t) = Ty 'diag{e® 2" ... e} Tpxg
yi(t) = CTy diag{e®t, e®2!, ... e} Tpxg

x e*it: modi aperiodici

x e%i'sin (w;t + ¢;): modi pseudoperiodici
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e Esempio
R oS F Y
=1 1 —
* autovaloriis; o =1+ 3
1 1
T-1=1|" .
b [J —J]

4

A=TpAT:' = [1+y 0 ]

0 1—3j

* movimenti liberi

1 1] [el+at 0 1 —j
xl(t> = 0.5 [] _]] 0 e(l—j)t] [1 ] Lo

_ [ cos(t) sin (t)] -

—sin (t) cos (t)

w(t) =et[1 1] [ cos (t) sin(t)] -

—sin (t) cos(t)
= V2e! [cos (t+7/4) cos(t —7/4)] zg
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e Modi dei sistemi dinamici con autovalori distinti

A Im

~v

/ o
>

(@)

“v
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e Esempio: sistema massa-molla

Y
{—V:
i u
k i —>
6666 | M hy
! <
Posizione
di riposo

* legge fondamentale della dinamica
Mij(t) = —ky(t) — hy(t) + u(t)
* rappresentazione di state(= y, x2 = )

[i;gg] = [_kO/M _hl/M] [28;] +10 1/M]u(t)
y(t) =[1 0]xz(t)

* autovalori
h N h2 k h h2 k
S = —— —_ S e R — J—
1 oM "\ aMm2? M 2 oM \V aM2 M
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% autovalori distinti @2 # 4M K)

1 _
TD _ [ S92 1]
S9—81 | —s1 1

AD = TDAT51 = diag{sl, 82}
4

x movimenti liberi @2 > 4M K)

z1(t) = 1 (s2o1 — To2)e™" — (s1201 — Toz)e™’
So — 81 | (818201 — S1%02)e®t — (81201 — To2)e2!
1
yi(t) = 5 8 (52201 — To2)e®'t — (81201 — To2)e*?!

x movimenti liberi @2 < 4M K)

__h _\/k_ h
"o YT N M e

L w o
0 =Vo?+w? v = arcsin— = arccos—

9 9
ot —%Sin (wt —v)xo1 + %sin (wt)xp2
zi(t) =e e 5.
—sin (wt)ror + 2sin (wt + y)To2

) 1
(1) = e (——Sin (wt — v)xo1 + —sin (wt)xog)
w w
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Risposta all’impulso e movimento forzato

e Risposta allimpulsop = 1, u(t) = imp(t), (0) = 0)

g.(t) = e*'B
g, (t) = Ce** B + Dimp(t)

% coincide con il movimento libero prodotto dd0) = B:
combinazioni lineari dei modi del sistema

* estensione al casa > 1: risposta diz; (y;) allimpulso
unitariou; (peruy = 0, k # j)
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e Movimento forzato

+ o0 t
gu(£) % u(t) = / gu(t — T)ul(r)dr = /0 gu(t — TYu(r)dr

— 00

t
- / AT Bu(r)dr = 24(t)
0

—+ 00 t
gy () % u(t) = / gy (t — TYu(r)dr = /0 gy (t = T)u(r)dr

— 00

t
— / (C’eA(t_T)B + Dimp(t — 7')) u(T)dT = yr(t)
0
* A diagonalizzabile

t n A
() = To Vi s (1) = T3 /0 eAn (=) Bu(r)dr

t
=T5! / diag {esl(t_T), es2(t=7) 63”(t_T)} TpBu(T)dr
0

t
yr(t) = CTHY [ diagQest(t—7) es2(=7) esn(t=) Ly By(7)dr
f D .

+ Du(t)
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e Esempio (precedente)

u(t) = scal(t)

* movimento forzato{; # s, k # 0)

1

! _——
=1 2] fafn oy

M(82—81)
esit — 1 es2t 1
1 _
— S1 S92
eslt _ 682t

() = 1 ettt —1 e®2* -1
yf - M(Sl — 82) S1 S92

* movimento forzato{,s = o + jw, k # 0)

. 5 _
1|52 (1 + —e'sin (wt — 7))
rp(t) = Vi 1
—e%tsin (wt)
L w -
1 0 ot .
yr(t) = YT (1 + ;e"tsm (wt — 7))
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* movimento forzatoX = 0, s; = 0)

t 1
Ty(t) = [(1) 312]/0 diag{l,eSQ(tT)}dT[ %82]
M82

Sgt_
1 u —t
— S
MSQ esgt_l

1 [es2t—1
yf(?f)ZMS2 ” —t

* movimento forzato{; = sy = sg # 0)

1 eSOt te.SOt

1 | =
rp(t) = — | s2 82 S0
M teSOt

* movimento forzato{; = sy = 0)

1 [0.5¢2
xf(t):M[ / ]
1
t) = —1t°
yr(t) = 577
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Equilibrio

o u(t) =1u

s
8
+
wy|

Nad|
I
Q
8
+ =
S |
~J

* A invertibile (s; # 0)

T=—-A"'Bu
(-CA™'B+D)u

Nadl
I

x D — CA~!'B: guadagno statico del sistema SISO (rapporto
tra uscita e ingresso quando tutte le variabili sono costanti)

e Esempio (precedente)
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e Esempio: motore elettrico a corrente continua

*x uy(t) = v, us(t) = C,

_ hv+kC,
T 2 L RA
__ hv—RC,
Y2 = 2 I Rh

e det(A) = 0 = infiniti stati di equilibrio o nessuno (guadagno
statico perde senso)

e Esempio

* U. U1 # —2us = non esistono stati di equilibria:(z£ 0)

* U1 = —2us = Infiniti stati e uscite di equilibrio

z = [2(“2a_ O‘)] 7 = 2(5ts — 2a)
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STABILITA

e Sistema lineare stazionario: facile determinazione delle pro-
prieta di stabilit

Stabilita del sistema

e Stabilita diz(¢) prodotto dai(t), t > 0 conz(0) = Zg
* principio di sovrapposizione degli effetti’ (¢

)
u(t), xy) = To, vy = To + 0xp, a=—1,0=1

0x(t) = Adx(t) dx(0) = dxg

* z stabile seve > 0, 30 > 0: Voxq
[0zol| <6
risulti

lox(t)|| <e t>0

altrimenti instabile
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* asintoticamente stabile se

lim ||0z()|| = 0

t— o0

4

* propriet di stabilita del sistema (di tutti i movimenti o stati
di equilibrio)
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Stabilita e movimento libero

e Sistema stabiléff tutti i movimenti liberi dello stato sono li-
mitati; asintoticamente stabilé tutti i movimenti liberi dello
stato tendono a zero per— oo; instabile se almeno un movi-
mento libero dello stato noa limitato

e Esempio: circuito elettrico

z(t) = et/ EC2(0)

*x Vz(0), z;(t) limitato pert > 0; si annulla pet — oo
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Stabilita e autovalori

e Sistema asintoticamente stahffietutti i suoi autovalori hanno
parte reale negativa

* semipiano sinistro aperto del piano complesso: regione di
asintotica stabila

Sistema instabile se almeno uno dei suoi autovalori ha parte
reale positiva

Autovalori a parte reale nulla: sistema stabile o instabile

e Esempio: circuito elettricos = —1/RC < 0 = asintotica
stabilita

e Esempio: sistema massa-molla

* h > 0 (attrito presente}- asintotica stabilé

N h:0:>{k7£0 = stabilita
k=0 = instabilita
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Stabilita e polinomio caratteristico

e Calcolo degli autovalori: radici del polinomio caratteristico

* forma piu generale del polinomio caratteristico

p(8) = pos™ + 18" 1 + as" 2+ ...+ o185 + o

n

=¢o [[(s—si) w0 #0

1=1

o100 = —tr(A) = = s
1=1

on/po = det(—A) = (1) ] s
e Asintotica stabili&

Y si<0 = tr(4) <0
1=1

(—1)”12[51- >0 = det(—4)>0

=1
* condizioni necessarie

©1/p0>0  ©n/wo >0
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* in generaley;, « = 0,1,...,n tutti dello stesso segno =
condizione necessaria di asintotica staai(gufficiente per
n=1en=2)

e Esempio
*x @(s) = s + 3s* — s — 3! instabile 3, —1, +1)
*x o(s) = s* + 5s? + 4: instabile &7, +:25)

*x o(s) = s + s? + s + 1. condizione necessaria OK, ma
instabile &1, +7)
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e Criterio di Routh

* tabella di Routh«{ + 1 righe)

2y
P1

__1 hi

P2
¥3

hit1 ]) _
ki1

P4
¥5

ky £ 0

* asintotica stabila iff tutti gli elementi della prima colonna

hanno lo stesso segno
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e Esempio

o(s) = s° 4+ 155 + 8553 + 22552 + 2745 + 120

x tabella di Routh

1 8 274
15 225 120
70 266
168 120
216
120
{

* asintotica stabila

e(s)=(s+1)(s+2)(s+3)(s+4)(s+5)

e None indispensabile la divisione pky

e E possibile determinare il numero di autovalori con parte reale
positiva e nulla (sistemi non asintoticamente stabili)
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¢ Regione di asintotica stabiitnell'insieme dei parametri
* analisi di stabili& di sistemi parzialmente incerti

* sintesi di controllori di struttura prefissata (parametri di pro-
getto)

e Esempio

p(s) =8+ (2+B)s* + (1 +28)s +a+f

* tabella di Routh

1 1+23
240 a+ 3
2(8+1)° —«a
240
a+ 3
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* condizione necessaria

8> —2

1
5>—§
0> —«
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* regione di asintotica stabidt nell'insieme dei parametri

a, -

8> -2
208 +1)* > a
B> —«
BA
'
2 [0
~1
-2
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Proprieta del sistemi asintoticamente stabili

e Sistemi asintoticamente stabili di maggiore interesse per le ap-
plicazioni

*

*

movimento pet — oo indipendente dallo stato inziale

risposta allimpulso (stato/uscita) tende asintoticamente a
zero

risposta ad ingresso limitato tende a zetoitante in cui
I'ingresso diventa definitivamente nullo)

~

x(t) = eAlt—1) 3 t>1
y(t) = CeAlt=0z t>1t

u(t) = wusca(t) = movimento tende allo stato (uscita) di
equilibrio

stabilita interna=- stabilita esterna (BIBO) (in generale non
vale il viceversa)
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