CONTROLLI AUTOMATICI

Prof. Bruno SICILIANO

SEGNALI A TEMPO CONTINUO
|mpulso e altri segnali canonici
Trasformata di Laplace

Serie di Fourier

Trasformata di Fourier
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IMPULSO E ALTRI SEGNALI CANONICI

e Segnali canonici

0 t <0 :
sca(t) = { ] £> 0 (scalino)
0 t <0
ram(t) = { ; >0 (rampa)
0 t <0
par(t) = { £2 /2 LS 0 (parabola)
sca(t) A ram(?) A par(?) A
O R :
E 05 - .
|
0 ¢ 0 1 ¢ 0 1 ¢
a) b) c)

/_too sca(T)dT = ram(t) /too ram(7)dT = par(t)
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e Impulso di Dirac

imp(t) =0 t#0

>
0 t
. 1/e 0<t<e
n={ <
imp. (t) 0 altrove

lim imp,_(t) = imp(t)

e—0
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p(t)imp(t — 7) = @(7)imp(t — 7)
Y

+00 o0
/ o(L)imp(t — 7)dt = o(7) / imp(t — 7)dt = ()

— o0 — 0

/_ imp(7)dT = sca(t) t#0
d(sca(t))

o = mp(?)
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TRASFORMATA DI LAPLACE

Generalita

e Funzione complessAdi variabile reale, s = o + jw:
+o0
F(s) = LU = | f(e"ae
0

* ds: convergenza integrale> o¢: ascissa di convergenza
(F'(s) esiste nel semipianRe(s) > &

e Trasformata razionale

* radicidiN(s) = 0: zeri
% radicidi D(s) = 0: poli (f reale:d = max(Re(s)))

e Formula di antitrasformazione (> o)

o+j00
F(t) = £V F(s)] = — / F(s)etds

B 27T] —J00

*x f(t) =0, t < 0 = corrispondenza biunivoca
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e Trasformata dell'impulso

+oo
Llimp(t)] = / imp(t)e *tdt = e 5 =1

e Trasformata dello scalin@(= 0)

+oo +o0
L[sca(t)] :/ sca(t)e *'dt :/ e *tdt
0 0

e—st +00 e—at o +00
= = [_(0 o) (cos (wt) — jsin (wt))]
0 0
0-1 1
- —(o+jw) s
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Proprieta principali

e Linearita

Llaf(t) + Bg(t)] = aF(s) + BG(s)

e Traslazione nel dominio del tempo

Lf®)] = LIt =) = e F(s)

* f(t) = asca(t — 1) + Bsca(t — 12)

L[f(t)] = Llasca(t — 11)] + L[Bsca(t — 12)]

= aL[sca(t — 11)] + BL][sca(t — 12)]

—T1S8 —T2S

€ €

=« + [

S S
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e Traslazione nel dominio della variabile complessa
£\f®)] = clet () = F(s — a)

* trasformata dell’esponenziale & «)

1
5 —«

L [e*'sca(t)] =

* trasformata del cosené = 0)

D

,C[COS (wt)SCa(t>] _ [eJW 1 eTIw

Sca(t)]

L1 1\ s
2\s—jw Ss+jw/) s2+w?
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e Derivazione nel dominio del tempo

* derivate successive pperatore di derivazione)

£ |F®)] = *F(s) - s£(0) - {(0)

r [d”,;”(t)] _ SnF(IS) - is” A f(t)

dt™ dti—1

t=0

* trasformata del sen@ (= 0)

w

1 | S w
= — —_ S =
w s2 + w? $2 4+ w?

Llsin (wt)sca(t)] = £ [l (imp(t> _ dleos (c;i)sca(t))ﬂ

lllustrazioni dal Testo di Riferimento per gentile concessione degli Autori



CONTROLLI AUTOMATICI Prof. Bruno SICILIANO

e Derivazione nel dominio della variabile complessa

dF(s)
ds

Ltf(t)] = -

* trasformata della rampa

lllustrazioni dal Testo di Riferimento per gentile concessione degli Autori

10



CONTROLLI AUTOMATICI Prof. Bruno SICILIANO

e Integrazione nel dominio del tempb/(s operatore di integra-
zione)

e|[ s = 1o

* trasformata della parabola

e Convoluzione nel dominio del tempo

* prodotto di convoluzione

400 400

f«ﬂﬁu—Tmfzj' £t — ) fa(n)dn

— 0

hiy= )= |

— 0

+o00 +o0
:/0 fl(T)fQ(t—T)dT:/o f1(t —n) f2(n)dn

U
L[f1(t) x f2(t)] = F1(s)Fa(s)

x f1(t) = e*sca(t), f2(t) = sca(t)
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e Teorema del valore inizialef(ha trasformata razionalE con
grado del denominatore maggiore del grado del numeratore)

f(0M) = lim sF(s)

S§—>00

e Teorema del valore finalef (ha trasformata razional® con
grado del denominatore maggiore del grado del numeratore e

poli nulli o con parte reale negativa)

lim f(t) = lim sF(s)

t—00 s—0

x f(t) = e“*sca(t)

: 1
[e®*sca(t)] ‘t:0+ = Slgrolo s = 1
1
lim e**sca(t) = lim s = {0
t— o0 s—0 S —« 1

a <0
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e Tabella di trasformate

f(t) F(s)
imp(t) 1
sca(t) é
ram(t) Siz
par(t) Sis
e*'scal(t) S _1 o
teo‘tsca(t) (S _la)2
sin (wt)sca(t) 2 _L:wz
cos (wt)sca(t) 2 j o2
. 2ws
tsin (wt)sca(t) (52 1 w2)?
tcos (wt)sca(t) (882 _;52)2
e"sin (wt)scal(t) (5 — 06;2 T2
e“*cos (wt)sca(t) 5 _805204_ 2
e’'sin (wt)sca 2uls ~ o)
t (wt)sca(?) (s —0)2 + w2]2
e’tcos (wt)sca (s=of —w”
t (wt)sca(?) (s —0)2 + w2]2

lllustrazioni dal Testo di Riferimento per gentile concessione degli Autori



CONTROLLI AUTOMATICI Prof. Bruno SICILIANO

Sviluppo di Heaviside

e Antitrasformazione di funzione razionale

* grado diD(s) maggiore del grado dV (s)

* N(s) e D(s) acoefficienti reali

e Poli distinti
D(s)=][(s+pi) pn#pjh#j
1=1
N(s) _ z”: P;

H?:l(s +pi) i—1° + i
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* calcolo dei residui

o N(—p;) _ N(—p;) — (s , S
= [T5-1 ;s —pi)  dD(s) = A2,
ds S=—Pi
Y
Ft)=L7YF(s)] =L} Z - f ipi _ (Z Pz-epit) sca(t)
e Esempio 0
Fls) = (s+2)(s+5)
s — 10 o P1 P2
(s+2)(s+5)  s+2 AP
—2-10 _=5-10
i 2= 5
Y
f(t)y=,"1 [(s +82;(i0+ 5)] = (—4e~?" + 5e~"") sca(t)
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e Poli complessi coniugatp( = p;)

P, P; P, P,
- = + —
s+pi S+p; S+Dpi S+Di

4

Pie_pit + Pje—pjt — Pie—pz-t + Pie—ﬁit
= 2|Pz-|eRe(_pi)tcos (Im(—p;)t + argP;)

% In alternativa: identa dei polinomi
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e Esempio
100
Fo) = D+ 45 1 13)
100
T 2-3-1)(2+43-1)
100 5} :
b= (1—-2+43)(2+43—-2+43) —387)
Y
100
_ pr—1

) =L [(3 +1)(s% +4s + 13)]

=10 |e " + @e%cos (3t + arg(j — 3))] sca(t)

lllustrazioni dal Testo di Riferimento per gentile concessione degli Autori

17



CONTROLLI AUTOMATICI Prof. Bruno SICILIANO

* In alternativa

100 P, . s+ U
(s+1)(s?+4s+13) s+1 s2+4s+13

100 = 10(s* + 45 + 13) + (&5 + U)(s + 1)
J (s=0,s=1)

100 = 130 + ¥
100 = 180 + (& + ¥)2

¢ =—-10 v =-30

Y
100
t)y=L""
/@) _(S+1)(82+48+13)]

_ [ 10 10(s+3)
B s+1 s2+4s+13

1 s+3
= 10L£7t —

s+ 1 32+4s+13]
_105_1_ 1 s+ 2 1 3
B s+1 (s+2)2+32 3(s+2)2+32

10 [e—t e <cos (31) + ésin (3t)>] scaf(t)
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e Poli multipli

N(s) B . Py
Gt 2 A Gt ol

1=1

x calcolo dei residui

Pi,h - (nz _ h)' dsni—h o= pi
Y
f) = £ FE) = £ | Y3 T
i=1 h=1 (s +pi)"
Ko g th_l pit
= <2;Pi,h (h—el)' ) sca(t)
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e Esempio

Pi1 = [sF(s)]|,— = (Z i :1:)32 3
Py = ’ [(S +58)2F(8)] -
Pyo= [(s+3)*F(s)]|,__, =5
U
1 s+ 18 _ 1 2 _ i _
flt) =L [m]— [E s+3

= (2 — 2e7% — 5te%") scal(t)
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SERIE DI FOURIER

Forma esponenziale

e Funzione periodica
fE+T)=f(t) vt

* coefficienti di Fouriergqo = 27 /T)

1 .
Fn:—/f(t)e—fnwotdt n=...,-2-1012,...
T Jr
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e Spettro dif: F,
x spettro di ampiezzaf, |

* spettro di fasearg(F),)

7 A arg(F,) A

(1111 TW,TH I
LR EEE DRRRE

e serie di Fourier

+o0
f)= Y R

n=—oo
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Forma trigonometrica

o freale_,=F,,n=1,2,..)

+oo
)= Fo+ 3 [Faei™ot + By
n=1
+o0
= Fy+ 2 Z [Fercos (nwot) + Fgpsin (nwot)]
n=1
+oo
= Fy+ 2 Z |F,|cos (nwot + argFy,)
n=1
F., = 2Re(F, /f cos (nwot)dt n=12,...
Fy, = —2Im(F /f sin (nwot)dt n=12,...

e Analisi armonica (nel dominio della frequenza)
* Fy: componente a pulsazione nulla
* F,,: armoniche{ = 1 fondamentale)

* minny : F,, # 0 (pulsazione minima), max : F,, # 0
(pulsazione massimay) [niwq, nowp| (banda)
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e Sviluppo in serie dell'onda quadra

0 ~-T/2<t<-T/4
fit)y=<¢1 ~T/4<t<T/4
0 T/4<t<T/2
fio A
1
| | >
-T2 -T/4 0 T/4 12 t
1 T/2 . 1 T /4 .
F, = —/ f(t)e Imwotdt = —/ f(t)e Imwotqy
T/ 1 (t) T 2, (t)
Y
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* segnale a banda illimitata

1
F0:§

Pl

argl,, = arg <—

0.5 ¥

0.4

0.3

0.2

1sin (nm/2)

[ 1/nm n dispari
nm/2 | |0 n pari

Lsin(nm/2)\ [0 n=15
7 n=3,7

2 nmw/2
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e Esempio

f)==t —T/2<t<T/2

—>
172 St
* segnale a banda illimitata
o1
Fo=0 F,, = j—cos (nm) n=...,—2,—-1,1,2,...
nim
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e Sviluppo in serie di un treno di impulsi

+o0
f(t) =) imp(t—kT)
k=—0c0
fir) A
1
[
2T -T 0 T 2T t

* segnale a banda illimitata

F, = —/ Z imp(t — kT)e "0t dt

TJ gy, =

I/M (t — KT)e meotds —
= = imp(t — kT)e /"woldt = —

T J_ 1/ T
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e Esempio gy = 27/15)

f(t) =3 +sin (%mﬁ) + 2cos (%mﬁ)
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Proprieta principali

e Linearita: f con spettraf;,, g con spettrd=,, = af + (g con
spettroaF,, + G,

e Funzione parif(—t) = f(t) = Fs, =0,n=1,2,...

e Funzione disparif(—t) = —f(t) = Fy =0, F.,, = 0,n =
1,2,...

e Uguaglianza di Parseval

=0

o NG SR

n=—oo

* f reale= potenza media del segnale

* banda essenziale: tra la minima e quella a%%o della
potenza media
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TRASFORMATA DI FOURIER

Forma esponenziale

e Funzionef complessas spettro dif

+o00
F(jw) = FIf(t) = / F(t)e it dt

— 00

* |F'(jw)|: spettro di ampiezza

*x argF(jw): spettro di fase

e Formula di antitrasformazione

« f reale @(—jw) = F(jw))

+oo
FO) = F PG = o [ [P + Flw)e ] de
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Forma trigonometrica

+o0
PO = 5= [ 1F(w) (cos )+ jsin (1)
+F (jw) (cos (wt) — jsin (wt))] dw
+o0
= % 0 [F.(jw)cos (wt) + Fs(jw)sin (wt)] dw
1

+oo
= —/ |F(jw)|cos (wt + argF (jw))dw
T Jo

+o0
F.(jw) = 2Re(F(jw)) = / F(t)cos (wi)dt

— 00

400

Fu(jw) = —2m(F(jw)) = / F(t)sin (wi)dt

— o0

e Analisi armonica (nel dominio della frequenza)
* infinita di armoniche

* Minw; : Fj,, # 0 (pulsazione minima), maxs : Fj,, #
0 (pulsazione massima} [w1,w2| (banda)
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e Trasformata dell'impulso

+oo
Flimp(t)] = / imp(t)e 7“'dt = e7¢Y =11

— 0

e Trasformata di funzioni esponenziadi € R™)

+00 ‘
Fle%sca(t)] = / e“tsca(t)e 7 dt

+o00 o—jw)t | T°
- / clo-gongy = C7
0 o—jw |, jw—o
0
. 1
Fle~tsca(—t)] = / e~ (THItgp — _
e joto

e Esempio (bandaw = wy)

F [e?“°*] = 27rimp(w — wp)
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e Trasformata dell'impulso rettangolare & 0)

_ [ —a<t<a
ft) = {0 altrove
fi A
1
>
—a 0 a ;
\|%
* segnale a banda illimitata
F(50) = 2a
400 a .
F(]CU> — / f(t)e_JWtdt — / e—]wtdt _ QCLM
e —a wa
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F/a
0.5
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Proprieta principali

e Linearita

Flaft) + By(t)] = aF(jw) + 6G(jw)

e Trasformata del seno, del coseno e delle funzioni sviluppabili
in serie di Fourier

Flcos (wot)] = wlimp(w — wp) + imp(w + wo)]

Flsin (wot)] = jr[imp(w 4+ wp) — imp(w — wp)]

e Trasformata della funzione segno

sgn(t) = lim (e7’sca(t) — e 7*sca(—t)) t#0

Y
Flsgn(t)] = lim( o 1 ):.3

c—0- \Jjw—0 jJw+o Jw

e Trasformata della costante

F1] = 27imp(—w) = 27wimp(w)

lllustrazioni dal Testo di Riferimento per gentile concessione degli Autori 35



CONTROLLI AUTOMATICI Prof. Bruno SICILIANO

e Trasformata dello scalino

Flsca(t)] = mrimp(w) + jiw

Funzione parif(t) = f(—t) = Fs(jw) =0,w >0

Funzione disparif(t) = — f(—t) = F.(jw) =0, w > 0

e Uguaglianza di Parseval

00 1 400
/ [f(t)[Pdt = — |F(jw)|2dw

* f reale= energia del segnale

* banda essenziale: tra la minima e quella a 8&6%
dell’energia totale
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e Tabella di trasformate

f(t) F(jw)
imp(t) 1
1 2mimp(w)
el wot 2mimp(w — wp)
sin (wot) jm [imp(w + wo) — imp(w — wp)]
cos (wot) 7 [imp(w — wp) + imp(w + wp)]
sgu(t) i
sca(t) mimp(w) + J%
ot 1
e sca(t),oc <0 pe—
e~ tsca(—t),0 <0 _jw1+a
sin (wot)sca(t) 37 Imp(w — wo) — imp(w + wo)] + wg’ﬂw
cos (wot)scal(t) 5 [Imp(w — wp) +imp(w + wp)| + wgfw
e“*sin (wot)sca(t), o < 0 Go—o)4a?
e?tcos (wpt)sca(t),o < 0 (jwj_“;}iwg
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Relazioni con la trasformata di Laplace

e f(t1)=0,t<0,6<0

e Utilita della trasformata di Fourier in forma trigonometrica:
segnali (non periodici) come somma di un’infemmumerabile

di armoniche
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