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Generalita sulle Equazioni Ditterenziali

Rappresentazione matematica di fenomeni dinamici

Ing. A Merola — Richiami sulle equazioni differenziali
Corso di Fondamenti di Automatica— Ing. C. Cosentino — A.A. 2007/08

LS,
w Dubium sapientiae initium



http://upload.wikimedia.org/wikipedia/en/a/ac/NIEHScell.jpg

Definiziont generali

Si dice equazione differenziale di ordine n ogni equazione che leghi
una funzione incognita y(t) della variabile indipendente t alle sue derivate
fino all'ordine n attraverso una assegnata funzione F, in generale
dipendente da t,

F(y™ ,y®™ .y, y,t)=0

Un‘equazione differenziale si dice in forma normale o esplicita se e
possibile scriverla nella forma

= O )
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‘ Soluzione o integrale

Una soluzione dell’equazione e una funzione y = y(t) definita in un
intervallo | tale che

F(y®,y®™ . y,y,)=0 perogni t €/
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‘ Soluzione o integrale

Un’equazione differenziale ammette infinite soluzioni.

ESEMPIO

y=r(y1)

Calcolando una soluzione approssimata, si ha

y(t.,)—y(t,) _
AL =f(»(,).t,)

Quindi,

V() =y )+ f((t), 1) At
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‘ Integrale generale e particolare

L’insieme di tutte le soluzioni € definito integrale generale di un’equazione
differenziale, rappresentato da una funzione del tempo definita a meno di
una costante

y(t)=(1,k)

La soluzione passante per un punto (t,Yy,) fissato e detta integrale
particolare.

La condizione y,=y(t,) con cui si individua l'integrale particolare prende il
nome di condizione iniziale.

L'integrale particolare si ottiene da quello generale ricavando il valore della
costante k mediante la condizione iniziale.
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‘ Integrale generale e particolare

L'integrale generale di un‘equazione differenziale di ordine n risulta
definito a meno di n costanti determinabili imponendo n condizioni iniziali
del tipo

y(fﬂ) = Vo> j”(rﬂ) = Vo y(z}(fn) = }’.[{;.2},, cees y‘”‘”(’rn) = J’é”_lj .
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‘ FEq. ditt. linear1 a coetticienti costantt

Un‘equazione differenziale e detta lineare se la funzione F e lineare
rispetto alla funzione incognita y e a tutte le sue derivate che in essa

compaiono.

La forma generale di una siffatta equazione e

v ta()y" " +. +a, ()y+a,()y=b(1)

Se i coefficienti a,,...,a, non variano al variare del tempo, l‘equazione
differenziale e detta lineare a coefficienti costanti

y(”) + aly(”_” +..+a,  yv+a, y=>b(t)

Se b(t)=0, l'equazione e detta omogenea, altrimenti € detta completa.
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Soluzione delle eq. diff. lineari, omogenee,
a coetficienti costanti e reals

Data un’equazione differenziale omogenea lineare a coefficienti costanti
reali del tipo

vy +ay" P+ +a,_ y+a,y=0

Si dimostra che, se y,(t), y,(1),... y,() sono n integrali linearmente
indipendenti, l'integrale generale e

() =ky @) +k,y,()+...+k,y, (1)

dove k, (1), k,(t),... k. (t) sono costanti arbitrarie.
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Soluzione delle eq. diff. lineari, omogenee, a
coefficientt costanti reali — Procedura di calcolo

1. Sideterminano le soluzioni dell’equazione caratteristica
associata n n—1
N +a AN+ FaA+ag=0

2. Se 7»0 e una radice reale dell’eq. caratteristica con molteplicita m,
esistono m; integrali indipendenti

6)\015’ te)\()t7 . 7157“—16)\()15;

3. Se @, % jw, e una coppia di radici complesse dell’equazione
caratteristica con molteplicita 7, esistono 2m, soluzioni
linearmente indipendenti

e cos t, te® cos Ot ... t* 1™ cos Ot

e sin Bt, te® sin t, ..., t* L™ sin Gt.

Ing. A Merola — Richiami sulle equazioni differenziali
Corso di Fondamenti di Automatica— Ing. C. Cosentino — A.A. 2007/08

.
LS,
w Dubium sapientiae initium




‘ Soluzione delle eq. diff. lineari, omogenee, a
coefficienti costanti reali — Esempt

y+3y=0 ($+27+y=0
{ y(0)=4 ¢ y(0)=-1

. »(0)=0
($+3p+2y=0 (y+2y+3y=0
s »(0)=0 v v(0)=2
- 3(0)=1 | H0)=-1
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‘ Soluzione delle eq. diff. lineari a coetficienti
costanti complete

yWWray" + +a_y+a y=b(1)
La soluzione € data da

(1) =|57(l‘)|+|)7(l‘)|

Integrale generale equazione
omogenea (b=0)

Integrale particolare
equazione completa
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Soluzione delle eq. diff. lineari a coefficienti
costanti complete — Calcolo integrale particolare

Il calcolo dell’integrale particolare e possibile in casi
particolari, e.g. quando la funzione b(t) e le sue
derivate successive hanno la stessa struttura.

Questa condizione e verificata nei seguenti casi:

1. Db(t) € un polinomio int (ad es. b(t)=1, b(t)=t, b(t)=t2, etc.)

2. Db(t) e una funzione sinusoidale

3. b(t) e una combinazione lineare di un polinomio int e di
funzioni sinusoidali
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‘ Soluzione delle eq. diff. lineari a coetficienti
costanti complete — Esempio

{)’/+3y:t
y(0)=0
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