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@UMG Popolazioni interagenti

Dubium sapientiae initium

A In presenza di piu specie interagenti la dinamica di ognuna di esse &
influenzata dal comportamento di alcune o di tutte le altre

A Le comunita di specie interagenti sono talvolta dette reti trofiche

A Ci concentreremo inizialmente su sistemi con due specie

Prof. Carlo Cosentino Biologia dei Sistemi, A.A. 2016/17



@UMG Tipi di interazione

Dubium sapientiae initium

A l'interazione tra due o piu specie puo essere di tre tipi

<+ Preda-predatore & il tasso di crescita di una specie aumenta quando
quello dell’altra diminuisce

<+ Competizione & il tasso di crescita di entrambe le specie diminuisce

<+ Simbiosi o Mutualismo & il tasso di crescita di entrambe le specie
aumenta
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Modelli preda-predatore
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@UMG Modello Preda-Predatore di Volterra

Dubium sapientiae

A 1l primo modello di specie interagenti della tipologia preda-predatore &
attribuito a Vito Volterra (1926)

A Detta N(t) la popolazione di prede e P(t) quella dei
predatori, il modello di Volterra &

N: prede r% =N (t)(a—bP(t))
P: predatori dl:;:t) p(t)( N (t) - d)

V. Volterra (1860-1940)

dove a, b, ¢, d sono costanti positive
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@UMG Modello di Lotka

Dubium sapientiae initium

A 1l modello viene talvolta detto di Lotka-Volterra, poiché il
chimico austriaco Alfred James Lotka arrivo alle stesse
equazioni indipendentemente

A Volterra voleva riprodurre il livello oscillatorio di una
specie di pesci dell’Adriatico

A Lotka, invece, ricavo le stesse equazioni per descrivere
una ipotetica reazione chimica tra due specie le cui
concentrazioni avrebbero dovuto oscillare A.J. Lotka (1880-1949)
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@UMG Ipotesi del modello di Volterra

Dubium sapientiae initium

A Le assunzioni del modello sono

<+ Le prede crescono illimitatamente, secondo il modello di Malthus &
termine aN

4+ Leffetto della predazione & di ridurre il tasso di crescita delle prede di
una quantita proporzionale siaa N chea P & termine - bNP

4 In assenza di prede la mortalita dei predatori segue un andamento
esponenziale & —dP

<+ Le prede contribuiscono al tasso di crescita dei predatori in maniera
proporzionalesiaa N chea P & cNP

MO ny(a-bro)
3
% = P(t)(cN (t)-d)
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@UMG Adimensionalizzazione

Dubium sapientiae initium

A Effettuiamo le seguenti trasformazioni

cN (t bP (t d

u(z) = (), V(T)zﬁ, r=al, a=—

a a

da cui si ricava il modello adimensionale d_u —u
dr
9
A 1l comportamento di un sistema con due stati puo d_V
essere convenientemente visualizzato sul piano delle

fasi

A |l piano delle fasi si ottiene tracciando il punto (u, v) su
un piano cartesiano al variare di t
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@UMG Analisi nel piano delle fasi

Dubium sapientiae initium

A Dividendo tra loro le equazioni del modello otteniamo

dv H costante di
E ‘ oau+Vv—Inu“v = integrazione
integrando
A La funzione presenta due punti v

singolari, nell’origine e in (1,1)
l4+wo < H <« H) < Hy < Hy

A |l valore minimo di H si ottiene in

corrispondenza del punto (1,1) Curve di

livello

A Le soluzioni sono strutturalmente
instabili!
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@UMG Analisi delle traiettorie

Dubium sapientiae initium

A 'andamento di u e v nel tempo € mostrato in figura

u (prey) v (predator)

WA

A Se introducessimo del rumore, le oscillazioni esibirebbero un’ampiezza molto
variabile nel tempo, poiché le traiettorie cambierebbero continuamente
curva di livello (vedi lucido prec.)

Prof. Carlo Cosentino Biologia dei Sistemi, A.A. 2016/17



@UMG Stabilita dei punti di equilibrio

Dubium sapientiae initium

A Linearizzando nell’'origine otteniamo

uy (1 O \u u
~ = A

Vv 0 —a v Vv
che ha autovalori 1 e —a & l'origine € un p. di eq. instabile

A Quando gli autovalori sono reali e di segno opposto si parla di punto di sella
(saddle point) nel piano delle fasi

A Linearizzando in (1,1), invece, si ottengono due autovalori complessi puri,
+ ji/a, ossia una singolarita di centro

Al p. di eq. € semplicemente stabile e la soluzione nel tempo € periodica e
sinusoidale
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. UMG Confronto con dati reali

Dubium sapientiae initium

A Un esempio noto di applicazione del modello di Volterra & nell’analisi dei dati
storici della Hudson Bay Company

A Tali dati sono relativi al numero di pellicce di lince e lepre raccolte
annualmente: si assume che tale numero sia direttamente proporzionale ai
rispettivi livelli di popolazione

A | dati sono particolarmente rilevanti perché coprono un lungo arco
temporale (1845-1935)

A | dati mostrano un andamento periodico, in accordo con il modello, tuttavia
I’evoluzione € diametralmente opposta a quanto previsto...
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@ UNMG

Dubium sapientiae initium
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@UMG Modello di L-V generalizzato

Dubium sapientiae initium

A Si consideri un sistema con k specie di prede e k di predatori

A Il modello di L-V pu0 essere esteso nel seguente modo

dN. K
t =
k 1=1...,K
dP,
d_IZPi Zciij_dl
t =]

dove a;, b;j, ¢;;, d; sono tutte costanti positive

A Analizziamo la stabilita dei punti di equilibrio
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@UM@ L-V punti di equilibrio

A | punti di equilibrio si ottengono risolvendo le equazioni
k k
j=1 j=1

che si riscrivono in forma matriciale (N, P, a, d sono vettori)
BP =a, CN =d

A |l sistema si riscrive

dN la-BP], —
dt dt
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@UMG Stabilita dell’origine

Dubium sapientiae initium

A lorigine & un punto di equilibrio instabile, infatti la matrice dinamica del
sistema linearizzato e

e gli autovalori di una matrice diagonale sono proprio gli elementi sulla
diagonale
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@ UMG L-v punti di equilibrio

Dubium sapientiae initium

A Linearizzando nel p. di equilibrio (N, P*) otteniamo la matrice dinamica
0 -N'B
A=|
P C 0

A Latraccia (somma degli elem. sulla diagonale) & uguale alla somma degli
autovalori, per cui

2k
. /li =tI’A=O
1=1

A Ci sono due possibilita

<+ Autovalori tutti a parte reale nulla (oscillazioni non smorzate)

4+ Almeno un autovalore a parte reale positiva (instabilita)
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@UMG Ulteriori modelli preda-predatore

Dubium sapientiae initium

A |l modello di Volterra, al di la della sua semplicita, ha il merito di evidenziare
la natura periodica del fenomeno, che spesso trova corrispondenza nella
realta

A Quando la traiettoria chiusa e robusta a fronte di perturbazioni, si parla di
ciclo limite, poiché essa rappresenta un attrattore per tutte le traiettorie che
partono abbastanza vicine ad essa

A Introduciamo ora altri modelli preda- p Unstable steady state
predatore che esibiscono evoluzione
periodica “
A Partiamo dalle ipotesi del modello di il
Volterra e cerchiamo di renderle piu AR
o imit cycle
realistiche
0 N* N
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@UMG Saturazione del tasso di nascita

Dubium sapientiae initium

A Come gia osservato nei sistemi monospecie, il modello di crescita di Malthus,
adottato anche da Volterra per la popolazione preda, non prevede un limite
e dipende solo dal numero di individui della specie

A Piu realisticamente, possiamo assumere che esso dipenda anche dalle risorse
disponibili nell'lambiente (capacita di carico)

A Ipotizzando, inoltre, che il livello di predazione dipenda in maniera non
lineare dal numero di prede, otteniamo

NN (1—ﬁj— PNR(N),
dt K

dove r e K sono i parametri dell’eq. logistica, e R(N) e un coefficiente di
predazione dipendente da N
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A Per il termine di predazione si possono scegliere diverse forme, considerando

che anche esso deve avere un valore di saturazione

NR(N) NR(N) NR(N) NR(N)
Af-m-mm o Af-m---zz=== Al -o-—--oo--
0 N N 0 N 0 N
(a) (b) (c) (d)
A AN A
R(N)=A R(N)=——— R(N)= R(N) =—(1-e™
(N) =15 RN=——g RN -e)
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@UMG Equazione dei predatori

Dubium sapientiae initium

A Per quanto riguarda la dinamica dei predatori, possibili modelli sono

P k(1" 9P 4prePR(N)
dt N dt

dove k, h, d, e sono costanti positive e R(N) & una funzione tra quelle
presentate sopra

A Nel primo modello si suppone che la capacita di carico sia proporzionale alla
popolazione di prede

A Qvviamente esistono in letteratura innumerevoli altri esempi di sistemi
preda-predatore piu realistici di quello di Volterra
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@UMG Modello avanzato preda-predatore

A Sj consideri il modello

d—N: N r(l— N
dt K
d_P: S(l_h_P
| dt N

|

dover, K, k, D, s, h sono costanti positive

B kP
N+ D

A Adimensionalizziamo mediante il cambio di variabili

u(z) =

N (t)

hP(t)
1 \ -
(7) = ”
p=3, g=2
r K

T=It,
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@UM@ Modello avanzato preda-predatore

A |l modello adimensionale

(du auv

= —u(l-u)- - f(u,
<dr u( u) u+ (u V)
dv v
—=bhbv|1-—|=g(u,

dr V( uj 9(uv)

e caratterizzato da soli 3 parametri: a, b, d
A Troviamo il punto di equilibrio (11, D) tale che

R A aliv
i(1-0)-22% —0 bv(l_xAj:o
u
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@UMG Punto di equilibrio

Dubium sapientiae initium

A La soluzione positiva di tale sistema di eq. €

(1—a—d)+(1—a—d) +4d -
2

U=

A Vogliamo effettuare un’analisi per piccoli scostamenti da tale p. di equilibrio,
quindi definiamo il cambio di variabili

X(r)= u(r)—l] y(r)zv(r)—V

A || sistema linearizzato ha matrice dinamica

of of . .
- 1_ 20— adu _ad
A=l G | = (G+dY| d+d
ou vy b —b
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@UMG Stabilita del punto di equilibrio

Dubium sapientiae initium

A Gli autovalori sono dati dal polimonio caratteristico

A-2l|=0 = A —tr(A)A+det(A)=0

A Condizione nec. e suff. per la stabilita & che i coefficienti del polinomio siano
tutti positivi, quindi, per il termine noto si deve verificare

det A=b| -1+20+ adu2+Aau >0
(G+d) a+d

A Ricordiamo che (i, ¥) & un p. di eq. del sistema, per cui
au
=(1-0
U+d ( )
A Sostituendo nella relazione precedente si verifica facilmente che det(4) > 0,
per qualsiasi valore dia,b,d > 0
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@UM@ Stabilita del punto di equilibrio

Dubium sapientiae initium

A La stabilita dipende, quindi, solo dal segno della tr(4), che definisce una
regione di stabilita nello spazio dei parametri (a, b, d)

tr A<0 b

1
' 2a—1

a=3/4

Unstable domain

adu
b>1-2(— ——
(G+dY

(nota che @i = 1i(a,d))

La condizione di stabilita e
sempre soddisfatta per
a<l1/2
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@UMG Stabilita del punto di equilibrio

Dubium sapientiae initium

A Quando il p. di equilibrio & stabile possiamo avere due casi:
<+ poli reali — nodo stabile nel piano delle fasi (u,v)

<+ poli complessi — spirale stabile nel piano delle fasi (u,v)

A Quando il p. di equilibrio € instabile, invece
<+ poli reali — punto di sella nel piano delle fasi (u,v)

<+ poli complessi — spirale instabile nel piano delle fasi (u,v)

Punto di sella
Unstable steady state

—Limit cycle

Spirale instabile
con ciclo limite

1
0 N N

Prof. Carlo Cosentino Biologia dei Sistemi, A.A. 2016/17



@EUMG Esistenza del Ciclo Limite

Dubium sapientiae initium

A Esiste un metodo matematico, il teorema di Poincaré-Bendixon, per
verificare I'esistenza di un ciclo limite

A Nel nostro caso si puo verificare che, nel caso in cui il p. di equilibrio sia
instabile, esiste un ciclo limite

A La traiettoria e I'evoluzione temporale sono mostrate in fig.

v

36+

.36 u 7(=rt)
(a) (b)

Valori dei parametri: a=1, b=0.05, d=0.2
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QUMG Studio delle Biforcazioni

Dubium sapientiae initium

A La teoria delle biforcazioni prende in esame proprio questi fenomeni di
cambiamento brusco nella dinamica di un sistema, conseguenti alla
variazione del valore di uno o piu parametri

A Losservazione sperimentale suggerisce che la natura tende verso situazioni
di equilibrio, tuttavia si trovano in letteratura esempi di sistemi ben descritti

da modelli caotici
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@UMG Biforcazioni

Dubium sapientiae initium

A 1l modello esaminato, cosi come la maggior parte dei modelli che hanno cicli
limite, e soggetto a delle biforcazioni

A Si verifica una biforcazione quando il valore di un parametro varia oltre una
certa soglia, facendo modificare bruscamente le proprieta di stabilita e/o il
numero dei p. di equilibrio

A In tal caso, le dinamiche del sistema variano completamente, ad es. passano
da uno stato stazionario ad un’oscillazione permanente

Unstable domain

Bifurcation enrve

0 I dn(a) d
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@ UNMG

Dubium sapientiae initium

Modelli di competizione
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@UM@ Modelli di Competizione

Dubium sapientiae initium

A Prendiamo ora in esame un sistema in cui piu specie competono per le stesse
risorse (ad es. cibo, territorio, fonti per abbeverarsi)

A In questo caso la crescita di una specie ostacola quella dell’altra

A Generalmente quando in natura si verifica questa situazione una delle due
specie prevale e l'altra si estingue
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@UMG Modelli di Competizione

Dubium sapientiae initium

A Si consideri un modello di due specie di cui ognuna presenta una crescita
logistica in assenza dell’altra

dN N N
—= =Ny 1-—+ b, —*
dt K, K,
dN N N
—2=1,N,|1-—2-by —
dt K, K,

conry,Kyq,1,, K5, by5, by costanti positive

A | coefficienti by,, b,1 misurano I'effetto mutuo della competitivita di N, su N;
e di N; su N, rispettivamente
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@UM@ Modelli di Competizione

Dubium sapientiae initium

A Adimensionalizziamo il modello mediante le trasformazioni

u Ny u Ne It "2

= , = , T = , = —,

1 K, 2 K, 1 P r
K K

a- =Db _2’ a--. =Db 1

12 12 Kl 21 21 K2

1

du
d_lzul(l—ul—alzuz): fu(ug,u,)
.
du
d—rz = PUz(l_Uz —azlul): f2(u1’u2)
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@UMG Punti di Equilibrio

Dubium sapientiae initium

A | punti di equilibrio (14, u,) sono quattro

00) o) (01) [1 1-ay, J

1-ajay l-apa,

A Qvviamente 'ultimo é significativo solo se si trova nel primo quadrante
(ugy > 0,uy, >0)

A Possiamo visualizzare le quattro possibilita tracciando le isocline
fi=0,/=0
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@UMG Punti di Equilibrio

Dubium sapientiae initium

%) Uz

1—uy—upyuy;=0

=y =ayrur=0

I !
1
ap
0 , 0
| o W % 1 iy
a, <l a, <1 a,>1a, >1
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@UMG Punti di Equilibrio

Dubium sapientiae initium

75 U7
an

| |

L

a2

0 I 0 |
. 1 i) | . Hi
a, <la,>1 a, >1a, <1
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@UMG Modello di Competizione: Piano delle Fasi

1 (b)

Separatrix

| Ui

Prof. Carlo Cosentino Biologia dei Sistemi, A.A. 2016/17



@UMG Modello di Competizione: Piano delle Fasi

“21° (o) “21 (d)
e
1 1 T
1
NG
AN w
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@ UNMG

Dubium sapientiae initium

Modelli di simbiosi

Prof. Carlo Cosentino Biologia dei Sistemi, A.A. 2016/17



QUMG Mutualismo o Simbiosi

Dubium sapientiae initiu.

A 1l caso opposto al precedente & quello di specie che traggono beneficio
reciproco dalla coesistenza

A Un modello di tale tipo di sistema &

N N N
aN, =rN,|1-—L+b,—=
dt K, “K,
N N N
N, N 1-Neypy N
dt K, 2K,

dove i parametri sono costanti, positivi e hanno significato analogo al caso di
competizione
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@UM@ Adimensionalizzazione

Dubium sapientiae initium

A Anche in questo caso ricaviamo un modello adimensionale

u Ny u Na It "2

= , = , T = , = —,

1 K1 2 K2 1 P r
K K

a, =b,—2% a,=hb, —=

12 12 K, 21 21 K,

i

dr
d
% = puz(l—uz —|—6121U1)= f2(ul’u2)
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@UM@ Punti di Equilibrio

Dubium sapientiae initium

A |l sistema ha quattro punti di equilibrio

©00) (0) (o) [

1+ ay, 1+a,, j
1-aj,ay l-apay
di cui l'ultimo esiste solo per alcuni valori dei parametri

A Linearizzando nei vari punti si vede che l'origine € un nodo instabile (tutti
autovalori a parte reale positiva), mentre i punti (1,0) e (0,1) sono punti di
sella (un autovalore a p.r. positiva e uno a p.r. negativa)

A Lultimo punto, se esiste, € asintoticamente stabile
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@UM@ Modello di Simbiosi: Piano delle Fasi

Il —ur+anu; =0

Uz

fr<0

fa=0
1 1 —uy +apu; =0
fi =0
f f] < 0

/

0 1 Ui

Il p. di equilibrio esiste se a;,a,,;<1
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@UMG Sviluppi Ulteriori

Dubium sapientiae initium

A Anche nel caso di popolazioni multispecie € possibile inserire I'effetto dei

ritardi, in questo caso si ottengono modelli difficilmente analizzabili se non
tramite calcolatore

A Nel caso di modelli con 3 o piu specie il comportamento puo cambiare

drasticamente al variare dei parametri: ad esempio il modello di Lorenz
(1963)

du dv dw
—=a(v-u), —=-uw+bu-v, —=uv—cw
dt dt dt

al variare dei parametri puo passare da un comportamento oscillatorio a uno
caotico o aperiodico
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