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Prefazione

Il presente testo di Cinematica e Dinamica dei Sistemi Multibody arricchisce il panorama delle pubblicazioni
didattiche in lingua italiana e costituisce un valido strumento per i docenti che vogliano inserire nei curricula
corsi che includono tale argomento. I contenuti dell’opera sono in grado di soddisfare esigenze didattiche che
vanno dalla laurea specialistica, in futuro laurea magistrale, al dottorato di ricerca. Salutiamo dunque con
favore la presente pubblicazione che si colloca in un settore, quello della Dinamica Multibody, le cui radici
affondano nel solco di più di due secoli di tradizione italiana della Meccanica Razionale ed Applicata, ma le
cui applicazioni industriali sono sempre più frequenti ed innovative.

La modellazione mediante tecniche multibody di sistemi complessi pone problematiche per certi aspetti
analoghe a quelle che si presentano nelle analisi agli elementi finiti non-lineari. Inoltre, le difficoltà di carattere
numerico, spesso presenti nell’analisi con l’approccio multibody, hanno dato un considerevole impulso alla
ricerca di algoritmi sempre più affidabili. L’attenzione che la comunità accademica italiana sta dedicando
a questo nuovo settore è testimoniata, oltre che dall’aumento della produzione scientifica nel settore, anche
dalla costituzione, in seno all’AIMETA, di un gruppo di studio sulla Cinematica e Dinamica dei Sistemi
Multibody i cui membri hanno partecipato alla stesura del presente testo.

L’opera è stata logicamente organizzata in due volumi, il primo dei quali principalmente dedicato agli
aspetti teorici mentre il secondo alle applicazioni ed al software. Stante la multidisciplinarietà degli ar-
gomenti, alla preparazione del testo hanno efficacemente contribuito ricercatori provenienti sia dal settore
aerospaziale che da quello meccanico. Ciò lo ha reso ricco di significativi spunti di approfondimento su vari
aspetti. La struttura quasi monografica dei capitoli, non incidendo sull’organicità del testo, si presta a for-
nire al lettore ampie e dettagliate informazioni su varie tematiche quali, ad esempio, la cinematica dei corpi
rigidi, la generazione delle equazioni di vincolo cinematico, l’impatto tra corpi, le formulazioni dinamiche,
l’integrazione numerica.

Ai Curatori ed agli Autori esprimiamo il nostro più vivo compiacimento per aver portato a termine
un’importante opera che ci auguriamo possa costituire un riferimento sia per gli allievi ingegneri, sia per
coloro i quali si rivolgono alla Dinamica Multibody come efficace strumento di analisi.

G. Diana, M. Borri

Milano, 26 Gennaio 2006
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Presentazione

La dinamica dei sistemi multibody ha le sue radici storiche nell’opera di Lagrange Mécanique Analitique,
in cui venne per la prima volta presentata una formulazione dinamica in grado di generare, in maniera
sistematica, le equazioni del moto di modelli di sistemi meccanici.

Com’è noto, il testo non incontrò subito il favore degli ingegneri per via dell’assenza di figure. Per
Lagrange, infatti, la Meccanica era considerata quale una branca dell’Analisi matematica. Per contro, testi
quali il Graphische Dynamik del Wittenbauer, pur se limitati all’analisi dinamica di sistemi piani, ebbero
una larga diffusione tra gli ingegneri agli inizi del XX secolo.

La storia della Dinamica è troppo lunga per essere condensata in queste poche righe per cui non continue-
remo oltre sull’argomento. Tuttavia, a distanza di tempo, l’approccio Lagrangiano mantiene la sua attualità
ed importanza, mentre le applicazioni di metodi grafici riguardano quasi esclusivamente la soluzione di
problemi a fini didattici.

Nelle Scuole Italiane di Ingegneria l’insegnamento della formulazione dinamica Lagrangiana veniva pre-
valentemente demandato ai corsi di Meccanica Razionale. Infatti, fino ai primi anni ’80, quando la laurea
in ingegneria veniva conseguita dopo un corso di studi della durata di cinque anni, rarissimi erano i corsi
del triennio di applicazione in cui la dinamica Lagrangiana e gli esempi presentati riguardavano modelli con
pochi gradi di libertà. L’approccio Newtoniano era largamente preferito in quanto si riteneva privilegiasse
l’intuizione ed il senso fisico dell’analista.

La necessità di simulare i movimenti finiti di modelli sistemi meccanici, con complesse topologie e costi-
tuiti da un non trascurabile numero di masse discrete, avvalendosi di mezzi automatici di calcolo, stimolò
lo sviluppo di software general purpose che soddisfacesse le suddette necessità. Venne quindi creato il ter-
mine multibody, per designare quel nuovo settore della dinamica che ha come oggetto di studio algoritmi e
formulazioni in grado di simulare, in maniera efficiente ed affidabile, sempre più ampie categorie di modelli
di sistemi meccanici. In particolare, tra gli obiettivi di questa branca della dinamica computazionale vi sono
anche:

• la formulazione di algoritmi numerici e simbolici volti alla generazione e soluzione delle equazioni che
descrivono la cinematica e la dinamica dei modelli di sistemi meccanici;

• l’ideazione e l’implementazione di software che facilitino le fasi di input dei dati e di visualizzazione ed
animazione del movimento dei vari corpi interconnessi.
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6 Presentazione

È dunque grazie alla sempre più diffusa disponibilità di questi nuovi strumenti che l’ingegnere può demandare
al calcolatore il tedioso compito di generare e risolvere le equazioni che governano il comportamento del suo
modello e concentrarsi su quelle fasi, quali, ad esempio, l’interpretazione dei risultati, in cui la sua esperienza
ha un ruolo prevalente.

La storia moderna dell’analisi dinamica multibody inizia nei primi anni ’60 quando si fa sempre più sentita
l’esigenza di codici di simulazione dinamica general purpose da impiegare nella progettazione ed analisi di
sistemi di controllo di satelliti.

È negli anni ’70 ed ’80 che tuttavia cominciano ad essere commercialmente disponibili sul mercato dei
software multibody general purpose quali IMP (Integrated Mechanisms Program), ADAMS (Automated
Dynamic Analysis of Mechanical Systems), DADS (Dynamic Analysis and Design System), AUTOLEV.
Tutti software in grado di eseguire delle simulazioni di una larga classe di modelli di sistemi meccanici.

Tra i primi utenti di tali software vi sono le big corporations delle case costruttrici di veicoli, nonché
l’esercito statunitense, che sponsorizzò lo sviluppo di DADS. La possibilità di prevedere a calcolo il compor-
tamento di un veicolo è la necessaria premessa per costruire prototipi già parzialmente ottimizzati e dunque
ridurre il budget per le varie verifiche sperimentali. Grazie all’all’impiego del software multibody, i guadagni
erano ulteriormente incrementati dalla diminuzione dei tempi necessari allo sviluppo dell’intero progetto.

Pur se l’origine di tali codici è prevalentemente accademica, vari motivi conducono alla creazione di società
dedicate al loro sviluppo e manutenzione. È in questo periodo che viene fondata da M.A. Chace, docente
presso l’università del Michigan ad Ann Arbor, la Mechanical Dynamics Inc., che sovraintenderà allo sviluppo
ed alla commercializzazione di ADAMS, tra i più industrialmente diffusi software multibody.

L’esperienza multibody di uno degli editor del presente testo (E.P.) inizia nell’agosto del 1983 quando
partecipa ad Iowa City al NATO Advanced Study Institute, organizzato da E.J. Haug, ed avente quale tema
la cinematica e dinamica dei sistemi multibody. Nella lista dei partecipanti troviamo, tanto per citarne solo
alcuni, M. Chace, W. Gear, P. Nikravesh, H. Rankers, W. Schielen, K. van der Werff, M. Vanderploeg, R.
Wehage, J. Wittenburg, ricercatori i cui studi hanno contribuito in maniera significativa alla nascita ed alla
crescita del settore della dinamica multibody.

Dal punto di vista dell’insegnamento della dinamica multibody, invece, la situazione, tranne rare eccezioni,
è rimasta a lungo stagnante. Un’importante svolta si verifica tra il 1986 e 1987, ad opera di P. Nikravesh
e di E.J. Haug, i cui testi sulla dinamica multibody avevano un’impostazione orientata all’insegnamento
accademico.

Il sempre più diffuso impiego della dinamica multibody in varie realtà industriali, la conseguente necessità
di formare degli ingegneri attraverso l’insegnamento dei fondamenti teorici alla base dei software multibody
e dei rispettivi limiti, nonché in grado di poterne correttamente interpretare i risultati, costituisce uno dei
motivi del presente testo.

Inoltre, lo sviluppo delle attività di ricerca è legato in maniera quasi imprescindibile ad una solida for-
mazione didattica di coloro i quali partecipano alle attività medesime. Tale esigenza è anche compresa tra
quelle che motivato la redazione del presente testo sulla dinamica dei sistemi multibody.

La varietà delle formulazioni dinamiche disponibili, nonché la consapevolezza dell’utilità di un coordina-
mento didattico delle varie sedi universitarie, hanno suggerito di coinvolgere nell’iniziativa vari ricercatori ed
esperti italiani di dinamica multibody, ognuno dei quali ha con competenza e generosità contribuito a vari
capitoli e paragrafi.

Gli scopi che si prefigge il presente testo sono dunque esclusivamente quelli didattici. La disponibilità di
un manuale di dinamica multibody in lingua italiana sicuramente agevola la divulgazione, presso gli allievi
ingegneri, di concetti e metodologie alla base di questo settore della Meccanica. Per questo motivo, a tutti
gli Autori è stato sempre raccomandato di fornire una trattazione didatticamente accessibile, con l’aggiunta
di esempi volti a facilitare l’assimilazione e la comprensione dell’argomento.

In Italia, la pubblicazione del primo testo didattico ed in cui appare il termine multicorpo, traduzione
italiana di multibody, risale al 1998 ed è dovuta a G. Diana ed F. Cheli. In tale testo la formulazione adottata
in ADAMS viene esposta con finalità prettamente didattiche. Sempre per soddisfare finalità didattiche, nel
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1999 E. Pennestr̀ı pubblica il testo Elementi di Dinamica Tecnica e Computazionale. Ambedue le citate
pubblicazioni hanno una circolazione prevalentemente limitata alle sedi universitarie dei rispettivi autori. Nel
settore della ricerca, sono da anche registrare notevoli iniziative per l’impostazione di innovative formulazioni
e l’implementazione di software multibody general-purpose presso varie sedi universitarie italiane.

Presso il Politecnico di Milano, C. Cavagna, negli anni ’80, fu il precursore dello sviluppo del software
interattivo, oggi noto come MeCAD, per l’analisi cinematica e dinamica di meccanismi piani. Tale sviluppo
fu completato presso l’università di Brescia da G. Legnani. La struttura cinematica e le dimensioni del
meccanismo venivano specificate tramite una tavoletta grafica digitalizzatrice.

Nel medesimo periodo, presso l’università di Genova, veniva realizzato il software AnMecc.
Più recentemente, G. Legnani, a Brescia, sviluppa la libreria SpaceLib, A. Tasora, a Parma, il software

Chrono, R. Lot, a Padova, il software MBSYMBA, L. Vita, a Roma Tor Vergata, il software NUMDYN3D. Presso
il Dipartimento di Ingegneria Aerospaziale del Politecnico di Milano vengono svolte ricerche che vanno dagli
algoritmi di integrazione numerica, alla dinamica multibody dei corpi flessibili, allo sviluppo di codici quali, ad
esempio, MBDYN. Ragioni di spazio ci impediscono di menzionare tutti coloro i quali in Italia hanno contribuito
o contribuiscono allo sviluppo di questo importante settore e di questo ce ne scusiamo. Tuttavia, appare
importante osservare che si registra una crescita sia del numero di congressi scientifici dedicati all’argomento,
sia del numero di ricercatori italiani partecipanti.

Il presente testo, suddiviso in due volumi, ha l’ambizione di raccogliere in maniera organica nozioni e
contenuti didattici utili a coloro i quali siano interessati alla dinamica dei sistemi multibody.

La divisione in due volumi è motivata dalle diverse impostazioni didattiche dei corsi universitari in cui
viene insegnata la dinamica multibody. Talune, infatti, tendono a privilegiare gli aspetti teorici della materia,
altri quelli applicativi.

La varietà delle formulazioni dinamiche esposte nel testo non deve confondere, ma piuttosto essere con-
siderata quale spunto di approfondimento. Il testo, quindi, non ha alcuna pretesa di essere un’enciclopedia
sulla dinamica, ma piuttosto uno strumento ad uso didattico la cui consultazione sia utile a tutti coloro siano
seriamente interessati alla simulazione dinamica di sistemi.

Cinematica
Cap.I, II, III

Metodidianalisi
cinematica

Cap. IV, V, VI

Geometriadelle
masse

Cap. VII

Dinamica Analitica
Cap. VIII

Contattotracorpi
Cap. IX, X

Problemi
multidisciplinari

Cap. XI

Formulazioni
dinamiche

Cap.XII,XIII,XIV,XV,
XVI,XVII,XVIII

Integrazione
eq.differenziali

Cap.XIX

Algebra lineare
Appendice A

Figura 0.1 Argomenti trattati nel testo

Nel primo volume sono presentati vari aspetti della teoria della cinematica e dinamica dei sistemi multi-
body, mentre nel secondo si discutono le caratteristiche di taluni software nonché varie applicazioni.

Le formulazioni cinematiche e dinamiche presenti nella letteratura sono tra loro diverse ed il testo si
propone di descriverne i fondamenti teorici di quelle più diffuse, ma senza alcuna pretesa di esaustività. Agli
Autori è stato quindi chiesto di presentare alcuni dei contenuti didattici dei corsi da loro insegnati. Ciò ha
talvolta provocato delle lievi ripetizioni di argomenti. Si è preferito mantenere le suddette ripetizioni per
non spezzare la continuità della trattazione.
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Grazie alla struttura quasi monografica dei singoli capitoli, l’acquisizione dei concetti espressi nei vari
capitoli non sempre richiede una lettura dei capitoli con ordine seriale. A questo proposito, lo schema
presentato in Figura 0.1 raggruppa i vari capitoli per argomenti affini.

Nei limiti del possibile, si è cercato di mantenere una certa uniformità sia nella nomenclatura che nella
notazione. L’indicazione data agli Autori è stata quella di avvalersi principalmente della notazione matriciale
in tutti i loro sviluppi. Tale notazione, a nostro giudizio, facilita l’implementazione all’elaboratore, nonché
l’interpretazione delle formule quando vengono esposte agli studenti tramite lucidi o scritte dal docente
sulla lavagna. In particolare, i vettori sono usualmente racchiusi da parentesi graffe {·}, mentre le matrici
da parentesi quadre [·]. Poiché in alcune trattazioni è importante distinguere il riferimento cartesiano in
cui le componenti del vettore sono espresse, tale informazione è stata aggiunta all’interno delle parentesi
graffe. Pertanto, se le componenti del vettore ~r sono espresse in un generico riferimento cartesiano oi −
xiyizi, scriveremo

{
ir
}
. Analogamente, la matrice [A], per la trasformazione di componenti vettoriali da un

riferimento imo ad un riferimento jmo, viene indicata utilizzando la notazione
[
j
iA
]
.

Alla realizzazione del testo hanno contribuito, non solo in veste di Autori, G. Legnani (che ha fornito varie
macro LATEX), G. Quaranta (che ha predisposto il file di stile BibTEXutilizzato), A. Tasora (che ha realizzato
la figura riprodotta in copertina), mentre E. Pennestr̀ı ha raccolto e collazionato i files LATEXinviati dagli
Autori.

Infine, un doveroso ringraziamento va a tutti coloro i quali, nel corso di questi anni, hanno contribuito
attraverso varie discussioni a far maturare e ad incoraggiare la stesura del presente testo.

F. Cheli, E. Pennestr̀ı
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1.2.3 Velocità di un punto 3
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1.13.1 Proprietà vettori spostamento-I 27
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moto nel moto impulsivo 405
8.7.3 Teorema dell’energia cinetica nel moto impulsivo 407
8.7.4 Equazione simbolica della dinamica impulsiva 408
8.7.5 Principio variazionale di Robin 411
8.7.6 Principio variazionale di Kelvin 411
8.7.7 Teorema del guadagno di energia cinetica 412
8.7.8 Teorema di Carnot 412
8.7.9 Teorema di Bertrand 413
Esercizi e Complementi 414
Bibliografia 444

9 Problemi di Contatto nei Sistemi Multicorpo 447

9.1 Introduzione 447



INDICE 17

9.2 Cinematica del Contatto 448
9.2.1 Curve e superfici in forma parametrica 449

9.3 Curve e superfici in forma discreta 460
9.3.1 Verifica del contatto fra due triangoli 460
9.3.2 Ottimizzazione tramite octree 463
9.3.3 Verifica dell’intersezione fra parallelepipedi 464

9.4 Modelli di interazione 465
9.4.1 Modelli impulsivi 465
9.4.2 Modelli continui 470
Esercizi e Complementi 475
Bibliografia 477

10 La simulazione di eventi impulsivi 479

10.1 Attrito 479
10.2 Fenomenologia dell’attrito 480
10.3 Il modello classico di attrito coulombiano 483

10.3.1 Esempio introduttivo 484
10.4 Equazioni differenziali con discontinuità 487
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12.2.3 Matrice (Pseudo-Tensore) d’inerzia [J ] 594

12.3 Cambi di riferimento delle matrici [Φ], [Γ] e [J ] 595
12.4 Relazioni tra grandezze cinematiche e dinamiche 595

12.4.1 Accelerazioni e azioni d’inerzia 596
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12.13.2Problema dinamico inverso 625
12.13.3Problema dinamico diretto 626

12.14 Dinamica di catene chiuse 630
12.14.1Dinamica diretta ed inversa 630
12.14.2Riduzione del numero delle variabili 630

12.15 Dinamica lagrangiana 632
Bibliografia 632

13 Formulazione dinamica con parametri di Eulero 635

13.1 Introduzione 635
13.2 Minimizzazione di una funzione soggetta a vincoli 635
13.3 Equazioni di Lagrange per i sistemi di corpi 636

13.3.1 Moltiplicatori di Lagrange e reazioni vincolari 637
13.4 Generazione matrice delle masse [M ] 644
13.5 Lavoro virtuale e forze generalizzate 644
13.6 Elementi elastici e smorzatori viscosi 646
13.7 Sistema di equazioni algebrico-differenziali 648
13.8 Sistemi meccanici a vincoli variabili 651

13.8.1 Eliminazione di vincoli 652
13.8.2 Aggiunta di vincoli 653

13.9 Un modello di urto nella formulazione multibody 653
13.10 Calcolo della variazione di velocità a seguito dell’urto 658
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19.7 Stabilità non lineare e metodi energetici 877
19.7.1 Importanza e limiti delle nozioni di stabilità numerica 877
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Poincaré H., 133
Poisson S.D., 466, 521

Q

Quaranta G., 11

R

Rankers H., 6
Raphson J., 280, 953
Rayleigh J. W. S. Lord, 394
Reshetov L., 156
Reuleaux F., 148, 178
Reynolds O., 509, 572
Robin J. W., 411
Rodrigues O., 17, 19, 21, 31, 52
Routh E.J., 380, 520, 529
Runge, 611, 620

S

Schielen W., 6
Schmidt, 922
Segner J.A., 339
Serret J.A., 4, 6
Shifflett G.R., 33, 100, 104
Sinatra R., 11
Sommer H.J., 79
Sorine, M., 493
Stefanelli R., 11
Steiner R., 338, 363
Strato, 369
Stribeck R., 481
Stronge W.J., 657
Study E., 74

T

Tasora A., 7, 12
Taylor B., 390
Teofrasto, 369
Tosi D., 12, 189, 595
Trainelli L., 12

U

Udwadia F.E., 733
Uicker J.J., 189



V

Valentini P.P., 12
van der Werff K., 6
Vanderploeg M., 6
Varga A., 938
Veldpaus F.E., 80, 104
Vita L., 7, 12
Volterra V., 408

W

Watt J., 147
Wehage R., 6
Whittaker E.T., 154
Wiener T.F., 54
Willis R., 168
Wittenbauer F., 5
Wittenburg J., 6

Y

Young W. C., 504

Z

Ziliani G., 12, 189, 595





Indice Alfabetico

A

Accelerazione
in assenza di vincoli, 829
in presenza di vincoli, 829

Accelerazione angolare, 63, 137
Accelerazione angolare relativa, 66
Accelerazione di gravità
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velocità angolare di una terna, 329

Coordinate omogenee, 191
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coppia rotoidale, 507

M

Maggi
equazione di, 384

Maggi-Kane
applicazione formulazione dinamica di, 438, 440,

442
Manipolatore

Stanford, 715
Manipolatore piano

analisi cinematica, 287
Manipolatore seriale 5R

Modello dinamico di un, 771
Manovellismo, 231

cinematica, 231
configurazioni singolari, 234
dinamica, 623

Manovellismo di spinta
analisi dinamica, 766

Massa, 350
principio di conservazione della, 351

Matrice
aggiunta, 906
antisimmetrica, 905
cofattore, 906
decomposizione spettrale, 909
determinante, 905
di Householder, 926
diagonale, 904
idempotente, 907
identità, 904

inversa, 906
minore di una, 905
partizionata, 941

inversa, 942
trasposta, 942

prodotto, 904
pseudoinversa di Moore-Penrose, 935
rango, 910
semidefinita positiva, 906
simmetrica, 905
singolare, 906
trasposta, 904

Matrice antisimmetrica, 42
definizione di, 24

Matrice d’inerzia, 596, 597
cambi di riferimento, 597
definizione, 603
esempio numerico, 607

Matrice d’inerzia vedi Pseudo tensore d’inerzia
Matrice dell’asse elicoidale

cambi di riferimento, 211
di un accoppiamento, 211

Matrice della accelerazione di gravità, 599
Matrice della forza peso, 599
Matrice della quantità di moto, 597

cambi di riferimento, 597
definizione, 602
esempio numerico, 606

Matrice delle azioni, 596
cambi di riferimento, 597
definizione, 601
esempio numerico, 606

Matrice delle forze, 597, vedi Matrice delle azioni
Matrice delle masse

caso piano, 646
Matrice di accelerazione, 209, 597

cambi di riferimento, 210
di un accoppiamento, 210

Matrice di massa
in coordinate naturali, 803, 806

Matrice di posa, 192
Matrice di posizione, 192

cambio di riferimenti multipli, 192
inversione, 192

Matrice di rotazione
derivata della, 42, 45
derivata seconda della, 63
fattorizzazione della, 22

Matrice di trasformazione, 192
in coordinate naturali, 316, 323

Matrice di velocità, 209, 597
cambi di riferimento, 210
di un accoppiamento, 210

Matrice Jacobiana, vedi Jacobiano



Matrici
tipologie di, 904

Maupertuis
principio variazionale di Eulero –, 397

Meccanica
classica, 348
corpuscolare, 398
equivalenza, 348
non relativistica, 348
ondulatoria, 398
relativistica, 355

Meccanismi spaziali
analisi cinematica dei, 254
analisi cinematica robot, 114
analisi delle posizioni, 279

quadrilatero sferico, 279
Meccanismo

a croce di Malta, 153, 298
chiave Yale, 180
definizione di, 148

Metodi numerici
HHT, 867
Newmark, 865
Backward Differentiation Formulas, 865
Lineari a passo multiplo LMM, 849, 852, 854
Predictor-Corrector, 853
Runge-Kutta, 850, 852, 854, 856, 860, 893

Gauss, 869
Lobatto, 871
Radau, 871

Metodo delle equazioni di vincolo, 254
coppia cilindrica, 260
coppia prismatica, 261
coppia rotoidale, 260
coppia sfera nel cilindro, 264
coppia sferica, 262
meccanismo RCCC, 303
quadrilatero sferico, 279
riferimenti dei giunti, 259
riferimento del giunto, 255
vincoli base, 256

Minimizzazione
metodo dei moltiplicatori, 637

Minore di una matrice, 905
Modellazione solida, 449

attributi geometrici, 449
entità topologiche, 449

Modello dinamico di un manipolatore parallelo, 775
Modello dinamico minimo, 619

robot SCARA, 622
Molteplicità di un membro, 145
Moltiplicatore

di Lagrange, 374
Moltiplicatori di Lagrange, 574, 637, 639, 810

calcolo diretto dei, 653
interpretazione dei, 640
reazioni vincolari, 642, 677

Momento
della quantità di moto, teorema nel moto conti-

nuo, 359
cinetico, 378
cinetico, integrale del, 380
della quantità di moto, 352
della quantità di moto, principio di conservazione

del, 353
della quantità di moto, teorema nel moto conti-

nuo, 356, 371
della quantità di moto, teorema nel moto impul-

sivo, 406
della quantità di moto, variazione del, 405
risultante degli impulsi, 405
risultante delle forze, 351
risultante delle forze, principio di conservazione

del, 351
Momento d’inerzia, 335
Momento della quantità di moto, 361, 596
Moore-Penrose

proprietà di , 831
Moti finiti

composizione, 90, 92
Moti infinitesimi

composizione, 68, 111, 112
Moti sferici, 90
Moto

a regime, 381
atto di - anteriore, 406
atto di - posteriore, 406
atto virtuale di, 366
calcolo del, 347
continuo, 347
continuo, prima equazione cardinale, 356
continuo, seconda equazione cardinale, 356
continuo, teorema dell’energia cinetica nella pri-

ma forma, 358, 372
continuo, teorema dell’energia cinetica nella se-

conda forma, 358, 372
equazione di, 347, 369
impulsivo, 347, 402
impulsivo, prima equazione cardinale, 406
impulsivo, seconda equazione cardinale, 406
impulsivo, teorema dell’energia cinetica, 408
integrale del, 351
intermittente, 153, 298
merostatico, 381
momento della quantità di, 352
naturale, 389
quantità di, 352
reversibile, 367



variato asincrono, 394
variato sincrono, 392

Moto rigido
definizioni, 7

Mozzi
asse del, 27, 211
teorema del, 25

N

Newmark, vedi Metodi numerici
Newton

algoritmo di, 853, 877
dinamica, 634
esperienza di, 572
ipotesi di, 467
modello impulsivo di, 466, 473, 658
prima legge di, 349
seconda legge di, 350
terza legge di, 350

Newton-Euler
equazioni di, 359, 436, 753

Normale
a una curva parametrica, 454
a una superficie parametrica, 454

Numero
di Reynolds, 572

NURBS, 450
B-spline, 450, 451
basi B-spline, 451
basi razionali, 450
curva, 450
intersezione, 452
inviluppo convesso, 452, 458
nodi, 450
partizione dell’unità, 451
poligono di controllo, 450
prodotto tensoriale, 453
superficie, 454
trasformazione affine, 453

Nutazione
angolo di, 15

Nyström, metodi di, 850

O

Odografa del movimento, 6
Ordine di accuratezza, metodo numerico, 843
Orientamento di un corpo, 12
Ortogonalizzazione dei vincoli, 720
Ortogonalizzazione di Gram-Schmidt, 922
Osservatore

assoluto, 348
relativo, 348

P

Parametri

di Eulero, 21, 131, 138
di Rodrigues, 19

Parametri di Cayley-Klein, 92
Parametri di Eulero, 91

condizione di normalizzazione, 22
derivate dei, 42, 44, 45, 47, 63
proprietà notevoli dei, 24
trasformazione in angoli di Eulero, 91

Parametrizzazioni, 51
Partizionameto delle coordinate, 723
Passo di integrazione

contatto continuo, 470
identificazione del contatto, 459

Peaucellier
meccanismo di, 171

Pendolo
balistico, 417

Pendolo semplice
applicazione della formulazione multibody, 680

Percossa, 404
Perturbazioni singolari, 570, 872
Pfaffian

forma di, 382
Piano

normale, 4
osculatore, 4
rettificante, 4

Pivot
definizione, 913

Poisson
ipotesi di, 469
legge di, 521
modello impulsivo di, 466, 521

Polari del moto, 71
Poligono di controllo, 450
Postulato

primo della dinamica, 367
secondo della dinamica, 367

Potenza
delle forze d’inerzia, 599
di un sistema di forze, 599
virtuale, 412

Potenze Virtuali
Principio delle

generalizzazione, 563
Potenziale, 355
Potenziale rotore, 582
Precessione

angolo di, 15
Predictor-Corrector, vedi Metodi numerici
Primo Principio della Termodinamica, 563, 569, 571
Principio

dei Lavori Virtuali
generalizzazione, 563



dei lavori virtuali, 369
del minimo sforzo, 391
dell’azione stazionaria, 396
della direttissima, 392
della minima azione, 397
della minima costrizione dei vincoli, 391
della Termodinamica

primo, 563, 569, 571
secondo, 570

delle Potenze Virtuali
generalizzazione, 563

delle potenze virtuali, 369
di conservazione del momento della quantità di

moto, 353
di conservazione del momento risultante delle for-

ze, 351
di conservazione dell’energia totale, 354
di conservazione della massa, 351, 562
di conservazione della quantità di moto, 352
di conservazione della risultante delle forze, 351
di conservazione della velocità del baricentro, 353
di d’Alembert, 373
di d’Alembert – Lagrange, 369
di d’Alembert, forma lagrangiana, 402
di Fermat, 397
di Gauss – Gibbs, 399
di Jourdain, 399
di relatività di Galilei, 348
generalizzato di d’Alembert – Lagrange, 399
variazionale di Gauss, 391
variazionale di Hölder, 396
variazionale di Hamilton, 393
variazionale di Hertz, 392
variazionale di Kelvin, 411
variazionale di Maupertuis – Eulero, 397
variazionale di Robin, 411

Principio dei lavori Virtuali, 564
Principio dei lavori virtuali

applicazione, 433
Principio di d’Alembert, 638
Problema cinematico

diretto, vedi Cinematica diretta
inverso, vedi Cinematica inversa

Problema di distanza minima, 454
Problema dinamico, vedi Dinamica
Prodotto d’inerzia, 335
Pseudo tensore d’inerzia, 596, vedi Matrice d’inerzia

definizione, 603
Pseudoinversa

definizione, 935
mediante decomposizione SVD, 937
mediante fattorizzazione di Gram-Schmidt, 936
metodo di Greville, 938
metodo di Varga, 938

Punti
candidati al contatto, 455

Punto
materiale, 348

Punto medio, metodo del, 850, 861

Q

Quadrilatero
dinamica, 623

Quadrilatero articolato, 310, 311, 760
in coordinate naturali, 312

Quadrilatero RCCC
analisi cinematica di un, 303

Quadrilatero sferico
analisi delle posizioni, 279

Quantità di moto, 352, 598, 604
matrice della, 596
principio di conservazione della, 352
teorema nel moto continuo, 356
teorema nel moto impulsivo, 406
variazione della, 403, 405

Quaternioni, 123

R

Raggio di curvatura, 4, 5
Rayleigh

funzione di, 394
Reazione, 350

forza di, 350
legge di azione e, 350
vincolare, 407

Reazioni vincolari, 618, 626
Calcolo nelle coppie cinematiche piane, 639

Relazione
simbolica della dinamica continua, 367
simbolica della Statica, 370
simbolica della statica, 369

Reynolds
numero di, 572

Riduzione numero coordinate, 719
fattorizzazione QR

esempio, 741
fattorizzazione SVD, 729

esempio, 742
Riferimento

assoluto, 348
inerziale, 349
sistema di, 348

Riferimento del giunto, 255, 640
reazioni vincolari, 642

Risultante
degli impulsi, 405
delle forze, principio di conservazione della, 351

Robin



principio variazionale di, 411
Robot

analisi cinematica di un, 114
Robot SCARA

analisi matriciale delle accelerazioni, 227
analisi matriciale di posizione, 224
analisi matriciale di velocità, 224
cinematica diretta ed inversa, 221, 224, 227
cinetostatica, 223
configurazione singolare, 224
configurazioni singolari, 221
dinamica, 620
modello dinamico minimo, 622

Rodrigues
formula di, 17, 21, 31
parametri di, 19
vettore di, 20

Rotazioni, 128
Rotismi epicicloidali

cinematica dei, 291
equazione di Willis, 168, 254
struttura cinematica dei, 166

Rotolamento
condizione di, 458

Rototraslazioni elicoidali, 197
cambi di riferimento, 199

Routh
vedi Urto, 520
funzione di, 380

Runge-Kutta, vedi Metodi numerici

S

SCARA, vedi robot SCARA
Screw istantanea, 74
Secondo Principio della Termodinamica, 570
Singolarità, vedi configurazioni singolari
Sistema

anolonomo, 367
canonico, 386
conservativo, 355
hamiltoniano, 386
isolato, 351
lagrangiano, 378
lagrangiano ridotto, 381
olonomo, 367
reonomo, 366

Sistema di equazioni algebrico-differenziali, vedi DAE
Sistemi di equazioni sottodefiniti, 926
Sistemi di equazioni sovradefiniti, 924
Sistemi fluttuanti, 611
Skew

l’operatore, 599
Solidi equimomentali, 341
Spazio

anisotropo, 348
delle configurazioni, 397

delle fasi, 386
di Gibbs, 386
eterogeneo, 348

euclideo, 386
isotropo, 348

omogeneo, 348
Spazio di vettori, 900
Spostamento

elementare, 366
infinitesimo di un corpo rigido, 48
infinitesimo di un punto, 825

virtuale, 366
virtuale di un corpo rigido, 48

Stabilità, 843, 844, 853

lineare assoluta, 846, 847, 854
non-lineare, 860
A-, 857

dominio di, 855
L-, 859
Zero-, 846, 847, 854

Statica
equazione simbolica della, 369, 370
relazione simbolica della, 369, 370

Stato
variabile di, 347

Stephenson
meccanismo di, 171

Stiction, 666

Stiff, equazioni, 857
Struttura cinematica, 145

variabile, 153, 180, 298

Superficie
di contatto, 454
NURBS, 454

parametrica, 450
SVD, vedi Decomposizione in valori singolari

T

Tangente
a una curva parametrica, 451, 454
a una superficie parametrica, 454

Tangente ad una curva, 2
Telaio strutturale, 148
Tempo

assoluto, 348
eterogeneo, 348
omogeneo, 348

Tensore d’inerzia, 597
Teorema

del guadagno di energia cinetica, 412

del momento della quantità di, 371



del momento della quantità di moto nel moto
continuo, 356, 359

del momento della quantità di moto nel moto
impulsivo, 406

del moto del baricentro, 357
dell’energia cinetica nel moto impulsivo, 408
dell’energia cinetica nella prima forma nel moto

continuo, 358, 372
dell’energia cinetica nella seconda forma nel moto

continuo, 358, 372
della perdita di energia cinetica, 413
della quantità di moto nel moto continuo, 356
della quantità di moto nel moto impulsivo, 406
di Bernoulli, 571
di Bertrand, 414
di Carnot, 413
di Eulero, 380

Teorema del Mozzi, 25
Teorema di Aronhold-Kennedy, 75, 116
Teorema di Coriolis, 213
Teorema di Eulero, 9
Topologia, 133
Torsione di una curva, 6
Torsore cinematico

v. Twist, 752
Trapezi, metodo dei, 850, 855, 857, 861
Trasformazione

canonica, 387
del link, 208
di Galilei, 349
di giunto, 208
hamiltoniana, 387

Trasformazione di Householder, 926
Twist

definizione, 752

U

Urto, 465, 521, 655, 692
anelastico, 415
centrale, 414
diretto, 416
elastico, 415
metodo grafico di Routh, 520, 547

V

Variabile
canonica, 386
canonica della prima serie, 386
canonica della seconda serie, 386
di stato, 347
generalizzata, 373
hamiltoniana, 386
indipendente, 375

Variazione

asincrona, 394, 395
asincrona dell’energia cinetica, 395
asincrona isoenergetica, 395
del momento della quantità di moto, 405
dell’energia cinetica, 354
della quantità di moto, 403, 405
sincrona, 392
sincrona dell’energia cinetica, 392
virtuale, 380
virtuale di ordine superiore, 398

Velocità
normale fra corpi in contatto, 457
anteriore, 404
di compenetrazione, 458, 474
posteriore, 404
punti dello stesso corpo, 64
punti di corpi diversi, 66
relativa fra corpi in contatto, 457
tangenziale fra corpi in contatto, 458
virtuale, 366

Velocità angolare, 39, 41, 42, 45, 47, 58, 134, 329
derivate angoli di Cardano, 58
derivate angoli di Eulero, 50
derivate parametri di Eulero, 42, 45
integrabilità, 59
proprietà additiva, 60, 104

Velocità di un punto, 3
Velocità relativa, 65
Velocità

possibile, 825
Vettore di Rodrigues, 20
Vettori linea, 118
Vincoli, 824

reazione dei , 833
condizione di congruenza, 831
matrice dei, 830
non-olonomi, 826
olonomi, 824
reonomi, 240
scleronomi, 240

Vincoli base, 256
delle coppie cinematiche, 257
numero di equazioni scalari, 257
primo vincolo di ortogonalità, 256
primo vincolo di parallelismo, 258
secondo vincolo di ortogonalità, 256
secondo vincolo di parallelismo, 259
vincolo di distanza, 258
vincolo sferico, 257

Vincoli composti, 264
Vincoli unilaterali

caso piano, 178
Vincolo

anolonomo, 367



bilatero, 367
di pura mobilità, 367
fisso, 412
forma Pfaffiana, 825–828
forza di reazione del, 839
ideale, 367
liscio, 367
mobile, 409
olonomo, 367
principio della minima costrizione del, 391
reonomo, 825
scabro, 369
scleronomo, 825
unilatero, 367

Vincolo distanza costante, 265
Viscosità dinamica

Coefficiente di, 572

W

Wehage R., 637
Willis

equazione di, 168, 254
Wrench

definizione, 752
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