Richiami sui sistemi lineari
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Rappresentazione ISU

« Ricordiamo che la rappresentazione ISU di un
sistema LTI a tempo-continuo e del tipo:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
dove A, B, C, D sono matrici opportune la cul

dimensione dipende dall’ordine del sistema, dal numero
di ingressi e dal numero di uscite.
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* Le rappresentazioni ISU si prestano in modo del
tutto naturale a rappresentare i sistemi MIMO.

 |In particolare se il sistema e di ordine n con m
Ingressi e r uscite, avremo

X(t)eR" u(t)eR™ y()eR'

AE Rnxn B c Rnxm C c Rrxn D c Rrxm
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e Un sistema LTI a tempo-discreto si puo invece
rappresentare come segue

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)

Nell’ambito di questo corso tratteremo
essenzialmente sistemi LTI a tempo-continuo;
tuttavia i sistemi a tempo-discreto saranno utili per
derivare in maniera semplificata e piu intuitiva alcuni
risultati validi anche nel tempo-continuo.
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Funzione di trasferimento

« Una rappresentazione alternativa di un sistema lineare, nel
caso SISO, e costituita dalla funzione di trasferimento
(FdT).

« La funzione di trasferimento si presenta sotto forma del
rapporto di due polinomi della variabile complessa s.

» Essa e definita come il rapporto tra la trasformata di
Laplace dell’uscita e la trasformata di Laplace
dell’ingresso del sistema.

CY(s) bys"+bs" e+ b,
U(s) s"+as" +---+a,

W (s)
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Le varie rappresentazioni della fdt

» Per illustrare le varie rappresentazioni di una stessa funzione
di trasferimento ricordiamo che un polinomio del secondo
ordine avente radici complesse coniugate ajm puo avere le
seguenti equivalenti rappresentazioni:

2 2
s’ +a,S+a, =a2£1+ais+sj=a{1+2§s+52)

a2 a2 a)n wn
dove:
o =.a, =Va’ + @’ pulsazione naturale
04 .. .
&= % coefficiente di smorzamento

2@:_\/a2+w2
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e Consideriamo ad esempio

S+ 2 i . .
W (s) = rapporto di polinomi
(5) s®+3s% +55+3 PP ¥

S+2
~ (s+1)s* +2s+3)
2 (1+0.5s)
3

2
(1+s 142648
3 3

2 (1+0.55)

a2 (f)z}

guadagno, costanti di tempo, pulsazioni naturali e coefficienti di smorzamento

zeri-poli

guadagno e costanti di tempo
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* Dunque in generale la fdt puo mettersi nella forma:

' 2 ' 2
(l+ STl'X1+ 37'2)---(1+ sy 5.2] 14224 8.2]---

a)nl a)nl a)nz a)nl

Wis)=k 2 s° 2 s°
(1+571X1+312)---(1+ o1 S+— [1+ o2 S+— j

a)nl a)nl a)nZ a)nZ

k guadagno (statico)
7, costanti di tempo degli zeri reali

r,  costanti di tempo dei poli reali
& coefficienti di smorzamento degli zeri complessi coniugati
& coefficienti di smorzamento dei poli complessi coniugati

. pulsazione naturale degli zeri complessi coniugati

S .

. pulsazione naturale dei poli complessi coniugati
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| termini notevoli che compaiono nell’espressione

di W(s) sono:

— Poli (zeri) reali semplici (1+st)*!, dove 1 é detta
costante di tempo.

— Poli (zeri) reali multipli (1+s71)* 2

— Poli (zeri) complessi semplici (s¥/ ®,°+2&/w,, s+1)*
dove o, e detta pulsazione naturale e & coefficiente di
smorzamento.

— Poli complessi multipli (raro)
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e Un sistema MIMO viene descritto attraverso una
Matrice di Trasferimento, cioé una matrice i cul
elementi sono FdT.

_Wll(S) le(S) Wlm(s)_
W21(S) sz(s) Wzm(s)

_er (S) Wr2 (S) o Wrm (S) _
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Legame tra le rappresentazioni

|l legame tra la rappresentazione ISU e la
rappresentazione 1U (data dalla FdT) e espressa
dalla formula

W(s)=C(sl -A)"B+D

Ricordiamo che 1 poli della MdT di un dato sistema
rappresentano un sotto-insieme (non necessariamente
stretto) degli autovalori della matrice dinamica A.
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Risposta dei sistemi LTI

« Larisposta nello stato di un sistema LTI a tempo-continuo,
a partire da una data condizione iniziale x,, puo porsi nella
forma (evoluzione libera piu forzata):

t
X(t) =e™x, + jeA“‘”Bu(r)dr
0

La funzione matriciale eAt si chiama Matrice di Transizione e
puo essere calcolata sia analiticamente che numericamente.
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 In particolare e”t puo calcolarsi come sommatoria di
esponenziali scalari attraverso I’espressione derivante dalla
decomposizione spettrale (qui si fa I’ipotesi che tutti gli
autovalori di A siano distinti):

eAt — ZeﬂituiWiT
i

A autovalorei —esimo di A

u. : Au =AU autovettore destroi—esimo di A

W. .

w' A=Aw' autovettoresinistroi—esimo di A

Nota : ad autovalori distinti corrispondono autovettori linearmente indipendenti

Universita degli Studi di Napoli Federico Il | anno — | semestre CdL Magistrale in
Ingegneria dell’Automazione Corso di Sistemi di Controllo Multivariabile - Prof. F. 13

Amato — Versione 2.2 Ottobre 2012




« Data I’espressione di e, si noti che I’evoluzione
forzata nello stato puo scriversi

du E "W Bu(r)dr
i=1

Da cui si deduce che I’influenza dell’ingresso u(.) nella direzione
Individuata nello spazio di stato dall’autovettore u; dipende
temporalmente dalla legge e*'t e come ampiezza da w'; B.

Se w'. B=0 I’ingresso non da nessun contributo nella direzione u.

Vedremo che questo corrisponde alla situazione in cui il modo di
evoluzione i-esimo non e controllabile.
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 Se si suppone che gli autovalori A4;, 1=1,...,p siano reali e
gli autovalori 4, h=1,...,g siano complessi coniugati, con
p+2Q=n, si puo scrivere:

p g T
oAl _ ZezituiWiT n Z(Uha ™ ) eaht(COS(Cf)ht) Sen(wht)jEWhaj

sen(a,t) cos(m,t) | w,

Y

autovalori realidi A

u.  autovettori reali destridi A

w.  autovettori reali sinistri di A

a, * Jo, autovaloricomplessi coniugati di A
u.. + ju,  autovettori destri complessi coniugati di A
w,, * Jw,,  autovettori sinistri complessi coniugati di A
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* | termini dipendenti da et sono detti modi di
evoluzione aperiodici.

« | termini dipendenti da e*" senw, t, e coswt,
sono detti modi di evoluzione pseudoperiodici.

 Un altro modo per calcolare eAt analiticamente, é
quello di effettuare I’antitrasformata della matrice
di transizione

At -1
e = L(@(s))
-1
D(s) = (sl — A)
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Infine eAt puo essere calcolata numericamente
attraverso |’espressione derivante dal suo sviluppo
In serie:

242
eM =1 +At+ATf+-o-
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e Larisposta in uscita di un sistema LTI a tempo-
continuo, a partire da una data condizione iniziale
Xo, PUO porsi nella forma

y(t) =Ce"'x, + jW (t—7)u(r)dr

dove W(t) e la risposta impulsiva del sistema.

%  Universita degli Studi di Napoli Federico Il I anno — I semestre CdL Magistrale in
4 Ingegneria dell'’Automazione Corso di Sistemi di Controllo Multivariabile - Prof. F. 18
” Amato — Versione 2.2 Ottobre 2012




« Utilizzando I’espressione di e, I’uscita puo scriversi
n n t
t) =Y Cue*w x, +> Cu, [ e W Bu(r)dz
0= 0 +2,Cu, ()

Si noti che se Cu; =0 il modo di evoluzione associato
all’autovalore i-esimo non compare in uscita. Come vedremo
questo e legato al fatto che il modo di evoluzione i-esimo non
e osservabile.

Inoltre, relativamente all’i-esimo modo di evoluzione,
I’azione dell’ingresso u(.) e diretta (nello spazio delle uscite)
nella direzione individuata dal vettore Cu; e I’ampiezza
dipende da w'; B.
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o Larisposta di un sistema LTI a tempo-continuo puo essere
calcolata:
— Analiticamente, utilizzando il metodo della trasformata di Laplace
— Numericamente attraverso la simulazione al calcolatore
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Cambio di base nello spazio di stato

e Un dato sistema lineare possiede infinite
rappresentazioni ISU tutte equivalenti tra loro.

» E possibile passare da una rappresentazione ad
un’altra ad essa equivalente, attraverso una
trasformazione di base nello spazio di stato.

 Si consideri un dato sistema avente una
rappresentazione ISU individuata dalla quadrupla
(A,B,C,D). Sia T una matrice quadrata invertibile;
consideriamo il cambio di base espresso da

7 =T *x
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 Attraverso il cambio di base giungiamo ad una
nuova rappresentazione del tipo

Z=Az+ BuU

y:éz+Du

TIAT B=T'B
CT

A
C
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 Attraverso il cambio di base giungiamo ad una
nuova rappresentazione del tipo

Z=Az+ BuU

y:éz+Du

TIAT B=T'B
CT

A
C
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