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PREFAZIONE

Il volume trae origine da alcune note preparate dall'autore
per un corso monografico rivolto agli studenti del V anno della Fa
coltd di Ingegneria dell'Universitd di Napoli e dall'attivitd di
ricerca che lo stesso autore ha svolto negli ultimi anni prevalen
temente in collaborazione con il prof. Aldo Balestrino.

Esso tratta alcuni moderni metodl di sintesi dei sistemi mul
tivariabili, lineari, stazionari, di dimensioni finite. Pil vreci
samente i Capitoli II e III sono dedicati alla sintesi di un con
trollore statico per l'assegnamento arbitrario dei woli. I1 Capito
lo IV & dedicato alla sintesi dell'osservatore di un dato sistema.
I1 Capitolo V & dedicsto alla sintesi di un controllore dinamico
non interagente (osservatore) per l'assegnamento arbitrario dei po
1i. T1 Capitolo VI & dedicato alla sintesi di un controllore dina
mico interagente (compensatore) ver l'assegnamento arbitrario dei
poli. Il Capitolo VII infine & dedicato alla sintesi di un conirol
lore che, collegato ad un dato impianto, consente di ottenere un
gistema di regolazione o un asservimento con poli arbitrari.

I1 testo & rivolto agli studenti che si vogliono specializza
re nei contrelli e agli studiosi che svolgﬁno attivita di ricercs
nel campo dei controlli e della sistemistica.

Lo sforzo dell'autore & stato rivolto ad una esposizione uni
taria e concisa di argomenti non ancora del tutto assestati e con
dimostrazioni quanto pili possibile semplici e costruttive.

Tutti i risultati fondamentali sono accompagnati da algorit

mi di progetto e da numerosi esempi i quali consentono, da una par
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te, di impadronirsi delle relative procedure di sintesi senza en
trare nei dettagli dimostrativi, dall'alirs, di facilitarne la com

prensione.
Fello scrivere un libro si & sempre in debito con qualcuno.

A tal proposito l'autore esprime la sua gratitudine al prof. Aldo

Belestrino per gli utili consigli e suggerimenti da luil avuti e al
prof. Giuseppe Ambrosino per l'attenta rilettura e correzione del

menosgcritto finale.

Giovanni Celentano

Napoll, ottobre 1980



CAPITOLO I

IL PROBLEMA DELL'ASSEGNAMENTO DEI POLI

1.1 INTRODUZIONE

Dato un sistema dinamico multivarisbile si richiede di proget-
tare un altro siétema, in generale anch'esso dinamico, detto control-
lore, che,collegato al sistema dato mediante le variabili esterne,
faccia asgsumere 2l sislenma coﬁplessivo le ceratteristiche imposte dal
particolare problems di sintesi in considerazione.

Tra i diversi problemi di sintesi, formulati e sviluprati in
modo soddisfacente per far fronte a probledi ingegneristicamente si-

gnificetivi, di fondamentale importanza sono: la stabilitd, l'asse-

enemento dei poli, la regolazione, l'asservimento, la non interszione,
1'insensitivita, l'ottimalita. '

Tali problemi di sintesi non sempre sono indipendenti; ad esem-
pio per i sistemi lineari e stazionari il problema dell'assegnamento
dei poli comprende come caso particolare guello della stabiliti,
‘Talvolta essi si presentano contemporaneamente; ad esempio si pud
richiedere che un sistema sia simulteneamente non interagente e sta-
bile.

In questo volume si congidera principelmente il problema della

sintesi del conitrollore che realizza il cosiddetto &ssegnamento ar-

bitrario del poli per un dato sistema lineare e stazionario; sostan-

zialmente occorre progettare un sistema lineare e stazionario, tal-
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volta di struttura prefissata, da collegare opportunamente ad un da-
to sistema, lineare e stazionario, in modo che 1'insiemé dei poli del
sisteme risultante coincida con uno svecificato insieme simmetrico

di nuneri complessi.

1.2 FORMULAZIONE DEL PROBLEMA

9i consideri il sistema, lineare,stozionario e di dimensioni fi-

nite, raopresentato implicitamente dalle equazioni:

e

AX + Bu (2.1a)
Cx, (Eolb)

It

™ . H I s
dove xen” & lo gtato, ueR 2 1l'ingresso, yeﬂm 5 1'uscita ed A4, B, C

gono matrici costenti di dimensioni omnortune con rengel = T e Tan-

golC = m.
S5e x(0) = % alle (2.1) eorrisnonde la roppresentozione esnlici-
tos
[ ——
x(t) = eAtxa +)£t e“(t T}Buff}dr (2.2a)
-7
y(t) = Ceﬁtx0 +j£t Ce'ﬁ(t }Bu(f}df‘; {2.20)

ge ltingresso u 2 f-trasformabile dalle (2.2) si hn:
x(g) = ﬁfS}XO + #(s)Buls) (2.32)
y(s) = Gﬂ{s}xo + W(a)ul(s), (2.3b)

dove

#a) =£(e*®) = (o1 - )71 (2.4)



¢ la trasformata di Taplace della matrice di iransizione e
W(s) =£(ae‘“3} = C(eI - A)'l_g (2.5)

¢ la matrice @i trasferimento del sistenma.

B' noto dells Teoria dei Sistemi che i peli 41 @(s) sono gli
autovaleri della metrice dinemica A mentre i vwoli di W(s) sono gli
aubovalori della matrice dinamica dells sola parte raggiungibile ed
osservabile del sistema.

Nel seguito per poli del sistema si intenderanno i poli di ¢(s),
ossia gli sutovalori della matrice dinamica del sistema.

81 congideri ora 1'interconnessione del sistema date (2.1) co-

me indiecato in Fig.2.l col pid generale controllore (dinemico)

lineare, stazionario e di dimensioni finite:

% =Ww + Zv + Dy (2.6a)
u = Hw + Lv + Ky, (2.6b)

dove weR” & lo stato del controllore, veR?, g £r +r, d il nuovo
ingresse, neR" ed yeﬂm gono rispettivamente 1'ingressc e l'uscita
del gistems (2.1) e W, %, D, H, L, K sono matrici costanti di dimen-
sioni opportume. Si ottiene cosi il sist.em. complessivo

. =
' Fe-TTT T TTT =T - ===~ = ! |
; z |
E

- . I h
l D | Il
- |

bl Y . 1N
| = Controllorve _ __ | __Sistema ___,| !
Lo . Sistema complessivo_ ._ . _ . _ C— J

Fig.2.1
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% A +BRC BH| |=x L]

= e ]+ v (2.7a)
W e w w Z
y = [a a]{:l . ' (2.71)

Se V=0 i1 controllore =i dice gsiatico o puramente algeﬁrico.'
In tal caso le (2.6) si riduconce &ll'unica equazione

u =Ky + Iv - (2.8)

e lo schema di Fig.2.l si semplifica come in Fig.2.2.

Pig.2.2

I principali problemi di sintesi che vengono tratiati in guesto

volume sSonoc:

PROBLEMA 2.1 (Assegnemento completo dei poli). Dato il sistema
(2.1), determinare un controllore di tipo (2.6) in modo che 1'insie-
me dei poli del sistema (2.7) coincidas con uno specificato insieme

gimmetrico A di n +) numeri complessi.
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PROBLEMA 2.2 (Assegnemento incompleto dei poli). Dato il siste-
ma (2.1), determinare un ‘controllore di tipe (2.6) in modo che 1 po-
1i del sistema (2.7), con 1<n +V, coincideno con 1 specificati nu-

meri complessi simmetrieci.

COMMERTO. L'assegnamento dei poli costituisce il metedo pill sem—
plice e diretto per modificere il comportamento dinamico di un siste~
ma. Ad esempio, per rendere un sistema asintoticamente gtebile, detti
A; 1 suoi poli, % necessario che Rehicio mentre per accelerarne la
risposta limitando la frequenza 4l oscillazione 2 necessario che mex

Rezi £ -1/ e maxImli.s w, eon v>0 ed w>0 cportuni.

Prima 4i esporre i diversi procedimenti di sintesi si premette
il seguente risultato.

TEOREMA 2.1 (Assegnabilita dei poli). Mediante un controllore
del tivo (2.6) & possibile modificare al pnid i poll della sola parte
raggiungibile ed osservebile del sistema (2.1).

DIMOSTRAZIONE. Si consideri i1 cambiamentp di base

U [T

dove ¢ = 11z » le tresformazione cenonica di Kalman per il sistema
(2.1). Bssendo

aa ab &ac ad

-1 0 Ay 0 Ayl
T .&T = } (2'108-}
ec “ed :

L de



a
plg = [By| , cr = [o ¢, © cd] , (2.10D)
0
0
con (Abb’ Bb) raggiungibile ed (Abb’ Cb) osservabile, la metrice di-

namica del sistema complessivo (2.7) nella nuova base diventa:

(A AL +BEC A A o+BEC, B_H]|
0 A, +BEC, O A 4EKC, BE
Ar = 0 0 Acc Aed 0 (2.11)
0 0 0 . 0
Lo DC, 0 e, v |

Dalla (2.11), in base alla regola di Laplace generalizzata per
lo sviluppo di un determinante, segue: '

AptBpry Syt
|ar-al = |aT-a_ ] | AT-A | |AT-444| | AT~ - -
b

(2.12)

Poich® i poli del sistema (2.7) sono gli sutovalori dells matri-
ce 4 , dalla (2.12) segue che il controllore (2.6) non pud modificare
gli autovalori di Aaa’ Acc e Add’ ogsia i poli della parte raggiun-
gibile e non osservabile, non raggiungibile e non osservabile, non
raggiungibile ed osservabile. Il teorema resta quindi dimostrato l.

Dal Teoreme 2.1 segue che il problema dell'assegnamento dei po=

1i, in particolare quello completo, ha senso se e solo se il siste-
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me & raggiungibile ed ogservabile.

Poich® molte proorietid di interesse sono vere per tutti i valo-
ri dei varametri, ad eccezione al pil per quelli che corrispondono a
punti di ipersuperfici algebriche in un opportuno spazio del parame-

- tri, sono utili le seguenti definizioni.

DEFINIZIONE 2.1 (Ipersuperfici). Sia f = f(pl, pé, caay pﬂ} un
polinomio a coefficienti reali nelle N variabili reeli Pi’ Poy ceey
Py Un sottoinsieme proprio 4l HN gi dice ipersuperficie in RN ge

coincide conl'insieme degli zeri di un polinomio non costante f.

DEFINIZIONE 2.2 (Proprietd vere "guasi sempre®). Sia j?una
proprietd funzione delle matrici A, B, ... . La proprietd 9’ si

dice vera per quasi'tuxte le matrici A, By «c« 8¢ l'insieme del

le matrici A, By ... per cul la proprieta f’non & vera & l1l'insie
me vuoto oppure una ipersuperfice nello spazio dei parametri di '
A' B, s e @

Dalla Definizione 2.2 segue che se la oroorietd 9° & vera per
quasi tutte le matriei A, B, ... , allora la probabilitd che,per una
scelta a caso delle metrici A, B, ... , la proprietd O’ non sia vera

& zero.

DEFINIZIOFE 2.3 (Proprietd ben poste). Una proprieta ' funzione
delle matrici A, B, ... =i dice ben posta se la veritd i % in wn
punto o, dello spazio dei parametri di A, B, ... implica la veritd

di 5’per ogni vunto p di un oprortuno intorne di po.

Poich® un polinomio & una funzione continua, per il teorema del-
la permanenza del segno, segue che ogni proprietd §’vera ver quasi

tutte le matriei A, B, ... & ben vosta.

ESEMPIO 2.1. Una ipersuperficie in R ¢ wun insieme finito di pun-
ti; una ipersuperficie in R2 2 un insieme finito di curve algebriche;
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3

una ipersuperficie in R™ & un insieme finito di superfici algebriche &

ESEMPIO 2.2. La proprietd "la matrice quadrata A & non singola-
re" & vera per guasi tutte le matrici quadrate A ed & ben posta.
Infatti, una matrice di dimensioni n.n & non singolare se

detA # O. (2.13)

Essendo detd vn polinomio non identicamente nullo negli R = n.n
alementi d1 A segue l'assertoas

BSEMPIO 2.3. Date due matrici AcR " e BeR™"T, la proprietd
"lg coppia (A, B) 3 raggiungibile® 3 vera per quasi tutte le metrieci
A, B ed & ben posta. Infatti, (A, B) & raggiungibile se e solo se

rangoQ = rango(B AB ... Ln'IB) = ne> detQQT # 0.(2.14)

Essendo detQQT un polinomio negli N = n.h + n.r elementi 4i A,
B non identicamente nulle e poichd si possono facilmente costruire
delle coppie (4, B) raggiungibili segue l'asserto &

1.3 ESERCIZI

3.1 - Caleolare la risposta al gradino del.sistema

4] i 0 0
£=]o0o o0 1|x +joju, y=(1 1 0)x
-k -4 -4 1

per k = 1, 14, 20.

3.2 = Serivere un sottoprogramma al calcolatore per determinare

il polinomio carstteristico 4di una natricé A&Rn'no

3.3 - Serivere un sottoprogramma al caleolatore per determinare
gli autovalori di una matrice A¢R™"D.
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3,4 = Dato il sistema (2.1), dimostrare che 1 poli della matri-
ce di transizione @(s) sono gli autovaleri della matrice dinamica A
mentre i poli della matrice di trasferimento W(s) sono gli autovalori
della matrice dinamica delle sole parte raggiungibile ed osservabile

del sistema.

3.5 - Dato il sistema (2.1), supposto per semplicitd ad wn solo
ingresso e ad una sola uscita, dimostrare che se gli autovalori della
matrice dinamica della parte osservabile sono a perte reale negativa
esiste la risposta = regime per un segnale d'ingresso u = Umsen(wj+y)

e tale risposta & data da:
¥ = Udiw)sen(wt+y+p(er)), dove: ¥(w) = |w(jw), Y(w) = f(jw).
3.6 - Si discuta la bande passante del sistemz con

Ay Ao
W(e) = (s+21}(s+a2]

al variare dei poli 11, 22.

3.7 - Discutere laz struttura del controllore (2.6).

3.8 - Dimostrare che la proprietd "la matrice quadrata A & ci~

clica® & vera per quasi tutte le matricl gquadrate A ed & ben posta.

1.4 BIBLTOGRAFIA

Per gli argomenti di Teoria dei Sistemi si rimanda a [1] - [5].

Per i diversi problemi di sintesi si vedano invece [6] - [14}.

[1] L.A. ZADEH e C.A. DESOER, Linear System Theory, Mc Graw-Hill,
New York, 1963.



- 10 -

[2] R.E. KAIMAN, P.L. PALB e M.A. ARBIB, Topics in Mathematical Sy-

(3]
[4]
5]
[6]

[7]

(8]

£l

' stem Theory, Mc Graw-Hill, New York, 1969.

L.A. ZADEH e E. POLAK, System Theory, Mc Graw-Hill, New York,
1969,

G. MARRC, Teoria dei Sistemi, Patron, Bologna, 1975.
A. RUBERTI e A. ISIDORI, Teoria dei Sistemi, Sideria, Roma, 1976.

R. TOMOVIC, Sensitivity Analysis of Dynemic Systems, Mc Graw-Hill,
Few York, 1963.

P.L. FALB e W.A. WOLOVICH, Decoupling in the Design and Synthesis
of Multivariable Control System, IEEE Trans. Aut. Control, Vel.
Ac-12, op. 651-659, 1967.

W.M. WONHAM, On Pole Asslignment in Multi-Input Controllable Ti-
near Systems, IEEE Trans. Aut. Control, Vol. AC-12, pp. 660-665,
1967.

E.J. DAVISON, On Pole Assignment in Linear System with Incomplete
State Feedback, IEEE Tran. Aut. Control, Vol. AC-16, pp. 98-99,
1g971.

[io] B.D.0. ANDERSON e J.B. MOORE, Linear Ovtimal Control, Prentice-

Hall, 1971.

[}ﬂ W.M. WONHAM, Traking and Regulation in Linear Multivariable Sy-

stems, SIAMT. Control, Vol. II, puv. 424-437, 1973.

[12] M. WONHAM, Linear Multivariable Control, Springer-Verlag, New

York, 1974.

[13] A. LOCATELLI, Teoria della Regolazione, Hoepli, Milano, 1975.

[14] A. BALESTRINO, G. CELENTANO e L. SCIAVICCO, On Incomplete Pole

Assignment in Linear Systems, Systems Science J., Vol, 2, No. 4,
pp. 59-69, 1976.



-11 -

CAPITOLO II

ASSEGNAMENTO COMPLETO DRI POLI MEDIANTE CONTROLLORE STATICO

2,1 INTRODUZIONE E RISULTATI PRELIMINARI

E! evidente che l'impiego di un controllore per 1'assegnamento
dei poli pone problémi economici e realizzativicrescenti con il suo
ordine v'. Risulta pertanto di notevole interesse individuare tra
l'insieme dei controllori che risolwvono il problema deli'assegnamento
dei poli gquello di ordine minimo.

In questo capitolo viene mostratb che per sistemi raggiungibili

ed osservabili con n uscite e/o ingressi indipendenti descritti dalle

equazionic
%X = Ax + Bu , ’ (1.1a)
¥y = Cx, - {1.1b)

dove AeRn'n, BeRn‘r, CERm’n, rangoB = r e rangoC ='m, il problema

dell'assegnamento completo dei voli pud sempre essere risolto medisn-

te un controllore statico descritto dall'equazione:

u = Ky + Lv, (1.2)

in cui KeR' ™

Per presentare tale risultato fondamentale 2 utile premettere

ed LeR *Ccon ¢ = r.



P

alcuni lemmi i quali consentono di trasformare, mediante un controllo-
re statico del tipo:

w =Ky + tv, Kssnr‘m,'fcnr, . (1.3)
il sistema dato, supvosto raggiungibile, in un alirc sistema pur es-

s0 raggiungibile ma con un solo ingressc.

LBMMA 1.1 (Raggiungibilitd con un solo ingresso). Se la coppié
(A, B) con AGRn'n, Bep® T
ogni vettore colonna bi’ i=1, 2, ..., v, di B esiste una matrice

Kienr'n tale che la copvia (A+BK1, bi) & raggiungibile.

e rangoB = r & raggiungibile,allora per

DIMOSTRAZIONE. Poichd la coppia (4, B) & raggiungibile si ha:

1

rango(B AB ... A""B) = n. (1.4)

Dalla (1l.4)segue che esistono p (< r) colonne b 45 biz’ sidin

e * c e 90
bip di B e p.interi hil’ hi2’ coay hip 3 1, con h11 + h12 + + h
= n, tali che gli n vettori )

ip

e i b, , 4b Pip~t
(1.5)
sono: a) linearmente indipendenti; b) ¥ j =1, 2, ..., p, 11 vettore
h hi i
J ¥
A bij dipende linearmente dai vettori bij’ Abij’ coey A bij‘

Da qui in poi, per semplicitd di notazione, l'indice i sard
omesso supponendo, senza perdere di generalita, che il =1, i2 = 25 &
esoy 1ip = p; cld DU essere ottenute scambiando oprortunamente le co-
lonne di B. ;

Detta Q la matrice non singolare formata dai vettori (1.5) si
definisca la matrice

% |
K=35Q7, (1.6)
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dove le colonne %jrj =1, 2, i.sy n, della T.n matrice S sono date

da (vedi anche Fig.1l.1):

' colonna (i+1)-esima della matrice identita,

per ti=hl, $2=hl+h2,..., tp-1=hl+h2+...+hp-1
" =< (1.7)
0 altrove.
Dalla relazione Q"IQ = I segue che:
Q_lklbi = colonna k-esima della matrice identith,
.‘_per i=1’2’i..’P Ed lzo,l’-l..’hi-l’ (1&8]
hi-1 ho=1
Q t[.lbl ‘?bl"'ﬂ ‘Dl be -fl-beocn 2 hznooh Abp...Ahp-Ib
i 1 ! 1 . !
+ + J : } l : i :
[0 0 LR 4] 0 0 0] ! '
sae a0 0O L., O
0 4] &8 @ 1 o (4] . 0 '..O 0 - 0
3 = 0 0 il 0 0 0 L 1 1000 '0 P 0
_0 o 20w 0 0O 0 “ne Q0 sssd O - 0 J
Fig.l.1

1
dove k¥ & 1'indice di colonna che caratterizza la posizione di A hi

nella matrice Q. Inoltre dalle (1.6) ed (1.7) =i ha:

,Bxlahi'lhi =D 4 1= 1,2,000,p=1 (1.9a)
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HKJ_‘&:Lbi - 0, i:{}gl’o-o,hj_-l Per i=1’2,¢0-,'p-’1
ed 1=0'1,¢q0,h'p-1 Per 1=13¢ (1¢9h)

Pertanto, posto A =4 +BK1, il lemma risulta dimostrato se

rango{bl ﬁhl cae ﬁn-lbl} =n. (1.10)

K tal fine, tenendo presente le (1.9), si noti che:

h1=b1
Ahl = (A+BEi}h1 = Ahi

a2 2
A bi = (A+BK1}Ab1 = 4Db

1
ﬁh. -1 -2y hi-1
1%y, = {A+EKi)A by = A by (1.11)
~hj hy-1 hy
A bj. = {Ad‘BKj']A. hi = bi 5 = h2+'..
A1l = (eBR) ) (0y0000) = ADje...
- 1 (A+BKi}(AhP b+ Feea) = AhP‘lbp+...,

dove i puntini indicanc termini che gono combinazioni lineari deil
vettori che compaiono nelle precedenti equazioni. Di qui,.tenenda

presente la definizione della matrice Q ed il fatto che essa & non

singolare, segue che i1 wvettori:

by, ibl, e in'ibl (1.12)

sono linearmente indipendenti e quindi la (1.10) @
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ESEMPIO 1.1. Si consideri 1a coppia raggiungibile (A, B) con
1 1 0 0 0
A=f0 1 of, B=|1 of.
0 0 2 0 1

31 vuole determinare una matrice Ki&R2'3 tale che la coppia
(A + BEK, bl}, dove by & la prima colonna di B, sia raggiungibile.

51 ha:
o 1 0
c 0 0
Q= (b1 Ahl_bz] =11 1 0|, 8= [o 1 0]
0 0o 1
e guindi:
-1 10
_ -1 _ [0 0 © 0 0 0
=507 = [o 1 0] 1 00 = {1 0 o] y
: 0o 0 1
Per verifica,
11 0 o 1 2
- A ﬁE )
A = A+BK; = (0 1 of, det(bl Ahl A bi) =detfl 1 1| = -1
1 0 2 o 0 1

Dal Lemma 1.1 segue 1'importante corollario.

COROLLARIO 1.1 (Raggiungibilitd con una arbitraris combina-
zione degli ingressi previa arbitraria reazione dello stato).

Data la terna AeR™'", Ber™'T, Cer""" con rangoB = r,
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(A, B) raggiungibile e TangoC = n, allora per quasi tutte le matrici
Kg;ﬁr'n e per quasi tutti i vettori feR® la copvia (A+BK C, B2) & Teg-
giungibile. '

DIMOSTRAZIONE. Affinchd (4+BK C, Bf) sia raggiungibile deve es-

sere

det(Bf (A+BKoc)Br cee (A+BK°0}n-1Bf) £ 0. (1.13)

Essendo 1'esvressione al primo menbro della (1.13) un polinomio
negli r.n+r elementi di K e f, il corollario sar2dimostrato se si fa
vedere che tale polinomio non & identicamente nullo, ossia se tale
volinomio & diverso da zero per almeno una scelta 4i Koa f. A tale
scopo basta scegliere £ = (1 0 ... O)T e Ko = ch'l, con Ki determi-
nata mediante la (1.6). Infatti, in tal caso, essendo Bf = by, ove
by & la prima colonns di B, ed A+BKOC = A+BK1, la (1.13) & soddisfat-
ta per 11 Lemma 1.1 M

I1 Corollario 1.l fornisce un procedimento molto semplice per
1a determinazione 4i un controllore di tipo (1.3) per trasformere
i1 sistema (1.1), suvvosto raggiungibile e con m = n, in un altro
sistema pur esso raggiungihile me con un sSolo ingresso.

ESEMPIO 1.2. Si consideri il sistema descritto dalle equazioni:

=1 1 0 0 0
$=10-=-1 0olx+|1 Olu, y=x
o 0 1 0o 1

La conpia (A, B) & raggiungibile come si pud facilmente veri-

ficare.
31 vuole determinare una matrice KS&R2'3 ed un vettore f€R2

tall che la coppila (A+BK°G, Bf) sia ancors raggiuvngibile.
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Per il Corollario 1.1 cid pud essere ottenuto dando agli elemen-

t1i di Ko ed £ valori a caso. Per semplicitd computazionale, si ponga:

w0 d )

Si ha:
> 0 12
det(Bf (A+BK C)Bf (A+BK C)“Bf) = det|l -1 1] = -4 £0 ,
& . 1 4 4

E' interessante esaminare se nel controllore (1.3) si pud porre

Ko = 0. A cid provvede il Lemmz 1.2 ed il relativo Corollario 1.2.

LBMMA 1.2 (Riduzione esterna)., Se la coppia (A, B) con AeR™H
e BeR™T 2 raggiungibile allora per quasi tutte le matrici LeRr‘e,
con ¢ = \E, dove oA & 1ltindice di ciclicité della matrice A, la cop-
pia (A, BL) & ancora raggiungibile. Inoltre, se la coppia (4, BL)

& raggiungibile allora @ 2= A

DIMOSTRAZIONE. Sia (AJ, B:) la forma di Jordan della coppia
(4, B).
Si ricordi che 1l'indice di ciclicita v di A & il massimo nu-
mero 31 blocchi di Jordan relativi allo stesso sutovalore della ma-

trice A inoltre la copvia (A, B) & raggiungibile se ciascun insie-

Ji
me costituito dalle righe di BJ corrispondenti alle ultime righe dei
blocchi di Jordan relativi ad uno stesso autovalore & linearmente
indipendente.

Sieno ora ?1, 32,..., hk gli autovalori distinti di A e

T T
bJ(i,l), bJ(i,Z), eeey bi(i,vi)’ 1 = 1’2’.-0’}{ (1014)
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le righe di BJ corrispondenti alle ultime righe dei blocchi di Jor-
dan di AJ associati allo stesso autovalore Ai; sia inoltre L parti-

zionata come segue:

L= (11 1, <. 1p). (1.15)

Facendo uso delle righe di BJL corrispondenti alle righe (1.14)

81 costruiscano le matrici: 1

T T

bJ(i,I)ll LI I I bJ(i,l)le
S = o000 e0eevsov000v 000t 7131’2,..0,1(. (1.16)
T T
bJ(i’vl)ll scee bJ(i,Vi)

Si considerino quindi le seguenti funzioni:
v, (L) = det(SiSI), 1=1,2,0000k, (1.17)

che sono polinomi negli r.¢ elementi della matrice L. Ciascuno di ta-
1i polinomi non ¥ identicamente nullo poichd ¢ 2V ed 1 vettori (1.14)
sono linearmente indipendenti a causa della raggiungibilitd di (A, B).
Segue allora che anche il polinomio

D(I‘) = Pl(L)-Pz(L)..ooopk(Il) (1.18)

non & identicamente nullo. Quindi ver quasi tutte le matrieci L'le
righe di ogni matrice S1 sonc linearmente indivendenti, ossia 1la
coopia (4, BL) ® raggiungibile. La prima parte del lemms resta cosi
dimostrata.

Per dimostrare la seconda parte del lemma si noti che affinche
(A, BL) sia raggiungibile BJL deve avere almeno Y, Tighe linearmente
indipendenti e cid risulta possibile solo se ¢ 2 v, B

Dal Lemma 1.2 si ha 1l seguente corollario.



COROLLARIO 1.2 (Raggiungibilitd con una arbitraris combinazione
degli ingressi). Data la coppia (4, B) raggiungibile con AR o
BeRn'r, se A & ciclica, oasis se ”E =1, allora per quasi tutti 1 vei

tori ftnr la coppia (4, Bf) & raggiungibile.

ESEMPIO 1.3. Si comsideri il sistema

i 0 o0 1
=11 2 0 x + ol n .
3 4 5 0

= O O

Si verifica facilmente che tale sistema & raggiungibile; inoltre
lz matrice dinamica A & ciclica poich® i suoil autovalori sonmo distin-
ti. Pertanto per quasi tutte le matrici 52.?, con ¢ =1, il sistema
considerate con u = Lv & ragglungibile. Per

1 0 i
L = 1 11 ed I = [2]

gi ottengono rispettivamente i1 sistemi

Wt

= oo

OO N
4

1 0 0 11 0
=11 2 0Ol x+ |0 O v, %= ol x +
3 4 5 10 5

che sono raggiungibili come si pud facilmente verificare &

2.2 TEOREMA FONDAMENTALE DELL'ASSEGNAMENTO DEI POLI

I risultati presentati nel paragrafo precedente consentono d4di

gtebilire il seguente fondamentale teorema.

TEOREMA 2.1 (Assegnamento completo dei poli). Dato il sigtemas
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{1.1) con max(m, r) = n, allora per ogni gpecificato insieme simmetri-

co di numeri complessi A= (11, Agr eees ln) esiste un controllore

statico di tipo (1.2) tale che 1'insieme dei poli del sistema rigul-

tante

% = (4 + BKC)x + BLv _ : (2.1a)

coincide con /A se e solo se il sistema (1.1) 3 ragglungibile ed osser-
vabile.

DIMOSTRAZIONE. (Necessarietd)-Si supvonga che i poli del siste-
ma (2.1) possano essere assegnati arbitrariamente mediante untopportu-
tuna scelta della matrice K; allora il sistema (1.1) 2 raggiungibile
ed osservabile. Infatti se il sistema (1.1) non fosse raggiungibile
e/o osservabile, tenendo presente il Teorema 1.2.1 per ¥= 0, slcumi
poli del sistema (2.1) non potrebberc essere modificati; ma cid &
assurdo polché per ipotesi tutti 1 poli vossono essere assegnati ad
arbitrio.

(Sufficienza)~ Si supponga ora che il sistems (1.1) sia raggiun-
gibile ed osservabile con n uscite e/o ingressi indipendenti; =zllorz
per ogni specificato insieme simmetrico di nuﬁeri complessi A= {al,
A1 +e+s A ) esiste una matrice KeR"*™ tale che spettro(A + BKC) =
A. Per dimostrare ¢id si suvponga che m = n, ovverc che vi siano n
uscite indivendenti 0, il che & lo stesso, che sia disponibile, a meno
di una trasformazione lineare, lo statoe del sistema.

Per il €orollario 1.1 si scelga a caso una matrice KaeRr°n ed

un vettore TeR' in modo che la coppia (i, b), con
A=2a +BK C, b = Bf, ' (2.2)

sia raggiungibile. Se la matrice 4 & ciclica, per esempio ha autova—-
lori distinti, per il Corellario 1.2 si pud scegliere K, =o0.
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Sia

pfﬂ.) = an + alan-l + cee + &n (293}

il polinomio caratteristico di 4 e =i comsideri la metrice non singo-

lare
Tl Bpap ccc0r Yy
) i ah~2 ah-j svasa L
T=(h A.h -a'A h‘ & - segee © L] - (204}
al . 1 sss0a O 0O
{ i 0 essse O )
Si has
' 0 ceves O o
1 LI B 0
A =T-1ﬁT = a - nl TR a . b =T-1h = - -
c _ c
0 0 0 ceeo0. 1 0
"®n "Pnoi TBpopeecce Ty 1]
(2.5)
Si scelga ora ls matrice X dsl tipo:
7 :
K= Kc + Fk, (2.8)

dove keHn; ellora, ricordande che il polinomio caratteristice di

wa matrice & uguale 2 guello 41 una sus matrice gimile, si ha:

[aT - (asBRO)| = |21 - (A+rC)| = [ar - (a g+ i 01)]

(2.7)
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(0 0 <eees O
0 0 .eees O ‘
‘bcchT.-- . e eesse o]y (2.8)
0 0 ceewe O

khn hn-llﬂ'-.C h1‘

dove si & posto:

K0P = (B By g oeeees B o (2.9)

Quindi:

n-1

|RI - (A+BKC)| =A% & (al-hl)a 4 ceaes + (an-hh}.

(2.10)

Se si vuole che lo spettro di A+BEKC sia A, il polinomio (2.10)

dovrd essere:
n n n-1 : -
igg(a_ai) = A7+ A H eeeee + 8 (2.11)

e gquindi:

(anfhn 8 4B, q cceer al-hl) = (dn dn-l PR dl).
(2.12)

Infine, tenendo presente la (2.4), (2.9) e la invertibilita
della matrice C, si ottiene:
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af . . _ _ ) 1
an—‘i ‘n-z so0e ai 1 - 1 En dn
82 Ppo3 vt 1 0 i1 a i~ dnal

k = L] L] saas @ - [ch Cﬁ.b LI C.ﬁ.n- b] & - L] -
al 1 ¢ @B 0 0 a - d2

LJ 0 - . o a - '&

(2.13)

Se r =n, ciod se il sistema (1.1) ha n ingressi indipendenti,
ed m <n, considerando la terna (AT, GT, BT), duale di quella (A, B,
¢), e ripetendo la stessa procedura appena esposta, segue che lo spet-
tro della matrice AT+CTK$BT pud essere assegnato arbitrariamente me-

diante opportuna scelta dellz matrice KT. Ma:

T

frl
spettrc(AT+G K’BT) = gpettro(A+BEC) (2.14)

e gquindi la sufficienza.

La dimostrazione del teorema &.cosl completa @

Nells dimostrazione del Teorema 2.1 non 2 intervenuta la matrice
L; eid deriva dal fatto che i poli del sistema non divendomo da L.

In pratica la matrice L va scelta in modo che il sistema (2.1)
conservi la proprietd di raggiungibilitd e si abbia unma riduzione de-
gli ingressi. A tal proposito vale il seguente risultato.

TEOREMA 2.2 (Raggiungibilitd con ¢= 1 ingressi del sistema
T N
complessivo). Per gquasi tutte le matrici Le¢R P , con D=2 1, i1
sistema (2.1) con la metrice K determinata come nel Teorema 2.1

¢ raggiungibile.

Per dimostrare il Teorema 2.2 si richiede il seguente lemma,

LEMMA 2.1 (Invarianza della raggiungibilitd e della osservabi-
lita). Condizione necessaria e sufficiente affinchd il sistema (1.1)
asia raggiungibile ed osservabile & che per tutte le matriei KeRT .M



il sistems

(A #+BKC)x + Bv '_ (2.15a)
37_: cx . l (2&15b)

sia raggiungibile ed osservabile.

DIMOSTRAZIONE. Si supponga che i1 #7_.ema (1.1) sia raggiungi-.
hile; allora -

rango(B AB ceeee An—ifﬂ) =n, - _ (2.16)

D'altra parte per ogni K si ha:

E=B
(A+BKE)B'= £B+H{KUB} = AB%40ve
(A+BKC)2H = (A+BKC)(AB+.o.) = A°Btoeen (2.17)

'TEE R ERE R R E N A

(ﬁ.+BKC)m-tlB = (H.'FBKC)(AE-EB-“H-.'). = -ﬂ-n-.j-ﬂq'-ooa,

dove i1 puntini indicano termini che sono combinazioni lineari dei
vettori colonna delle matriei che compaionc nelle precedentl equa=-

zioni. Pertanto

rango(B (A+BEKC)B .... (4+BKC)®1B) = rango(B AB .... a1gy
= (2.18)

e ciod la raggiungibilitd del sistema (2.15).

Inversamente, se il sistema (2.15) & raggiungibile per ogni K,
1o & anche per K = 0, ossia lo & anche il sigtema (1.1).

La dimostrazione relativa alla ogservabilitd segue in mamiera

analoga B

T1 Temma 2.1 afferma che la raggiungibiliti e 1l'osservabilita

del sistema (1.1) mon pud essere nd "ecreata" nd "distrutta” da un
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controllore di tipe:

w= Ky + Ve ' (2.19)

Si pud ors dare la dimostrazione -del Teorema 2.2.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2.2. Poichd la coppia (A+BK°C, Bf)
(risp. (AT+CTK:BT, ch) ) & raeggiungibile, per il Lemma 2.1, lo &
anche la copvia (A+B(K°+fkT)C, Bf) (risp. (AT+CT(K§+fkT)BT, CTf) per
ogni keR™; quindi lz matrice dinamica del sistema (2.1) & ciclica,
D'altre parte, sempre per il Lemma 2.1, la covpia (A+BKC, B) & rag-
giungibile. Pertanto, in base al Lemma 1.2, per quasi tutte le ma-
trici LeR" P, con p 2 V. =1, 11 sistema (2.1) ® raggiungibile.

~

11 teorema resta cosl dimostrato B

E' chiaro che se non si vuole unz riduzione degli ingressi, vo-
lendo conservare la raggiungibilitd, per semplicitad realizzativg del

controllore, in base al Lemma 2.1, si pud scegliere L = I.

Dalla dimostrazione della sufficienza del Teorema 2.1 si ha il
seguente algoritmo di progetto. A

ALGORITMO 2.1 (Assegnamento completo dei vpoli mediante controllo-
re statico). _

PASSO 1, Si scelgano ad arbitrio una matrice KdeRr'n ed un vetto-
re feR® tali che la covpia (&, b), con A = A+BK C e b = Bf, sia rag-
giungibile. Se la matrice dinamica A & ciclica, ad esempio ha autova-

lori distinti, si pud scegliere Ko = 0.
PASSO 2. Si calcoli il polinomio caratteristico di A
o(A) = IAI - Kl =N+ alhn-l + oo ¥ 8 (2.20)

ed il polinomio

; n
a(a) = ;D;l(?\-?\i) =A% 4 d1>\’"‘1 +eee t d (2.21)
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avente per radici i poli desiderati.

PASSO 3. Si calcolino la n.n matrice F e gli n-vettori a, 4 co-

me segues

. 'T 7 : ;. 2 4 [N

2, 1 %0 2 1) bT*T e )

a a ...1 0 b‘Ar L] £l
n-2 n-3 T

P = ° e ece o o ° c’ a = o |s d= - o

b feeed . 3G

eee ‘L ) ‘al 1

(2.22)

PASSO 4. Siecalcoli l'n-vettore k risolvendo 1'equazione
PASSO 5. Il controllore che assegna i desiderati poli risulta:

u= (K + fkT)y + Ve ' (2.24)
] % .

OSSERVAZIONE. L'Algoritmo 2.1 & stato descritto ver il caso
r <m=n; per il caso m<r =1 si pud usare lo stesso algoritmo

applicato perd alla terma (AT, CT, BT).

ESEMPIO 2.1. Si consideri il sistema in forma canonica di con-

trollo
0 0 ... O (0]
1 PR 0
i= . o ° e e . x+ o u, y=x
0 0 0 ixes 3 0
L-an -an-l . oo -31 11‘



rappresentato schematicamente in Fig.2.1.

u T 57 jn 7 xn-l_____ 7 i
. -al
-
n
Pig. 2.1

Per tale sistema il teorema dell'assegnamento dei poli & banale.

Infatti, se si poné

U =KkX, + K.X. + 000 + KX 4+ V = ka + v
171 n'n

272
si ha:
( O 1 0 0000 0 ( o )
1 vass D 0
fom | oo 3 s St s lx+lilw, y=x
0 0 0 1
Lkl—an k2- n"l e seove kn_-al 1 J

da cui zppare chiaro che il polinomio caratteristico della matrice
dinamica pud essere assegnato ad arbitrio mediasnte opportuna scelta
del vettore k.

A tale conclusione si pud pervenire anche osservando lo schema

di Fig.202.,
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—— e =]

Fig.2.2

ESEMPIO 2.2. Dato il sistema raggiungibile

o 1 ©o© 0
$=(0 1 Ooflx+|1lu ¥F =X
0 2 1 0

&1 vuole determinare un controllore di tipo statico, cieé del tipo

u = ka + v

tale che i poli del sistema complessivo siano in -1, -1-j, -1+7.
TI1 volinomio caratteristico della matrice dinamicz del sistfema

H
p(a) = A{afl}z =3 - 2% 4.

Per assegnare i degiderati poli il polinomio caratteristico
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della matrice dinamica del sistéma conplessivo dovrd essere:

A(A) = A+1)(A+1+3)(A+1=3) = 25 + 322 + 42 +

Applicendo la (2.13) si ha:

1.2 1o 1 1191 0-2 2
k=]|-2 1 off{1 1 1 -4 = ]1-5|..
1 0 oJlo 2 4 -2-3 -5
Pertante il controllore risulia:
u = 2x1 - sz - 5x3 + v
mentre 11 gistema complessivo:
o0 1 o (0]
t=|2-4-5x+|1|lv, y=x
0 2 1 0
Per verifica,
a2 =1 o0
3 2
=2 M4 50 = AT+ 3N +4A 4+ 2 ,
0 -2 1 '

ESENPIO 2.3. Dato il sistema raggiungibile con 4 uscite indipen-
denti

o O = o
L o
O H = O
= O = O
S = O O
O O O =
O O = O
O = O
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ai vuole progettare un controllore statico tale che il sistema com-
plessivo abbia un solo ingresso e tutti i poli in -1.

Et facile constatare che lé‘matrice dinamica del sistema dato
non & ciclica. Si ponga pertanto

T o 1 o 1] (1.1
K = K° + fk = [0 o 1 0}+{1]k ’

in cui gli elementi 4i K, ed £ sono stati scelti, per semplicitd

computazionale, tra i numeri O ed 1 in maniera casuale.

Si ha:
o 1 0 O 0
3 1. 6 1. 1 0
A = A""BKOC = 1 0 2 1 v D = Bf = 1 ’

o 0 0 2 1
{0 0 2 5
N 3 o 2 5 14

rango(b Ab .... X7b) = rango i 3 8 22| = 43

1 2 § 8

quindi la coppia (ﬁ, b) & raggiungibile.
I1 polinomio caratteristico di A risulta:

50a) e AF = 4% % 320 4 3N -2

mentre quello della matrice dinamica del sistema complessivo dovra

essere:

a(a) = (A+1)4 = AF.g 4A3 + 6A2 + 42 + 1.

Applicando la (2.13) si ha:
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3 3-4 1o 2 5 14 T]-1 -2-1 (21
3-4 1 n]{e 5 12 30 34| 4 |-205

k=ll- 1 0 of[t 2 4 8 3-6|7 13| 306| °
1 0 0 oJlo 0 2 5 ~4-4 ~90

In definitiva, scegliendo
SNH]

il controllore che assegna 1 desiderati polli e riduce 11 sistema

complessivo ad un solo ingresso &:

T 1} -21 -192 306 -77 1
w = (K +fk")y + Lv = TE‘.—El 205 319 -90] v+ \ilv

mentre il sistema compnlessivo risulta:

0 1 ¥ 0

'D
1 0 1 1 0
* =113 21713 17913 a3 F 4| Y
-%0/13 -21/13 -205/13 127/13 1
01 0 o0
o o1 1
Y=1o o0 o 1|*
1 0 0 0
Per wverifica,
A -1 0 0
-1 A - | -1
AT - fﬂ+BKc}[ = =

7/13 21/13 a+179/13 -114/13
90/13 21/13 205/13 A-127/13



= N0 =

= 24 + 413 + 6%2 JUS b Ol s |

6 0 2 <t |

3 o 2 -11 32
rango(BL (A+BKC)BI| — ('A+BKC) BL) = rengo 1 -5 13 _302/13 =

{ «6 17 -365/13

=4 5

ESEMPIO 2.4. Dato il sistema osservabile con 3 ingressi imdipen-

denti
o 1 0 i 00
x=|-1 -1 Ox+110u,,y=[géglx,
0 0 -1 o o 1

si vuole progettare un controllore statico tale che il sistema com-
plessivo abbia due ingressi ed i poli in -3, =-3-3, =3+J.
Si consideri il sistema duale

X.= ATx + CTud, yda BTx .

d d d
ovvero
o -1 o 0 O 1 0
:’cds 1 -1 of x+ 1 Oy, ¥4= |0 1 of x
o 0 =1 o 1 o o 1

Essendo la matrice dinamica di tale sistema ciclica (gli auto-

valori sono distinti, come si pud facilmente verificare) , si ponga

KT = fkT = [}] kT.
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Si ha:
S N
rango(c't 47cTr (a7)%cT2) = rango|l -1 of = 3;
B R B |

quindi la‘coppia (AT, ch) & raggiungibile.
Il polinomio caratteristico di AT -H

B =% d ) #1215 e A3 w3 wodiiy 4

mentre quello della matrice dinemice del sistema complessivo dovra

essere:
a) = (A +3)(A+ 3 -)(2A+ 3 -3 =23+ 90 4 282 + 30.

Applicando la (2.13) si ha:

2 2 111 -2 N7 -1 1-30 ig
k=(]l2 1 o]l ~1 O 2-28|=|~16.
I 0 ojd =t 1 2-9 -10

Infine, scegliendo

i

il controllqre risulta:

= O O

19 19 1 0
u = kay +ILv=| 16 -16|y +|0 o| v
-10 -10 0 1

mentre il sistema complessivo:
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0 20 19 1 0
£=|-1 2 3ix+|1 o v, ¥ = [g é g]x.
o =10 -11 o 1|

Per verifiea,

A =20 -T9|.
I -~ (A+BKC)| =|1 1-2_ -3 = 23 + 9}2 + 282 + 30
0 I0 A+il

1 0o 20 19 -170 -149
rango(BL {A+BKC)BL (.&+HKC)ZBI-) =vrangoll 0 1 3 -48 -46|=
0 1 -10 -11 100 91

=3 a

2.3 STABILIZZAZIONE

Un problema strettamente legato & quello dell'assegnamento dei
poli & guello della stabilizzazione. Se il sistema (1.1) non & asinto-
_ ticamente stabile ma 2 raggiungibile ed osservabile con n uscite e/on
ingressi indipendenti, dal Teorema 2.1 segue banalmente che mediante
un controllore statico 2 possibile rendere asintoticamente stablle
1] sistema complessivo, ciod 11 sistema costituite dal sistema ori-
ginario con in retroazione i1 controllore. Se invece tale sistema

non & raggiungibile e/0 non osservabile vale il seguente risultato.

TEOREMA 3.1 (Stabilizzazione). Sia



A A A A B

aa ab ac ad a

0 A 0 B

° b
% = lo obb A jbd g+lo | ® (3.1a)

ce cd ?

.0 0 0 Add 0
y=lo ¢ o ¢ ]g : (3.1b)

la forma canonica di Kalman del sistema (1.1) e si supponga che
max(rangoBb, rangocb) =Dy dove n, ¢ la dimensione della parte rag-
giungibile ed osservabile del sistema. Allora il sistema (1.1) pud
essere reso asintoticamente stabile con un controllore statico des-
critto da:

u =Ky + Lv {3:2)

se e s0lo se le parti raggiungibile e non osservabile, non raggiungi-
bile e non osservabile, non raggiunginile ed osservabile sono asin-
toticamente stabili.

DIMOSTRAZIONE. La matrice dinamica del sistema complessivo, com=
posto dal sistema (1.1) e dal controllore (3.2), nelle base di Kalman

risulta:
Aaa Aab+BaKCb Aac A d+B§ch
L 0 Abb+BbKCb 0 Abd+BbKCd (3.3)
c |0 0 A A *
cc cd
0 0 0 Add

Dalla (3.3) avpare chiaro che i poli delle parti raggiungibile
e non osservabile, non raggiungibile e non osservabile, non raggiun-
gibile ed osservabile, coincidenti con gli autovalori di Aaa’ Acc’
A a’ rispettivamente, non possono essere modificati da un controllo-

d
re di tivo (3.2) mentre, in base al Teorema 2.1, quelli della parte
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raggiungibile ed osservabile, coincidenti con gli autovalori di
Abb+BBch’ possono essere modificati arbitrariamente.

Poiché i poli del sistema risultante coincidono con gli'autova-
lori di Aaa’ Abb+Bchb, Acc' Add’ segue immediatamente che il siste-
ma (1.1) & stabilizzabile asintoticamente se e solo se gli autovalo-
i Q% Aoy By & sono tutti a parte reale negativa. I1 teorema

aa cec dd

resta cosi dimostratol

ESEMPIO 3.1. Si consideri 11 sistems descritto dalle equazioni:

2 0 2 -1 1 4

g LB Al M0 U wll B gil
-3 1 2 3 ) T |
-1 0 1 o 1 o0

I1 polinomio caratteristico della matrice dinamica di tale si-

stema risulta:

A2 0 =2 1

p(?\) = -1 A+2 -1 1 = A4 + 2&3 - 12 - 21
3 -1 2 -3
i 0 -1 A

da cui segue immediatamente che il sistema in considerazione non &
asintoticamente stabile.

Inoltre:

]
W

rango(B AB AzB) = rango

= = O
O - = =
O N K
O O O O
N R
o O O o
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1-1-2 0

rango(CT ATt soe (AT}3CT} = Tango 0 o 1-11_ 3:
o 1 1 1
-1 1 2 o0

quindi i1 sistema dato non & nd raggiungibile nd osservabile.
Per ottenere la forma canonica di Kalman si effettui il cambia-

manto 41 base:

11c>1'1 i-1 0 o0
\%gT—ix:aioix: 100-1:{’
0o 1 1 o o i 1
1t ool |1 101
31 ha:
4:i0 1 1] {1 o
5T 1ol o1 o
% = : :. g+ | u, y=(0'1 0: O)?
o:0 1.1 10
0 0 0 - 0 0
de cui:

0 1 o 1] 3
Aoa = 1 A‘bh=[0 1]’ Rag = =2 Bb=[1 0]} G = 0

mentre la parte non raggiungibile e non osservablle manca.

Poiche g1i autovalori di Aaa ed A sono reali negativi e max(

dd
rangaBb, rangucb) =n =2, il sistema & stabilizzabile asintotica-
mente.

Se si1 vuole che i poli dells parte raggiungibile ed osservabile

siano in -1+j, -1-j, applicande lz (2.13) si ha:
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2 Ak A7 k- {3

Pertanto un controllore che stabilizza asintoticamente il siste-

K=k =

ma &:

= - S]y + V.
= 13

I1 sistema complessivo risulta:

=-io o 2 9 i i

g2 -2 1 21, 10 1. s_ @1 o o-1).
A1 01 2 11 11
-6 4] 1 5 1 4]

Per verifica, & facile constatare che le radici del polinoﬁio

Aa+1lo 0 -2 -9

AT - (A+BKG)I R PP e R
i1 -1 A-2 =11 + 102 + 4
6 0 -1 A-5
gono tutte a parte reale negativa &
2.4 ESERCIZI
4.1 - Dato il sistema ¥ = Ax + Bu, y = Cx, con AERn'n, BeR™'T o

CERm‘n, dimostrare che se esso & raggiungibile ed osservabile allora

v, = min{m,r), dove Vo %2 1'indice di ciclicitd dellsz matrice dinami-
ca A

n.r

4.2 - Data la terna AeR™D, Ber™T, cer™ ™, con (4, B) raggiun-

gibile, seguendo il Corollario 1.l1,scrivere un sottoprogramma al
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calcolatore per determinmre una matrice K;eRr'n ed un vettore feRr

tali ehe la copoia (A+BK°C, Bf) sia raggiungibile.

4.3 - Mostrare che il teorema dell'assegnamento completo dei po-
1i & banale nel caso di sistema con una sola uscita e con n ingressi

indipendenti, dove n & la dimensione del sistema.

4.4 = Dato Il sistema:

0O 1 0 0 0

= X + u, ¥ = X,
0 0-1 0 1
0o 0 0 -1 o -1

of determini un controllore di tipo u = Ky + v tale che il sistema
complessivo abbia 1 poli in -3, =2, =2+j, =2=J.

i descriva inoltre un metodo per 1'individuazione di tutti i
controllori, sempre di tivo u = Ky + v, che assegnino al sistema

complessivo i suddetti poli.

4.5 - Tenendo presente 1'Algoritmo 2.1, scrivere un sottoprogram-
ma al calcolatore per risolvere il oroblema dell'assegnamento com=—

pleto dei poli.

4.6 - Sia dato il sistema raggiungibile ed osservabile & = AX +
Bu, y = Cx, con AeRn'n, BeRn‘r, Geﬂm’n, rangoB = r, rangoC = m.
Dimostrare che,se tale sistema % asintoticamente stabile ed r =
m,allora per guesi tutte le matrici B esiste un controllore di tipo
u = Ly, con LERr'm, tale che il sistema risultante sia ancora raggiun-
gibile e disaccoppilato staticamente (cio® W(0) = G(-A}_lﬁL gia diago-

nale ).

4,7 = Dato il sistema:



o O o O
O = O
o = O O

gl progettino almeno due controllori di tipo u = Ey+v tali che il
 sistema complessivo abbiz i poli in -1, -1+3, -1-j. Studiarne quin

di il comportamento dinamico mediante simulazione al ecalcolatore.

4.8 -~ Dato il sistema raggiungibile ed osservabile ¥ = Ax + Bu,
y = Cx, in cui AeR"*", Ber™*T
rangoC) = n,allora il controllore u = Ky che minimizza 1l'indice di
qualitd quadratico jcckuTPu + yTQy)dt, dove P e Q sono matrici sim-

: o
metriche definite positive, rende il sistema complessivo asintotica-

, CeR™* ™ dimostrare che,se max(rangoB,

mente stabile.
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CAPITOLO III

ASSEGNAMENTO INCOMPLETO DEI POLI MEDIANTE CONTROLLORE STATICO

3.1 INTRODUZIONE B RISULTATI PRELIMINARI
Si consideri il sistema lineare, stazionario e di dimensioni

finite:

AX + Bu ' ' (1.1=2)
¢x, : (1.1v)

p -
y

LI}

dove A€RDD, BeR?'T, ceR™

Nel cavitolo precedente si & visto che mediante un controllore

, rangoB = 1, rangoC = m.

gtatico del tipno:
u = Ky + Iv, (1.2)

in cui KeRr'm ed LGRr’P, 2 possibile assegnare al sistema complessi-
vo un'arbitraria configurazione di ooli nelltivotesi che i1 sistema
(1.1) sia raggiungibile ed abbia n uscite indipendenti (m = n), ov-

vero sia osservabile ed abbia n ingressi indivendenti (r = n).
Spesso il numero degli ingressi e delle uscite indivendenti

> minore dell'ordine del sistema. Pertanto 3 di notevole in-
teresse vedere cosa si pud dire, in generale, sull'assegnamento dei

poli quando max(m,r) < n, usando sempre controllori statici.



- 43 -

Sia

% = (A+BRC)xX + Blv (1.3a)
y = cx - (103b)

i1 sistema complessive ottenuto collegando il controllore (1.2) al
sistema (1.1) come in Fig.i.1. _

Fig.l.1

Un primo risultato & fornito dal seguente teorema..

TEOREMA 1.1 ( Condizione necessaria per l'assegnabilit&‘dei
poli). Condizione necessaria perchd i poli del sistema (1.1) siano
assegnabili ad arbitrio mediante un controllore di tivo (1.2) & che

esso s8ia raggiungibile, osservabile ed m.r = n.

DIMOSTRAZIONE. Che il sistema (1.1) debba essere raggiungibile
ed osservablile segue direttamente dal Teorema 1.2.1 per ¥ = O.

Per dimostrare la rimanente parte del teorema si moti che gli
n coefficienti del polinomio caratteristico di A+BEC sono funzioni
polinomiali degli r.m elementi di K; d'altra parte, tali coefficienti
devono essere assegnabili ad arhitrio se 81 vuole che sianc assegna-
blli ad arbitric i poli del sistema complessivo (1.3). Pertanto deve

risultare m.r 2 n. I1 teorema resta cosi dimostrato B

ESEMPIO 1.1. Si consideri il sistema raggiungibile ed osservabi-
le:



o 1 o o 0 0

% = 1010 X + 10 u, ¥y = [é g g g]x.
o 0o 0 1 0 ©
i 01 0 o 1

Se si pome:
. kyq kl?y,,v
= T

kyy Koo

§1 polinomio caratteristico della matrice dinmmica del sistema com-

nlessivo diventa:
4 2
M - (asmro)| = A - Py iy, 42) ¢ (yqkp =Ky kygs Ky
+kyp=ky 5 Kpq )

da cui risulta chiaro che possono esSsere assegnati ad arbitrio solo

due poli A

L'Esempio 1.1 mostra che la condizione m.r ® n non semore & suf-
ficiente per risolvere il problema dell'assegnamento comﬁleto dei po-
1i, D'altra parte, anche quando tale condizione & sufficiente, ver
' assegnare i desiderati poli gi deve risolvere un sistema non lineare
di n equazioni. In pratieca, la risoluzione di tale sistema presenta
notevoli difficoltd risultando non agevole la sua stessa scrittura.

Se invece si opera opportunamente con matrici X di rango unita-
rio, detto sistema diventa lineare e di facile secrittura.

Cosi facendo, i risultati fondamentali che @i ottengono assicu-
rano che, in generale, & possibile assegnare ad arbitrio golo un 1i-
mitato numero di poli.

Per vresentare tall risultati fondamentali si richiedono

alcuni preliminari.
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- S5ia M una matrice reale di dimensioni n.m ed i un intero non ne=

gativo; com Si(M) si denota le matrice di dimenmsioni (n+i-1).({m.i):

»

i--h;qi 91-00 Oooltl O:."O
i

L-_._J BF-]I D'f‘.‘ 0.:.0
0...0 Loed ssssess sssse .._|]
Si(M)= Oeeol 0ucel Oocnoa ssess o:'-.l . (1_4}
. - s epBe BB tsssss sswew n
T EREE] e e e @ LI B B :--':-}
iﬂ...o 0..000 Op-lott L_”__:
m.i
- Sia
p(A) =p A" + p 2n—1 +teest D (1.5)
Yot T M1 T tn
un polinomio in A di grade al pit n.
Se =1 pone:
n,T :
VB(A) = (1 A - s A ) (105)
T
P = (Pn pn_.l-a&. DG) ] {1-?}
allora il polinomioc (1.5) pud essere scritto nella forma:
T
p(A) = vﬁfa)p. . {(1.8)
—Siano
n n-1 T
p(A) = p A" + P{A teest D= vn(a)p (1.9)
e .
m m-1 T
a(A) =g A" + g teead 9, = V(A (1.10)

due polinomi al pih di grado n ed m, rigpettivamente,. ed

r{A) = p(A)g(A) = roan+m + r11n+m_1 teeot T = vg+m(h)r.

E' facile constatare che:



T 1 [», 0 seee 0)

Tham-1 Pn-1 pn-"“'0 qm_

- - . weas & qm_l

L p .p L L3 - ,

=1 ° 1 _ (1.12)

™ 0 ‘FIO.... M o

I‘l - > wsesw '531 \ (]
Lro lG 0 (RN ] Do

ovvero, con le notazioni introdotte:
r =8_4(pla. | (1.13)

BSEMPIO 1.2, Si considerino { polinomi:

p(r) = A2 42245 = vg(a)p

q(A) = MaeaZrer+l= vﬁ()) Qe
31 hat
(5 0 0 0 5 ]
2 5 0 0|1 32
1 2 5 0fi6 18
s,(®a=| g 1 2 s|{1]7|13]"
o o 1 z||1 3
Lo 0 0 1 |1
Pertanto:

#(3) = p(a)a(a) = a° & 33"+ 1323 + 1832 + 322+ 54

LevMA 1.1 (I remi del luogo delle radici sono curve gemplici).
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S1 consideri la terna (4, b, cT) con AcR™" o b,ceR”, Se 4 & cielica,
(4, b) raggiungibile ed (4, c') osservebile allora

spettro(ﬂ+bklcm)ﬂ Bbettru(ﬁ+bk2cT) =¢, ¥k1¥k2. (1.14)
DIMOSTRAZIONE. Si osservi prima che

AT - (asbie”) | = B(2) = ke(3), ' (1.15)
dove:

p(2) = AT - A],. a(3) = e Agg(AI - A)b. (1.16)

5i supponga ora per assurdo che esiste almeno una coppia (ki,
k2} con kl # k2 tale che

snettro(ﬂ+bk1cT}rlspettro(ﬁ+bk2cT} =.A,£ ?s (1.17)

allora per ogni .;:u'\ 3i ha:

o(3) - ka(d) = p(3) - ka(R) =0 (1.18)
da cui, poichd ki # X,
o(3) = o(3) = 0. (1.19)

T

D'altra parte, essendo A ciclica, (4, b) raggiungibile ed (4, c
osservabile, i polinomi p(A) e q(A) sono »rimi fra loro. Pertanto la

(1.19) & falsa ed il lemma resta dimostrato B

LEMA 1.2 (Esiste wna(k tale che A+BKC & ciclica). Sia i1 siste-
ma (1.1) raggiungibile ed osservabile. Allora esiste un controllore
di tivo (1.2) tale che il sistema comvlessivo (1.3) 2 ciclico, ciod
la matrice dinamica A+BKC & cielica.

DIMOSTRAZIONE. Se max(m, r) = n la dimostrazione segue facil-
mente dal Lemma 2.1.1. Si consideri gquindi il caso pih generale in
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cui max(m, ) £ n.
Detto Yo 1tindice di cicllcité di A, per il Lemma 2.1.2 egiate
una matrice LleR T+¥c tpnle che la coppia (A, BL ) & raggiunglhile.
Sia '

o) = A e et e v ey R (1.20)

il polinomio minimo del primo vettore colonna bl di BI.1 risvetto ad

A e si consideri il canmbiamento di wvariabile:’

€ = 'r'lx = (Tl_D)“ix, (1.21)
dove TleRn'l 3 la matrice di rango 1 data da:
alni al-z - e e B-i 1]
i 2, _, 8y 3 ot i 0
Tl = (bl Ahl 'R A bI) [ - ass @ - (1.22)
al 1— LR . -
11 -~ o ee 00

e DéRn'(n-l) : tale che la matrice (Tl D) 2 non singolare.

I1 sistema (1.1) con tale cambiamento di variabile e con u =

Liv diventas

A b, B
£ = rl 3}‘5“ e (1.23a)
4] Az 0 B2
y = (€4 Cy)%, (1.230b)
dove:

.1 .(n-
C4eR™" T, CER" (n-1) (1.24)
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0 1 0 e O 0

0 0 1...0 . 0 oo

= . - s swew = ¥ b = - . .25
T 6 elild Lo
_&1 - 1_1 - odt._aj 1

Dalle raggiungibilitd ed osservabilitd del sistema {(1.1) si ha
che la copvia (AE, BE) & raggiungibile e la coppia (Al, 01) % ogser-
vabile; inoltre 1'indicedi ciclicita di A, & pari a }2—1. Infatti,
tenendo presente che la raggiungibilita & invariante rispetfo ad un

cambiamento di base, si ha:

Y ~ n—}.
I rl 33\ lbi 31] Ay A, By By
rango ren =
o B, lo a,)lo B, 0 4, 0 B,
6, B, 2 7 ...? 2 ?
= Tango n-1-1 = n, (1.26)
0O B, 0 A,B, «cc 0 A B, ?

2 2

dove i punti interrogativi indiceno teérmini che non interesssno ai

fini di eid che gi vuol dimostrare. Di qul segue che le n-1 righe

0B, 043, ... 02

5 A 2 5 ? | (1.27)

sono linearmente indipendenti e quindi la raggiungibiliti della cop-
pia (AE, B2). In modo del tutto analoge si dimostrae l'osservabilitad
della coppiz (Al, Cl). '

Per dimostrare che l'indice dilciclicité Yie di A, ¢ pari a u&—l
si noti che poich® la coppia (AE, 32] & raggiungibile e BE ha v;—l
colonne, per cui, per il Lemma 2.1.2, dovra essere Dic £ L= 1.

D'altra parte, poichd Ay & ciclica e la matrice

. [ay &
P (1.28)
Q Az



= 5=
ha indice di ciclicitd pari a v dovra pure essere Y, =y - 1;
c ic c

quindi ¥y, = V. & I ‘

Poiché la coppia (Al, Cl) ® osservabile ed Ay & ciclica, per il
Lemma 2.1.2 esiste un vettore hleRm tale che la covpia (Al, hicl) &
osgervabile.

Si mostrerd ora che scegliendo

K= Iy [gll h% ' (1.29)

1tindice di ciclicitd della matrice A+BKC per guasi tutti i valori
ai k1 & pari a Y, - 1. Infatti, con tale scelta di K la matrice
A+BKC, a meno di una trasformazione di similitudine, & data da:

i, A
S L (1.30)
0 A,
dove:
a A T P ” A T
i = A1+b1klh101, A, = Ay, x3 = A3+b1k1h102 4 (1.31)

Dal Lemma 1.1 segue che per quasi tutti i valori di k1 la matri-
ce Kl ha gpettro disgiunto da quello di 12. Per ognuno di tali valori
o dai k1 si considerino due matrici non singolari Ti’ T2 tali che

T;1R1T1 =Jy e Tglizma = J, siano in forma di Jordan. Allora
J, 0O
T'iﬁrT -1 . (1.32)
0o J
2
dove:
-1 -1 -1
P, T T -7, °T.T
1 73 -, 1 1 2
T - , Tt i (1.33)
0O T ) T



- 51 -

con T. soluzione dell'equazione matriciale

3

i, - 1,9, = - &1, (), (1.34)
Poich® 1'indice di eiclicitd di 32 ® pari a v, - 1  segue che
31 massimo numero di blocchi di Jordan relativi allo stesgo autova-
lore di J, ® pari a v - 1. Pertanto, essendo lo spettro di Iy dis-
giunte da quello di J2, si ha che il massimo numero di blocchi di
Jordan relativi allo stesso autovalore della matrice (1.32) & v - 1,
ovvero l'indice di cieclicitd di Er & pari a v, = 1.
Applicando V_ - { volte il procedimento di cui sopra si ha che
lae matrice K che rende ciclica A+BKC & data da:
R il , T
K=> L 7|by- - 1.3%)

I1 lemma resta cosl dimostrato B

I1 Lemma 1.2 & suscettibile della seguente generalizzazione la
gquale fornmisce anche un procedimento molto gemplice per la determi-

nazione della matrice K.

ILEMMA 1.3 (Per quasi tutte le matrici K A+BKC & ciclica). Sia
i1 sistema (1.1) raggiungibile ed osservabile. Allora per quasi tui-
te le matrici K la matrice A+BEKC & ciclica.

DIMOSTRAZIONE. perche la matrice Ar = A+BKC sia ciclica,il suo
polinomio minimo deve coincidere con gquello caratteristico, ovvero

le n matriei

2 -
I, A, AL, eeos a1 (1.36)

T

Q
( )-Si noti che l'equazione (1.34) ha un'unica soluzione T3 dal mo=

mento che ﬁi e J, non hanno autovalori comuni (gi weda 11 Cap. Iv).

2



- 52 =

n2
devono essere linearmente indipendenti. Dettil vi§R i T =ty Bowey
n, i1 vettore ottenuto dalle colonne della matrice A:-l ponendole
ordinatamente una sotto l'altra, éllora A+BKC & ciclica se e s80l0

se la matrice

Vs (v ¥ eone ¥) _ (1.37)

172

ha rango n, ovvero sSe e solo se
aetV'v £ 0. (1.38)

Essendo l'espressione a primo membro della (1.38) wm polinomio
negli r.m elementi di K la dimostrazione segue dal fatto che, per il
Lemma 1.2, tale polinomio non & identicamente nullo B

ESEMPIO 1.3. Si consideri il sistema raggiungibile ed osserva-
bile

[-200
X = 0 =2 1 x+
5 1 o1 0

0 0 =2

10 '

Si constata facilmente che 1'indice di ciclicitd della matrice

dinamica di tale sistema & pari a 2.
Si vuole determinare una matrice K6R2'2 t2le che la nuova matri-

ce dinamica Ar = A+BKC gia ciclica.

Se si sceglie, a caso,

== 4]

la matrice Ar risulta:

=2 O o] 1'
A =10-2 1] +}0 o[ l
T o 0 s 1 —1 0

-1 0o 1
0 -2 1].
1141
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Tale matrice & cieclica dal momento che

1 1 2
0o 0 1
o._1_=-2
0 0 =1
rangoV = rango|l -2 3l = 3a
' ojo_ -1 _3
0o 1 =2
o 1 =3
|1 -1 1

E' possibile ora dare il seguente fondamentale lemma che costi-

tuisce una generalizzazione del Corollario 2.1.1.

LEMMA 1.4 (Raggiungibilitd con una arbitraria combinazione degli
ingressi). Sia il sistema (1.1) raggiungibilé ed osservabile. Allora
per quasi tutte le matrici KoeHr'm e per guasi tutti i vettori f;Rr
la covpia {A+BKOC, Bf) & raggiungibile.

DIMOSTRAZIONE. In base al Lemma 1.3, per quasi tutte le matrici Ko
A+BKOC 3 ¢iclica. D'altra varte,per il Corollario 2.1.2,se A+BK C
% eiclica,per guasi tutti i vettori f la coppia (A+BKDG, Bf) & rag-
giungibile, Pertanto ner quasi tutte le matrici Ko e per guasi tutti

i vettori f 1la coppiz (A+BKOG, Bf) & raggiungibile H

ESEEPIO 1 .3. Sia dato il sistema raggiungibile ed oaservabile

-1 1 ¢ 0 0 0 0 ©

o-1 0 0 O i 0 o i 0o o 0 ©
=10 0-<1 1 olx+|0 o olu y=j0 0 1 0 Ox.

0 0 0-1 0 e 1 o© o 0o 0o 0 1

0O 0 0 0 =2 c 0o 1

Tale sistema non & ciclico, essendo v; = 2 come si pud facilmen-
te constatare. Si vuole determinare un controllore di tipo {(1.2) per

cui il sistema risultante sia raggiungibile con un solo ingresso.



Se sl sceglie, a caso,
1 1 0

Pl 0 -1 ojy + 1
o1 -1

il sistems risultante diventa:

-1 1 0 0 © 0
1-1 10 0 1 ' 1 o ¢ 0 o
% = 0 0-1 1 olx+ |0O]v, ¥ = [0 0 1 o le.
0 0-1-1 o i O 0 0o 0 1
10 0 1 0 =3 o

Tale sistema & raggiungibile dal momento che la sua matrice di

reggiungibilita
0 1 -2 5 <12
1-1 3-7 14
Q. =0 1-2 2 0
11 0 2 -4
0 0 1-5 17

& di pieno rango 4 -

LEMMA 1.5 (Mediante riduzione degli ingressi,r-1 modi prefissati
Dogsono egsere resi non raggiungibili)., Se lz matrice dinamics del
sistema (1.1) ha 1 = n+l-r zutovalori simmetrici A i=1,2, Lo,
1, con molieplicitd geometrica unitaria, allora per quagi ftutte le
matriei B esiste un vettore be®(B) tale che 11 polinomic monice

1

nl

1 (1.39)

¢ 11 polinomio minimo di b rispetto ad A.

DIMOSTRAZIONE. Il lemma resta dimostrato se per guasi tutte le
matriei B si pud determinare un vettore f¢R® tale che:
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p,(A)Bf =0 ‘ (1.40a)

1-1

rango( Bf ABf ... A~ Bf ) = 1. (1.400b)

Dal momento che gli autovalori ai pl(A) sono pl(Ai), dove Ay
i=1, 2, ..., n, sono gli autovalori di A, segue che pl(A) ha un
autovalore nullo con molteplicitd geometrica 1l; allora dim}f(pl(A))
=1le rangopl(A) = n—dimN(pl(A)) = r-1l. Quindi, rango pl(A)B £ ran-
gopl(A) = r-1 per cui un vettore f # 0 che soddisfa la (1.40a) esi-
ste.

Ora, per quasi tutte le matrici B, la (1.40b) & soddisfatta per

- %; Invero,se per assurdo cid non fosse vero allora il polinomio
minimo pi(A) di Bf rispetto ad A avrebbe grado I<1, Dal momento che
p.(h) & un divisore di pl(A) e gli autovalori 3y, i = Ly Dy cevnoy: Ly
hanno molteplicitd geometrica unitaria, con ragionamento analogo a
quello precedente, si avrebbe rangopi(A) > r, Da cid seguirebbe-che

dim®(B) + dim)/'p1

dim((R(B)nN(pi(A))) = 0. (1.41)

(A) £ n, e percid, ver quasi tutte le matrici B,

La (1.41) implicherebbe che rangopi(A)B = r, per quasi tutte le
matrici B, e quindi f = 0 contro l'ipotesi. I1 lemma resta cosl di-

mostrato @

ESEMPIO 1.4. Si consideri il sistema

o 1 o 0 0
x=1{0 0 1lx+ |0 1lu.
0 -2 -3 i1

Gli autovalori della matrice dinamica sono -2, -1, O.

Si vuole individuare una trasformazione degli ingressi

= fv,
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con feR2 tale che siano eccitabili solo i modi corriépondenti agli
autovalori -1, O.

Esgendo
P (A) = (A+1)A = 2 i,

1tequazione (1.40a) diventa

o 1 1j|lo o 1 2] -
pl(A)Bf‘s 0 -2 =2||1 1jf =|-2 -4|f =0
0 4 4jl0 1 - 4 8
da cui
2
f =[_1] °
Inoltre, essendo
I §
rango(Bf ABf) = rango|-1 1} =2,
: 1-1

1la (1.40b) & soddisfatta &

3.2 PRIMO RISULTATO FONDAMENTALE SULL'ASSEGNAMENTO INCOMPLETO DEI
POLI

Nel paragrafo precedente si & messo in luce come il pfoblema
dell'assegnamento dei poli, nel caso in cui il massimo tra il nume-
ro degli ingressi e quello delle uscite indipendenti & minore del-
l'ordiﬁe del sistema, presenti in generale notevoli difficolta.
Restringendo l'analisi a matrieci XK con stiruttura particolare & pos-
sibile ricavare dei risultati restrittivi ma di semplice applicazio-

ne, come risulta dal seguente teorema.
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TROREMA 2.1 (Assegnamento incompleto dei poli). Se il sistema
(1.1) & raggiungibile ed osservabile allora % possibile progettare
un controllore statico di tive (1.2) tzle che il sistena complessi-
vo (1.3) abbia V= max(m, r) poli arbitrariamente vicini (ma non ne-

cessariamente egueli) a ¥ prefissati valori gimmetrici.

DIMOSTRAZIONE. Si supponga che r € m. Essendo il sistema (1.1)
rageiungibile ed osservabile, per il Lemma 1.4 si scelga a caso una

matrice KbeRr‘m ed un vettore feR’ tali che la coppia (ﬁ, b), con
i=a +BK C, b = Bf, : (z.1)

sia raggiungibile. Se la matrice A 3 ciclica si pud scqgliere KO = 0,
3ia

p(A) = P aihn“ + et = a? + vi_lfh}a " (2.2)

il polinomio caratteristico di A e si consideri la matrice non sin~

golare

an_l a-n_e LI al

1 Eﬂ-a an_.3 s 1 o

T = (b Eb PR En- b} vee @ sl (2'3}
ay 1 eee 0 O
1 0 cea 00
Si scelga quindi la matrice K del tipo
T

0

con keR'. Procedendo in modo del tutto analogo allza dimostrazione

della sufficienza del Teorema 2.2.1 ed indicando con

pk(a) = A . alkan_l +oees + @S An + vi_ifh}ak (2.5)
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il polinomio caratteristico della matrice A+BKC, si ha:

7 . T 0 _

K CT = (an-ank %) 1"% gk ** ai-eik) = a'-a . (2:86)
L*equazione (2.6) mostra che il vettore dei coefficienti del

polinomio pkfa),al variare di k,descrive una varietd lineare che

coincide con R* se e solo se la coppia (E, b) & raggiungibile ed

m = n. Pertanto, in generale, non 2 vossibile assegnare ad arbitrio

tutti 1 poli del sistema risultente (1.3).
Si dimostrerd che & sempre posaibile assegnare YV (=m) poli ar-

bitrariamente vicini a v prefissati valori simmetrieci.

Allo scopo, sia

P\

aa) = X+ a4l 4 a, = V(N (2.7)

il polinomio avente per radici i1 v poli desiderati e

n-Y-1 n-y T

n-y
?{A) = Pl + Pi + seas + Pn_}r = A + vn_v_l(l;l)P
(2.8)
il polinomio,che moltiplicato per d(A), fornisce pk{ﬂ}.
E! facile constatare che:
ank dp 0 a8 s 0 0 0
d da
. y AR 7 | fn—-v- y
- = - s sas @ - - * dv ' (2'9)
. 0 0 ... 1 dylley .
| %1k | 0 ... 4

ovvero, ponendo

§=(00...0a 4, ...a)" (2.10)
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ed usando le notazioni introdotte nel paragrafo precedente,
a, =S _ (a)p +4d. (2.11)

Se si sostituisce la (2.11) nella trasposta della (2.6) si ot-

tiene l'equazione notevole

(F G)[? =a-d, l (2.12)

e {n—-\’)

dove con FERn'm e GeR 8i sono indicate le matrici:

ran-l Rn_z .. e ai 1
a a8 - a . 1 0 ’
p=|.2"2.23 77" ) (oboehb ... cA"ly) (2.13)
2y i. sss O O
t1 0 L) 0 0
rdp" o LR o 0‘
dv-—ld‘r - 0 0
- - LN ] d d'l"
- v-1 . : (2.14)
0 - a8 dl
0 0 ... 0 1

Se la matrice (F &) & invertibile, l'equazione (2.12) consente
di calcolare sia il vettore k,che permette di assegnare i Vv deside-
rati poli, sia il polinomio P(A) avente per radici gli n-V poli ri-
manenti,

Si fari ora vedere che (F G) d invertibile per quasi tutti i
vettori d e quindi per quasi tutti gli insimmi/1={h1, Ao ..;,)y)
dei ¥ poli desiderati.

Infatti, per la regola di Laplace, si ha:

det(P G) = hygy + hogy + eus + h[ﬁl E[ﬁ], (2.15)
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dove hi e 8 o= Xy 25 seni [; s ‘Sono i minori di»ordine m ed n-m
delle matrici F e G, rispettivamgnte. Per iterazione su n-m e per 1la
regola di Laplace, si verifica facilmente che gli { ] minori gi S0-
no polinomi nei coefficienti dj, linearmente indipendenti trs loro
in quanto ognuno contiene un monomio diverso dagli altri. Dfaltra
varte, essendo F di rango massimo, almeno un minore hi ¢ diverso da
zero; cid implica che il polinomio (2.15) non & identicamente nullo,
donde 1l'asserto. .

Ora,se per un certo insieme /1=(21, Ays ey dy) di poli,(F G)
® singolare,si pud assegnare un nuovo insieme A+ pgA= (a 1831 2, +A)
veey A4+ AN) con 43— O in modo che (F G) sia invertibile.

I1 teorema resta cosl dimostrsto per il caso r = m; per il ca-
so r>m la dimostrazione segue facilmente considerando il sistema dua-
le individuato dalla terna (AT, CT, BT).
Si noti che la (2.12) ver m = n 3 equivalente alla (2.2.23).

ESEMPIO 2.1. Si consideri il sistemé raggiungibile ed osserva-
bile '

% = _1 X + l Ju, y=(1 0)x.

Posto u = ky+v, il polinomio caratteristico pk(h) della matrice

del sistema risultante vale:
pk(A) = A(2+1) - k(2+2);

il relativo luogo delle radici, al variare di k, & riportato in
Fig.2.1.

Da tale figura, in accordo con il Teorema 2.1, si nota che &
vossibile posizionare un polo ad arbitrio purch® distinto da -2, ©

al pid arbitrariemente vicino a -2.



——————— * e e D0
\ =27 =1 . o
N\ !
A s
~ -~

Tuogo ver k>0
= — — Luogo perik <0

Fig.2.1 .

ESEMPIO 2.2. Si consideri il sistema raggiungibile ed ossgerva-
bile

o 1 o 00
% =|-26 =2 1|x+ |1 Olu, ¥y = [3 ? 2]x.
o 4] 0 o 1

Per il Teorema 2.1 2 possibile progettare un controllore di +i-
po (1.2) tale che due poli del sistema complessivo siano agssegnabili
ad arbitrio; sia, dunque

A= (-4-32, -4+3j2).
Posto:
KO =0, = [i],

& facile verificare che

0 0 1 26 20
a=126, d=|20/, P=|0 3|, G= .
2 8 o 1 1

L'equazione (2.12) risulta allora:
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1 26 20)(,. 0
0 8 =l 6
: [e\
o % X -6
da cul
1| 924 < 24 .
k=.— g F:() o cm——a
5[-54] 175

Se ne deduce quindi che il terzo polo & in -24/5 e che il si-

gtema complessivo & asintoticamente stabile.
I1 controllore che assegna i desiderati poli e riduce il siste-

ma complessivo ad un solo ingresso risulta essere:

u = i|e 9 + {olv
=5 |92a -s4)7 T 1)7

mentre il sistema complessivo 3 descritto da:

0 i 0 0
x ={=-26 =2 0 |[x+|0O|v, ¥ = lé g 2}x.
924/5 -54/5 =-54/5 1

Per verifica,

SR | 0
| 21 - (a+BRC)| = |26 A+2 0 | =23 +6a +292)+ 96
-924/5 54/5 M54/5 2 %

le cui radici coincidonocon -4-Jj2, -4+j2, -24/5, come si pud facil-

mente verificare A

ESEMPIO 2.3. Dato il sistema raggiungibile ed osservabile
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01 0 0 1
x=|0 0 1fx+ [0 Olu, ¥y=(1 0 0)x,
0 -1 -1 1 1

gi vuole progettare un controllore statico tale che il sistema com-
plessivo abbia due poli in ~3.
51 consideri a tal fine il sistema duale

o 0 0 1
x=1{1 0-1ix + |Olu, ¥y = [g g i]x.
0 1 -1 0
Si verifica facilmente che
0 0} 1 2 9
a=|[1], d=1l9|, P=|0 1|, 6= |6
1 & o 1 1

per cui l'equazione (2.12) diventa:

1 2 ¢ X 0
0 1 ¢ ¢ = (=8| ,
o0 1 1 -5

Risolvendo tale equazione si ottiene:

k= %{_g;], fF = -3/5

da cui risulta che il terzo polo & pari a 3/5; quindi il sistema ri-
sultente & instabile &

51 noti che il Teorema 2.1, pur assicurando 1'assegnabilita di
v = max(m,r) poli, non fornisce aleuna indicazione sulla configura-

zione dei rimanenti poli, i quali possono assumere anche valori tali
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da pregiudicare la atabilitd del sistema, come risulta chiaramente
dogli esempi 2.1 e 2.3,
Nel peragrafo successivo si-ppesenteré una estensione del Teo-

rema 2.1 che consente di ovviare in parte 2 tali difficolta.

3.3 TECNICA PER IMPORRE VINCOLI SUI POLI NON ASSEGNABILI
ARBITRARIAMENTE

Come gii messo in luce alla fine del paragrafo precedente, il
Teorema 2.1 non % pratico in gquanto nulla dice suil rimanenti poli 1
ouali, percid, possono risultare anche a perte reale positiva.

Per ovviare 2 tale inconveniente sl pud pensare di assegnare
un numero di poli minore del max(m,T) introducendo cosl gradi 4i 1li-
bertd da utilizzare per cercare di confinare i rimenenti poli in

gualche desiderata regione del piano complesso. Cid 2 posgibile, cone

risulta dal seguente teorema.

TEOREMA 3.1 (Assegnamento di VY < mex(m,r) poli con gradi di 1i-
berti Der nglli rimenenti). Se il sistema (1.1) & raggiungibile ed
osservabile con q = max(m, r) <n, allora & vossibile progeliare un
controllore statico tale che il sistema complessivo abbia ¥= g-1,
1>0,poli arbitrariamente vicini a Vv prefissati valori simmetrici.

Tnoltre i rimanenti n—¥ poli soeno vimecolati dasll'equazione

e(a) = qofﬁﬁ + hiql(l) +oaes + B94(3) =0y (3.1)
dove qo(l}, ql(%), sens ql(R} sono degli ovvortuni polinomi ed hy,

hg, casy h1 sono scalari che possonc essere variati arbitreriamente
lasciando inalterati i pfafissati ¥ poli.

DIMOSTRAZIONE. Si supponga che r = m. In t2l caso & immediato

constatare che si ottiene ancora un'eguazione del ¥ipo (2.12) con G

matrice reale n.(n-¥) = n.(n-m+l), e gquindi con (F G) matrice reale
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n.(n+l). Inoltre per quasi tutti i vettori d4,la matrice (F G) ha ran-
go n; infatti eliminando 1 célonne da F gi ricade ancora nel caso del
Teorema 2.1 in cui Vv = m. Pertanto il vettore k che consente 4i as-
segnare i desiderati Y voli, non & unico e l'equazione (2.12) pwd
essere risolta, per quasi tutti i vettori d,rispetto ad n componenti
dei veftorﬁ ¢ e k lasciando le rimanenti n-1 componegﬁi, diciamo hl'
h2, e hl’ come parametri liberi. Il vettore e pud allora essere

scritto come:

€ =gy + hyaq + eee * hlql’ (3.2)

dove Qs Qgs c=e» q, sono (n-y)=vettori reali ed hl’ h2, vy hl so0-
no scalari che possono essere variati arbitrariamente senza alterare
iV prefissati poli. Di qui segue la dimostrazione per il caso r £ m;

per il caso r»>m la dimostrazione segue per dualita &

Dal Teorema 3.1 segue che V= max(m,r)-1, 1>0, voli vossono es-
sere assegnati srbitrariamente viecini a v specificati valori simme-
trici mentre i rimanenti n-Y poli possono essere confinati in qual-
che desiderata regione del niano complesso mediante ovportuna scel-
ta di hl’ h2, sacay hl. A tale scopo pud essere utile applicare alle
(3.1) ripetutamente la tecnica del luogo delle radici, oppure il
criterio di Routh. ) ; )

Tenendo presente le dimostrazioni dei Teoremi 2.1 e 3.1 si puwd
dare il seguente algoriimo per progettare un controllore statico che
assegni Y £ max(m,r) poli arbitrariamente vicini a vV specificati va-
lori simmetrici ed eventualmente consenta di avere a disposizione
opoortuni gradi di libertd per imporre vincoli convenienti suvi re~
stanti n-¥ poli.

ALGORITHO 3.1 (Assegnamento di Y £ max(m,r) poli mediante control-

lore statico).
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PASSO 1. Si scelguno a caso una matrice Koe BT ed wn vettore
feR" tali che la coppia (X, b) sia raggiungibile, dove A= A+EK°ﬂ e
b = Bf. Se la matrice dinamica A & ciclica si pud scegliere K& = 0.

PASSO 2. Si calcolino l'n-vettore
T
a = (E.n an—l -ew ti} (3!3]

e la n.m matrice

¢ T 1
8, 1 ® o vt s, i bT
8 2 . ee. 1 b &
n=2 1m=J3 "
F = . - aHs = . a '3 [ (3.#}
31 1 ene 0 0 .
1 0 .00 B2 (AT)2!
dove
|;u_ il= o+ 311-1 + eee +8_ (3.5)
E =
PASSO 3. Si ocalcolino 1'n-vettore
a = (0 0 - 0 dy dr—*l Py dl) . I (3.5)

e 1a n.(n-y) matrice

i

d'r 0 LR 0 0 .|
dy_l dv - i 0 0
- - T d d]r
w1
G = Sn—‘p’{d} = - ™ see * - Lg (3.7)
0 0 ... 1 4y
0 0 ... 0 1

dove
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ir-l

| . |
a) = J§ 0-a) = X 4 4 +aekdy = 4w, (2)4

1
(3.8)

¢ 11 polinomio le cui radici sono f desiderati poli, Se la matrice

(F G) non & di pieno rango i poli desiderati devono essere perturbati
leggermente in modo che lo sia,

PASSO 4. Si risolva 1'equazione lineare
(e)[f] =a-3 (3.9)

agssumendo 1 = m—y/ elementi di k e p come parametri, diciameoli hl,

hz, ‘eay hl; in tal modo 1'(n-y)-vettore P risulta esprimibile come:

1
e = (?n—v vee 0y PI)T =0 ¥ Ezi hiay, , (3.10)

dove o i=0,1,...,1, sono (n-Y)-vettori.

PASS0 5. La matrice di reazione K, ver mezzo della quale i

poli desiderati sono assegnati, 2:

T
K=K =+ fk (3.11)

mentre il polinomio residuo, le cul radieci sono i rimanenti n-¥ poli,
¥

S |
p(a) = Y 4 o, n-v-1 Coy = 9,(A) + Pohia, (),

(3.12)

dove qi{n), i=0,1;...,1, sono eonportuni polinomi ed hi,izl,z,...,l,

aono scalari che possono essere scelti arbitreriamente B

OSSERVAZIONE. L'algoritmo 3.1 & stato descritto per il caso
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r £ m; per il caso m<T =i pud usere lo stesso algoritmo applicato

perd alla terna (A?, GT, BI}.

RSEMPIO 3.1. Si consideri il sistema raggiungibile ed osserva=-
bile

c 10
=10 0 1ijx + |O|lu, ¥ =
0 0 0 1 o 1 1}

10 o]
x.

Si vuole progettare un comtrollore statico che renda il siste-
ma complessive asintoticamente stabile con mn polo im -3.

Essendo
0 ) 1 0 3 0
e =0/, &d=1|0f, P=|0 1|, & =|1 3},
0 3 o 1 o 1

1'equazione (3.9) diventa:

1 0 3 0
k
o 1 1 3 21 = 0Ol.
o 1 o 1|2 -3
51

Risolvendo tale equazione rispetto 2 kz, Pl' P2 sl ottiene:

k, = -9/2 - k1/6

-1
92]= . l /3
1

1/6
per cui i rimesnenti poli sono le radicl dell'eguazione

0

k
3/2 1
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A2 + 3/22 +'k1(z/s -1/3) =0

il cui luogo delle radiei & riportate in PFig.3.1l.

I
Juw
k1=_gvr" ‘\\ .
p 3
—::.—-l-?}--l- _______ -
-1.5 i\ 2 &
¥ /
Luégn per ki>°
= = — Luogo vper k1<0
Fig.3.1l

Da tale figura risulta che, fermo restando un polé in -3, il
gistema complessivo pud essere stabilizzato scegliendo kia{-g,.oj
e, corrispondentemente, k, = -9/2 - kl/ﬁ.

S1 noti che,se =i fosse appliecato 1'Algoritmo 3.1 per assegnare
esattamente due poli, di cui umo in -3 e 1l'altro minore di -1.5, al-

lora il terzo polo sarebbe risultato reale positivoa

ESEMPI0O 3.2. Si consideri il sistema raggiungibile ed osserva~
bile

01 0 0 0

. 0-1 1 0 1 10
c 0o 0o 1 0
0 0 -2 =2 1

Per tale sistema, volendo fissare due poli in -2, applicando

1'Algoritme 3.1 con Y= 2, si ottiene:
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SRR

p(a) =2% 42

per cul

ed il sistema complessivo non risulta asintoticamente stabile. .
Si applichi quindi 1'Algiritmo 3.1 per assegnare un sol pole in
-2. Si ha: ' '

0) ) 3 0 2 0 0

_ |2 _lo 2 1 |t 2 o
a= |0, d=|gly F=|y 5y G=15 1 ,
3 2 o 1 o 0 1

per cui 1l'equazione (3.9) diviene:

3

ky
3 02 0 0], 0
2 3 1 2. 0 92 2
= )
i 2 0 1 2 93 4
o 1t o o 1] ]2 1
[ €y

la quale,risolta in kév Pl’ 92, 93, fornisce:

k, = 3/2k1 -2

eyl 1o]. -3/2|

e,| = 2+ |-1 ki'
ey 3 -3/2

I1 sistema complessivo ha cosi un polo in -2 ed i rimenenti so-

coincidono con le radici dell'egquazione:

o) =23 + 302 + 20 - 1 (3/20% + 2+ 3/2) =



- Bf &
=27+ (3-3/2)2% + (2-k)A - 3/2K, = o.

Applicando il criterio di Routh a @(A) si ottiene:

3|11 2 - Ky
i k1 - 3k1 + 4 0

6 - 3k1
of - 3k1

Pertanto, come si constata facilmente, i rimanenti poli sono a
parte reale negativa se k1<:0.
Per ottenere maggiori informazioni sul posizionamento dei rima-

" nenti poli si pud tracciare il luogo delle radici di p(A)a

A conclusione del oresente paragrafo si noti che non semore con
la tecnica di cui sopra si riesce & stabilizzare il sistema; cid, o
perch® il sistema non & stabilizzabile con un controllore statico, o

perch® tale tecnica & inefficiente.

3.4 SECONDO RISULTATO FONDAMENTALE SULL'ASSEGNAMENTO INCOMPLETO DEI
POLI

Si consideri ancora il sistema (1.1) e si suﬁponga che min(m, r)
>l. In tal caso i Teoremi 2.1 e 3.1 sfruttano solo una parte dei gra-
di di libertd disponibili. Pertanto viene svontaneo chiedersi se &
voggibile ottenere risultati migliori sfruttando pil efficientemente
la presenza siz di pil ingressi che 4i pid uséite.

Un risultato in tale direzione, che fa uso ancora di procedure

lineari, & fornito dal seguente teorema.
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TROREMA 4.1 {Assegnamento di min(n, m+r-1) poli). Se il sistema
(1.,1) 2 reggiungibile ed osservabile a2llora per guasi tutte le coponie
(B, C) & possibile progettare un bqntrollore statico di tipo (1.2)
tale che il sistema complessivo (1.3) abbia V= nin(n, m+r-1) noli

srbitrariemente vieini a Y svecificati valori simmetrici.
Per dimostrare il Teorema 4.1 si premette il seguente lemma.

TEMMA 4.1 (Assegnamentodi r-1 modi e simultanea riduzione degli
ingressi in modo da renderli non eccitabili). Sia il sistema (1.1)
reggiungibile ed osservabile. Allora per quasi tutte le coopnie (B, ©)

esiste: un conirollore di tipo
u = Koy + uof' (4.1)

con KdeRr'm, uoeRr, un vettore feR® ed una trasformazione non singo-

lare ¥ = Tulx, tale che

5 A A lle B _
fod I e & S T2 3 1 I Y (4.22)
. 0 B =]
LPS 221152 2
y = (¢ C,) | (4.2b)
1 2 €5 ! *
dove:
o] i 0 coee O
0 0 i....0 5
= e s soes @ (4!»_3)

A = .
11 0 0 0 .... i

-“1 -qlnl - P _d-i

con 1 = n+l-r;

i) Ays > una (r-1).(r-1) matrice reale con i suci sutovalori arbitra-

rismente vicini ad r-1 specificati valori simmetrici;
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T T
by = B,f = (0 0...0 1), B,f = (0 0 vv. 0)7 3 (4.8)
if)} 1a coppia (Ali’ Gi} & osservabile;
rangoci = min (1, m); ) (4.5)
VO + 1 = rl/m-E 3 (4.6)

in eui v, + 1 & 1'indice di osservabilitd della coonia {Ali, Gl) de-

finito come il pil piccolo intero tale che:
T T T T \Voa.Ty _
raﬂgo(cl Alici seeae (ﬂ.il) cl) =1 {.4 07)

e [a] denota il minimo intero maggiore od uguale al numero 2.
DIMOSTRAZIONE.Per mezzo del Teorema 3.1 si determini una matrice Ko
tale chte r-1 autovalori della matrice 4 = A+BKOC siano arbitraria-
mente vicini ad r-1 specificati valori simmetrici; se i rimenenti
autovalori, Rf, i=1,2,...,1, non sono di mblteplicité geometriéa wni—
taria, si perturbi leggermente la matrice Kb in modo che 1lo diven-

tino (vedi Lemma 1.3).
Per 11 Lemma 1.5,per quasi tutte le matrici B esiste un vettore

feRr tale che

Al-1

1
p,(2) = ﬂ(’t—?‘i) - al + oy +oeee +9A (4.8)

¢ i1 polinomio minimo di b = Bf rispetto ad A. Si consideri quindi

il cambiamento di variazbile
€ = 1l - (74 D)'lx, ' (4.9)

dove Tf_Rn'1 & la matrice di rango 1 data da
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( )
Vg Gop e !
A a0t Ay p Aoy e O :
T, = (b Ab ... 27 "BY | . - . seai s (4.10)
Ctl 1 - e e 0
L1 0 .o e 0

F

e IJ-&RH"{n_ljI 3 tale per cui la matrice (Tl D) & invertibile.
Dalla (4.10) e per l'osservabiliti del sistema (1.1) seguono
allora le (4.2), (4.3), (4.4), i), ii).

Per provare le (4.5) e (4.6) si noti che esse sono soddisfatte
se!
(Il 0) sem =1
0. = (4.11)
T
‘:Bil Ei? oco-leim) ge mél,

dove ej , h = i, 2, v.., m, & 1l'iy—esima colonna della matrice iden-
titd I, ed ig=1, ip=iy+[l/m), ..., iy = im_1+|1jhﬂ; ne segue allora
che le (4.5) e {(4.6) sono soddisfatte per quasi tutie le matrici CT.
Poichd T & invertibile ed il sistema (1.1) & osservabile per
quasi tutte le matrici €, si ha, infine, che le (4.5) e (4.6) sono
soddisfatte per quasi tutte le matrici C. La dimostrazione & cosl

completa B
Si pud ora dare la dimostrazione del Teorema 4.1.

DINOSTRAZIONE DEL TEOREMA 4.1. Per il Lemms 4.1 si determini
prima un controllore di tivo (4.1), un veitore feR" ed una trasfor-
mazione non singolare € = qux in modo da ottenere il sistema (4.2);

si congideri allera il controllore

u, o= fkTy + Ivy (4.12)

dove keRm, Ler *Pe ver® 3 l'ingresso esterno. Con ¢id il sistema



risultante diventa:
3 A11+b1chl A12+b1kT§2 2, B, T
% 0 Ao2 5] LBP

g1

y = (¢ 02)[22 (4.13b)

da cui segue che i suoi poli sono dati dagli autovalori di A22, che
possono essere assegnati arbitrariamente vicini ad uno svecificato
insieme simmetrico di numeri complessi, e dagli autovalori della ma-

trice

: I

Per il Teoremz 2.1, mediante opportuna scelta di k, min(m, 1)
autovalori d4di A11r possono essere assegnati erbitrariamente vicini

a min{m, 1) specificati valori simmetrici. Pertanto, essendo
min(m,. 1)+r-1 = min(m, n+l-r)+r-1 = min(n, m+r-1) (4.15)

e tenendo presente che un analogo risultato vale anche per il siste-
ma duale, il teorema reste dimostrato B -
Si noti esplicitamente che il controllore che assegna 1 deside-

rati poli & descritto da

u = (Ko + fkT)y + Lv. (4.16)

ESEMPIO 4.1. Si consideri il sistema raggiungibile ed osserva-
bile )

0 0

e
n
o O ©
o O =
O = O
™
+
[y
o
e
-
q
|
o
-
(o]
—
el
.
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In base al Teorema 4.1 i suoi poli possono essere assegnati ar-
bitrariamente vicinl a tre specificati valori simmetrici. Sia A =
(-1, -2, -5) .

Applicando 1l'Algoritmo 3.1 si assegni prima un polo in -1.

Scegliendo

f=[2], K°=0,

1'equazione (3.9) diventa:

1 0 1 o] 0

o1 1 1|[%2| =1 o

o 0o 0 1}|f2 -1
®y

da cui, ponendo ver semplicitid computazionale Py = 0, si ha:

G-

f1
Petranto il controllore (4.1) risulta:

ky

ks

[00
n =

0 1ly * Y

mentre il sistema risultante:

0.1 o 0O 0
. : 1 o o
x={0 0 1lix +|1 © U, ¥ = [O 1 O}x.
01 0 1 1

Essendo
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p(A) = () =X -2,

1'equazione (1.40a) risulta:

o 1 olfo o o 1
p]iO{}l)i olf = [0 -1]f =0
o 1 o1 1 o 1

ds cui
1
f = [U]l

Ora, ver la (4.10), si ha:

O O

1
= |0
0

e la trasformazione (4.9) pud essere scelta della forma

-1

= O

1
T = |0
0 -

- O
= o o

1 0
g =0 X 0] x.
0 : i

1

Pertanto, il sistema (4.13) in questo ceso diventa:

24 0 108, 00
g 1 [1 0.0
0 111 L% T = o 1-'0]‘?
%, o 0-1[5, o i

da cui risulta chiaramente che per assegnare i rimanenti‘'due poli in

-2, =5 basta porre

wo= [él(—io -8)y + v.
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I1 controllere che assegna i desiderati voli risulta allora:

_[-10 -8
B=1o 1

F+v

mentre il sistema complessivo

0 1 0 o 0
£ =(=10 -8 1|jx+ |1 Olv, ¥ = [; g g]x.

Per verifica,

A =1 0
10 248 =1} = 23 + 832 + 172 + 10
10 7 A

che Ha per radiei proprio -1, -2, -5 a

OSSERVAZIONE. Vale la vpena osservare che la procedura di cul
gsopra si semplifica notevolmente nel ecaso in cui r-1 od m-1 poli del
sistema (1.1) sono-gié "gecettabili®. Inoltre, ver assegnare i desi-
derati poli non & necessario eseguire la trasformazione (4.9) dal
momento che, essendo la coppia (311, bij in forma compagna, la matri-

ce F i pud calcolare mediante la formmla

T T
F =0y = (C2)7 (4.17)

ESEMPIC 4.2. Sia dato i1 sistema raggiungibile ed osservabile

31 vuole progettare un controllore atatico tale che 11 sistema
complessive abbia i suoi poli in -1, -2-j2, -2+j2.
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Poich: il sistema dato ha gld un polo in -1, bisogna debtermina-

re un vettore feRE in modo che
Pl(A)Bf =0,
dove

p,(2) = 42,
S1i ha quindi:
1 2
-1 =2{f =0
1 2
da cui
2
f=l_iy-o
Per fissare gli altri due voli in -2-j2, -2+j2, 8l osservi che
: 1 0
_ o _ |6 _ a7 T _[-1 0 0 o
R A TG P Qw, {
0 0
DPer cui l'equazione (3.9) diventa:
-6
- ().

Ne segue che i1l controllore che assegna i desiderati poli ri-
sulta:

12 4
u = [-6 _;}y + v

mentre il sistema compleasivo;
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x=|-6 -2 1ix+ |0 1llv, y = [é g g]x.
12 2 =3 1 o0

Per verifica,

A -1 o0
6 a+2 1| = A3 + 532 4+ 10) + 6
~-12 <2 A+3

che ha per radici proorio -1, -2-j2, -2-j2, come si oud facilmente

verificare A

I1 seguente esempio mostra che il Teorema 4.1 non & vero per

tutte le coppie (B, C) ma soltanto per gquasi tutte le coppie (B, C).

ESEMPIO 4.3. Si consideri ii sistema rzaggiungibile ed osserva-
bile :

o o 1 o 0
i-0001x+00u _1000]x
=lo 0 0 o 1 6% T=ls 1 o6 .0
0 0 0 O o 1
Se si pone
. iy k12]y Yy
k1 Ko

il polinomio caratteristico della matrice dinamica del sistema risul-

tante diventa:

a4 2 '
AT - (A+BRC)| = A" =X (k11+k22) + (k11k22-k.12k21)
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da cul appare chiaramente che possono essere assegnati =2d arbitrie

sole due poli e non tre. Cosl il Teorema 4.1 non & vero ver tutte

le coppie (B, C), me soltanto per quasi tutte le covpie (B, Ca

Anche il Teorema 4.1,nel caso m+r-1 <n,non & pratico dal momento
che non fornisce alcuna indicazione sulla configurazione dei restan-
ti poli. In tal caso pud essere utile il seguente tedrema analogo al

Teorema 3.1.

TEOREMA 4.2 (Assegnamento di y<min(n, m+r-1) poli). Se il siste
ma (1.1) & raggiungibile ed osservabile con g=m+r-1<n, sllora per qua
si tutte le coppie (B, C) & possibiie progettare un controllore stati
co tale che il sistema complessivo abbia ¢=g-1, 0<lfmax(m,r), poli ar
bitrariemente vicini a J” specificati valori simmetriei. Inoltre i ri-

menenti n-}" poli sono vincolati dall'equazione
p(a) = qo(ﬂ) + hiqltﬁ) + eee + hlql(l) =0, (4.18)

dove quR), i=0,1,...,1, sono ovportuni polinomi ed hi’ 1=1,2540091,
sono scalari che possono essere variati ad arbitrio lasciande inal-

terati i prefiassati v poli.

DIMOSTRAZIONE. Essa & una diretta conseguenza dei Teoremi 3.1
e 4.1 B

Tenendo presente 1'Algoritme 3.1,la dimostrazione del Teorema
4.1 e la relativa osservazione si pud dare il seguente algoritmo per
progettare un controllore statico che assegni V£ min(n, m+r-1) poli
arbitrariamente vicini a ¥ specificati valori simmetrici ed eventual-
mente consenta di avere a disnosizione opportuni gredi di libertd per

imporre vincoli convenienti sui restanti n-¥ poli.

ALGORITHO 4.1 (Assegnamento di Y= min(n, m+r-1) poli medisnte

controllore statico).
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- PASSO 1. Usando 1l'Algoritmo 3.1 si calcolino una matrice KoeR
tale che la matrice A A+BK°C sia ciclica con r-l1 autovalori arbi-
trariamente vicini ad r-l1 specificati valori simmetrici,ed il poli-

nomio

B(a) = AT L a BT, o = AT L

n+l-r
(4.19)

dei poli residuil.

PASSO 2., Si calcoli un vettore non nullo fSRr 'tale che:

p(2)Bf = 0. (4.20) .

Se
rango(Bf ABf ... (R)"7"Bf) = n-r+l (4.21)

si calcoli la (n+l-r).m matrice F come segue:

(g p g pg weee % 1 '(?f)TT
Apri Onr2 .. L Of|CABD) P
P=|, s swnn s el = c; (4.22)
oy 1 svae O O | e
il 0 veer 0 0 (A TBe)T

se invece la (4.21) non & soddisfatta l'algoritmo si ferma poich& non

2 pogsibile assegnare i V¥V poli desiderati.

PASSO 3, Si eseguano 1 passi 3, 4 e 5 dell'Algoritmo 3.1 sosti-

tuendo n con n+l-r, Ycon ¥V-r+l ed a con LB

OSSERVAZIONE. Chiaramente 1'Algoritmo 4.1 pud essere applicato
anche al sistema duale individuato dalla terna (AT, CT, BT).

ESEMPIO 4.4. Si consideri il sistema raggiungibile ed osserva-



bile

oo o0
[« el
o QO
=00
=0 00

Si vuole progettare un controllore statico tale che il sistema
a ciclo chiuso sia asintotlicamente stabile con due poli arbitraria-

mente viecini a -1, =3/2. . .
Poichd il sistema in oggetto ha gid un vele in -1, =i pud sce-

gliere Ko = 0, sicchd
A=a4a, 8(A) =", d=(0 O 0) .
Nel passo 2 si hat

T
- 1 -1 1 -1]
p(A)Bf = [0 o o o £=0,

quindi, scegliendo f = (O 1]T, si ottiene:

{1 0o of
F = [0 1 1] *

Esaendo

T
d=(0 o 3/2)?, G = [352 Jig 2} ’

1'equazione (3.9) vale:

. i
1 0 3/2 0] 0
o 1 1 3/2||f2f =| o
0 1 o 1 )01 -3/2

da cui, scegliendo ki = h come parametro, si ha:
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k2 -4/3h = 9/2

(6= (9« =[73) -

Pertanto i1 sisiema a ciclo chiuso ha per poli -1, -=3/2 e le

radici dell'equazione

2

e(2) = 2% 4 3 4+ n(=2/3% + 4/3) = A2 —2/30) + (3 + 4/3n)

che risulteno a parte reale negativa se he(-9/4, 0)a

3.5 UN METODO NUMERICO PER I.'ASSEGNAMENTO OTTIMO DEI POLI

E' evidente che anche i Teoremi 4.1 e 4.2 vossono risultare non
pratieci se m+r51t¢n. In tal caso, prima di ricorrere a2d un controllo-

re dinemico, come si mostrera in seguito, detto

1 i n T
+ .-oo"'&nK=?l +vn-1(a)aK

(5.1)

pK(?t} = A" + ElKan—

il polinomio caratteristico di A+BKC,

n-1

d{}.) = BE + dlh +* seee F dn = }ln + vITl-l(A)ﬁ (5"2)

il polinomio avente per radici i poli desiderati e 8(., .) una metri-

ea in Rn, si pud cercare di minimizzere la funzione
e(K) = é{ag, a). (5.3)

Se 11 minimo 81 e(X) risulta nullo allora il problema dell'as-
segnamento deil poll mediante controllore statico ammette soluziome;
se invece tale minimo risulta maggiore di zero, anche se il proble-~

ma dell'assegnamento dei poli non & risolvibile, resta individuato
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un controllore ottimo rispetto alla metrica S(., .).

Allo scopo di minimizzare e(X), si vonga:

B'-_- (bl b2 *ew br} (5'4}
K= (k k, ... kr}T (5.5)
' T T T, .
A+BRC = (A+ E%ibjkjc) + 50,70 = A+ b KO, ds1,2,...,T.
(5.6)

Allora, indicando con

n-1 4 eee + @, =" 4 vg_l(h}ai (5.7)

n
pi(?t) = A + ail). in

il polinomio caratteristico di Ai’ e tenendo oresente la notevole
identita

det(I + gh”) =1 + n'g, o (5.8)

dove g ed h sono n-vettori, si ha:

T -1 T\
pK(A} = det(kI-Aihbikic) = det(hI—Ai).det(AI—(hI—Ai) bikic}*

-0, (%) - pi(amic(zz-ai)"lb (5.9)

j-..
Poicha

n-1 n-2

-1 ' '
Di(E}(RI - Ai} = IX + Ny + eas +_Nn-1’ (5.10}

dove :

jj.-_l s J = 1: 2y seay n‘ir

(5.11)

N =&;I+ailﬂ + s0e + @

J i 1y

dall'eguaglianza dei polinomi a primo e secondo membro della (5.9),
81 ha:
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in cui
2 ) T Ve
®oig Boagg weee By, L]0
a a . - 0 b?AT
n-21 =31 °°*°° ii B
Fi = ° ° seece o o ° C * (5013)
a 1 " 0 Ol
1i oo 9 a
?.n-1
1 0 cere 0 0f{pfaD)
Pertanto, scegliendo
S(zy w) = ||z = Wlig = (z = W&z = W), (5.14)

con Q matrice simmetricae definita vpositiva, la (5.3) diventa:

e(K) = [IF X, - (2 - )l g _ (5.15)
Ne segue che il minimo di e(K),risvetto al solo vettore k,,si
ottiene per:
A _ 1- -

dove FiT denota la pseudoinversa generalizzata della matrice Fi data

da:

+ _ oL T T -1_7T %

- FiQFic(FicQFiFiQFic) Fiels (5.17)

in cui Ficé una matrice le cui colonne formano una base del@l(Fi).
La matrice K che minimilzza e(K) pud allora essere facilmente

calcolata con il seguente algoriimo che & una.generalizzazione del

metodo discendente delle coordinate cicliche.
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ALGORITMO 5.1 (Progetto di un controllore statico ottimo).

PASSO 1. Si ponga K = Ko, dove Ko & un valore iniziale di K, e

Sc=00

PASSO 2. Dettag il’ 12, ceay ir‘una disposizione degli interi
1, 2, ..., v, si ninimizzi e(K) rispetto ai vettori.ki, i= 11, i2,
sides ir, usando la (5.16) e si ponga di volta in volta ky = ﬁi'

PASSO 3. Si calcoli e(K). Se |e(K) - Jc|<e , dove £ & un numero
vositivo, predeterminato in base alla precisione desiderata, l'algo-

ritmo si ferma, altrimenti si pone,Jc = e(K) e si ritorna al passo 2@

L'Algoritmo 5.1 fornisce una sequenza di matrici Kh tali che i
valori corrisvondenti di e(Kh) formano una successione strettamente
decrescente. Tale algoritmo si arresta quando:

i) si & vicino 2d una soluzione del problema; )

ii) si & vicino el minimo assoluto di e(K) che risulta maggiore
di zero;

iii) si & vicino ad wn minimo locale o ad wn punto & sella, In
questi casi per evitare tali punti pud essere sufficiente alterare
la condizione iniziale Kb 0 cambiare lz disvposizione iniziale il’

i2, csoy iro

IL'algoritmo di cui sopra & stato implementato sull'UNIVAC 1100.
Per accelerarne la convergenza la matrice Q & stata scelta diagonale
con gli elementi qjj,pari ai primi numeri di Fibonacei (1, 1, 2, 3,
5, 8, veee) ordinati, ad ogni dato numero di iterazioni del passo 2,
in modo che a valori crescenti di I(aJK - djj/djl corrispondano va-

lori crescenti di q,,. Inoltre la disposizione 11, i2, ceey ir e sta-

33

ta fissata una volta tento alla prima iterazione del passo 2.

Tra i numerosi esempi svilﬁppati se ne riportano due.

ESEMPIO 5.1. Si consideri il sistema raggiungibile ed osserva-
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bile
0o 1 0 1 0
g _ (L 0o o0
=10 0 1lix+|1 Olu, 7= [0 1 O]x.
o 0 0 112

3i wvuole vrogebiare un controllore statico tale che il sistema
a eciclo chiuso abbia i poli in -1, -2, -5.
I1 vettore d risulta

a = (1o 17 8)

mentre l'algoritmo ha dato

a§ = (10.00000 17.00000 8&.00000)
con
K = -2.62499 =5.37010} ,
T | -3.71425  -9.00000
ESEMPIO 5.2.-51 consideri il sistemsa raggiungibile ed osservabi-
le
¥ = Ax + Bu, ¥y = Cx,
con
A = dtag(-3, -2, -1, 0.5, -0.7, 1)
113 4 11 125 3 8 1
BT=211232 ¥ C=141122 .
i 2 1 4 1 1 i 16 3 1 8

3.3

3i vuole determinare una matrice KeR tale che lo spettro di
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A+BEC sia (-1, -2, -3, -3, =3, =3 ).
Il vettore d risulta

d = (162 459 513 294 92 is)T
mentre l'algoritme ha fornito

ap = (162.00230 459.04817 512.98215 294.16240 91.95721
15.04717)"
con
4.,29727 -12.83096 . 0.26927

K = |-0.85347 2.60095 -0.05079)] .
-0.24646 0.69752 0.00670

Questo esempio mostra che il vproblema dell'assegnamento completo
dei poli mediante controllore statico nud avere soluzione anche se

m+r-1e<n &

3.6 ESERCIZI

6.1 - Sia dato il sistema X = Ax + bu, y = ch, con AeR™"Te b, ¢
eRn; ponendo u = ky + v, dimostrare che i poli del sistema a ciclo
chiuso sono dati dalle radici del polinomio pk(h) = p(A) - kq(2), do-
ve n(A) =]RI - Al e q(d) = cTAgg(hI - A)b. Dimostrare inoltre che
se il sistema dato & raggiungibile ed osservabile i polinomi p(A) e

a(A) sono primi fra loro.

. A A
6.2 = Data una matrice 4 = [01 Ag con indice di c¢iecliecitd pari

2 v, dimostrare che se Ay ha indice ai ciclicitd pari a V1(=¥),
1'indice di cieliecitd di A2 & maggiore od uguale a }B = Vq+
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.. n.n . aa -
6.3 - Dimostrare che una matrice AeR ¢ ciclica se e solo se

- 2 n-1
le n matrici I, A, 4, +soey A sono linearmente indivendenti.

6.4 - Data la terna A¢R °", Ber"'T, ce’™ ™, con (4, B) raggiun-
gibile ed (4, C) osservabile, tenendo presente il Lemma 1.4, scrivere
un sottoprogramma al calcolatore per determinare una matrice KbeRr'm

ed un vettore feR® tali che la copoia (A+BK C, Bf) sia reggiungibile.

6,5 = Dato il sistema

o1 0 0 o
£=100 0 1lx+ |1 olu, y-= [; g glx,
0 1 1 0o 1

progettare un controllore statico $ale che il sistema a ciclo chiuso
abbia 1 poli in -5, -2-3j, =2+j.
6.6 ~ Dimostrare che mediante un controllore statico 2 possibile

stabilizzare il sistema

01 o0 0 +
=0 0 1ix+ |Oju, y = {; g g]x
0 0 -2 1

se e s0lo se si fissa un polo 115(—2, 0).

6.7 — Scrivere un sottoprogramma al calcolatore che implementi
1tAlgoritmo 3.1.

6.8 = Serivere un sottoprogramma al calcolatore che implementi
1'Algoritmo 4.1.

6.9 - Estendere il Teorema 4.2 al ceso di sistemi non raggiungi-
bili e/o non osservabili.

6,10 ~ Dare delle condizioni sufficienti affinchd il sistema
%X = AX + Bu, y = Cx sia stabilizzabile asintoticamente medisnte

un controllore stetico.
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CAPITOLO IV

TEORIA DEGLI OSSERVATORI

4.1 INTRODUZIONE E RISULTATI PRELIMINARI

Da guanto egposte nei capiteli precedentl si desume che i1 »ro-
blema dell'assegnamento completo del poli non sempre & risolvibile
con un controllore Staﬁlco; per contro esso lo & sempre ge si fa ri-
corso ad un controllore dinamico di ordine sufficientemente elevato.
A tal vroposito il metodo pifi semplice e naturale per pfogettaré un
controllore dinamico che realizza 1'assegnamento completo dei poli
2 guello che fa ricorso alla teoria degli osservatori.

Tale teoria, di fondamentzle importsnza anche in molti alitri
problemi di sintesi, si occupa della progettazione di sistemi dinami-
¢l che, collegati all'ingresso ed all'uscite di un dato sistema, ne
forniscono una stima asintotica di una data trasformazione lineare
dello atato.

Si consideri il sistema lineare, stazionario, di dimensioni fi-
nite:

AX + Bu ' (1.1a)
cx, (1.1b)

bde
1]

It

In

in cui AfRn'n, BeR™T ¢ CERm'n, ed il sistema, ad esso collegato co-

me in Fig. 1.1:
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W =Fw+FEu+ Gy =Fv + (E G)[;} (1.2a)

y, = Hw + Ky = (K H)m, . (1.2b)

, HeRF'Y ¢ KeRrF T,

in cui FerY?Y, BR™T, GeR

T1 sistema (1.2) si dice stimatore asintotico del sistema (1.1),

o anche osservatore (di Luenberger) ge esiste una trasformazione TE
r**? $ale che:

' %:}_-:.I_LmllTx -yl =0 . (1.3)

per tutte le funzioni di ingresso u e per tutti gli stati inizieli
x(0) e w(0). Se rangoT = n 1l'osservatore si dice anche osservatore

dello stato, in particolare gsservatore identiti se T = 1.

Un primo metodo per realizzare un osservatore & quello di usare
un modello del sistema., Tale metodo presenta, verd, 1 seguenti incon-
venienti: -

i) pud essere applicato solo se il sistema & asintoticemente
stabile;

11) non si pud influire sulla prontezza dells stima dal momento
che essa & legata alle costanti di temvo del sistena.

Infatti, se il modello & descritto dalle equazioni:
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W = Aw + Bu (1.4a)

per T = H, d=2lle (1.1) ed (1.5) si ha:
e() = Tx(t) - y () = H*P(x(0) - w(0)) (1.6)

da cui segue che l'errore di stima e(t) evolve nel tempo con andamen-

to che dipende dagli autovalori della matrice dinamica A e, se la cop-
pia (A, H) % osservabile, tende a zero solo se taoli autovalori sono
tutti a varte reale negativa. ' L

Per vrogettare un osservatore che non presenti gli inconvenienti

di cui sopra sono necegsari aleuni risultati vreliminari.

TEOREMA 1.1 (Bquazione fondamentale degli osservatori). Ogni

sistema gsintoticezmente stabile deseritto da:

¥ = Pw + TBu + Gy (1.7a)
Ty =W (1.7v)
con

% un osservatore del sistema (1.1).

DIMOSTRAZIONE. Se si pone
e = Tx - w, _ . {(1.9)
dalle (1.1), (1.7) ed (1.8) si ha:

8 =T =W = TAx + TBu - Fw - TBu - CGCx = (TA - GC)x - Fw =
= F(Tx - w) = Fe. (1.10)
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Dalla (1.10) segue che
Tx - w = eF ¥(7x(0) - w(0)) . (1.11)

da cul, ver l'ipotesi di stabilitd asintotica su F, l'assertom

TEOREMA 1.2 (Soluzione dell'equazione degli osservatori). Si

consideri l'equazione, nell'incognita V:

VA - FV = GO, (1.12)

dove AeRn’n, CERm'n,

i 0 eees O
0 o 1 L L o
F = ° ° ° ce oo . GRV.y, = (1013)
0 0 o] 1

| -dy -dy—l ® eoooe o-dl

Ve (v ¥, wves v, )RR, (1.14)

(2]
I

= (81 €y coee gy)TeRV‘m. (1.15)

Se lo spettro di F & disgiunto da quello di A allora la (1.12)

ha un'*unica soluzione V data dalle seguenti formule ricorrenti:

-
v = BT S p.aTe e (1.162)
i o j=1 9 ¥

- ke T g
Vil = AV - Cgy, 1=1,200e=1; (1.16b)

dove si & posto



w G -

\'g Y-1
po(l) = A 4-d1X 4 e dYLi + dy
Y-1 y=2

s " 03 . 3 ° (1.17)
Pyg(A) = A+ 4y

py(2) = 1.

DIMOSTRAZIONE. Se si sostituiscono nelles trasposta della (1.12)
le (1.13), (1.14) ed (1.15) si ha:

'0 o ee e -d),r 1

T 1 0 e o -d.}".l

A (Vl V2 ace VV) - (Vl V2 o e VV) 0 1 e o e -dy-z =
\0 0 L -dl

= ¢(gy &, +er &) (1.18)
da cui
T T :
Av,=v;+0Cg (1.19)
m

.
Td
!

T
= -dpvl - dP.lvz ™ eeee ™ dlv + C gpo
Dalle (1.19) segue
Vi = ‘V‘1

T e T
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7.2
(A7) vy = v3

+ ATCTgi + Gng ' (1.20)

W
{A ) '@'1 - dyvl - d)’.—lva = ree ™ *31'?),. +

+ {AT)F“'lchi + {AT]Fuchgz + ot- + ch[,?o

Moltiplicando ambo i membri della vrima delle (1.20) per ay,
ambo i membri della seconda per dPAl e cosl d4di éeguito fino alla pe-

nultima e sommando si ha:

( (ATf{4 dl(AT)V-1+ ees + dPI)Vi = ( {kT)P;l + (13_":‘»5:'{.)])-'"2 + .

T T
Cee & dy;iI)U g + ( (& + d1{A

T T
ee + dp;zl)c g, + -e + C gy (1.21)

da cui, tenendo presente le (1.17) e che,se gli autovalori di F sono
tutti distinti da quelli di A,po(AT) & non singolare, segue la (1.16a).
Le (1.16b) seguono in modo ovvio dalle prime Y-1 equazioni delle

(1.19) m '

ESEMPIO 1.1. Si consideri 1'equazione

- dove:

Per le (1.15) =i ha:

- 0 1/3
vy = ( (a")2uaaTe31 )Y (AT+4I)GTg1 + Gigz) = [-2/3],
2 |
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. 1/3

Pertanto 1la matrice V risultal

1/3 -2/3 2
V= .
i/3 1 -3

Per wverifica,

4/3 1 =2 1?3 1 =3 i o 1
VA=V =| o sy o3 7|y 23 2| =t o 17 a

4.2 OSSERVATORE IDENTITA'

Un osservatore molto conveniente & guello per il quale T =1I,

ciod gquello identiti. In tal caso,dovendo risultare per la (1.8)
F=4-CC, (2.1)
il sistema (1.7) diventa:

# = (A-GC)w + Bu + Gy (2.2a)

Yo = Ve . _ (2.2b)

Se, fissate le matrici A e C, & vossibile scegliere G in modo
che A-GC ha autovalori a parte reale negativa, allora il sistemz
(2.2) & un osservatore identitd del sistema (1.1). A tal proposito

vale 1l seguente risultato.

TROREFA 2.1 {Osservatore identitd). Si pud progettare un osser-

votore identitd del sistema (1.1) con voli arbitrari se e solo se
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tale gistema & osservabile.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione segue immediatamente tenendo pre-
sente che, se e solo se la coppia (A, C) ® osservabile, gli autovalori
di A-GC = A+I(-G)C possono essere fissati ad arbitrio (vedi Teorema 2.
2.1) ) e quindi, in particolare, a parte reale negatival

In pratica,gli autovalori dell'osservatore vengono scelti pid =
sinistra di quelli del sistema osservato in modo che si abbia una ra-
pida convergenza 8 zero dell'errore d; stima; essi, perd, non devono
essere posizionati troppo a sinistra ééli’asse immaginario percheé in
tal modo si allargherebbe troppo la banda passante dell'osservatore,
.rendenGOIO'quindi molto sensibile al rumore, e si introdurrebbero al-

tre difficoltd quali ad esempio di tipo realizzativo.

ESEMPIO 2.1. Si consideri il sistema osservabile

c 1] 0
% = X + u, y=(1 )x.
2 =3 i

Si vuole progettare un osservatore identitd con i poli in -2, -3.

In base z2lle (2.2),un tale osservatore risulta:

. o 1 ) 0] 8y
W = - (1 1)| w+ u + Ye Y. =W,
2 =3 8, 1 &,

dove g1 © & devono essere determinati in modo che i suoi poli siano

in "2, -30
Aovlicando 1'Algoritmo (2.2.1) alla ternz (A?, cT, ~I) si ha:
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&4 3 1)(-1 -2 T|-1 -2 -6 3/2
g,|” |1 ofl-1 2 3-5 7|12
e quindi
=3/2 =1/2 0 3/2
W = w o+ u + Yy Vo =W
3/2 -1/2 1 1/2

4.3 OSSERVATORE RIDOTTO

L'osservatore identitd (2.2) & un sisteme dinamico di ordine n,
ciod uguale a2 quello del sistema osservato; voich® una parte dello
stato & gid disponibile ver misura diretta delle uscite del sistema,
risulta evidente la possibilitd di progettare un osservatore di'or-
dime ridotto dell'intero vettore di stato. Vale infatti il seguente

teorema.

TEORENA 3.1 (Osservatore ridotto). Se il sistema (1.1) & osserva-
bile ed ha m uscite linearmente indipendenti si oud progettare un os-

servatore dello stato,con poli arbitrari,di ordine n-nm.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione del teorema consiste nel far
vedere che si pud progettare un osservatore di ordine n-m, con dina-
micz arbitraria, che stima una trasformazione dello stato Vx, con Ve
R(n—m).n’ tale che la matrice T = [g] risuvlti non‘singolare.
Per fare cid si consideri una matrice DeR(n—m)'n tale che la
matrice g] risulti non singolare e si effettui il cambiamento di ve-

riabile

€ = [g]x. (3.1)
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Con cid la matrice di uscita diventa -

-1 . .
clgl = (I 0) . (3.2)

da cuil segue che l'uscita del sistema, nella nuova base, coincide con

le vrime m variabili di stato, ciod:

L =[§}- : S (3.3)

I1 sistema (1.1), con tale cambiamento d4i base,si pud riscrivere

nella. forma:

¥ = A44¥ + A,z + Bju (3.4a)
5= Ay + Az + Bu (3.49)
y=y. : (3.4¢)

La (3.4Db) pud essere vista come l'equazione ingresso-stato di
un sistema che he per ingressi u ed y mentre la (3.42) ne definisce
la sua uscita Alzz.‘Per tale sistema, di ordine n-m, si pud allora .
progettare un osservatore identiti che dia unaz stima di z.

" Tenendo presente la (2.2a),un tale osservatore risults :

b3 s
"

(A22—GA12)§ + (A21y+32u) + G{j—AiiyuBiu).z

(AEE—GAIE)E + GF + (By-GBy)u + (Ay-GA)y.  (3.5)

Dalle (3.5) risulta immediatamente che 1a derivata di y bud es-
sere eliminata se si esegue il cembiamento di variabile w = % - Gy.

Infatti si ha:

W =2-0Gf = (8,,-GAy4)E - (A22-GA12)Gy + (BE-GBl)u +
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+ fAQl—GAlljy = (AQE—Gﬂle)w + (BQ—GBl)u + ((AQE-GAlz)G- Ay -
- GAyy)ye (3.6)
Ora,dall'ipotesi di osservabilitd della copnia (A, C),segue la
ogservabilitid anche della copnia (A22, Alg). Infatti, temendo presen-

te che 1'osservabilitd & invariante rispetto ad un cambiamento di

base, si ha:

7T .f 7 onem
rango | |11 Porl|t A1 Ao ol
T el g =
0 8412 450l1° Ao By 0
7
(1 a 2 9
11 L L3
=Tango TP T T \n-m-1 T s
0 A12 a22A12+§$* ces (Azz} A12+¥¥i
(3.7)

dove gli asterischi indicano termini che sono combinazioni lineari
dei vettori colomma delle precedenti matrici ed i obunti interrogati-
vi indicano termini che non interessano ai fini di cid che 3i wvuol
dimostrare,

Dalla (3.7) segue che le n-m righe

0 Ai AT AT cees (A

T n-m-1 T
2 22712 ) ' (3.8)

22 A2

sono linearmente indipendenti e quindi l'osgervabilitd della covpia
(A22, Aiz}. Da cid sepgue che gli sutovelori di Agg'Gﬂig DOSSON0 €S-
sere fissati 24 arbitrio mediante opportuna scelta di G.

Ora, se tali sutovalori vengono fissati tutti a2 narte rezle
negativa, ssintoticamente si ha 2z = z e guindi, sempre asintoticamen-
te,
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w=2z2-0y = (-G I)g. (3.9)

In definitiva, l'osservatore ridotto dell'intero vettore di sta-

to risulta:

W = {A22—GA12)W + {Bz-GBI)u + ((A22—GA12)G + Ay - Gall)y
(3.10a)

Y, ='[§]. | _ (3.10b)

Infatti, da quanto detto in precedenzs, asintoticamente si ha

Yo = Tx, dove T & la trasformazione non singolare
I o}|c c c
T = = = : (3.11)
-G Ij|D ~GC+ v B

OSSERVAZIONE. Se si vuole un osservatore identitd basta vprendere

come uscita, invece della (3.10b),

_ iy
Vo = T lw]'

dove si & poste T_i

Ky + Hw, (3.12)

(X H).

ESEMPIO 3.1. Sia dato il sistema osservabile

o 1 o© 0

= 0 0 1l|x + |0|u, y=[é?§1x.
-1 -2 =3 1

In sccordo col Teorema 3.1,si vuole progettere un osgervatore

dello stato con il vole in =5.

Mediznte la trasformazione
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| o 1.-1 0
. L 1 o'o
g=|1 2.0+ 1w 7= fo o)
0 0 1 1 '

Quindi, ver le (3.10), l'osservatore richiesto & dato da:
. -1 0 -1]
W = {—-1—(g1 ge)[ Oi w o+ (1—[g1 gz}[l] Ju + f(-l-(gl gé){ OJ}-
W

gy &) + (-1 =2) - (g &,) Li _é])y, T, = {y]-

Poich® tale osservatore deve avere il nolo in -5,si ha: (gl gE) =
= (-4 0). Quindi

% = 5w + u + (19 2)y, Y, = [F].

Per la (3.11) si ha:

1
T=1|0
4

O = O
o O
L]

Se si vuole un osservatore identitd basta.prendere come uscita

_ - 1 o 0
A R T .
-4 0 1 A

Il Teorema 3.1 consente di stabilire il seguente risultato.
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TEOREMA 3.2 (Per quasi tutte le matriei GER(n_m)'m,rango[$l= n).
oI

11.11’ CERm e

Si consideri la covpia osservabile (4, C), dove Ac¢R

(n-m)- (n-m}

rangoC = m, ed una matrice FeR ciclica con autovalori di-

ctinti da quelli i A. Allora per quasi tutte le matrici gep(m-m).m
si ha: ' '
c
rango[v] =n, (3.13)
dove YGR(n-m).n % la soluzione dell'equazione

VA - FV = GC. ' - - (3.14)

DIMOSTRAZIONE. Poiché gli autovalori di F sono distinti da quelli
di A,si ha che 1la (3.13) & equivalente ad unas diseguaglianza polino-
miale rispettu 2g1li elementi di G. Pertanto,per dimostrare i1 teore—
mn,basta far vedere che tele diseguaglianza ¢ soddisfatta per almeno
una scelta di G. '

A tale scopo, vosto

r- [g}ﬁ. c]—1.= "'11 “12} ; (3.15)

D A21 422
con neg(n—m}.n tale che Ig} rigulti non singolare, con il Teorems

2.2.1 si determini una matrice G' in modo che la matrice A, -G'A;,
sia ciclica con autovalori coincidenti con quelli di F. Esiste allora

una trasformzazione non singolare P tale che

- -1 ,
F =P FP = A,,-G'Ay,. (3.16)

5i scelga guindi
G = P((4,,~G"44,)G" + A,y - G'Ali); ' (3.17)

essendo l'equazione (3.14) equivalente all'equazione
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dove:
-1 a4
¥ = P‘iv{cl , C = 0[01 , G = P-iG, (3.19)

si verifica facilmente che la (3.14),con g data dalla (3.17), % sod-
disfatta per

V¥ = P(-G' I)[g]. (3.20)

Infine, essendo

c I 0o I ojf|¢C
!V} - [0 P]l_G| Illﬂl (3.21)
non singolare,il teoremaz resta dimostrato®

Il Teorema 3.2 pud easere gener:ilizzatc come in seguito.

TEORENA 3.3 (Per gquasi tutte le matriei ger” " , ¥ € n=m, rango
lg.‘: m+¥). Si consideri la coppia osservabile (A, C), dove AeR™T,
Cer™ M e rangoC = m, ed una metrice cicliea FeRY'?, con ¥ £ n-m.

Allora,per gquasi tutte le matriei GGHP'm,' si ha:

rango[g] =m +V¥, ) (3.22)

dove Ver”D 2 la soluzione dell'equazione
VA - PV = GC. (3.23)

DINMOSTRAZIONE. Se ¥ = n-m,la dimostrazione segue dal Teorema 3.2,

Ya-Va

S1i supponga quindi < n-m., In tal caso,;detta F&ER una qual-

siasi matrice ciclica con v, =n- {m+¥) e spettroF napettroFa =4,
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ai consideri 1l'equazione
VA-FV =G0 - _ (3.24)

che,accoppiata alla (3.23),da l'unice equezione

v F OV
[?]A' - [0 F\[V\ = (G c-a)c. (3.25)
a o'\ &

Essendo la matrice diag(F, Fa) cielica, per il Teorema 3.2 per
quasi tutte le matriei (G G,) si hes

rangoi(V | =n (3.26)

e quindi, per quasi tutte le matrici G,le (3.22) m

I1 Teorema 3.3 consente di sviluppare il seguente algoritmo com-
putazionale per sintetizzare un osservatore di ordine Y < n-m, con
vreassegnato insieme simmetrico di poli (11, ?12, e+ey Ay); che forni-
sce una stima di m +V £ n variabili di stato.

ALGORITMO 3.1 (Progetto di un osservatore di ordine ridotto).

PASSO 1. Si scelga

0 1 0 vees O
0 (4] 1....0
F = - - @ S EEs ] (3.27)
0 0 0 1
'd\-" -d]?_,l . aaw .""di
dove
AN o+ 4d w1 a 'Trl'
+ 4y + e + 4y = inl(a—ji} . (3.28)
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m

PASSO 2. Si scelga 2 caso una matrice GeRy; e 31 calecoli la

matrice VERV'n risolvendo l'equazicne lineare
VA - BV = GC ) (3.29)

mediante le (1.16),

* PASS0 3. Se rango[slz m +¥ si va al passo successivo,altrimenti

si ritorna al passo 2.

PASSO 4. L'osservatore ridoftto risulta:
% = Pw ¢+ VBu + Gy : (3.30a)

v, = [3;] . (3.30b)

DIMOSTRAZIONE. Essendo la matrice (3.27) ciclice,in base al Teo-
rema 3.3 per gquasi tutte le matrici G,la matrice [3}, con V solyziocne

della (3.29), ha rango m + ¥. Detta V una tale soluzione, sia
e =Vx - w, . : , (3.31)
Dalle (1.1), (3.30) e (3.29) si ha allora:
§ = Fe. | (3.32)

Pertanto, se gli autovalori di F sono tutti a parte reale negati-

va, asintoticamente si ha w = VX e quindi, sempre asintoticamente,
¢ _ .
T, = [v]x. = (3.33)

OSSERVAZIONE. Se gli autovalori di P non sono tutti distinti da
quelli di A,la (3.29) non pud essere risolta mediante le (1.16).
Ponendo invece G = ?KO + a,con Kb determinata in modo che gli aunto-

valori di-A—KbC siano tulti distinti da quelli di F, 1'equ=zicne
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(3.29) diventa:
V(A - K C) - FV = e - o (3.34)
la guale pud essere risolta mediente le (1.16).

ESEMPIO 3.2. Si consideri il sistema osservabile dell'Esempic
31,1, 5i vuole progettare un osservatore ridotto dello stato con Il
polo in -5 usando 1'Algoritme 3.1.

51 ha:

. |
v=vi, G=g, o) =25 p(A)= 1

gquindi, se si sceglie 8 = {%l,si ottiene:

5 o0 -1 -1 i o 4 i6
i 2 o 1 [1] = 1/59|17].
0 2 o 1

S 1.7
v o= vy = (4~ + 5I) ¢ &y 5 =
i 21}
Poichgé la matrice

i 0] 0O
P o= [ ] = o 1 1
16/59 17/59 21/59

% non singolere, ver le {3.30) l'osservatore richiesto risulia:
1

W = -5w + 21/5% + Vit o1 Ty = |Vyls

w

T
dove si & posto y = (?i Fé) A
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4.4 OSSERVATORE DI UN FUNZIONALE LINEARE

Finora si sono considerati vrincivalmente osservatori dello sta-
to, ovvero di unz sua trasformazione non singolare. In alcuni casi,
perd, non é necessaria una stima dell'intero vettore di stato in quan-
to basta disporre di una opvortuna combinazione lineare delle variz-
bili di stato, ciog di un ovvortuno funzionzle lineare lTx dello sta-
to. La stima di un tale funzionale lineare pud essere ottenuta con un
osservatore di ordine considerevolmente ridotto, come risulta dal se-

guente teorema.

TEOREMA 4.1 (Osservatore di un funzionale lineare). La stima di
un funzionale lineare lTx dello stato del sistema (1.1), supposto os-
servabile, si pud ottenere con un osservatore di ordine Vb’ dove
v; + 1 2 1'indice di osservabilitd del sistema definito .come il piﬁ

piccolo intero tale che la matrice

(¥ A%t .... (a5)Yoety (4.1)

ha rango n.

DIMOSTRAZIONE. Dato un vettore 1€éR” ed un insieme simmetrico
/g =(As Apy eees Ayo) di numeri complessi,si incominci col dimostra-
re che esistono tre matrici VeRn’YO, FéRyb'yb, Ger ™ ¢ due vettori

k<¢R"©, heR™ tali che
VA - FV = GC, (4.2)

con spettro di F vari a A,, ed

Vs e =1t. ' (4.3)

A tal fine si scelga



0 veea O
1 ....0
F=|. . v seve o |9 (4.4)
0 0 0 een. 1 '

—dv’o "'"dp-o_i - -n‘-"di

dove
¥o v, -1 Yo -
A+ di'.-'lo +oeve. +dy, = j?.;[;lm“?'i} = DO(H. (4.5)

Allora,se si pone

v (4.6)

(v V5 eeen vVo}

T

G. (gl g2 ERC I gyo} (407)

e se lo spettro di A & disgiunto dz /lo,valgono le (1.16) con ¥ = LE.
Ors,moltiplicando ambo i membri della trasvosta della (4.3) per

pG(AT} e vonendo

h=(1 O .... 0%, | (4.8)

gi ottiene 1'equazione
T,.T T _ T
po{A 6Tk + pO{A )vi —-po{Axll, (4.9)

ovvero, ver la (1.16a),

(p,(aMe" 2y (DT Lois 2, (WDET ] 2 o (T (4.30)

¥ EVO

Poich® i polimomi p (A), py(A), +..5 Py (1) sono linearmente
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indipendenti, mediante una loro ovpportuna combinazione linesre & vos-
sibile ottenere i volinomi A0, yb-i, eeey 1; quindi,medisnte ovpor-
tune overazioni elementari sulle colonne della matrice a ovrimo membro
della (4.10),si ottiene la metrice (4.1) che & di pieno rango per ivo-
tesi. Pertanto 1'eguazione (4.10) & compatibile, anzi ha pilh di una
soluzione se m(v5+1)> n.

Una volta calcolati i vettori k e g, i=1,2,...,vb, la matrice
V che soddisfa la (4.2) si ottiene usando le (1.16). _

Se lo spettro di A non & disgiunto da quello di F, ciod da,\o,
si pud porre G = VKo + G con Ko determinata in modo che spettro(A-KoC)
DA, = ¢ e considerare la (3.34) invece della (4.2).

Ora & facile verificare che l'osservatore richiesto & descritto

dalle equazioni

% = Fw + VBu + Gy " (4.11e)

v, = hTW + kTy. (4.11p)

Infatti,se gli autovalori di F sono tutti a parte reale negative,
asintoticamente si ha w = Vx e quindi, semore a2sintoticomente, ver
la (403)!

T, = nVx + K0x = 1%, | - (4.12)
OSSERVAZIORE. Poich&,per quasi tutti i sistemi,yg = [n/m -1«
n - m, dove [2] denota il pid viccolo intero maggiore od uguale 21
numero a, segue che l'osservazione di un funzionale lineare dello sta-
to & pih semolice rispetto a quella dell'intero stato. Per esemvio,
ver stimare lo stato di un sistema di ordine 20 con 4 uscite indipen-
denti,2 necessario un osservatore di ordine 16,mentre ner stimerne
un funzionale lineare dello stato,pud essere sufficiente un ossérva-

tore di ordine 4.
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Tenendo presente la dimostrazione del Teorema 4.1 si pud dare
il seguente algoritmo per il_progetto di un ossgervatore di un deto

funzionale lineare lTx con poli preassegnati 11, VYRR )\},-0.

ALGORITMO 4.1 (Progetto di un osservatore di un funzionale linesre).

PASSO 1. Si calcolino i vettori k, geR", i=1,2,..., y, risol-

vendo l'equazione:

k
T, T romy |52
T, T T . T
[po (116" oy (a1)C" ooupy (ACT] |2 | = 2 (41, (4.13)
g?b
dove
Vi vl Yo
PO(}\) = N° 4 AT+ e+ 4y + 4 = ig(g_gi)
Yo—1i V=2 '
pl(]).= A + 5110 +oee # Gy q
. . . . . (4.14)
pye—l(?‘) = A'I" dl
pvo(h) = 1.
PASS0 2. Si calcoli la matrice
vV = (vl Vy eee- VPOJTGRVE"n (4.15)

medisnte le (1.16).
PASSO 3. L'osservebore richiesto & descritto dalle equagzioni:

% = Pw + VBu + Gy (4.162)
y_ = hiy kTy, (4.161)

[¢]
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dove:
1 0 veua ©
0 1 ....0
F= - - « sEB s @ "h={1 G-oe O}T; (4-1'?}
0 0 0 .... 1
L —ﬂ}‘% -'d"r"o"l - - w 1“"d1
T
G = (gl 8y eoen gpb} . (4.18)
B

ESEMPIO 4.1. Si consideri il sistema indieato in Pig. 4.1,
¥
2

(1 % [T 15011 % [T 1511

@
‘a{ s s+1 g+2 s+3

Fig. 4.1

ovvero descrittc dalle eguazioni:

-3 1 o0 o 0
=9 -2 1o x +|° u, ¥ = [é g 1 g]x.

o o -1 1 0

-1 0o o o 1

Si vuole vrogettare un osservatore che dis una stima del funszio-

nole lineare 1'x = (1 1 1 1)x =%, + X, + X, + X,

1 2 3 4
Poich® 1'indice di osservabilit® di tale sistema & pari a 2, pel
il Teorema 4.1 1'osservatore deve essere del primo ordine.

Se si sceglie AO: (-5) si ha:

Do(h] = A+ 5, plfh) = 1.
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Pertanto l'equazione (4.13) diventa

0
0 {k _
i

il

C oM
& 00
OO0 oK
AWV >

da cui

ERN AR AL

Inoltre,per la (1.16a),si ha:

2 0 0 -1 -1 -7 -3
G 1 394 "0 o _| 1
1™lo 1 4. 0 -19 -5|°

0 01 5 0 | 1

In definitiva, l'osservatore richiesto, per le (4.16), risulta:
W =-5w+u- (7 9y, Yo =W+ (4 6)y.

Uno schema realizzativo di tale osservatore & riportate in Fig,.
4.20

41
u = &Q 11 w s Yo

_ )f 545
o

Fig. 4.2

- ESEMPIO 4.2. Sia dato il sistemg



-1-1 0 0 0 0 0] .
i-1 0 0 0 O 1
.o o-1 00 o |1,
=lo 0o 0-2 0 © 1
0 0 0 0 -2 -2 1o
0O 0 0 0 2 -2 1
1 o 1 0 o0 aﬂ
Y=1o o o 1 1 of*

Si vuole progettare un osservatore che dia una stima del seguente
funzionale lineare: '

1Tx=(1 1 2 o 1 )% = %y + X, + 2%, + X5 + X

Poichd 1'indice di osservabiliti & vpari a 3 l'osservatore deve
essere del secondo ordine.

Se si fissano i poli in -3-j, -3+j =i ha:
() =22+ 63+ 10, p(Ay =246, p,() = 1.

Pertanto 1l'equazione (4.13) diventa;

5

4 0 5 0 1 © Xk 8
-4 0-1 0 0 O 0
5 0 5 0 1 0 gl = 1o
0 2 0 4 0 1 10
0-2 0 4 0 1 2
0-4 0-2 0 of|8) |-6

da cul

H

[ -1

Inoltre, per le (1.16), si ha:

2
k = [_1/2]' gl
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L] - n
dove AeR™"D, Fer”"Y, Ver" , PER°T,
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4 4 0 0 O o"l ~40 40 -1
-4 4 0 0 0 O 8 0 1
o o5 0 0 0 -40 g0l _| o
i=lo 0o 0 2 0 o0 16| * |15l T |1/2]’
0O 0 0 0 -2 & 16 -15 3/2
0 0 0 0 -4 =2 -8 0 1
-1 1 0 0 o o]f-1 (-8 10)
-1-1 0 0 o of 1 0 0
o o-1 0o o o]0 -8| _| 8.
Vo=l o 0 o-2 0 o||l1/2] T | 4] 7 |=5
0O 0 0 0 -2 2||3/2 4 -5
0 0 0 0-2-2J 1 0 =5 |
In conelusione gi ha:
0 i -5 4
F"'[-io—l’ G‘[a,_o —15"

-1/2).

vV = ['1 1 0 172 3/2 1], hT =(1 0), x = (2

ic © 8 -5 =5 -5

Pertanto l'osservatore cercato vale:

W = 1 ° 1lw + [5/2 u + l_fo “1;13

-10 -6 -2
¥, = (1 ow+ (2 -1/2)y

ESERCIZI
5.1 - Data 1'equazione
VA - ¥V = P,

Vel simostrere che,se £l1 zutovalo-

ri di A sono distinti da quellil di F,la soluzione V pud essere cal-

colata mediante la formula



¥ -1
_ > Lo J-1-1
= j=1 dj i F PA

dove
Y=
RV'I- dlh 1+...+d)r
& il polinomio caratteristico di F.

5.2=Dato 11 gistema

o1 00 0 0
., _|-1-1 1 o0 1 0 _100]
*=1o 0o o tf**lo o™ y*“[0 o 1 of*
0 0 0 0 o 1

orogettare un osservatore identitd con tutti i v»oli in -3.

5.3 = Dato il sistema

_[t o 0 o],
W Y= lo 1 o of*

progettare un osservatore dello stato con poli in -5-j, -5+J, usando
sia le (3.10) che 1'Algoritmo 3.1.

1
0
0
-1 -

F—‘-,OCJD
D—'-DI-*O
I'\:rl-'-DO
e
+
el eleNel

5.4 — Seguendo 1'Algoritmo 3.1, scrivere un sottoorogramma al
ecalcolatore ver vrogettare un osservatore dello steto di ordine ri-

dotto con poli prezssegnoti.

5.5 = Dato i1 sistema

01 0 0 0 1
o 01 o o 0
x=|1 2 0 0 0o|lx + |1 u, ¥ = [é g 1 g g]x,
o 0o o 1 5 1
o-1 2 1 o 2

orogettare un osservatore del funzionale lineare 1Ty = (1 2 1 10)x
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5.6 - Tenendo presente l'Algoritmo 4.1,scrivere un sottoprogram-
2a 0l calcolatore per progettare un osservatore di un dato funziona-

le lineare dello stato con voli preézssegnati.

5.7 - Dato il sistema

a [t o o ol
» ¥=1o 1 o o™

= o 0O
N oo
w O = O
=00
"
&
e =l =]

determinare un. osservatore del primo ordine ver stimere la trasfor-

mazione lineare

2=-1 0 O

i o 2 1iJ*

o = |

5.8 - Deserivere un metodo ver progettare un osservatore di or-

dine ridotto per stimare pil funzionali lineari.

3

4.6 BIBLIOGRAFIA

I Teoremi 1.1, 1.2, 2.1 e 3.1 sono dovuti a Luenberger [1] - {3].
Ia versione dcl Teorema 1.2 del testo & nuova, I Teoremi 3.2 e 3.3
e gli Algoritmi 3.1 e 4.1 sono nuovi. Per il Teorema 4.1 si vedano 1

lavori [3] = [5]; 1a dimostrazione qui rivortata & nuova.

[1] D.G. LUENBERGER, Observing the State of a Linear System, IEEE
Trans. Milit. Electronics, Vol. ¥IL-8, ©p. 74-80, 1964.

[2] D.G. LUENBERGER, Observers for Multivariable Systems, IEEE Trans,
Automat. Control, Vol. AC-11, op. 190-197, 1966.

[3] D.G. LUENBERGER, An Introduction to Observers, ISEE Trans. Auto-
mat. Control, Vol. AC-16, op. 596-602, 1971.



- 121 -

[@] W.M, WONHAM e A.S. MORSE, Feedback Invarisnts of Linear Multi-
variable Systems, Automatica, Vol., 8, pp. 93-100, 1972,

[5] P. NURDOCH, Observers Design for a Linear Functional of the State
Vector, IEEE Trans. Automat. Control, Vol. AC-18, pn. 308-310,
: 19730-



- 122 -

CAPITOLO V

CONTROLT,ORI DINAMICI NON INTERAGERTI

5.1 INTRODUZIONE E RISULTATI PRELIMINARI

3i consideri il sistema lineare, stazionerio, raggiungibile ed

ogsservabile

)‘.

AX + Bu (1.12)
Cx, Coow (1.1v)

in cui.xeRn & lo stato, ueR” @ l'ingressé ed yeRm & 1'uscita. Si sup-
ponga inoltre, senza perdere di generélité, che rangoB = r e rangoC
= M,

Nel Cavitolo 2 si & mostrato che se max(m, r) = n allora il oro-
blema déll'assegnamento completo dei poli pud sempre essere risolto
mediante un controllore statico,mentre,se max(m, r) < n,nel Cavitolo 3
si & visto che cid non sempre & possibile.

In questo cavitolo viene mostrato che mediante un controllore
dinsmico di dimensioni al pil n si riesce semdre ad assegnaré ad ar-
bitrio i poli del sistema comvlessivo. Ia orogettazione di un tale
controllore diventa pilt semnlice ed elegante se viene divisa in due
fagi come segue:

i) orogettazione di un sub-controllore con poli vreassegnati le

cui uscite (risv. ingressi) possano essere riguardate, i fini

dell'assegnemento dei poli, come uvlteriori uscite (risp. ingressi)



- 123 -

del sistema (1.1);

ii) orogettazione di una legge di controllo di tive statica in
modo che il sistema comnhlessivo conservi i voli del sub-controllore
e si modifichine nel modo desiderato Solo quelli rimanenti.

Tale modo di procedere, abbastanza suggestive, deve la sue for-
tuna alla teoria degli osgservatori; pih precisamente_eéso seoturisce

dai segueﬁti risultati fondementali.

TEOREMA 1,1 (Primgs provrietd di sevarazione). Si supponga di

comandsre i1 sistema

W = Fw + VBu + Gy + Uy (1.22)
Yp = W, . (1.2b)
in eui weRv e

VA - FV = GC, (1.3)

mediante il gistema (1.1) (vedi Fig. 1.1); allora gli

(5]

Uyr

Fig. 1.1

antovalori del sistem= complessivo che si ottiene utilizzando la leg-

ge di contrello
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5’] + Iv = Ky + Hy, + Lv (1.42)
up = ZOV ’ ) (10413)

sono quelli della matrice F e quelli della matrice 4+4B(K H)[ﬁ},
ovvero quelli del sistema (1.2) e quelli che si avrebbero se il
sistema (1.1) avesse altre j” uscite y_, con relativa matrice di

useita ¥, e si fosse utilizzata la legge di controllo

4_.@-’ = (K _H)_lg X + 0 . : (1.5)

u = (K‘H)li

a

. DIMOSTRAZIONE. Effettuando il cambiamento di variabile
z =V - w . (1.86)

ed usando la (1.3),il sistema comovlessivo, composto dai sistemi (1.1)

ed (1.2), diventa: :

y = Cx ' . (1.7¢)
¥ =VX - 2z, (1.74)

mentre lo scheme di Fig. 1.1 si trasforma in gquello di Fig. }_..2. Da

(] ¥
L

Mo =
]
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tole figura la dimostrazione segue in modo ovvio.
Per altrs via, in modo pil esplicito, se si usa la legge 61 con-

trollo (1.4),il sistema (1.7), in forma compatta, diventa:

% A+B(K H)[gj -BH| [ x BL,

’ = + v (1.8&)
z 0 F A --Z° 3

y=(c 07, (1.8b)

in cui non si & presa in considerazione l'uscita y,,.
La matrice dinamica del sistema (1.8) & triangolere a blocchi;

quindi i suwoi autovalori sono quelli di F e di A+B(X H)lgl H

ECREMA 1.2 (Seconda proprietd di severazione). Si suvoonga di
comandare il sistema (1.1), come indicato in Fig. 1.3, mediente il

sistena

v

Fw + uy (1.92)

u = Gw + up, (1.9b)

in cui weRv-ed
AV - VF = BG ' . (1.10)

per quélche matrice VéRn'V; allora gli autovalori del sistema comnles-

Ue
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givo che si ottiene utilizzando la legge di controllo

uyy 1 | + v ) (1.11)
dove
Y = CVw + y = C(Vw + x) = C§, (1.12)

sono quelli del sistema (1.9), ovvero della matrice F} e quelli che
si avrebbero se il sistema (1.1) avesse 2ltri y ingressi u , con re-

lativae matrice di ingresso V, e si fosse utilizzata la legge di con-

5] -

ovvero della matrice A+(B V)‘g‘C.'

trollo

1

y+o, (1.13)

DIMOSTRAZIONE. Effettusndo il cambiamento di wvariabile
€ = Vw + X - (1.14)

ed usando la (1.10),il sistema complessivo, composto dai sistemi (1.1

ed (1.9), diventa:

é = Ag + Bue + Vup = A + (B V)lﬁ:] (1.15a)
W o= Fw + Uy | (1.15p)
y = C§ -CVw = y, - CVw, (1.15¢)

mentre lo schema di Fig. 1.3 si trasforma in guello di Fig. 1.4. Da
tale figura la dimostrazione segue in modo ovvio.

Per altra via, in modo pil esplicito, se si use la legge di



Ly

Ue [Bl
BT
H
S e
L5 P s | ‘ +
LY A y
@ s v
F

Fig. 1.4

controllo (1.11),il sistem= (1.15), in forma comvatta, diventa:

3 A+(B v)[i!c olfe] |[Br+vz

= + v (1.162)
w HC F||w 2
y = (C -CV)[§,] . (1.16b)

la cui wmatrice dinomica ha per autovalori quelli di F e quelli di
A+(B V) [I}{{]c [}

OSSERVAZIONE. Il Teorema 1.1 afferma che & vossibile vprogettare
un sistema - che, per relativo ingresso egsterno nullo e nell'inotesi
che sia stabile asintoticamente, & un osservatore del sistema (1.1)
- la cui uscita oud essere vista, ai fini dell'asségnamento dei voli,
come un'ulteriore uscita del sistema (1.1); il Teorema 1.2, duale di
guello 1.1, afferma invece che & possibile progettare un sistema
-~ che,ver ingressi esterni nulli e nell'ipotesi di stabilitd asinto-
tica della matrice dinamica A,% tale per cui il sistema (1.1) & wn
suo osservatore - il cui ingresso pud essere visto, semvre ai fini
dell'assegnamento dei poli, come un ulteriore ingresso del sistema

(1.1).
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In base ai Teoremi 1.1 ed 1.2, quindi, per progettare un control-
lore che assegna i desiderati poli, conviene riferirsi o allo schema

di Pig. 1.5, dove il sub-controllore & descritto da:

W = Fw + VBu + Gy + uy (1.172)

Ty = ¥ (1.17v)
in cui waRV e
VA - Y = GC, : (1.18)

e la legee di conirollo statice da:

= (K H)[;’\ + Ty (1.19a)

uy = IV, S (1.19v)

in cui veRt & 1'ingresso esterno, ovoure allo schema di Fig. 1.6,

Fig. 1.5

dove il sub-controllore & descritto da:

u = Gw + g,y (i.20b)
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AV = VP = BG (1.21)

. R . .
per qualche matrice venn , e la legge di controllo statica da:

‘3;1 B \E\w ¥ m" | : (1.22)

in cui

Fp = CVW + ¥ : (1.23)

e veRl & 1'ingresso estermo.

_ Sub-controllore _ _

Fig. 1.6

I controllori di cui sopra a causa delle proorietd di sevara-

zione vengono detti non interagenti.
Dalle (1.17) ed (1.19) segue che il controllore di Fig. 1. 5 &

descritto dalle eguazioni:
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% = (F+VBH)w + (G+VBR)y + (z°+VBL)§ =
=Ww + Dy + Zv _ (1.242)
u=Hw + Ky + Lv ' _ (1.24b)

mentre, dalle (1.20), (1.22) ed (1.23) segue che il controllore di
Pig. 1.6 & descritto dalle equazioni:

w = (F+HCV)w + Hy + 2Zv = Ww + Dy + 2Zv . (1.252a)
u = (G+KCV)w + Ky + Lv = Bw + Ky +Lv, {1.2510)

Pertanto agli schemi di Fig. 1.5 ed 1.6 si pud far corrispon-

dere l'unico schema di Fig. 1.7.

Si noti che i poli del sistema risultante non dipendono dalle

matrict Zo (risvo. Z) ed L. Pertanto esse possono essere scelte per
soddisfare altre apecifiche guall, 2d esemrio, la non interazione,
la raggiungibilita del sistema complessivo, la riduzione degli ingres-
si. Se non viene richiesta nessuna 4di tali snecifiche, per sempnliei-
34 reslizzativa, si pud porre zo =0 (risp. 2 =0) ed L = I.

A tal proposito & interessante osservare che:ponendo Zo = 0,1
modi del sub-controllore non sono eceitabili, vpertanto essi non in-
tervengono nella risposta forzata dell'intero sistema. Inoltre, in

tal casgo, essendo il sub-controllore un osservatore che stima la
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trasformazione Vx, il Teoremz 1.1 afferma che per risolvere i1 pro-

blema dell'sssegnamento dei voli,in luogo di una data ftraformazione

dello stato si pud sostituire la sua stima;cid, paradossalmente, an-
che quando la dinamica dell'osservatore non & pill veloce di quella
del gistema.

Si & ora in grado di progettare un controllore per l'assegnamen-
arbitrario dei voli; cib sard fatto nei prossimi paraérafi ponendosi

via via 1'obiettivo della riduzione del suo ordiney.

h

5.2 CONTROLLORI DI ORDIKE n

In base ai risultati stabiliti nel paragrafo precedente risulta

immediato il seguente teorema.

TEORENA 2.1 (Assegnabilitd mediante controllori di ordine n).
Si pud sempre progettare un controllore di ordine n tale che il gi-
stema complessivo di Fig. 1.7 abbia un preassegnato insieme simmetri-

co di poli.

DINMOSTRAZIONE. In base =21 Teorems 1.1 (risp. 1.2) ed al Teorema
2.2.1 esiste un controllore che assegna i desiderati poli del sistema

complessivo se & possibile determinare una terna di matriei V, F, G

tali che:
VA -FV = GC (risp. AV - VF = EG) ' (2.1)
rango[ﬁlz n (risp. range(B V) = n) {(2.2)

con gli autovalori di F coincidenti con un preassegnato insieme sim-
metrico di numeri complessi. In base al Teorema 4.2.1 copure 4.3.3

eid risulta chiaramente nossibile se Y= n e quindi la dimostrazione B
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Per progettare un controllore di ordine n si pud far ricorso ad
uno dei seguenti algoritmi.
ALGORITHO 2.1 (Progetto di unm controllore di ordine n}.

PASSO 1. Si scelga V=1 e si determini,mediante 1'Algoritmo 2.

2,1,una matrice ceR™* ™ (risp. €R° ") tale che la matrice
P-A-G (risp. F = A - BG) (2.3)

abbia come spettro un preassegnato insieme gimmetrico di numeri com-
plessi.

PASSO 2. Si determini una matrice HeR™ " (risp. eR™°™) tale che

12 matrice
A+ BE (risp. A + HC) (2.4)

abbia come spetiro un preassegnato insiemse simmetrico di numeri com-

plessi.

4

PASSO 3. Si costruisca il controllore mediante le egquazioni:

Fw + Bu + Gy (risp. W = Fw + H(Cws+y) ) (2.5a)

e

]

Hw + v (risp. u = Gw + v}- (2.5Db)

ALGORITMO 2.2 (Progetto di un controllore df ordine n).

PASSO 1. Si scelga

0 i 0 .20 O 0 0 ... 0 —d
0 0 i...0 1 0 ... 0 =d-
? = . . s oasas @ (I‘i&ll}. F = 0 1 P O .n—l
0 0 0 ...1 . . eee o e
4, g Yy 0 e d B!
(2.6)

dove
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A+ di)PP1 +oeee + 4 _ - (2.7)

1

ha per radici un vpreassegnato insieme simmetrico di nuneri complessi.

PASSO 2. Si scelga a caso una matrice GeR™*™ (risp.eR ") e si

colcoli,mediante le 4.1.16,1a matrice verR™*" risolvendo 1'equazione
VA - BV = GC  (risp. AV - VF = BG). (2.8)

PASSO 3. Se V & singolare si ritorna al passo 2,altrimenti =i

v2 al passo successivo.

PASSO 4. 8i determini una matrice Her™ *? (risp.eRn'm) tale che
lo spettro della mairice
A + BHV . (risp. A + VHC) (2.9)

coincida eon un preassegnato insieme simmetrico di numeri comvlessi.

PASSO 5. Si costruisce il contrellore mediante le eguazioni

-
w

Pw + H(CVwsy) ) (2.10a)
Gw + V)@ (2.10b)

Fw + VBu + Gy  (risp. @

ps

Hv + v (risp. u

ESEMPIO 2.1 Si consideri il sistema raggiungibile ed osservabile

X = [g _élx + {g\u, y=(1 1)x.

Si vuole progettare un controllore del secondo ordine tale che
i1 sistema risultante abbia i suoi poli in -1, -1, -2, -3.

Seguendo 1'Algoritmo 2.1,lz matrice G,tale che spettro(a-GC) =
(-2, =3),risulta (si veda 1'Esempio 4.2.1):
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(372
G=[1/2],
= (-1, -1), vale:

mentre la matrice H,tale ché sﬁettro(A+BH) =
%20 [-2 -1 _ [ 3]
Pertanto il controllore risulta:
w o+ [0
1

mentre il sistema complessivo & descritto dalle equazioni:

u+ li;g]y, u=(=3 1w+ v

. =32 -172
V=132 -1/

0 | § 0 0 &
1z -3 -3 1
“(3/2 3/2 -3/2 -1/2
Wl |1/2 1/2 =3/2 =5/2|\w

x
+

0

1 X
ol” y=(1 1 o 0)[w] .
i

Per verifica,

X A @ o
-2 A+3 3 -1 4 3 2

32 232 w32 | =X # TN 1IN+ 170 + 6
Sz -1/2 3/2 M5/2

le cui radici sono provrio -i, -1, -2, -3.
Seguendo l'Aigoritmo 2.1 nella forma duale, la matrice G,tale

che spettro(A-BG) = (-2, -3 ),risulta:

- -[24 - ]

mentre la matrice H,tale che spettro(A+HC) = (-1,

e[ AT -

-1),vale:
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Pertanto il controllore risulta:

={_g _é w o+ 1_21{(1 Dw+y), v =(8 2)w + v,
Seguendo 1'Algoritmo 2.2, la matrice F risulta:
0 1
.?:[_'6 -5

mentre, scegliendo G = [é], sl ha:
(A you (aT)e? < [8 4 '1[5 2 {1] _ 1/4[1]
1 T |2 2 1 2)|1) ~ 5

el Y el

]

V1

]
]

e gquindi:

Ve try vt = 1all 3.

Essendo V non singolare la metrice H,tale che spettro(A+BHV) =

(-1, -1),risulta:

[l 8] - 24

Pertanto il controllore vale:

W =|qg _;]w + 1/4!_58 u + [g]yg u = (f4 —4/3w + V.

Infine, seguendo 1'Algoritmo 2.2 nella forme duale, si ha:

P=[0—6

1 _5 6 =24 4/3|"

OG=,(1 D:I,V=1/4-1 5],H=—l4 ]
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Di conseguenza il controllore risulta:

W= [g :glw *[iXB} ((5/4 -18/4)w+y), u = (1 O)w+ v ,

5.3 CONTROLLORI DI ORDINE y'= NMIN(n-m, n-r)

Penendo presente i Teoremi 1.1, 1.2 e 4.3.2,risulta chiaro che &
possibile progettare controllori di ordine inferiore =d n, Infatti

vale i1 seguente teorema.

TEOREMA 3.1 (Assegnabiliti mediante controllori di ordine V=
min(n-m, n-r)). Esiste un controllore di ordine ¥ = min(n-m, n-r) in
grado di risolvere il problema dell'assegnamento completo dei poli

relativamente al sistema (1.1).

DIMOSTRAZIONE. Si supponga m = r; allora per il Teorema 4.3.2

esigte una terna di matrici VeR(n‘m"n, pep'2 ) (2-m) o p(n-m).m
tale che: ° '

' c

VA - PV = GC, rango[v] =n : (3.1)

con spettro di F preassegnato. La dimostrszione segue quindi dai
Teoremi 1.1 e 2.2.1.
Nel easo in cui m<r la dimostrazione segue per dusliti @

Un controllore dinamico di ordine yper risolvere il problems

dell'assegnamento dei poli pud essere determinato mediante il se-

suente algoritmo.

ALGORITMO 3.1 (Progetto d4i un controllore @i ordine n-m (risp.

n-r)).

PSSO 1. Si scelga
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1. 0...0 [0 0 ... 0 -a
a-r
o ) 1 ves 0 1 0 5964 0 -4
r-r-1
r = ° . e eoe o (riﬂp. P =o 1 P 0 ~ )’ (3.2)
o- 0 0 ... 1 . e sse o .
s_ R-R E I*..—l. .'.-dl 0 0 .o 1 —'di

dove

a(d) = ,\"‘+d1,\"“'1+...+dn_n (risp. d(A) = A*Tia A“r'1+...a‘_ )

1 r
' (3.3)

ha per radici un preassegnato insieme simmetrico di mumeri complessi.
PASSO 2. Si scelga a case uma matrice GGR(.-H)°' (risp. GRr.(n-r))
e mediante le (4.1.16) si calcoli la matrice véR(n-m).n (risp.
éRn.(n-r)) soluzione dell'equaziome:

VA - PV = GC (risp. AV - VF = BG) . (3.4)
PASSO 3., Se

Cc
rango[v =2 (risp. remgo(B V) = n) (3.5)

81 va al pesso successivo, eltrimenti s1 ritorra al passe 2.

PASSO 4. Si determini una matrice (K H)eR™ '™ (risp. [K

R.m
- éR ) tale

che lo spetire di
A + B(X H)[g] (risp. A + (B v)[ﬁJc) (3.6)

coincida com um presssegrato imsieme simmetrico di mumeri complessi.



- 138 -

L=

PASSO 5, I1 ceatrellere demiderste risulta:

Fw + VBu + Gy {(risp. % o= Fw 4+ H(CVw +.5) ) (3.72)

Ky + Hw + v (risp. w = Gw + K(CVw + y) + v ) (3.7b)
]

He
I

|13

ESEMPIO 3.1. Si comsideri il sistema raggiumgibile ed osservabile

o 1 © 0
1 0 0
= |0 0 1ix +|0ln, ¥ = [0 1 G]x.
o -1 -1 1

Essendo (= min(n-r, n-m) = 1, si vuele determimare um contrellere
del vrimo erdime tale che il sistema risultante abbia i suel poli
in -2, -2+3, -2-3, =3.

Seguende 1'Algeritme3.l, la matrice F risulta:

F=-3
nentre, scegliends
G =(0 1),

la matrice V & datas da:

(o 2 -1).

e A and
N O
n
-JPA

vV = GU(A—FI)-i = (0 1)[é 2 0]

C O W

Peichd la matrice
i o0 o
[”] =lo 1 o
o 2/1 -1/7

5 mon simgelare, si pud passare alla determinazione della matrice

(K H) tale che A + B(K H}[ﬁ] gbbia 1 suei autevaleri im -2, =2-j,
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-2+,
51 ha:
1 0 o -1
(KH) ==(10 12 s5)lo 1 o | =(-10 =22 35).
0 2/7 -1

Pertante il desiderate comtrollere risulta:

w==3w-1/Ta + (0 1)y
u=-(10 22)y + 3Bw + ¥ A

ESENMPIO 3.2, Si conaideri il sistema raggiunéibile od osservabile
descritte dalle equazionis

0 0 0 0 i 0
%= é g g :i x + g 8 w y=(0 0 o 1)x,-
0 o 1-1 0 1)

Essende ¢= min(a-r, n-w) = 2, si vusle ?eterainare ur cerirellers
del seconde ordime tale che il sistema risultante abbia tutti 1 pe-
11 im -1,

La matrice F risulta:

F=[° -1

¥

1 -2

mentre, scegliende

«= 5
ai ha:
1 0 0 oY1 o [11
o =g, - 2122 [0 981
o 1 1-1 0 1 Li
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0O 0 0 0|1 4]
_ 11 0 o -1||-2 3
v, =AYy = 5 1 o -1f| 1| F|-1
o 0o 1-1j|-1 2
e quindi:
10
_|-2 3
V= 1 -1 *
-1 2
Peichd® la matrice
i 01 6
0 0 -2 3
(BV) =l5 o 1 -1
' 0 1-1 2

3 nen amimgelare, si pud passare alla determinsziene della matrice

g] tale che A + (B V)Ig]c gbbia tutti gli autevaleri im -1.
51 ha:
1 0 1 o7 ot i6
K| |0 0=-2 3 2-4 | _ 4
H| |0 0 1 -1 i-6 -i71 °
o 1-1 2 1-4 =12

Di comseguenzs il desiderate centrellere risulta:

W = [? :; w + [:g] ((——1 2)w + )

u.—.[g glw-;- [151 (-1 2)w+3) +v A

5.4 CONTROLLORI DI ORDIRE ¢ = n+l-m-r

Se =i tieme presemte il Teerema 3.5.1,risulta svidente che ,rel
case im cui min{(m, r)>1,i risultati dei peragrafi precedentl pea-
sero essere miglierati. Vale imfaiti il seguente teorena.
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TEOREMA 4.1 (Assegnabilitd mediante centrolleri di erdine U=
B+l-m-r). Sia date il sistema (1.1); allora,per quasi tutie le ceppie
(B, C),esiste un contrellere di ordine { = n+l-m-r che riselve il

problema dell'assegramento arbitrarie dei peli,

DINMOSTRAZIONE. In base 2l Teorema 1.1 (risp.1.2), per risolvere il oro
blema dell'assegnamento dei voli si devono poter assegnare ad arbitrio
gli sutovaleri dells matrice A + B(X H)[i] (risp. A + (B V)lglc),

dove V & soluzieme dell'equazione (1.18) (risp. (1.21)) cen gli aute-
valeri di F preassegnati. Per il Teorema 3.4.1, per quasi tutte le
coppie C?, [3]) risp.((B V), C) ,‘cib e possibile ase

rango O gopon B wo (risp. renge(B V) + m - 1 = n)., (4.1)

v

Per il Lemma 4.3.2,tale condiziome ¥ chiaramente seddisfatta se -

¢ = ntl-r-m , e quindi 1la dimestrazione B

Per pregettare ur centrellere dinsmice di ordine ¢= m+l-m-r

si pud usere il seguente slgeritmo, melte simile & quelle 3.1.
ALGORITMC 4.1 (Pregette di uan comtrollore di erdime £ = m+l-m-r).

PASSO 1. Si scelga

0 i 0 iea O 0 0 ¢0o 0 =-d¢
0 0 L swe O T 0w O -aﬂbl
F = ° s e oee o (rispo F = 0 1 eeow 0 ° ), (402)
o o 0 LA 1 ° L] L LR L] *
I R I 0 0 ...1 -4
deve .
a) = X+ ala"-1+ eee + dp (4.3)

ha per radiei un preassegnato insieme simmetrice di mumeri complessi.
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PASSO 2. Si scelga a caso una natrice GerR”*™ (risp. R**Y) e,mediante

le (4.1.16),51 calceli la matrice yert (risp. R"p5 seluzione

dell’equaziene:
VA - PV = GC (risp. AV - VP = BG). (4.4)
PASSO 3. Se

rango[gl = m+V = n+l-r (risp. range(B V) = r+V = n+l-m) (4.5’

si va al passe successive, altrimenti si ritorma al passe 2.
PASSO 4, Seguende l'Algeritme 3.4.1 si calceli una matrice (K H)e

Rr-(n+1-r) (risp. [g]eR(n+1-n).n) tale che lo spettre di

A+ B(E H)[%] (risp. 4 + (B v)[glc) (4.6)

aia arbitrariamente vicimo ad un breassegnato insieme simmetrico di

rpumeri cemplessi.

PASSO 5. Si cestruisca il controllore mediamte le equazioni (3.7)
(risp. le duali) B

ESEMPIO 4.1. Si cemsideri il sistema raggiungibile ed esservabile

% = My FE [o 10 o}x'

OO0 0O
O OO =
OO+=O
O O

e

+
O O
O OO

Essende V= n+l-m-r = 1, si vuele sintetizzaore un contrellere del
prime erdime tale che il sistema cemplessive abbia i peli in -2,
-1, <1, -1/2-3/2, -1/2+j/2.
Penendeo

F = <2
e scegliende
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(]
[}

3

(1/8 -1/2 172 o) .

2i ha:

v

Paichd 1a matrice

1/8
-1/4

BV = 1/2
0

(o)
OO0

he rango 3,bisogna determinare una matrice g ER3'2 tale che la

matrice A + (B v)[ﬁ]c abbia gli autevalori arbitrariamente vicini
a -1, -1, 1/2-3/2, -1/2+3/2.
Peiche la matrice A ha zid wn autevalere im -1, bisegna determinare
um vettore non mulle fe¢R- tale che pB(QT)GTf = 0, deve P3(3) = Aj.
Si ha:

£=01 DL

Per fissare gli altri peli, seguende la rimamente parte dell'Algorit-
me 3.4.1, si ettiene:

11 1,2 * -1
1 1-1/72 [h] = |-2
1 o -1/8 -2
da cui
-15/8
y
= 3/8
b 1
e guindi
K -i5/8 -15/8
5 - e |
1 i

Pertante i1 desiderate controllere risulta:
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Ww=-2w + (1 1).[_i§§]w + y],
0 -15/8 -1s5/8||| 1/8
e M‘”l 3/8  3/8 “-1/4.‘”’ a

OSSERVAZIONE. Si meti che tutti i cemtrellori studiati fimera hanne

la peculiare preprietd che,agemde sulle matrici K ed H,si possemo
variare ad arbitrio » peli del sistema risultante, in particelare
quelli cerrispondenti agli autovalori della matrice A + B(K H)[gl
(risp. A + (B V)[glc), lesciande inalterati i rimamenti che si ri-
conescore ceme autovalori di F. Pertante,da un punte di vista realiz-
zative,conviene riferirsi agli schemi di Fig. 1.5 ed 1.6 e non a quel-

lo equivalente di Fig. 1.7.

5.5 CONTROLLORI DI ORDINE V= nin(;;, g;)

Si neti che,per assegnare ad arbitrie gli autevalori della matri-
ce A + B(K H)[gl (risp. A + (B V)lglc )}, ponende

K, + fkT (risp. K = K, + ka) (5.1a)

H = fh" " (risp. H = hfm) > (5.1p)

K

con K ed £ tali che la coppie (A+BK;C, Bf) (risp.(A+BK°C, fTC) )
sia raggiungibile (risp. osservabile), basta poter assegnare ad ar-

bitrie il wvettore
1% < xles IOV (risp. 1 = Bk + Vh). (5.2)

Pertanto; tenendo presente il Teorema 4.4.1, si pud stabilire il se-

guente risultate.

TEOREMA 5.1 (Assegnabilitd mediente centrollori di ordine V= min(kz,
y}). Esiste un centrellere di ordine V= min(V;, p}), dove ;;+1
(risp. y}+1) % 1'indice @i esservabilitd (risp. di raggiungibilita)
della coppia (A, C) (risp. (4,B)), im grade di riselvere il preble-



- 145 -

ma dell'assegnamente arbitrarie dei poli relativamente =21 sistema
(1.1). '

DIN¥OSTRAZIONE. Essa & una conseguenza diretta dei Teoremi 1.1, 1.2
e 4.4.1 8

Un controllore dinamico di ordine V= v, (risp, P;) pud essere

preogettate mediante il seguente agoritme.

ALGORITMO 5.1 (Progette di un controllore di ordine V= Lg (risp.
Jf)).

PASSO 1. Si scelgano ad arbitrio una matrice K eRT"™® ed un vettore
feR (risp. R™) in modo che la coppia (a+BE C, Bf) (risp. (A+BK C,
£7 C) ) sia reggiungibile (risp. asservabile} Se A 3 cieclica =i pud
aceglierg K& = 0,

PASSO 2. Mediante 1'Algoritme 2.2.1 si determini il vettore 1eR™ tale
che gli autovaleri della matrice A+BK004Bf1T (risp. A+BKBC+1ITC)

coineidane con un preassegnato insieme sinmetrico @i numeri complessi.

PASSO 3. Mediamte 1'Algoritme 4.4.1 =i calcelino le matrici V, P, G
ed i vetteri h, k tali che

VA - FV = GC  (risp. AV - VF = BG) . (5.3)

n'V + k°C = 17 (risp. Vh 4 Bk =1 ) | (5.4)

con spettre @i F preassegnate.

PASS0 4. Si costruisca il controllere desiderato mediante le equa-
zioni (3.7) (risp. le duali) con K ed H date dalle (5.1) (risp. le
duali)H

ESEMPIO 5.1. Si comsideri il sistema raggiungibile ed osservabile

descritte dalle equazieni:



Essendo ¢ = min(gr, o) = min(1, 3) =1, si vuole determinare un con-
trellore del prime erdine che assegna al sistema complessive 1 se-
guenti poli: -3, -1, -1, -2, -2,

I1 vettore 1¢R* tale che A+‘h1T abbia per peli -1, -1, -2, -2 risulta:

1-4 3
12|31 _ 1
T oli-13] T 12} °
2-6 4

-3, la (4.4.13) diventa:

Easendo lz matrice F

3010 5
i 0 0 ok} _ _|32
0 3 0o 1 g T |43
0 1 0o 1 16
da eui
91

k)

= -]32 =
. k= llsl L] .gl

ineltre, per la (4.1.162), si ha:
i

3 0 0-<=1]""[91 29
v. = 1 3 0-1 o|_ |-11
1" jo 1 3-1 51- [ 4| °
o 0 1 1 o -4

Pertanto il contrellere richieste risulta:

w=<=3w=-4u+ (91 5)y, uw=-(32 16)y +w+v a

ESEMPIO 5.2. Si consideri il sistena raggiungibile ed osservabile
desgcritte dalle equazioni:
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(o 0 o 1)x.

o OO
[o Mol e
H 0o

o]

-

o

[}

0
MEE:
-1

O oo
o OO

1, si vuole progettare un con-

Esgendo = min(;a. P}) = »in(3, 1)
trellere del prime erdime tale che 11 sistema complegsive abbia per
peli -2, %l, -1, =-1-j, ~1+j.
Il vettore 1 tale che A + lcT abbia per autewvaleri -1, -1, -1-j,
-1+ vale:

0-2 2

0-6 6

1= (19| ==|¢| *
1-4 3

Essende F = -2, la corrispondente della (4.4.13) diventa:

2 01 0 4
1 0 0 offk] _ _|14
o 1 ¢ 1 g4 - 7|15
o 2 o 1 9
da cul
K = -14 24
617 %17 |-21
e quindi
2 0 0 O© -1 i 0 12
|1 200 0 off 24| _ |-6 _
Y1i=lo 1 21 |o 1||-21| T |-12} °
o 0 1 1 o 1 -9

Pertante il contrellere cercate risulta:

_éf] (=ow+y)

W = <2w + (-9w+y), u f[_gi]w +
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5.6 CONTROLLORI DI ORDINE §= MIN 01n-r+1)/hﬂ, Rn-n+1)/&1)-1

Il risultate del pasragrafe precedente nen tiene conte dellé pre-
senza @i pil imgressi (risp. uscite); me segue che esse pud essere
miglierete mel caso in cui mimr(m,r) >1. Un risultate in tal sense

3y date dal seguente teorema.

TROREMA 6.1 (Assegngbilitd mediante comtrelleri di erdine (U= min(
[(a+i-r)/ml , [(r+l-m)/r] )-1). Sia dato il sistema (1.1); allora per
quasi tutte le ceppie (B, C) esiste un cemirollore di ordine V=
min( [(n+l-r)/m], [(n+l-m)/r]) - 1 in grado di risolvere il problema

dell'assegnamento arbitrario dei poli.

DIMOSTRAZIONE. Per il Temna 3.4.1, per quasi tutte le ceppie (B, C),

esiste un controllore del tipé

u=Ky+u, . (6.1)

un vettere mem nulle f ed una trasfermszione non singelare ¥ = T-lx
tale che:

3]
%,

51
52

By

By

= {All Afe +

0 A22

u, ¥ = (C1 cz)lzg\ i (6.2)

dove:
i) A, 3 una (r-1).(r-1) matrice reale com i suei autovalori arbitra-

rismente vicini ad r-1 specificati valori simmetricij;
ii) le ceppia (Ail’ Blr) 3 reggiungibile;

B, =0 | (6.3)
o+ 1= [(n+1-r)/ml] , (6.4)

in cui p + 1 & 1'indice A1 osservabilitl della ceppia (Ail, ci).
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S5i ecensideri quindi 1'equazione:

Ajy A
11 12 - = .
v v )[ r(vl va} G(c1 ca) (6.5)
che si sdeppia melle seguenti:
?EAEQ ??2 = 302 - Vihlz; (6.6D)

allera,per il Teorema 4.4.1 e per le (6.4),% possibile determinare
tre matrici F, e G ¢ due vettorl k ed h tall da seddisfare la
(6.6a) e l'eguazione

T T T

[(r+1-r)/ml -1"

eon 1R @ spettre di P preassegnati. Per tall valeri
di F e V; si determini quindi v, dalla (6.6b). Essendo, infine,

A A B

\ 11 “12 f(k h_) ¢y ¢C } _

0 Ay B, 1Y%

T T T T
A11+Blf(k Cy+h vi} ﬁ12+B1f(k C, +h vz}
- 3 (648)
0 A22

segue che un centrollore che riselve il problema dell'assegnamente

del peli & il meguente:

W = Pw + (?1 1+v B )u + Gy =
Fw + (V,B,+7,5B, )u + (6 - R, (VyB;+ VQBE)]y (6.9a)

(x, + £xT)y + {th)w + 7. (6.9b)

u

Il teorema restz cosl prevato per il case (n+1?r)/h = {a+l-n)/r; per

il case (n+l-m)/r <{(n+i-r)/m il teorema segue per dualitall
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T1 Teorema 6.1 comsente di dare il seguente algoritme di progette.

ATGORITHO 6.1 (Pregette di un comtrollere di erdine ¥= [(r+l-r)/aml|
(risp. [(n+l-m)/r]). '

PASSO 1. Mediamte 1'Algoritme 3.3.1 ei calcolino una matrice ﬁbERr'm,
tale che la matrice i = A+BK C  sia ciclica cen r~1 (risp. m-1) auteo-
valeri arbitrariamente vicini ad r-1 (risp. m~1) specificati wvaleri -
simmetrieci,ed il pelinemie degli autevaleri residui:

3{“) - an+l—r +0&&n—r +...+qn+1-r (risp. An+1~m L AR

1 & w
"+;¥n~n+1}'(6.10)
PASSO 2. Si ealeeli ur vettere men nulle PeR” (risp.€R ) tale che:
S(iypg = 0 (risp. p(AT)CTZ = 0) . (6.11)
Se _
range(Bf ABf ... En‘rBr) = n+i-r
(risp. rengo(CTf AC7f ... (A1)®"c"2) = n+i-m) (6.12)

sl vada al passo successivo, alirimentl si arresti l'algeritmo poichd
non & pessibile risclvere il preblema dellfassegnamente dei pell com

un conirellere del desiderate ordine .

PASSO 3. Si esegua la trasformazione €= Tulx (3.4.9) (risp. la dua-
le) sul sistems retroazionato mediamte la legge di conirolle (6.1)

in modo da ottemere le rappresentazione (6.2) (risp, la duale).

PASSO 4., Mediante 1'Algoritmo 2.2.1 s1 determini il vetters 1 tale
che la matrice A11+BiflT {risp. la duale) sbbiz autovaleri prefissati.

PASSO 5. Mediante 1l'Algeritme 4.4.1 si caleeline le matriel F,V,,G ed
i vettori k ed h $ali da soddisfare la (6.6a2) e (6.7) (risp. le dua-
1i) con spetire di F preasseguato; si calceli quindi la matrice ?2
soluzione dells (6.6b) {(risp. dells duale). '

PASSO 6., Si costruisca il controllere desiderate mediante le (6.9)
(risp. le duali)@
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ESEMPIO 6.1. Per il sistema raggiungibile ed osservabile

[« NeoleoNe N
SO O
OO OO0
OOHHOO
OO OO

QOO KO
O OQOo
oo
- O

(@ e)

QO

determinare unm contrellere del prime ordime tale che il sistema ri-
sultante abbia um pole in -2 ed i rimenenti in -1.

Peich® il sistenma date ha g£id un pele inm -1,bisogna determinare un

vettore fER® ed una trasformazione g a T“ix tali da metterlo nells

forma (6.2) con Ay, -1, Seguende il Lemma 3.4.1 si ha:

QOO O+

per cul il sistema date &

010 0'1
0 01 010
g=/0 00 1,0
0_.0_0 0,0
00 0 011

Con eid, pomende po(A)

2 01 o0
-1 2 -1 1ffx] _
1 1 1 ol|leg]
i1 000
da cui
14 26
k,_[%], [59

e quindi

i-1 0

OO0 Oo
OO
OO
=)

- —

equivalente al sistema:

0O O
0 0
1-1 10
0 Olu y =
9-_1 $ o1 0 o
1-1
A+ 2, 1l'equaziene (4.4.13)
2
9
16
14

vales
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-1 '

2 0 0 0 26 13
g |1 200 33f _| 1o]
1 o1 2 o 26 -8l ?
0o 0 1 2 0 -4

ineltre dalla (6.6a) si ha:

v2 o - 130

I1 contrellere richieste, pertante, risultfa:

Woe -2w + (=13 9)u + (26 59)y
2
n = - %t Egly + li]w tvo,

5,7 ASSEGNAMENTO INCOMPLETO DEI POLI MEDIANTE CONTROLLORI DINAMICI
DI ORDINE RIDOTTO

Nei paragrafi precedenti @ stato mestrate che mediamte um con-
trellore di erdine V=2 nin(;;,p;) ® sempre pessibile assegmare ad
arbitrie tutti 1 peli del mistena comp}easivn. Risulta pertsnte natu-
rale chiedersi gquanti peli possone essere assegnail se il centrellore
8 di1 un date erdime [/,

A tal uope sussiaste il seguemte risuliate.

TEOREMA 7.1 (Assegnamente incomplete dei peli mediante um comtrellore
. di erdine ). Per gquasi tutte le covpie (B, C) del sistema (1.1),

con un contrellere di erdime iy & pessiblile essegnare al sistema com-
plessive, di erdime n + &, 7 £ ¥+ min(n, mex(r,+m-1i, oV+f-1)) peli
arbitrarismente vieini ad Ui specificati valori simmetrici, dove:

r, = range(B AB ... AYB) (7.1s)

oy = rango{CTATQT e DTy (7.1b)

inelire i rimanemti peli sene vincelati da un'equaziocne del tipe:

r(d) = q(a) + byaq(a) +...+ hiq,(2) =0, (7.2)
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dove:

- a( Vil)tv=mar-l , B T € 0p
1= {r( V+1)+5’-’?}+m—1 s 88 Ty - ’;‘)-’ (7.3)
a,(A), a3 (A, <aes q,(2) some degli opportunipelimomi di grade al

pit n+¢-7 ed h,, h essy sono scalari che possonre essere va-
K 1

27
riati ad arbitrie lascisnde inalterati i prefissati 1 peli.

DIMOSTRAZIONE. Si suppomga Ty £ 0pr o Allora,retroazienande il siste~-
mg {1.1) mediante il eontrellore dinemice di eordine p descritto dalle

equazionis
% = Fw + VBu + Gy (7.42)
u = £hiw + (x°,+ fkT)y, (7.4b)
con
VA - FV = GC, 3 (7.5)

i peli del sistema complessivo, in base al Teorema 1.1, seno gli
sutevalori di F e quelli di A+BKC + B£1T, dove

1T = nTy + xTc. (7.6)

Eseguende le posizieni (4.1.13, 14, 15, 17) ed opersnde in maniera

analoga a quanto fatto per dimostrare il Teorens 4.4,1 si ha:

1T = T, (1.7)
dove:
-0 g .. 8, (7.8)
Cp,(4)
¢ = Cyi(A) pzl(A), rangeC = o, 3 _ (7.9)
Cp,(A)

pertanto A+BKBC + BflT = A+BK°0 + BfﬁTa , con (A+BK°c, C) osservabile.
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Si scelga ora K ,in mode che A+BK ¢ sia ciclica cen r-1 autovalori ar
bitrariamente VLcini ad r-1 specificati valori simmetrici,ed f in modo
che,mediante il vettore Bf,siano eccitabili sole i modi corrisponden-
ti ai rimanenti autovalori di A+BK €. Allora, tenendo presente le di-
mostrazioni dei Teoremi 3.3.1 e 3. 4 1, segue che mediente opportuna

scelta di k & pessibile assegnare altri ﬁ-V—r+1 =« min(n-r+l, op) po-
11 arbitrariamente vicini adﬂl—F’-r+1 specificati wvalori simmetrieci,
mentre i rimanenti sono vincolati da una relazione del tipo (7.3).
Essendo r-l+min(a-r+l, oy) = min(n, op+r-1),il teorema resta dimosira-
%o mel caso in cui rp+m £ oy,+r. Nel caso in cul Ty, +m>0,+r 12 dimostra-

zione segue peT dualiti B

L'algoritmo di progetto corrispondente al Teorema 7.1 & il seguen-
te.

ALGORITMO 7.1 (Progetto di um controllore di ordine gper l'assegnamen-
to ai < ¢+min(n, op +r-1) (risp. ¥ +min(n, rp +m-1)) poli).

PASSO 1. Detti py (A), i=0,1,...,y, 1 polinomi (4.1.17) relativi agli
autovalori della matrlce F dell'osservatore (diversi da quelli di A),
si calceli la matrice '

Cp, (A) )

i ~ -1
. p-1(a) (risp. B = p_ (A)|p _(A)B ... p,(A)B|). (7.8)
GPP(A) [ o [ [ r ]

Qr
|

' PASSO 2. Si applichi 1'Algoritmo 3.4.1 (risp. il duale) sostituendo,
nel passe 3,C con ¢ (risp. B con B) e ¢ con N=¥.

PASSO 3. Si ealcolino le matrici F, G, V mediante le (4.1.13 + 16).

PASSO 4. Si costruisca il controllore desiderato mediante le equazie-
ni (3.7) (risp. le duali) con X = K°+fkT ed H =f(1 0 ... 0) (risp.
le duali)l '
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ESEVMPIO 7.1. 8i consideri il sistema raggiungibile ed esservabile
descritte dalle equazloni: '

010 0 _
$ =10 0 1ljx +|0fu, y=(1 1 0)x.
0 -1 -1 1

Ezgendo ry =04 = 2, con un controellore del primo ordine si possomne
assegnare ad arbitrio al pil tre poli, Se si sceglie hl = =2,

= - b 4 H
22’3 2 % 3, si ha

p () = A+ 2, py(A) = i,

2 1 o]-1 :
~ (2 3 1] li i nl
C = [ 0 2 1| = .
i1 0 \0 Y 1‘ 3 141

Easende inoltre:

p(3) =]AT - a] =23 +2% + A
a) = (A +A,)(h+ 1) =A% + 40+ 5,

1'equaziene (3.3.9), tenendo conte della (7.8), risulta:
1 3 5 0-0
1 1 4)jg]| = |1-5
1-4

o -1 1jj¢fy
k = —11/3, gi = 7}’3, .Ei = _2/30

da cui:

Di conseguenza, per la (4.1.16a):

2 o ol-1{1] [ 3
v, = pzlfaT)cT =1 2 -1 [1’ =| 1.
: o 1 1 0 -1

Pertanto il controllore che assegna i tre desiderati poli risulta:
W= -2w ~u+ T7/37, u-= —11/5y + W4V

mentre il quarte pole vale 2/3 4
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5.8 ESERCIZI

8.1 - Scrivere del settoprogrammi al calecelatere che implementinog
tutti gli slgeritmi di progetie presemtati in gquesto capltolo.

8.2 - Dimostrare che,per quasi tutti i sistemi (1.1),1'indice di os~
gervabilitd (risp. raggimngibilita) vale p;+1 = [a/m] (risp. P}+1 =
[n/}]}.

8.3 - Servemdeai dei motftoprogrammi d4i cui all'esercizio 8.1, pro-
gettare, per un date sistema, i diversi cenirellori che riselvono
il problems dell'assegnamento dei poli, da guelli di erdine n fine
a gquelle (o guelli) 4i ordire pil basso, ed esplorare la sensibili-
t3 deil peli dei relativi sistemi complessivi rispetteo ad una data

variazisne d1 un Parametro del sistema.

8.4 - Usande 1l'Algoritmo 7.1 progettare,per il sistema dell'Esempie
6.1,un centrellere del prime ordine tale che il sistema cemplessive
gbbia un pele ia =2 e gli sltri ia =1.
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CAPITOLO VI

CONTROLLORI DINAMICI INTERAGENTI

6.1 INTRODUZIONE E RISULTATI PRELIMINARI

Si consideri il sistema lineare, staziomario, reggiumgibile

ed esservabile descritte dalle equazieni:

¥ = Ax + Bu _ (1.1a)
¥ = Cx, (1.1v)

in cui xeR" & leo state, ueR" & ltingresso, yeR & l'uscita ed A, B,
C sono matriei reali di dimensieni epporftune con rengoB =r e rﬁn~
goC = m,

Retreazionando tale sistema medlante 11 contrellere dinamice

deseritto dalle equazioni:

% = Ww - Dy (1.2a)
Ky + Hw + v (°}, (1.2b)

in cui weR” 3 lo state, veR® & il nueve ingresso e W, D, X , H sono

matrici reali di dimensioni opportune, 11 sistema cemplessive risul-

ta:
x - A - BEC BH ||x " B v (1.33)
W =IC Wilw 0
x .
y =(Cc 0) o (1.3b)
()

Spesse in letteratura tale contrellore dinamice vieme chiamato

compensatore dinamice.




- 158 -

Questo capitele tratta il problema dell'assegnamente dei poli

del sistema complessive senza su&dividerlo in due sottosistemi; pild

precisamente, esso studia l'assegrabilitld degli sutevalori della ma-

trice

A - BKC BH

Ac =
-DC W

mediante opportuna scelta delle matrici K, H, D, W.

A tale scope sl premette il seguente lemma.

TEMMA 1.1 (Rengo(Sy,,(CT) Sy(a)) = ramge(c” a'C"...

Sia

0 1 0 ... 0
A = ° . e o000 o
o 0 0 oo L

"'an "an-l e woe .-8.1

una matrice resale n.n in forma compagﬁa e:
C = (c1 ey eee cn)
una matrice reale m.n qualsiassi. Posto:

3(7\) = An + aiAn-l +oeeot a‘ = v:(h)a =|AI - A‘

e detto ¥ un intere non negative, si ha:
rangoF = rangoQ + ¢,
dove P & la matrice (m+ ¢).(m( V+1) ¥ §):

T
P = (5,,,(¢) sy(e)) =

(1.4)

(%) +p).

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)



T T iy
cl 0 - e e 0 a‘ 0 L ] o
T T
e, 01 vee O a4 8 eee 0
T T
cn cn-.l - 8 - ai 32 - e e -
=T T (1.8)
0 B eee e i Byece o
of of ... 0 1....
.,O'T OT a8 GT 0' 0 LR 1
R
e
Q= (GT aTeT, .. (LT}VCT) =
, T T T T
ey -2 ¢ -ec 4 -{ -anai}cn e e
7 iy T T .
s ¢{=® 1% = Bhei%a-1 -(an' fa-1n 7
) cT T—a cT cT a cT (g a .a )cT
3 Co Bna2%n 17 Tp-2n-1 n-1" "m-2"1"™m ° °
eT cT -8 cT cT -8 cT -(a, = nz)cT
\m r=-1 "1™n a-2 1 n-1 2 1'"n c )
(1.9)

DIMOSTRAZIONE. Settraende glle rigas i-esima, 1 = 1, 2, ..., n, della
matrice F la riga n+l-esima moltiplicata ver l'elemente i-esime del-
la colonna m( 7 +1)+l-esima, pei alla riga i-esima; 1 =1, 2, ..., B,
della matrice cosl ettenutz la riga n+2-esima moltiplicata per l'ele
mente i-esime dells colonns ml ¥ +1)+2-esima,e cosl wvia, & facile ve-
verificare, per induzione su g, che la matrice F ei trasforma nella

nmatrice:



1 G 0 & e & 0
o Tt L (e, 0.0 e O
1 . s e .
____________ 200 ..o O
T B
-~ 0 c - & - I 1 a - 8 8 a
O 0 'Y, N : 0 1 sos ap-z
[ ] - LE N ] - | - - [ E X ] L]
i
LOT OT e & 8 cT ‘ 0 0 LN N ] 1
n 1
Chiarsmente
reangoF = rangof = range(C’ ATCT ... aHYeh) + v (1.11)

ed il lemma resta dimostiratel

6.2 ASSEGNAMENTO MEDIANTE CONTROLLORE DI ORDINE MIN{L;, LZ}

I risultati precedenti comsenteme di stabilire il seguente feo-

rema.,

TEOREMA 2.1 (Assegnamente di '?3 = mex(xr, 0, )+ peli). Relativamente
al sistema (1.1),si pud progeitare un controllore dinamico (1.2) ai
ordine § tale che 'r? = m(r,,, oV) +}/ peli del sistema complessive
(1.3), @i ordine n+y , siane arbitrariasmente vicini ad 7 specificati
valori simmetrici, dove:

T, = rango(B AB ... AVB), o, = :rt:mgm(t':!lr ATGT... (AT)yGT)- (2.1)

DIMOSTRAZIONE. Si suppemga che T < o, Essendo il sistema (1.1)
raggiungibile ed osservabile, si scelgane a caso una matrice K':'E:li'tr'm
ed um vettore feR' tali che la coppis (A+BK C, Bf) sia raggiungibile.
Detto quindi

n-1

ad) = % a™ e isa = A%l (M) = VL (Xa (2.2)
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i1 pelinemio caratteristico di A+BK C, si comsideri il
di varisbile f
1

€ = P x
cen
an_l an_a eoe
T = [Bf (A“'BKOC )Bf es o (A+BKOC )n-l an"z a“'.} 82
8y 1 cese
1 0 s0oe

Si ha allora:

R 1 0 0 1...0 . 4
A="7T (A"‘BKQC)T-’- ° . s ecae o ,b=T Bf =
0 0 0:z00 3
_al
Se si pone:
A T
C = CT, D = (k1 k2 eo o ky) 9
X = K° +fk° ? H = th’ h = (1 0 eocoe O)T,
o 1 0 LR 0
0 0 p R o
W= ° ° o s00 o ?
0 0 0 oo i
-W

194 -V-i e ose =W

—Oe OC

cambiamento

O O =

(2.3)

Ol (2.4)

(?.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

la matrice dinamica A (1.4) del sistema complessive (1.3), con il

ceambiamento di variabile (2.3), diventas

X-ka& BT

-DC , W



6 1 0...0'0 0 0...0
0 (4] 1 PR OE 0 0 O sa0 0
L] & - -e 'II - - & * e e -
o 0 0...1;0 0 O eoo O
-k C 't o o 0
B e il vl (2.9)
-k%ﬂ L0 1 0 «es ©
o L O 0 1 ...0
i
e ‘o o 0...1
\ "'kgc :-wl_,r ""Wp._l a o= o—wi
Dalla (2.9), peste:
- a+ ¥ T
I?‘I - Ac‘ = A ¥ Yoy .,1{;") &, = ac(;\}' (2.10)
wV’ wp_l ae & ??1 1—
. . wy_i wp-_z X} 0
Qﬂ(q q ...q_ )=(k k oook) - - sea & Y =
i %2 Vel o 1 y 1oy 1 'e 0
1 0 aen 0 O
- (g, D), | (2.11)
Trb = (WV wV"i o8 Wi}T, (2.12}
g1 ha (vedi Appendice):
9 ,
n . 2.13
A, = 3V+1(CT) Sf"(&)l ?2 + 10 ! )
ey
Lﬂ; } {14
Sia eraz _
-1 T S
2y = e a1 o+ gy = 0 = N ()8 (2.14)

i1 pelimemie avente per redici gli 9 poli desideratl ed
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r(a) = A" rikn-ov-1+ s rn-oV-=:An’°V+ vi_ép_l(ﬂ)e (2.15)

il polinomie,che meltiplicate per d(Q),fornisce ac(h).

Deve allora aversi:

(4]
¢ 0
O(c=sn-op(d)e + |ad o ) (2.16)
$
ovvero, per la (2.13):
4 o] (o
9 0 0
7 - % "
SV+1(C ) Sp(a? Sn_oy(é) i = [7=].] (2.17)
e
e
ol
e §

Per il Lemma 1.1 e tenendo presente 19 dimostrazione del Teorema 3.2.1,
per quasi tutti i polinomi 4(}),la matrice a primo membro della (2.17)
2 di pienmo rango e quirdi la (2.17) 2 risolvibile per quasi tutte le
configurazioni simmetriche di poli desiderati.

Risolvende la (2.17) si ottiene la matrice Q, il vettore ﬂ; - e guin-
di le metrici W e P - ed il polinomioe r(}) degli n-e, peli residui.
Note le matrici Q e P, essendo quest'ultima sempre invertibile, la
(2.11) consente di calcolare sia il vettore k che la matrice D.

I1 teorema resta cosi dimostrate nel case che rp £ oyj rnel case
in cui r, > o,la dimostrazione segue in maniera analoga congsiderando
la trasposta della matrice dinamica Ac (1.4) del sistema complessivo
(1.3)m

Il Teorema 2.1 contiene,come case particelare,il seguente risulta

to fondamentale.
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TEOREMA 2.2 (Assegnabilitd mediante cempensatere di erdime {=

min ( o ’Ua) ). Bsiste un csntrollo;'e (1.2) 41 ordine ¥= min( s ;J;},
dove Vr+1 (risp. ,(.J‘°+1} 2 1tindice di raggiuwngibilitd (risp. esserva-
bilita) del sistema (1.1), in grade di risolvere il problema dell'as-
segnamento arbitrarie dei peli relativamente al sistema (1.1).

DIMOSTRAZIONE. Se g/ = min( o J:{:),allara,per la definiziene di in-
dice di esservabilitd (risp. di raggiungibilitd), max(r, , op) =n
e quindi il teoremaH

Nel case im cul ycmin( ¢, #, ),dal Teorema 2.1 segue che =n-
-max(ry , oy ) poli del sistema complessive non pessone essere asse-
mati ad arbitrie. Se la posiziome di questi mel plane cemplesse
non dovesse risultare accettabile,e si aumenta 1l'erdine - del con-
trollore oppure si pud ricerrere al seguente teorema, ovvia genera-

lizzazione di quelle 2.1.

TEOREMA 2.3 (Assegnamente 41 7) <max(r s o.;, )+ poli cem gradi di
libertd per quelli restanti). Mediante um contrellore di ordine i ta
che max(r;, ¢y )<n & possibile agsegnere al sistema complessive
(1.3) » <max(r, , op ) +¢ poll arbitrariamente vicini ad 7 speci-
ficati valorl simmetrici; ineltre i rimanenti n+ V‘—? peli sone vin-
_ colatl dall'equazione:
r(2) = q (3) + hygy(d) + «.v + nq,(2) =0, (2.18)
dove: '
{m(V+ 1) +p-m , ser, <op
1= (2.19)
r(V+1) +¢V-9 , se 1, > opy

qo{)), qlf?x), cees ql(?\) seno degli eppertuni polinomi di grade al
pid a+ =M ed 111, hz, eeey h1 sone scalari che pessono essere varia
ti ad srbitrie lasciande inalterati i prefissati ’7 poli.
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DIMOSTRAZIONE, Si supporga che 1 <o.-. In tal case, seguendo la
dimostrazione del Teorema 2,1, & inmediéto constatare che vale

1l'equazione, analega slla (2.17):

9 0 0
q, 0 0
t-. “T . - o -
£C |8 ,q(C7) Spla) auy_%a} e =] = el (2.20)
” L]
¥+l 21 =
n( ¥ +1)4n+ ,? s 5 o
- P

Poichd la matrice a prime membre della (2.20), per guasi tutdi i velte
ri d,% di rango n +y segue che,per quasi tutte le configurazioni
simmetriche di peli,la (2.20) pud essere risolia e ltinsieme dei
vettori P che la seddisfane risulta date dalla varietd lineare:

P =g, + Byay + eos + Bydy, (2.21)

gon h,, i=1,2,...,1, scalari qualsiasi e Qs i= 0,1,...,1, oppertuni

i!
vetterli di dimensione n+ V—-'? . Di gui segue 11 teorema per il caso
T, £ 0,5 per il caso 1.>0 .- la dimostrazione segue in maniera analoga

considerande la tresposta della matrice A, (1.4)®

L'algoritme @i progetto relative ai Teoremi 2.1, 2, 3 & 11 se-
guente,

ALGORITHO 2.1 (Progetto di un compensatore di ordine y per l'asse-
gnamento diftzé max(ry , oy ) +F poli).

PASSO 1. Se r, >0, =i sostituisca la terna (A, B, C) con la sua
duale (AT, CT, BT), altrimenti si vada al passo successivo.

‘B 24 un vettere

PASSO 2. Si scelgano ad arbitrie una matrice KoeRr
£¢r” tali che la coppla (A+BK C, Bf) sia raggiungibile, Se A d ci-

clica si pud acegliere Ko =0,
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PASSO 3, Si calceline 1'(n+l)-vettore

T
a8 = (B.n a!l:«-i see 81 1} {2.22}
medignte la fermula:
n n=-1
[T - (4B C)] =27 + 2 d7 7+ eew w3y (2.23)
e la matrice 6eRm'n mediante la formula:
an_'l- Bn_z- ed s 3-1 1
) - 8 5 By 3 oo i 0
¢ = C(B? {A+BK$C)BI vess (A+BK C) "Bf)}. . eae o ol o
'5-1 - s ® G 0
Li 0 LN 3 0 0
(2.24)
PASSO 4. Si costruiscane le matrici F, G ed L. come megue:!
:-5_1:_‘_0__1'_‘__; aa e 0
0 L'—'f*; ﬂ : ‘}
o I b
F = Sv-i-l(a )-—- 0 - - - = I"""I = 9 (2.25)
&'é & & 8 TE N NN ] 1 ﬁmi
oT of e
. o .
m( ¢+ 1)
an 0 "R 0 d{? Q es 0
an_l an"' 0 d _1 d'q-oo 0
- L] - e ¥ - & - - P - ::l
a B.ees = d ﬂ
¢ = S,(a)=| 1 2 & L =35 ()=|"1 9= * +
4 ! nEy- =
1 31... & ? 1 él"' .
0 1 .0e & 0 1...
0 0.1 6 0 ...1
¢ n+{f -

(2.26)
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dove _ )
d{A) = iﬂ + dlinui + oaes + dﬂ = v?? (A)d (2.27)

& il polinomio che ha per radiei glif? pelil desiderati.

PASS0 5. 3i risoelva il sistema

94 0 0
9 0 0
a L ] - m- 1)
[F G L] . = . - o’ aeR ﬁ;eR (2.28)

el _
Wa . " *

- p ) 4y 3

lasciando liberi 1 = m(f+i}+;f—? elementi hl’ hg, ceesy hl di qi,qT;,

? , ottenendo cogl per e un'espressione del tipe:
T - y
= = L 3 - 2‘2
e = (Pn+;r—q En+}f_?—1 e Fij A *+ hiql M + hiqi ( 9)

PASSO 6. Applicando la tecnica del luogo delle radici od il criterie
di Routh al pelinomie

() =;-\n+u-?+ Pj_ n+V-4I7—1

+..¢+fg+p_?

n+i - T
=A T + vn+ﬁ’~?5-1{a}{qo + hiql + ce. + hlql), (2.30)

si fissine i wvaleri di hl’ h2, enny hl in mode che 1 suoi zeri, che

sono i restanti poli del sistema complessivo (1.3), abbisne una con-

figurazione desiderata.

PASSO 7. Si determinino ko e D riselvendo 1’9quazioaa=

Vi Mg eeem 1

w W *s e
L= -
(k, phy|.r1 -2

“aw = [ql q2 LR qV+1 ¥ (2.31)
Wl 1 .88

1 0 ces

QO
OO
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dove :
T .
7?; = (WV Wv_i sos Wl) * ’ (2’32)

PASSO 8, Tl desiderate comtrellerse (1.2), se ry £ oy, & definite

dalle matriei:

0 i 0 ... 0
0 O 1 L] 0

'i’i‘-—- L] - & @& 8 @

0 0 0 ..o 1
-WV _WV"i - ...—wl

, D=D, X =K°+:Ek§, H=12(1 0 ... 0});

(2.33)

ge invece T, <0y esso & definifo dalle corrispondenti matrici trasposte &

ESEMPIO 2.1. S1 comsideri il sistema raggiungibile ed osservabile

descritto dalle egquazioni:

o 1 o0 0 .
£=]0 0 1lx+{0fluw, y=(1 1 0)x
0o -1 =1 1

Essendo ri = °1 = 2, con m comtrellere del primeo ordine si pessomo
figsgare ad arbitrie al pit tre poli.
Se =i sceglie '

Q) = (A+2)(A+2+ DA+ 23 =22 +6)° + 133+ 10,

essende 1l sistema gid mells ferma canonica di contrelle,l'equazione

(2.28) risulta:

1 Lf{ 0} 10|y 0

1 1,1} 13f]q, 10

o 1.1 .6 Wy =112

050;1:1 -7y 5
da cui:

ql = —20/39 q2 = 11/’39 Wl = 13f3, rl = -2/36
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Pertanto il controllore che assegna 1 desiderati poli risulta:
% = -13/3w + 163/3 y, u = ~11/3 7 +w+ v,

Si esservi che il quarte pelo & in 2/3s quindi il sistema complessi-
ve & instabile.
Se si apolice liAlgoritmo 2.1 con p=2e

5(7\)=(7\+2+j)(;\+2-j)=32+4/\+5’
1l'equazione (2.28) risulte:

5 ol

i I !
1 L.?.: 01 5, Ol a 0
1 1,14 5 a, 0
I ro
01:111-4W1-4
010! 1,0 thr, |3
F1
da cui:

qy = 5/’2:-1 - 10, q, = 7/'2r1 -1, wy =3+ 7Ty, T, = 1/'2r1 -2,

" Applicende 1'equazione (2.31), si has
2
k, = 7/'2r1 -1, D=-7/2ry <1ry - 7.
Pertanto,con il controllore
= (ry - 3w+ (1/2r5 + T2y + Ty, u = (T/20y + 1)y +w + v,

i1 sistema a cicle chiuso presenta due poli im -2%j ed altri due

vincolati dgll'equazione:
Az + rlA + 1/2r1 -2 = )2 -2 + rl(A +1/2) =0

il cui luogo delle radici & riportate in Fig. 2.1.
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o
fw‘EA—f-.sl_ \'F3 *

Luogo per Ty >0
- = =Luogo per ry <0

Fig. 2.1

Dz tale luogo si evimce che il sistems cemplessivo pud essere sta-

bilizzate ferme restande due peli imn -2%J 4

ESEMPTO 2.2. Si consideri il sistema raggiumgibile ed esservabile
degeritte dalle equazioeni:

o -

OO0 00

ocoroo

oo oo

M
_—

00 OO
oo
()
oo
oo

Bssendo p} = L; = 2,81 vuele progeitare un conritrollore dinamice del
seconde ordine tale che 11 sistema cemplessive abbia tutti i peli

in -1, i

E' immediate constatare che per I{a =0 ed £ = [11 la ceppia (A@BKQC,
Bf) & raggiungibile. Di comseguenza si ha: '

¢

-/ ¢ © 1 o
i 1 1 o o

gsicehd l'equazione (2.28) diventa:

.
~

0 1,0 0 0 0,00 1
0 17010 0,0 0||%U 7
01 01 0 1,0 0j|q 21
1 00 1o 111 ofl|l 2| =135
0o 0100 111 1|{% 35
07 010_0_1 0,1 1}/ 20
[0 0707070 0 031)| 6




che risolta fornisce: .

4 (4 3 [
1:':12"611 q3=|14’:ﬂ;—[5l.

L'equazione (2.31) wvale:

':i1=

- 111 6 1
(, [e 1 o 2[; ¢ 3
1 o o
da cui 21 ottiene:
_ 13 - -14 -78
ko“[u' D=15ss 3151'
Pertanto il contrellore che assegnra i desiderati poli risulta:
. [o 1], [-1a -78 _ (3 14 10
W‘[--11-6}"""“’ 55 315]3” R & 143'*[1 of" *V

6.3 ASSEGNAMENTO MEDIANTE CONTROLLORI DI ORDINE RIDOTTO

I risultati stabliliti mnel paragréfo precedente possono egsere

migliorati se min(m, r)>1. Infatti vale il seguente teorenma.

TEOREMA 3.1 (Assegnamento dir?é;f+ nin(m+r-1+fimax(m,r), n) peli).
Per quasi tutti i sistemi (1.1),si pud pregettare un controllore di
ordine [ che asgegna al sistema complassivo (1.3), 4i erdime m + [,
m € min(m+r-1+ Vmax(m, v), n)+L peli arbitrariasmente viecini ad 7
specificati valori simmetrici: inoltre i rimanenti n+V’-7? peli somo
vincolati dsll'equazione:

r(A) = qn(h) + hiql(A) + oaee + Elql(ﬁ} = 0, (3.1)

dove:

1 ={m(V+1}+V+r-1—'7 s8e T £ m

r(v+1)+pm-1-2 ,ser>m’ (3.2)

a,(A), ql(ﬁ), cees ql(il sono degli epportuni polinomi di grade al pil
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n+ (=N ed hl’ hz,
ed arbitrie lasciande imalterati i prefissati /4 poli.

cery h1 somo secalari che pesscno essere variati

DINOSTRAZIONE. Con il Teorema 3.2:1 si determinino una matrice
KEERr'm, tale che la metrice AO = A+BK60 sia cielica con r-1 auto-
valori arbitrariemente vicini ed r-1 specificati valori gimmetrici,

ed il polinomio

p(A) = An+1-r+ diln—r F oeee +ixn+1—r (3.3)
degli autevalori residui.
51 determini quindi um vettore mom mulle feR™ tale che

B(a)BL = O. (3.4)
Allore,ponendo:

K = £fx7, H = fh', k,heR", (3.5)

dopo um opportuno cambiamente di variabile (vedi Temma 3.4.1),1la

matrice dinamica (1.4) diventa:

1

¢ T T T
0 Ayp 0 . (3.6)
| -Dﬁl -Dﬂg W

¢1li autovalori di tale matrice sono quelli di A22,,che gsone stati
assegnati ad arbitrio, e quelli della matrice h

. 7
Ay - D0 byn

W

. C(3.7)

...]}(‘,1

Per il Teorema 2.3 ed il Lemma 3.4.1,per quasi tutti i sistemi (1.1)
3
mediante oppertuna scelta di k, h, D e W,
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7 & +min((#+)m, asi-r) | (3.8)

autevalori dells matrice (3.7) possonc essere asseguati arbitraria-
mente vieini ad rﬁ gpecificati valeori simmetrici com i rimamenti
vincolati dallfequazione (3.1). I1 teorema resta cosl dimostrate per
il caso r £ m3; per 1l caso r>un la dimostrazione segue inm maniera

analoga consgiderande la tresposta della matrice dimamica (1.4)B

L'Algoritme 2.1 e la dimostrazione del Teorema 3.1 consentono di da-

re il seguenie algoritmo 81 progetie.

ALGORITMO 3.1 (Progetto di un compensatore di ordime [ per l'assegna-
mento di /) & min(m+r-1 + #max(m,r), n) + £ poli),
PASSO 1, Se r>m si sostituisca la terna (A, B, C) con la sua duale

(atf, Gm, BT) altrimenti si vada sl passo successivo.

PASSO 2. Mediante 1'Algoritmo 3.3.1 8i calcolino una matrice KoeRr'm,
tale che A+BKOC sia eiclica con »-1 sutevalori arbitrariamente vici-

ni ad r-1 specificati valori simmetrici,ed il pelinomio

p(A) = AT+l qlhn—r + eee + dh+1—r (3.9)
degli autovalori residui.
PASSO 3. Si calcolino un vettors non mullo £eRT, tale che
P(A+BK_C)Bf = O, | (3.10)
1'(n-r)-vettore
a= (4 & .. D7 (3.11)
m, (p+i-r)

e lg matrice 6 €ER mediante la formula:
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dh-r Agep-1 *** di
X . gy} fpep-p **° T
¢ = (Bf {A+Bxec)3f ... (A+BE C)" "Bf)| . . I I
. dl 1 'R 0 0
L1 o0 ese 0 0
(3.12)

PASSO 4, Si eseguano i passi 4 +-8 dell'Algoritmo 2.1 sostituendo, ad
ad n, n+l-r e, ad ’? , ’?+1-r -] ' '

6.4 ESERCIZI

4.1 - Scrivere dei sottoprogrammi al calcolatore che implementine gli
algoritmi di progette 2.1 e 3.1.

4.2 = Pare un confronte tra gl; algoritmi di progette dei coenirollori
non interagentl e 4i guelli interagenti.

4.3 - Dare un esempio di sistems stabilizzabile mediante un control-
lore di tipo (1.2) instabile. '

4.4 - Usando 1l'Algoritmo 3.1,pregettare,per il sistema dell'Esempie
5.6.1,un controllore del primo ordine %ale che il sistema complessivo
abbia un pelo in -2 e gli altri in -1.

. 4.5 - Esplorare numericamente la diversa sensibilitd dei peli tra i
siatemi sccoppiati con controllori non interagenti e quelli accoppia-

t1i con contrelleri interagenti.

6.5 BIBLIOGRAFTA

Il Lemma 1.1 & dovuto a Balestrino e Celemtano 3} I Teoremi
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Braah e Pearson.[ik le dimostrazieni qui riportate insieme con i
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APPENDICE

I1 pelinemie caratteristico della mairice ‘Ee (2.9), per la rego—'

la di Laplace applicata alle ultime {colomne di AT - 1c, vale:

n+ ir T -
ac(?.} = A + Vv +$,H1(Fl) D(c 3‘21 - A

ol

n
0 1 0 LR R G 0 1 0 LR 0
0 0 1...0 4] 0 1...0
A = - + ass @ s AL - - * + ss8 = +
coTo.,.l 0 © 0...1
- - kT - - -
o k"ﬁ Wy =W, e eee=Wy
;\ —i 0 o aa 0 '-'1 0 0 2w 0
0 )\ -1 aweae 0 0 .P\ "‘1 LN S 0
- - s @ aep = - - s sew w + seee
o QT"‘ O .. -"'1 0 : o '0 000“1
klc : wV wV—li. . -olrwi
?\ "'1 O aa a8 0 _1 0 LN ] 0- 0
V 0 A -1 L3 ] Q ?‘ -'1 o es 0 0
+{""1) o - ¢ sas o |"* - s esse = . =
0 0 0...0/|0 0...-1 0
k%c 0' 0 PN ] ?l "'1.

O+ vE_ () (o+ BT P A) + vy ((ME KDy (A) + wen #

+ vz_lf?t)amkppp(ﬁ}. (a1)
deve:
= -1 T O
PB(R) = A+ wi?L cenet Wy = vy(ﬂ)po =A + vV_l{ﬂ)J’To
pi{?'.) = Ap‘_.]_ + wl}l,V_e FooastW 4 = vg(?.)pi

. . . . . . . (a2)
pV_i(P.) =A+ W= vf}(?\)rrp_l
(A =1 = v(A)per,
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ovvero: : .
2, (A = AT e = AN WD s e (DT

+ Vv _l(h}ﬁ (kops + k1?§ $aee 4 kppi)vp(ﬂ) =

AR LN A+ vy, ()S.(a)T 4

vT_l(A)E (k, Ky oen K (D, Py o 2 v, (). (43)

Se =i pone:
(qi q2 R qp+1) = (ko k1 sew EI—-’)(PQ pl oo 'pp)lr’ (.&4)

si has

V= AV v S T
+ Vn-l(;l)c (ql q200-qp+1)(1- Asas P‘U)T =

2T T -7 T AT
v (A + vn+;J_i{A)Sp(a)TT; + vn_i(h}c qy + hvhwi(h)c q, +.

e T T
saat R Vn_lfa}e qf-"+1 =

0 aT 9T UT
. 0 ol | e ol
vn+ﬁ’-1(a) o 3”<a)?1 e @t of Ay Heeet 1o 185441 7
o of oT et
ay 0
a, 0
- | s, @5 su(e) + (45)
n+ V-1 P4l d * .
Ty .
A |

da cui 1la (2.13).
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CAPITOIO VII

SINTESI DEI SISTEMI DI CONTROLLO MULTIVARIABILI

7.1 INTRODUZIONE E RISULTATI PRELIMINARY

A conclusione di questioperz si ritiene opportuno sviluppare,
quale apolicazione 8ella teoria dell'assegnamento dei peli sviluppa-
ta mei capiteli precedenti e per il maggler risvelte applicative,
la sintesi di um sistema di centrolle la cui uscita risulti asgervi-
ta ad un riferimente;nenostante la presenza 4i disturbi e di vsria-
zieni parametriche dell'impiante, ¢ semplicemente regolata, cen di-
namica arbitraria. : .

Pit precisamente, date il sistema (che d'era im avanti verrd

chiamate processe e impiante) descritte dalle eguazieni:

Ax + Bu + Ma (101&)
Cx + N4, (1.1v)

p <
y

dove XER™ 3 lo stato, u¢R® & l'ingresso contrellante, il cui valore

pud essere varliate dall'esterno, yeRm & 1l'uscita da contrellare,

aer? 3 11 disturbo, il cui valore non pud essere fissate o variate
dall'esterno, ed A, B, C, M, N sono maitrici reali costanti di dimen-
sioni opportune con rangoB = r e rangeC = m, i problemi &1 sintesi

che wverranne trattati im queste capifolo sone i seguenti.

PROBLEMA 1.1 (Sintesi di un sistema di regolaziecne). Date 1l'im-
piante (1,1) ed eventuslmente un riferimento veR™ (variabile esterna
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all'impianto), sintetizzare un controllore lineare e stazionario
che, collegato all'impianto come in Fig. 1.1, renda il sistema 4i

controllo complessivo:

. Controllore Impianto |— i
¥ e

Sistema di controllo complessivo !
)

S A A T e e e

Pig. 1.1

i) astatico rispetto a disturbi 4 {Ltrasformabili con valori fi-

nali costanti, cio& stabile asintoticamente con

lim y(t) =0, ver v=0 e ¥ d(t);f—trasformabile con valore
s finale costante; (1.2)

ii) con poli preassegnati o giacenti in prefissate regioni del

piano complesso.

PROBLEMA 1.2 (Sintesi di un sistema di asservimento). Dato
1'impianto (1l.1) ed un riferimento veR™ (variabile esterne all'im
pianto), sintetizzare un controllore lineare e stazionario che,
collegato all'impianto come in Fig. 1.1, ed usando come uscita

l'errore e, renda il sistema di controllo complessivo:

i) astatico rispetto a disturbi d e riferimenti v'£-¢rasformabili

con valori finali costanti, cio2 stabile asintoticamente e

lim e(t) = 0, ¥ @,v {~trasformabili e con valori finali
Vil costantis (1.3)
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ii) con peli preassegnati e giacenti in prefissate regioni del

piane complesse.
Per riseolvere tali problemi si premettorne 1 seguenti risultati.

TEOREMA 1.1 (Condizioni di astatismo), Un sistema descritto da
equazioni di tipo (1.1), supposte stabile asimntoticamente, & astatico
rispette a disturbi & ‘f—trasfurmabili con valeori finali costanti se

e solo se:

. (1.4)

a[t] 2|z :

[A m] A
<—prange|, | = Tange

DIMOSTRAZIONE. Nel domirie d4i Laplace lteveluziene del sistema
(1.1) per v = 0 & data da:

y(s) = (0(aI-0)"" + Mae) + c(sz-0)7lx (1.5)
e quindi 11 sistena (1.1) & astatico se e solo se:
)—1

lim y(4) = lim sy(s) = 1im  (C(sT-A)"lMeN)sa(s)+sC(aT-4
t— oo a—-0 a0

X =
[+]

{c(--a}‘lmm)am= o, vameﬁq —= cg‘im = N, (1.8)

]

avendo posto d_, = %im d(t) e tenuto conte dell'ipotesi di asintoti-
= 0

ca atabilita di A.
Ma:

GA-l

M= Nq::ﬁ{[él_:}_ﬂ[ﬂ . : T (1.7)
-~} ..]_H
Infatti, se CA "M = N, poato A = L, si ha:

AL
CL

i ol

Viceversa, 93(3[3} 2_{Ri§ allora esiste uma matrice L tale che:
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? —sea~ly =¥ . (1.9)

A
C i CL

I1 teorema resta cosi dimostrato @

1 = llﬁl AL

LEfA 1.1 (Sulla ragegiungibilitd di certe ceppie di matrici).
Sisno (AR™*®, BeR®'T, CeR™M) ed (Rer(mim).(msm) | §oplusm).r,
4 2u,.(n+m)

CtR ) due terne di matrici conm:

-~ (A 0 Bl a_[¢ O,

A= [G 0], 8 = !01, ¢ = {0 Il, (1.10)
allera: '

i) 1la copvia (A, B) & raggiungibile se e solo se la copoia (4, B)
& reggiungibile e

Trange é gl =na + m} ‘ (1.11)

1i) 1la ceppiz (&, G) & osservabile se e solo se lo & la copria (4, C).

DIMOSTRAZIONE. Si ricordi dalla Teoria deil Sistemi che la con-
dizione di reggiungibilitd (risp. di oaservabilitd) di uma data cop-
pia (FeR*"Y, GeR¥€) (risp. FeRP"F, HeRF'F) & equivalente alla com-

condizienes

M - F

H =1U:" ‘F‘FI-':C. (1.12)

range( AT - F G) =% (risp. rangu[

Pertanto la coppia (A, B) 2 raggiungibile se e solo se:

-4 0O B
ra-ngﬁ = n'!'m, *A&_CQ . {1-13)
-C a0

Per A # O tale condizione & verificata per la raggiungibilitd
della coppiz (A, B) e per la presenza delle m colonne lgI]; per
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) = 0 essa segue dalla (1.11).

Inversamente, se la (1.13) & seddisfatta,le prime » righe sone
linearmente imdipendenti ¥1eC e quindi la coppia (A, B) & raggiun-
gibile; ineltre per A = 0 si ha la (1.11).

Analogamemte, la coppia (A, C) & osservabile se e solo se:

Al = A O
rangoe -g Rg = m+m, ¥FAcC, . _ (1.14)
0 I

ovvero, per la presenza delle = righe (0 I),se e solo se:

AL-A
rangoe -C = rangoe
B

AT - A
o ] = n. (1.15)

Tale condizione & equivalente all'osservabilitd della coppia (A, C)

ed il lemma resta dimostratel

7.2 SINTESI DI UN SISTEMA DI REGOLAZIONE MEDIANTE P3EUDO~0SSERVATORE

I1 metodo pil semplice per risclvere il Probema 1.1 & quello 4di
fare Ticorse ad um comtrollore avente la struttura mostrata in Fig.

[}
2,1, in cui 1o pseudo-osservatore ) & descritto dalle equazioni:

I ¥ d
= "o o5 - |
v =0 _if\e: z { 7 |_fil Q J —— Y Impiantoe - A
; L
: Controllore Pseudo-~-osservatore
M = e e A e o e o o . = Em B Em mm R e e e —— = o m om wr )
Fig. 2.1

a
) Si noti che lo pseude-esservatore per 8 =0 3 un osservatore

dell'impiantoe,
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W = Pw + VBu + Gy : (2.1a)
¥ = Hw + Ky, (2.1b)

con_weRI?e
VA - FV = GC. _ (2.2)
Infatti vale il seguente teorema.

TEOREMA 2,1 (Simtesi di um sistesma di regelazione mediante pseu-
do~esservatore). Com riferimente alla Fig. 2.1, se 1l'impiente (de-
scritte dslle (2.1)) & raggiungibile ed osservabile ed imolire

range .

A B .
0] = m+m (2.3)

quale che siame le matrici M ed N, possibile determinare una matrice
Q ed uno pseudo-osservatore descritto dalle (2.1) di ordine m oppure

n-m, eppure r., ecc. (vedi Capitelo V) im grade di riselvere il Preb-
lema 1.1,

DIMOSTRAZIONE. Effettuando il cambiamento di variabiie

g: VE = w : (2-4}

ed usandoe la (2.2),il sistema cemplessivo di Pig. 1.1 & descritte
dalle equazionit

% A+B(K H)[g] -BQ -BH|[x BEN+M 0
-gm z| = c 0 o |lz| + N + |-I |v =
']
$ 0 0 F ||= VM-GN 0
=% + ¥4 + By (2.52)

x
2
s

y=(c 0 0)|s| + F& = Cx + Na . - (2.5b)
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1a matrice dinamica A 41 tmle sistema pud essere messa nella

forma:
A4B(K H) ~BH
~ vo
ﬁ= ¥ (206)
0 F
in cui:
. (A O 2 _|B ~ (e o sy
A= ¢ O‘ ¥ B = [Gl!! ¢ = [O I‘] ] K = (K -Q)o (207)

Dalls (2.6) segue che gli autovelori di % sono quelli di F e quel-
11 a1 A+B(K H)[?ﬁé . Peichd ltimpiante & raggiurgibile ed osserva-

Yy

bile ed ® seddisfatta la (2.3), per il Lemme 1,1 la terma (&, ﬁ, c)
5 coempleta. Cid,insieme al fatte che:

e

c C :
range ?'6} = range Vl + 8 . (2.8)

1 = (RC + HV  -Q), ' (2.9)

consente @i comcludere che gli autovaleri di A possonc essere fissati
ad arbitrie sias cem V= n, sia com & = B-m, sia con = Lg, acc.
(vedi i Teeremi 5.2.1, 5.3.1, 5.5.1, ecc., rispettivamente).

Resta ds dimestrare che,se gli autevaleri di'I sono & parie rea-
le negativa,il sistema cemplessive (2.5) soddisfa la cendizione éi

astatisme (1.4) del Teorema 1.1 gquale che siesno le matrici M ed N.

Si ha:
A A+B(K H) f;’j -BQ -BH : BEN-+B
b ren ¢ 0 c | F =
TAREO|. | TTWE o . o _F _.wen| "
TTTéT A I



A+B(X H)[g’ =-BQ -BH BEN+M
= range c 0 0 N =
0 F VH-GHW
rango(A M) = n4m, ¥ M,N; , (2.10)
A+B(K H}|$ -BQ  -BH
A 0 0
rango| | = range 0 0 P =
.c TTTeTTTTTT T o T T o
1 c
A+B(K H)IVI -BQ ~BH _
rango c 0 0 | = rangeA = n+m, (2.11)
0 0 F

dove l'ultima equaglianza della (2.10) (risp. della (2.11)) segue
dal fatto che A & stabile asinteticamente ¢ quindi men simgelare.

Pertante
i Hu A

Tango| _| = rango| |, ¥ M,N: (2.12)
c H c

ed il teerema restz dinmcstrato H

Gli algoritmi di progette felati?i al Teoremg 2.1 some una natu-
rale conseguenza di quelli del Capitele V. Per maggiore comoditd del
lettore nel seguite se ne riportano due tra i pilt signifiecativi.

ALCGORITHO 2.1 (Sintesi di un sistema di regolazione mediante pseu-

do-osservatore di ordine n-m).

PASSO 1. Si scelga

0 1 0 +6e O
0 0 1 L 0
F = ® . e ees . ¥ {2l13}
0 0 0 see 1
d

g Y, S
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dove

a(a) = A" 4 dla""'i

+ oo # &n—n F2.14)

ba per radici um preassegnate insieme simmetrice @i numeri complessi,

PASSO 2. Si Bcelga a caso uma matrice fl’v"I-H(Il-m)':ul e,mediante le
(4.1.16), si calcoli ls matrice Ver 2™™) 2 soluzione 8ell'equaziene:

VA - FY = GC. | (2.15)
PASSO 3. Se’
rangu[gl =2 _ (2.16)

si vada al passo successivo altrimenti si ritorni al passo 2.

PASS0O 4. Mediante 1l'Algeritme 2.2.1 =i calcoli una =matrice X =

= (K -Q H)FRr +(n4m) tale che gli autevalori della matrice
— A 0 B|® . cC o
A + BRC = + (R -Q H)[0 In (2.17)
c 0 0 v ¢

coincidano con um preassegnate insiemé simmetrice di nuneri c¢omples-
si.

PASSO 5. Le equazioni delle pseu&omosservatore delle schema 4i

Fig. 2.1 some:

W = Fw + VBu + Gy . (2.18a)
v, = Bw + Ky‘ @ ' (2.18b)

ALGORITHO 2.2 (Sintesi di um sistema di regolazione mediante
pseudo-ogservatore di ordine ;f).

PASSO 1. 81 scelgane ad arbitrio una matrice K = {Ka ~Q°)
¢pT-2m ed un vettore f¢R® tali che la coppia (A + ﬁK’G Be)

sia raggiungibile, dove:
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. - (2.19)

PASSO 2. Mediante 1'Algoritmo 2.2.1 si determini un vettore
- 1
{1
_12

tale che gli autovaleri della matrice g ﬁﬁsﬁ + ﬁflT ceincidano

e 7 1lenn, 12eR“ . (2.20)

con un preassegnato insieme simmetrico di n+m numeri complessi.

PASSO 3. Mediamte 1'Algoritmo 4.4.1 si calcelimo le matrici
ver 0®, pep ot "%, Ger 0™ ed 1 vettori heR®, keR™ tali che:

T

VA - BV = GG, ' DBV + kC = 1§ (2.21)

con spettre di F preassegnato.

PASSO 4. Le equazioni dello pseudo-osservatore delle schemd di
Pig. 2.1 sono:

W% = Pw + VBu + Gy (2.22a)

vy, = (K, + £xT)y + fnlw, (2.22b)
mentre 1la matrice Q vale:

T
Q=g + 1, B (2.23)

ESEMPIO 2.1. Per 1'impianto raggiungibile ed osserwvabile di

Fig, 2.2, ovvero descritte dalle equazieni:

5 )
u 1 2 l_xl

1
o

s+1 N~ 842
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-2 1
e [2

X + 0

1

gintetizzare un comtrellere in mede da regelare la sua uscita y.
L'impiante 3 raggiumgibile, eosservablle e inoltre

u + lg]d, y=(1 o0)x,

A B -2 1 0
Tango = range| 0 -1 1} = 3.
c 0 i 00

Pertante, procedendo secende 1*'Algeritmo 2,1,si ha:

Pasze 1.
F = -3,
Passi 2-3, Per G = I si ha:
| 4 1 1]
v =0c(a + 31) = (1 0) =(1 -1/2);
’ o 2

o] olt 2] <

Passe 4. Il vettere §£R3,tal¢ che la matrice A+ ﬁETE, dove:

R -2 1 -0 . 0 _ 1 0 o}
A=10 -1 o0, B=|1f, C= |0 0 il,
i 0o o 0 i1 -1/2 o

ha per autovaleri -3, -2+j, -2-j, vale:
) -1

{2 3 1){o 11 -3)T[1 o o o-15]  [-15
x= {13 1 o/jt -1 1} 0o o 1 2-17| = |-15}.
i o ojlo o 1} |1 -1/2 0O 3T 8

Passe 5. Le equazieni dello pseudo-osservatore sono:
W = =3w -1/2u 4+ ¥, 3"5 = 8w - 157

mentre Q vale 15.
Ne segue che lo schema di conirolle desiderato, mel dominie di
Laplace ,d quelle di Fig. 2.3.
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d
v=0 + 15 [ + u ' EL 1 y
s P L 4 ._] s+l 8+2

: 2
158+37
s+3
Fig. 2.3
Per verifica,
y(s) _ 15(s + 3)
v(s) st & 108> + 3832 + 668 '+ 45

che presenta ur pele im -3, che si cancella con le zero, e gli
altri im -3, -2-3, =-2+j a

7.3 SINTESI DI UN SISTEMA DI REGOLAZIONE MEDIANTE COMPENSATORE'

I risultati del Capitolo VI consentono di dare uma diversa pro-
cedura di sintesi del Problema 1.1. Tale procedura & caratterizzats
da un controllore la cui struttura & mostrata in Fig. 3.1, im cui

]d
[ A o a

v=0  +-€'= .3 z 1M v
‘@ if Compensatore——Impiante -
= |
| Controllore L :
Fig. 3.1
il compensatore & descritto dalle equazioni:
¥ = Ww + Dy + D,z : (3.1a)
u = Bw + Ky + Qz, (3.1p)

con weR” e W, Dl’ D2, Hy K, Q matrici reali di dimensioni oppertune.



- 190 -

Con riferimemte a tale struttura vale il seguente teorema.

TEOREMA 3.1 (Sintesi di un sistema di regolaziene mediante com-—
pensatore). Con riferimento alla Fig. 3.1, se 1timpianto (descritto
dgalle (1.1)) ® raggiungibile ed osservabile ed inoltre

rangu[é g] = n+m, (3.2)

quale che siano le matrici M ed N & possibile sintetizzare wn com-—
pensatore descritto dalle (3.1) di ordine U= min(-p%, ﬁ}), dove
1+l @ T'indice di osservabilita della coppia (4, C) e ;‘}r+1 3 1'indi-
ce di ragglungibilita della coppia

[SMAKIE

o di ordine pil basso (ved

i Capitolo VI), in grado di risolvere il

Problema 1.1.
DINMOSTRAZIONE. T1 sistema complessivo di Fig. 3.1 ¥ descritto

dalle equazieni:

* A+BEC BQ BH| [x 0 M+BEN
é =%l = c 0 ) z| + |=I|v + R d =
W D,C D, VW |[|w 0 DN
=2ag + Bv + Ma (3.48)
I ~F o~
y=(c 0 0)z| +F = Cg+ N (3.4b)
- _

la cui matrice dinamica A pud essere messa nella forma

~ -h A

A + BEC BH
e w

(3.5)

.IE ,




dovet
» _fa o s (B s (¢ o
s [c 0] » B= [0] » C= [o Iml ’

Ll

ﬁ=(nl_ D), K=(K Q).

(3.6)

Poi_ché' ltimpisnto & raggi‘rzmgibile ed osservabile ed 3 soddisfat-
ta la (3.2), per il Lemma 1.1 1la terna (X, B, C) & completa. Per-
tanto, in base al Teorema 6.2.2, gli autovalori di A possono essere
assegnati ad arbitrio se V= min(ffa, E’i')’ dove r}o+1 3 1'indice di
osservabilitd della coppia (A, g), ece. (vedi Capitole VI). Ma I}o =
3 infatti:

T ThaT

L

ra_ngo(ﬂT ATCT ces (ﬁ.T) °GT) = rango C" A CY ...
r 0 Im LI

vee (ATyPoe?  (4TyYo1pn

LN ] o D

o ¢ aTeT ... (aT)yYocT _
Iz0 0 .. O

=n + m; . (3.7)
quindi m:tn(vo, ,::r) = min(]&;, ffr)-
Inoltre, poichd (vedi dimostrazione del Teorema 2.1)

I i

rango , ¥ M,N (3.8)

o~

C N

rl

c

= rango [

il teorems resta dimostratod

Gli algoritmi di progetto relativi al Teorema 3.l possono es-
sere riassunti come segue.

ALGORITMO 3.1 (Sintesi di un sistema di regolazione mediante

compensatore).

PASSO 1, Mediante 1'Algoritmo 6.2.1 , oppure 6.3.1, applica-

to alla terna



F

A 0
[+ o °?
sl ealecelino le maifriel

wer”™ Y, B = (D4 De)enpazn’

E= (K QR °

(3.8)

22 perT P, (3.9)

PASSO 2. Le equezioni del compemsatore di Fig. 3.1 somo:

w o= Ww + Biy * 32

w=Hv + Ky + 4z 2]

(3093}
{3.9b)

ESEMPIO 3.1. Si consideri 1l'impisnto dell’Bsempio 2.1. Essendo

min(ﬁf, ) =1, si vuole sintetizzare m compensatore del prime or-

dine inm mode che il sistema d1 contrelloc complessivo,avente la strut-
turs di Fig. 3.1,ebbia i peli im -3, -3, =2~}, -2+J.

5i has
-2 1 o] 0

R o,g=1,e=‘[§ 0
i 0 0 0

7 -

Pertante, seguende 1SAlgeritme 6.2.1, si ettiene:
K, = 03 £=1; a=(0 2 3 1)T:
0 0 i1 0 0

o 1 0 0 Ojfay] [45-0

1 0o 0o 1 2||ay| _ |66-0 _fo _ 15

0 0 1 0 3 " |38=2 9 = {45}’ 2 = [52]* My = vy =1
0o 0 0 0 1 @ 10-3

~r av. (7 1] _fo 15 ot -
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Pertante le equazioni del compensat§re desiderate =ene:
# = ~Tw =105y - 3192 , u =w + 15y + 522
che danne luegoe alle schema di centrelle &1 Fig., 3.2.

' l d
528+45 | n 1 " 1 s

a+7 g+l 842

158
s+7

Pig. 3.2

Per verifica,

y(s) - 528 + 45
v(s) st + 1083 + 3882 + 668 + 45

che ha per poli prepric -3, -3, -2=J, =-2+j &

7.4 ESTENSIONE DELLE PROCEDURE DI SINTESI AL CASO DEI
SISTEMI DI ASSERVIMEHNTO

Le procedure di sintesi esposte mei paragrafi precedenti posseno
essere estesé 21 case 8ei sistemi di asservimento. Infatti vale 11

seguente risvitaio.

TEOREMA 4.1 (Sintesi 4i un sistema di assgervimento). Se negli
schemi di Fig. 2.1 e 3.1 si pone v# 0 gli Algoritmi 2.1 e 3.1 posse=

no essere applicati anche per riselvere il Problema 1.2.

DIMOSTRAZIONE, Con riferimento allas Fig. 2.1, assumends come

disturbe il vettore [v- e come uscita l'errore e , si ha:

d




b« A+B(K H) [gl -BQ -BH| | x 0 BEN+M
. - _ vl _
g =% c 0 o|lz| + |-1n LI
3 0 0 F|ls 0  VM-GN
=Ag + Hd | (4.1a)
x v ~ i~
e=v-y=(=C 0 0)lz| + (In -H)[dl =C¥+ Nd (4.1b)
da cui, se 2 & non gingelare, segue facilmente che:
i i
rango| _| = rango| |, ¥ M,N . (4.2)
4 N B £

Pertante il sistema cemplessive di Fig. 2.1, se si assume v co-
me riferimente, & un sisteme di asservimente (di tipe 1).
Anslogoe ragionamento vale per il sistemas di Fig. 3.1B

ESEMPIO 4.1. 5i consideri il sistema elettromeccanice di Fig.
4.1 ecogtitulte da un motere elettrice & corrente centinua centrel-

late sull'srmatura

¢ = cost.

Fig. 4.1
Se si pone:

Xy =y=ws= velocitd angelare

X, = 1a = ¢orrente di armatura

2
u= vé = tenasiene di armaturs

d = Er = disturbe di eeppia

J = momento d'inerzia
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Kv = costante d4i tensione
Kp = costante di coppia
B = coefficiente di attrite viacese,

tale sistema & descritte dalle equazieni:

)[R KT %y 0 ~1/3 : x,
= + u + d , y=(1 0) .
iz _ -KT/I -R/L x, i/L 0 x,

Nelltipotesi che:

R=1,4Q, L = 25,5mH, J = 3.23 Nmsecz/rad, B = 0.032Nmsec/rad,
Kp = 2.57Nm/A (= K )
e la cerrente di armatura sia accessibile, progettare um contrellore
tale che il sistema complessive sia un regolatore di velocitd (op-
pure un sistema di asservimente) cem peli inm -10-3j, -10+j, -50.

Peichd & disponibile le state, le schema di centrolle di Pig.2.1
si pud semplificare come in Fig. 4.2. In tal mode la matrice dina-

W:xi:y

Fig. 4.2
mica (2.6) diventa:
Iﬂa't'm'

dove:
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. [ o0 0,01 0,785 o ., [B 0
¢ o 1 0 . 0 0 0
(I, ©
-~ 2 _ A T
C = = 13, K=k = {kl k, ~-q).
‘o 1
Pertante:
81,7 55.61 1)[ o  31.54 -1754.2)T}"H  o-s050
k = |[55,61 i 01]39,68 =2206.2 119447.6 1.7-1101| =
1 0 0 0 0 31,54 5.61-70
(32,613
= —0n36 ]
|-161.9

evvere:

k, = -32.613; k, = -0.36; ¢ = 161.9 A

7.5 SINTESI MEDIANTE CONTROLLORI PID

I metedi per‘aintetizzare un sistema d4i regolaziome (risp. di
asservimente) presentati mei paragrafi precedenti portesne s schemi
d4i contrelle abbastanza complessi che pesszono risultare non conve-
nienti da un punte &1 vista ingegneristice.

In queste paragrafe si di& una nuova procedura di sintesi carat-
terizzata dalle schema di contrelle di Fig. 5.1 che fa uso esclu-
sivemente di contrellori standard quali quelli preporzionali-integra

la
v 0 = % Controllere
H—2= standard Impianto y
- PI ¢ PID

Fig. 5.1
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1i (PI) o quelli, pid generali, properzionali-integrali-derivativi
(PID). Tale schema,oltre che semplice,risulta pratice poiché unité
PI e PID sono facilmente reperibili in commercio.

Nelltipotesi che il controllore standard sia un PID descritto

dall'equazione:

u= (é ¥ Q/f(.)dt +R a/3¢) (v-7), s (5.1)

dove P, Q, ReR ™ e VéRn, usendo 1g trasfermata di Laplace, dalle

(1.1) e (5.1), per condizioni iniziali nulle, si ha:

yia) = (c(sxn-A)‘ln)(p+Q/s+ns)(v(s)-y(s)) " (c(sIn-A)-lm-rN)d(s)
(5.2)

da cui, per v = 0: ,

y(s) = (;n + c(sIn-A)'lB(sP+Q+szRi)‘1(c(sIn-A)‘1M+N)q(s) (5.3)
] ‘

mentre per v # O

e(s) = (I, + c(sT,-A)" B(sP+Q+sR) >‘1(v(s) - (e(sT_-0) " Imem)a (o)
® (5.4)

Pertanto, se C(—A)_lBQ & non singolare ed il sistema a ciclo
chiuso & stabile asinteticamente, per v(t) e d(t) con valori fina-

1i costanti, si ha:

1im y(t) = 1im sy(s) = 0 (5.5)
t —co 8—-0 ;

lim e(%) = 1lim se(8) =0 (5.6)
t—‘m 8.0

e ciod il sistema di Fig. 5.1 & un sistema di regolazione per v = 0O
ed uvn sistema di asservimento di tipo 1 per v # 0.

Naturalmente vale un discorse analogo se il controllore standard
3 un PI, ciod se la matrice R nella (5.1) 3 nulla.
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Per stabilizzare il sistema a cicle chiuse, pil in particelare
per ottemere transitori soddisfacenti, il controllore PID pud es-
sere progettato in mode da posiiipnare 1 peli in specificate regioni
del piane complesse.

A tal uopo valgono i seguenti teorenmi.

TEOREMA 5.1 (Assegnamento di ("< min(3r, m+n) poli). Per guasi
tutti gli impianti (1.1) con r = m, si pud pregettare un controllore
PID che assegna al sistema a cicle chiuso 4i Fig. 5.1 (il cui ordine
e nim)ps min(3r, n+m) poli arbitrariamente vicini a g~ specificati
valeri simmetrici; inoltre i rimanenti n+m- g poli sone vincolati

dall'equazione:

e(s) = g (8) + hyay(s) + ... + hya,(s) =0, (5.7)

dove: 1 = 3r-§/, qo(s), ql(s),..., ql(s) sono opportuni pelinomi di
grado al pid n+m-p” ed hl’ h2,'..., hl sono scalari che possono
essere variati ad arbitrio lasciande inalterati i prefissati L7 poli.

s

DIMOSTRAZIONE. Ponende
bom gy (5.8)

ed usando la trasformata di Laplace, dalle (1.1) e (5.1), per con-
dizioni iniziali nulle, si ha:

x(s) A ~B(sP+Q+s2R) x(s) 0 M
= , . + v(s) + da(s) (5.92)
z(s) c 0 z(s) ~Ip 0 -
y(s) = (C 0)[2%:; + Na(s) (5.9b)
da cui:
y(S) = (c O)Agg(SInm“A(s))['gn] v(s) +

‘SIn+m" A(sﬂ
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R ((c O)Agg(sln+m-ﬁ(s})[§l + ﬁ) a(s), (5.10)

sIn+n - A(s)!
[A 0
B c 0

i - Bx(s)C, (5.11)

doeve:

A wB{Q+sP+52RJ B

Alg) = (Q+sP+sER](0 Im) =

c 0 o

il

con le ovvie posizioni:

i= [A 01, g - {g] , C = (q 1)y K(s) = Q+sP+s°R.  (5.12)

Dalla (5.10) segue che i poli del sistema & cicle chiuso sono le
radici del polinomio:

p(s) = [sI__ - a(s)| . (5.13)

Ora,se la copoia (A4, C) & osservabile & facile verificare che lo
® anche la coppia (A4, 5); inoltre,se la coppia (4, B) & raggiungibi-
le, poich® per quasi tutii gli impianti (1.1) conr = m,

A

rango |

g[ = n+m, (5.14)

per il Lemma 1.1 anche la coppia (E, B) 2 raggiungibile., Pertante
per quasi tutte le matrici QcR ~ e per quasi tutti i vettori £eR™

la coppia (Ao, co) % osservabils, dove:

_ 2 _aca (a0 -BQ o JTa i
Ay = A - BQC = |, o ], c,=fC=1(0 £, (5.15)
Scelti ad arbitrio una tale matrice 5 ed un tale vettore f, si
pongas
n+m n+m-1
a(s) = isIn+nf AGL =8 + ays t o ta 0=

T - T
= g, vh+m—1(5}a = vh+m(3}a, (5.16)



s ( h
an+mf1 S em-2 °°°* | : s
®mpmep Cpim3 °c 1 - 9 e A,
T = - N o aa N - o [ {5117)
ai 1 L N ] 0 0 -
n+m-1
1 0 ees O 0 L
P=pg’, Q=0+qf, R=rg, (5.18)
Si ha allera:
0 ¢ . 0
-1 1 0o ., o . 5
Ta(s) " =|0 1 . 0 -& - TB(q, + sp, + s°.)| . (5.19)
) f f f
_ o 0 . 1
Mg
- A '
T8 = 01] . . . (5.20)
& me2 Bpam-3 *°c° 8 1 ceﬁg
5 (n#a-1).r (5.21)
1 = * £ a8 s 8 o '] - ER
81 1 ....‘. o 0 - G
1 0 veee 0 Of|e amtm-1
L L o0

Pertanto il pelinomio (5.13) vale:

p(s) = Vi+n(s)p = |sIn+m - TA(8)T

BiPe 2181%¢
+ 8 + 8 =
0 0

-1| A T
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. : 1% |°
= v, .(8)a+ v£+m(ﬂ) g + glpf + |0 - (5.22)

da cul, usande la notazione (3.1.4):

oA Qf
Te

cen (vedi Apvendice) :

+ a, : (5.23)

rangos3f§1-) ® min(3r, n+m), per quasi tutti gli impiamti (1.1).

(5.24)
Sia era '

d(a) = GV-!- dqu-i

il pelinemie avente per radiei i L ¢ min(3r, n+m) poli che sl voglie

+ e+ 8y = v(e)a (5.25)

ne assegnare e

fl(a) = Pos’m_p+ P13n+m—9-1+ ces + (a)fJ (5,26)

n+n~P n+m -
11 polinemie che,moltiplicato per d(s), fornisce -p(s).

Dovrd allersa aversi:

P = _SJI.-I-II— U-Fj.(d}e 9 _ ( 5-27}

ovvere, per la (5.23):

q £ _
£ ls (B ) s (a) 1"f = -a (5.28)
g 1 R4t~ L +1 *
Ir+n+n+l-o e

Se la (5.24) d soddisfatta allora, temendo presente la dimostra-
zione del Teorema 3.2.1, per quasi tutti i pelinemi d(s)

rango(sy(8;) 8, .. ()] = nemad. (5.29)
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Ne segue che, se la (5.24) @ soddisfatta per una certa configura-
siope di poli e la (5.29) non lo ¥, si pud assegnare una configura-
zione molto vicina a quella p&gcedente in modo che lo sia.’

Pertente per quasi tutti gli impianti (1.1) la (5.28) pud essere
riselta e l'inasieme deil vettori p che la soddisfano risulta date
dalla varietd limeare (5.7).

T1 teorema resta cosl dimostratol

I1 risultate stabilite dal Teorema 5.1,im vista del Lemma 3.4.1,

pud essere miglierate come segue.

TROREMA 5.2 (Assegmamente di Vs min(3r+m-1, n+m) poli). Per
quasi tutti gli implemti (1.1) cem

r;ngolg gln n+m - (5-3ﬁ)

si pud pregettare un controllere PID che assegna al sistema a ciele
chiuse di Fig. 5.1 (i1 cui ordime & n4m) V£ min(3r+m-1, n+m) peli
arbitrariamente vicini a [/ specificatl weleri uimmafrici; ineltre
i pimenenti n+m-» poli some vincolati dalla seguemte equazione: '

F(a) = q’(a) - hiqliu) + eee + hlqlfa) = 0, (5.31)

dove: 1 = 3r+m-1-§ , qo(s), ql(s), esey qlis) sono polinomi epper-
tuni di grade al pih n+m-¢ ed hy, By eeey h, sono scalari che pos-
sene essere variati ad arbitrie 1gsciande inalterati i prefissati
L peli.

DIMOSTRAZIONE. In base al Teorema 3.3.1 & possibile determinare

uea matrice ﬁGRr'a in mode che la matrice

846 [* 'Bal (5.32)

Ay =4 - BQC = 1¢ 0

sig ciclica cen m-1 autovalori arbitrariamente vicial ad m-1 pre-
fissati valeri simmetrici. Dette guindi pn+1(s) i1 polinomio avente
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per radici gli n+l autevaleri residui di A° 81 determini ua vettore
non rulle feRm tale che:

pn+1(A§)6Tf 0 (5.33)

Poenende allora:

P A T T
P=pf, Q=0+ qpf7, R =707, ) (5.34)
si ottiene:
I Ao 2 TA
A(s) = A - B(spf +q, +s rf)f ¢ . {5.35)

Infine, esservando che per quasi tutte le coppie (B, C) (vedi

il Lemma 3.4.1) esiste una trasformaziene To tale che:

-1 -1 2 2 Ta -1
ToA(s)T. =T AT - T"‘B(.ssp:f +qp +8 rf)f er = =
Ayy - Bl(spf +q, + szrr)(o 0 wee L) 0 |
= 9 (5036)
2
Ay - Bz(spf +q, +® rf)(o 0 +.. 1) Ay,

een rangoBy = T, (Aii' Bl) raggiungibile e spettro di A,, coinci-
dente cen gli m-1 autevalori prefissati di Ao’ la dimestrazione se-

gue facilmente tenendo presente il Teorema 5.1 B

OSSERVAZIONE 5.1. Dal Teorema 5.1 (risp. 5.2) segue che,mediam-
te controlleri PI (R = 0),si posseno assegmare (/< min(2r, m+m)
(risp. P< min(2r+m-1, n+m) ) poli. '

Dai teoremi precedenti si hamno i seguenti algoritmi di proget-
te.

ALGORITMO 5.1 (Progetto di um contrellore PID per l'assegnamen=-
te di ¢/ € min(3r, m+n) peli).

T el

PASSO 1., Si scelgano ad arbitrie una matrice GER di ramge
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pieno ed un vettore feRm in modo che la coppia (Ao, c°) sia osser-
vabile, dove:

A -BQ
C 0

A
o

, e =(0 f5). (5.37)

©

PASSO 2. Si czlcolino il vettore

T _n+m+l
a = (an+m an+m—1 eeoe al 1) G'R (5038)
e la matrice ﬁleR(n+m-1).r mediante le formule:
I x| «a®™® va Shmel + 8 - (s)a (5.39)
Slasm = %o| T S | : e n+m - ‘nem o/ *
®nam-2 Znem-3 °°° & 1 Coho
2
. & im-3 %nem-s o 1 O[] oA, B
BI = . e veee ¢ o - . (5040)
81 1 ees O 0 A 0
{1 o oo 0 0 tc An+m-1
) oo

PASSO 3. Si costruiscano le matrici FeR(n+m+1)‘3r e

(n+m+1).(n+m+i-¢) o

GeR one segue:

. . [y Oien O
A e T A X %y e ©
F = 83(31) = g i ___.1__. - v G = Sn+m~p(d) = Y e oo o 3
-4 B a, a
1 2.. L]
1 le. -
o 1 e o -
L O O e 1
(5.41)

dove:

d(s) = 8" + disp- 4+ .. +dp = yg(s)d (5.42)
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4 il pelinomio avente per radiéi i 1/ degiderati poli.

PASSO 4. Si risolva l'equazione

e
Pe r n+m+l-”

(F @) o y PER (5.43)
¢

lasciando non specificati 1 = 3r-f elementi hi’ hz,- vosy hl di Doy

Qps Tps P ottenendo cosl per p un'espi-essione del tipo:
T
P- (P smep e =1 0% (00] =aq,+ hyqy + «se + hiqy. (5.44)

PASSO 5. Applicendo ripetutamente la tecnica del luogo delle
radici od il criterio d° Routh al poelinomio

n+m—g n+m- g =1
9{3) = Fﬂs + 1015 + see + PE+II1—V=
I
= vn+m-l(s)(q0 + hiq1 + oaee hlql) (5.45)

si fissino i valori di hy, hy, «.o h1 in modo che gli zeri del
polinemio p(s), che sono i restanti poli del sistema a cicloe chiu-

se, abbiano una configurazione deaslderata.

PASSO 6. I1 desiderato comtrolleore PID risulta:

u = (pffT + (a+qffT)[{.)d1; + rffT d{dt)(v-y) o (5.46)

OSSERVAZIONE 5,2, Nel passo 1 la matrice 5 & stata scelta di
rango pieno sicch® quasi sempre Q = 8+ qffT & di pieno rango, con-
dizione necessaria perchd C(-A)_j‘BQ gia non singolare. Naturalmente
sem =1 si oud scegliere Q=0¢edf =1, Infatti con tali scelte
la coppia (Ao, co} = (&, 5) & osservabile ed inoltre Q = g, e di

range pieno se q, £ 0.
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OSSERVAZIONE 5.3. Ovviamente se rangoF = 3r ed (P G) non & di
range pierno si devono perturbare leggermente 1 poli che si voglio-
No assegnare in modo che (F G) risulti di rango pieno.

ALGORITMO 5.2 (Progette di un centrollore PID per l'assegnamen-
to di U £ min(3r+m-1, min) peli).

PASSO 1. Mediante 1'Algoritmo 3.3.1 &i calcolino una matrice

66Rr‘n di range pieno tale che la matrice

s  a A -BQ
AO = A - Baa = [C 0 ] (5047)
sia ciclica con m-1 aut.ovalori arbitrariamente vicini ad m-1 speci-
ficati valori simmetrici,ed il polinomio
n+l n T
pl“_l(s) =s +°(ls TS +O(n+1 = vn+1(s)0( (5.48)

degli autovalori residui di A'o.

PASSO 2. Si calceli un vettore nom nmlle f¢R™ tale che:
0 .
I

pn+1(Af) i £ =0 (5.49)

e la matrice ﬁieRn'r medisnte la formula:

'dn_i «‘-2 o0 qi 1 coAg
. qn..z qn-3 vee 1 0 cvo B
B1 = Y . eoo - e ° (5050)
“1 1 L 0 O ° 0
n
§! 0 ... 0 of|er]
doves
T
c, = (0 £); : (5.51)

sl ponga inolire



‘- 207 -

T
a = (O(n_’_l O(a oo 0(1 1) e . ‘ (5052)

PASSO 3. Si eseguano i passi 3, 4, 5, 6 dell'Algoritmo 5.1 sosti-

tuendo n+l e Y +l-m ad n+m e p, rispettivamente @

ESEMPIO 5.1. Per l'impianto raggiungibile ed osservabile

o 1 o 0 i
£=|-2 -3 Olx+|llu+|0Ofld, y=(1 0 1)x,
0 0 =3 1 1

progettare un controllore PID tale che il sistema a cicle chiuso
sia asintoticamente stabile con due voli in -2%j2.

La condizione (5,30) 3 soddisfatta; pertanto,procedendo secondo

1'Algoritmo 5.1,si ha:

Passe 1. Essendo m = 1 si pud scegliere Q=0ed £ =1; quindis

o 1 o0 o
-2 =3 0 o0 _
A, =5 o 3 o]t %" (o o o 1.
i o 1 o

Pgsseo 2. Si ha:

lsI4 - Ao‘ = 94 + 433 + 115 + 6833
pertanto:

gx{d 6 11 B DI

N 11 6 41 o 1 0}|0 5
B1= 6 1 0 0 1 "3 0 1 = 4 o
1 o0 of-2 -3 9 0J|1 i
0

Pagse 3.

a(s) = (s+2+432)(s+2-32) =82 + 43 + 8 = (1 s s2)(8 4 1)7;
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s Gj—'S{d)=

F = 53{31) = 3

OO P

OO

00

OO+~

CJ‘P"'*PHO'."D

=0 O
.

Passo 4. L'equazione (5.43) risulta:

5.0 0,8.0 0 hf
= 1 =-1
4‘ 5:_9_14 8:__9 pr 6
1 4 5,1 4 8|z, | __|1
o)1 4,0:1 4]le, |
0 oi1i0 oriffpy 1
fo

da cni,-ponenﬂo T, = h, si ha:
qf - 40/3 + 88, p, =10/3 + 4n, r, =N,
o=(p, & p)t =-(25/3 16/3 DT -nG5 4 DT

Passo 5. I1 sistema a cicélo chiuso ha due peli in -2-j2, -2+j2

e gli altri due sono vincoeleti dall'equazione:

P(s) = {1+h)s2 + (16/3 + 4h)s + (25/3 + 5h) =
=82 + 16/33 + 25/3 + h(s2 + 4 +5) =0

i1 cui luogo cui luogo delle radici & riportato in Fig. 5.2.

x\\\ o]
-2.5 e

Luogo per h<0

— = = Luogo per h>0

Fig. 5.2

Ne segue che il sistema a ciclo chiuso risulta asintoticamente
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stabile se he(-co, =5/3)0(-1,00 )>
Passo 6, Il desiderate conirollore PID risulta:
u=(10/3 + 4h + (40/3 + 8h;/(.)dt + hﬂ/dt)(v - ¥)s

eon he(-o, -5/3)0(-l,=) a

ESEMPIO 5.2. Per 1ltimpianto raggiungibile ed osservabile

o 1 o o © 1 o 0
o 0o 1 o0 o 0 o0 i
£t=-1 -1 1 1 olx+|1 ofjus+|0}d
o o o o 1 0 0 2
0 0 o0 -1 -1 o .1 1
_ [ 0o o o 1
T=1lo o1 1 o

progetitare un contréllore PID in modo che tutti i poli del siatema
a ciclo chiusoe siane in -1.
E' facile verificare che la condizione (5.30) & seddisfatta;.

pertante,procedendo seconde 1l'Algoritme 5.2,81 ha:

Passoe 1. Una matrice non singolare 5 tale che la matrice AG asia

eiclieca con un autevalere in -1 risulta:

~ -1 0
Q [0 1/2
mentre il polinomio reaiduo vale:

ps(s) = ss + 235 + 34 + 53 - 232 -2a -1,

Passe 2.
a=(-1 =2 -2 1 1 2 1°

?

1/2 -1/2 o 1/2 1 -1/2

-2 2 0 -2 -4 2 |£=0

0
I £

pﬁihz}

2
da cui una posaibile acelta per f &:

f = (4 1)T.
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Pertente:
. (4 10 11 17 5T
6 4] °

By *l-2 4 2

Passe 3. _

d(s) = {ﬂ+1)s = 8% + 68” + 158% 4 208> + 156% + 68 + 1 =
=(1 8 ...89( 6 15 20 15 6 1)T;

guindi 1'equazioene (5.43) risulta:

(4 -2 0o 0 o o 1 a9 i
10 4 4 -2 0 0 &6 2
i1 2 1o 4 4 -2 15 P, 2
7 6 11 2 10 & 20 =|=1
5 4 7 6 11 2 15 T, -1
o 0 5 4 T 6 6 -2
o o o o 5 4 1]l (-1
da cui:

q, = (0.2412  -0.08630)%, »p, = (0.1277 -0.1232)",
T 4
rf = (0.95539 =0.2855) ¥ f@ = =0,1372.

Ne segue che 11 desiderato contrellere PID risulta:

U = 1l-0.4928 -0.1232] T [-0,3452 0.4137

0,5108 0.127?] , |~0-03520 0'2412]//}.}dt +

0.2236  0.05589
= [1.1420 ~0.2855 | Yat l(v - )

Fa

7.6 ESERCIZI

6.1 - Dimostrare che il sistema a 013froreazione di Fig.6.1, sup-

v + |2 = Ax + Bu + ¥d y
¥y = Cx + NRd

-

K
FPig. 6.1
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posto asinteticamente stabile, & astatico rispetto a disturbdbi 4
appartenenti ad una data classe D (ad esempio quella dei disturbi
pelinomiali, e sinusoidali, od esponenziali) se e seolo se¢ ¥deD esi-
ste uno stato iniziale x° tale che la 'risposta forzata in uscita a

d del sistema in catena diretta coincide con quella libera im uscita
a partire dallo state x_ (Principio del modello imterso).

6.2 = Scrivere dei sottoprogrammi a2l calcolateore che implementino

tutti gli algoritmi di progette presentati in queste capitelo.

6.3 = Discutere la "robustezza® rispette alle proprietd di asintoti-
ca stabilitd e di astatismo degli schemi di contrelle presentati mel
paragrafi 7.2, 7.3, T.5.

6.4 - Illustrare le procedure di sintesi presentate in questo capi-
t0lo con impianti multivariabili realistici cen almeno due ingressi

e due uscite.
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APPENDICE

Tenende presente le (5.12), (5.15) e (5.19) si ha:

B AB A°B m o3 aB a®B-BiCB
rango|0 CB CAB = range 0 CB CAB =
o o0 ffcaB o 1llo o ffeam
18 Ta B malB|
= rango ' . (a1)
Lo o tTcas
Ma dalle (5.19, (5.20) e (5.21):
. B
= A2
78 5 } _ (42)
» Y : ] R 0 \ (43)
TA B = =8| TB = |3 A3
I1:1+’.:1+1f. ' 'Bl )
. . 1 "
' 0 oll.0
A O‘ I 0 PO _:_ A
TAiB: i_'__l-ﬁ}s]= I !ﬁ B2 =
n+m+l | i n+m+1P) [£TCAB
T .
L f CAB
= 0 T - {!54-)
8 + pf CAB
2
Pertanto:
o ﬁl Q dfTGAB
B AB AR 0 Bl 4] T
rango |0 CB %AJB = rango |0 0 [ﬁg + $170AB
R R 0 o £TcaB
5o ¢
= rango |0 _Bl BE = rangoss.{ﬁl}_
0 -0 £Tcan

(45)
Ora,¥n, m, r (m = v £ n) § una terna di matrici (Aéﬂn‘n, BERn‘r,
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CéRm‘n) tale che:

B AB A2B .
rango|0 CB EAB = min(3r, n+m). (46)
0 0 £ CAB .

Infatti se n+m >3r, scegliendo

0 0 o}l »
I A
B = r . - I, © 0 (A7)
o o 0 I, 0
0 0 0
s8i ha:
5 A% I 0 0
rango|0 CB TGAB = rango| Or .| =3r (A8)
r
0 0 f+CAB 0 0 2
mentre se n+m <3r, scegliendo
3 N o o o) r
B = . = (I. O ol (49)
0 Cc 0 I 0
n4m-2r
si ha:
B AB  A°B (I)I‘ g g 8
rango|0 CB CAB | = rango o Or I o| = nim. (A10)
0 o f£lcas n4m-27
0 0 ? ?
Pertanto, tenendo presente: i) la (A5); ii) che quasi tutte le

terne (A, B, C) sono complete con rangoB = r e rangoC = m; 1ii) che la
(A6) & equivalente ad una diseguaglianza polinomiale negli elementi di
A, B, C, segue che per quasi tutti gli impianti (1.1)

mgos3(§1) > min(3r, n+m). (a11)
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STABILIZATION BY DIGITAL CONTROLLERS
OF MULTIVARIABLE LINEAR SYSTEMS
WITH TIME-LAGS

A. Balestrino and G. Celentano

Istituto Elettrotecnico, Facolta di Ingegneria, Universita di Napoli, Napoli, Italy

Abstract. The problem of stabilizing linear systems with time-lags is
investigated. Under rather general assumption it is shown that, by means of
a digital controller, the system can be always reduced to a system with mere
delay connected in cascade with a subsystem whose poles can be arbitrarily
assigned.

Keywords. Time lag systems; digital control; pole placement; multivariable
control systems; stability.

1 Introduction

In this paper the problem of stabilizing linear systems with time-lags is
investigated. Le the system be represented by the discrete model:

x(kT +T) = Ax(kT)+ Bu(kT - h")

, . (D
V(T = Cx(kT — h"),

where x € R" is the state vector, u€ R” and ye R’ are the input and

output vectors, respectively; A'>0 is time-lag in control action, A">0is
time-lag in output measurement, 7 is the sampling period.

Models of this type arise quite frequently in technical practice, e.g.
sampled-data systems, remote control, control of some industrial process,
biological and economic systems, etc.

By increasing time-lags 4' and A", if necessary, through additional
delaying devices on input and output of system (1), it is always possible to
realize:
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h'=m"'T, h"=m"T, 2)

where m' and m" are integers. Then the discrete model (1) can be
rewritten as:

3)

where, for sake of notational simplicity, the period 7 is omitted.

The problem to face is one of finding a digital controller allowing the
stabilization of discrete system (3).

Assuming that rankB=p and rankC =g system (3) turns out to be

equivalent to a discrete linear time invariant system of order 7+ pm'+gm"

without time-lags; therefore, the different techniques of pole assignment
(Wonham, 1974; Davison, 1975: Balestrino, Celentano and Sciavicco,
1976) could be used for stabilizing purposes. In this way, however,
controllers with high dimensions would result.

Now the question arises of solving the stabilization problem by means of a
digital controller with a convenient simple structure.

Hereinafter it is shown that if matrix 4 is cyclic, pair (4, B) reachable and

pair (4,C) observable, the a digital controller can be designed so that the

closed loop transfer matrix shows a total time-lag m =m'+m", whereas
other poles can be arbitrarily assigned. Of course, this result holds true also
for continuous time invariant linear systems with time-lags if the
corresponding sampled-data model is taken into account.

2 Digital controller design with rankC =n

The controller recommended here is described by the following equations:

Zra =Wz, +K,yz, .+ Ky Ve @)

U, = Knyk &+ Klzzk—m' TV,
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where m=m'+m" is the total time-lag, z e R" is an internal variable of
the controller, ve R” is the external input and W, K,,, K. K,, K,, are

real constant matrices of appropriate dimensions.
The augmented system, consisting of system (3) and controller (4), is
described by:

ga=4'g, +B' KCg,_,, + B"vl'—m'

" (5)

y.i' =C gk—m"’

where:

gl =[x 2] (6)
A 0 B 0 0

A'= . B'= Co=lC 0 (7)
0 W 0 7, 0 7,

with [ the identity matrix of order m,
B

K :l:KH K[Z] (9)
Kl! K22

For system (3) the following result holds.

Theorem 1. Let system (3) be considered and let it be assumed that A is
cyclic, pair (4,B) reachable and rankC =g =n . Then a controller of type
(4) exists such that the compound system (5) has »n"=2m+n poles
arbitrarily close to »" specified symmetric values and other m poles in the
origin of the complex plane.

In order to prove Theorem 1 the following preliminary results are necessary.
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Lemma 1. A necessary and sufficient condition for matrix
A' = blockdiag(A,W) to be cyclic is that 4 and W are both cyclic with

separate spectra.

Progf. Let T, and 7, be two nonsingular matrices such that 7' AT, =.J ,
and T,,'WT,, =J, are inJordan’s form.
Then f‘"lA'f’, with f‘zbiockdiag(?;,i”w}, is a matrix in Jordan’s form.

Demonstration proceeds from the foregoing and from the fact that a matrix
M is cyclic if and only if its Jordan’s form J,, has just one Jordan’s block

in correspondence with the same eigenvalue.

Lemma 2. 1f pair (A4,B) is reachable, then also pair (4", B"), see (7), is
reachable.

The proof is trivial and therefore omitted.

Proof of Theorem 1. Let matrix W be chosen cyclic with spectrum separate
from one of A. Thus, A' is cyclic due to Lemma 1. Moreover, pair
(A", B") is reachable due to Lemma 2; therefore a vector 5'=B'[f exists
with f € R”™ so that pair (4',b") is reachable (Davison, Wang, 1973).
Let

pe(A)=2"+al" " +..+a, (10)

be the characteristic polynomial of A4', with »n'=n+m.
Let the nonsingular matrix

a:.'_l ;'-z a 1
a;r._z a;,._) 1 0
T.=y . (11)
a 0 0
| 0 0 0]

be considered, where
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W:'[b' Arbu . Am'—ibu:l;
moreover
K=/"T"'Cc"

be chosen, where & isa n'-vector.
Now transfer matrix of system (5), given by

D(g’) - CII(C?H‘I’II _ Afé'ﬂ'l - Bt KC[}"! BII
can be rewritten as follows

D) =C"T (L™ = AL™ bk Y T B |

where:
~ | 0 -
0 |
A=T'A'T = .
0 0 0 1
-4, -a,, —a, |

b=T"B'f=[0 0 .. 0 1] .

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

From (15), (16) and (17), after standard manipulations, it follows that poles

of D({) are the zeros of polynomial
d(A)= A" p(4),

where

(18)
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PA=2"p (D-[1 4 .. 2" k=
=" 4@ X" b, A (a,, —k AT + (19)
+... +(ailf' - km+l };LM "km R‘Mhl +... _kl :

k, being the j—rth component of feedback vector k. Then from (19) it
follows that the first m coefficient of p(4) coincide with the first m
coefficient of p,.(1) and cannot therefore be modified by feedback vector
k, whereas the remaining ones can be arbitrarily modified by a suitable

choice of vector k.
Let

P(AD=2"+al"" +. . +a, (20)
and

Pp(A)=A"+w A"+ +w
@h

be characteristic polynomials of 4 and W, respectively.,
Since A'=blockdiag(A.W)

P+(A)=p(A)p,(2); (22)

then it follows (Balestrino, Celentano, Sciavicco, 1976)

a; —-a, | 0 . 0
a, —a, a, I . 0 W,
: ' w, (23)
ao.l —a = aﬂ aﬂ—l a =
an+l D d a )
wﬂr
| a, J | 0 0 a, |

Now let
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PAY=A" +4" " +. . +a
(24)

e

be a real coefficient polynomial whose roots are the desired poles with
n"=2m+n.

In order to have p(A) = p(A), from (19) it follows that:

a; = 7?2 i: 1? 2’ - m; (25)
moreover
—Qp,_ s j=12,..m
k=4 . S , (26)
_al1'+i—j _|_CIJ'?"'+|—_j=| J= m+l,2,...,ﬂ "

From (23) and (25) it follows that polynomial (24) is obtained if

»

w | [1 0 0. 0 0]'[d-q]
w, aq 1 0 0 0| |4 —a,
w, |=la, aq 1 0 0f |a—a (27)
Wul L - - oo 1] | a,—. |

After polynomial py, (1) is known, matrix W must be determined.

Matrix W can be chosen in companion form; then the matrix W is cyclic
and for almost any p(4) it’s spectrum is separate from one of 4. If for a
specified p(4) the spectrum of W is not separate from one of A, poles to
assign can be chosen as A4 +AZ4, with AL -0, i=1,...n", so that the

spectra are separate.
The proof of Theorem 1 is complete.
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3 Digital controller design with rankC <n

In this case, too, the problem of pole assignment of system (3) can be solved
if an asymptotic observer of vector x, . can be used.

In order to prove this statement, the following preliminary results must be
considered.

Lemma 3. Let pair (A4,C) be observable, with 4e R™, CeR"™ and
rankC =g <n. Let A={/T1,A2,...,/?."_q} be a symmetric set of complex

numbers.
Three matrices then exist, S, P, Q with dimension (n—g)x(n —-q), nxq,

(n—g)x(n—q), respectively, so that
QA-PC)=S0 , (28)

with A coincident with spectrum of S and
C

rark =n . (29)
[Q}

For the relative proof see Wonham (1974, pp. 60-62).

Lemma 4. Let the dynamic linear time invariant system
Sea =58 +OPy, +OBu,_, (30)

be considered, where S, P, O are given by Lemma 3 with the spectrum of
S inside the unit circle and u,, y, are, respectively, the input and output
vectors of system (3). Then

I o
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represents an asymptotic estimate of vector x, . of system (3).
Proof. Let

e, =5, ~Ox_.. (32)

From (3), (30), by means of (28)
€y =S¢, (33)

1s obtained.
Since the spectrum of .S has been assumed to be inside the unit circle, there
results

lime, =0. (34)

K —pony

From (3), (29), (32), (34) it follows that

S

Remark 1. 1f, in Lemma 4, S is chosen nilpotent then the asymptotic
observer is of dead-beat type.

The digital controller can now be synthetized. It can be specified by the
following equations:

yﬁ:—m'
Zin =Wz, + Kz, + K, [
S!c—m'

Sﬂ'+1 = SS& + Q'Pyﬁ: + QBuk—m (36)

u, = K“ ljfk:‘+ K,zzk_m. +v,

k
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where matrices W, K|, K,,,K,,,K,, have the same dimensions as
considered in the previous section; moreover, P, O, S are the matrices
as identified in Lemma 4 and v, is the external input.

By setting

& =8, —O%_,» (37)

the augmented system consisting of system (3) and controller is described
by:

&n=4'g,+B'KC'g,  +FEe, .+ B"v, .
€ =S, (38)
yl: =C"gk—m" ’

where g, is a vector defined by (6), A',B',C",B",C",K are matrices
defined by (7), (8), (9), where, however, in the last matrix of (7) matrix C

r r
must be replaced by [C 0] ] ; moreover

| [ 0 ]_
11 1"—
X . (39)

0
KZI ,
- ”—q -

For system (38) the following result holds, like that of Theorem 1.

Theorem 2. Let system (3) be considered and let it be assumed that 4 is
cyclic, pair (4,B) reachable, pair (4,C) observable and rankC =g < n.

Then a controller of type (36) exists so that the compound system (38) has
n"+(n—gq) poles arbitrarily close to »"+(n—gq) specified symmetric

values and other m poles in the origin of complex plane.

Proof. It is immediately shown that poles of system (36) coincide with
eigenvalues of § and with poles of transfer function
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D(;) — C"(;"""II_AI;I" 3o BIKCI)-l Bll . (40)
Demonstration follows from Lemma 3 and Theorem 1.

Remark. A dual of Theorem 2 can be derived by means of a dual observer
(Luenberger, 1966). Thus, s, , isa (n— p)— vector, with p = rankB.
Practically, the better of two results can be used to implement the controller.

4 Conclusions

In this paper the problem of stabilizing linear systems with time-lags has
been investigated.

Under rather general assumptions, it has been shown that it is always
possible, by means of a digital controller, to reduce the system to a system
with mere delay cascade connected with a subsystem whose poles can
arbitrarily assigned.
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Tracking Control of High-Performance Robots
via Stabilizing Controllers for Uncertain Systems

G. AMBROSINO,' G. CELENTANO,? AND F. GAROFALG?

Communicated by G. Leitmann

Abstract. The development of flexible manufacturing systems calls for
industrial robots characterized by robustness of performance with regard
to the variations of the loads and real time specification of the trajectory
in the work space. In this paper, the design of a feedback controller
guaranteeing such performance is considered. At first, the manipulator
dynamics are embedded into a larger class of uncertain dynamical
systems and a class of feedback controls is proposed that guarantees
uniform ultimate boundedness of the tracking error. Successively, the
methodology is specialized for the case of robotic manipulators to track
trajectories described in task-oriented coordinates; the proposed control
algorithm operates without requiring any explicit coordinate transfor-
mation.

Key Words. Uncertain dynamical systems, robotic tracking, stability,
nonlinear feedback control.

1. Introduction

The problem of controlling a robot consists in evaluating the torques
at each joint needed to track a programmed path (Ref. 1). This problem,
complicated by the nonlinear and coupled nature of the equations of the
motion of the manipulator, becomes even more difficult when dealing with
high-performance robots working in flexible manufacturing environments;
in this case, indeed, the control must ensure robustness with respect to load
variations and real-time trajectory specification.
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Recently, a certain number of robust control schemes (see, e.g., Refs.
2-6) have been proposed to cope with parameter variations of the manipu-
lator. These schemes operate in the so-called drive-oriented space, in that
they require the specification of the desired trajectory in terms of angular
displacements of each joint; as the target trajectory, in real-time operations,
is usually planned and expressed in the task-oriented space (i.e., the Car-
tesian space), it is necessary to operate an on-line coordinate transformation.
Although efficient computational schemes for coordinate transformation
have been proposed recently in the literature (Ref. 7), this operation is to
date still too time consuming, and sets up an upper bound to the sampling
frequency of the control input, so limiting the operating speed of the robot.

To overcome this difficulty, in this paper we propose a robust control
scheme that operates directly in the task-oriented space without a significant
increase of the computational effort with respect to the above-mentioned
control techniques operating in the drive-oriented space.

The theoretical framework on which the design technique proposed in
this paper is based is that of continuous stabilizing controllers for uncertain
dynamical systems, proposed in Refs. 8-11 and initially developed from a
min-max approach (Ref. 12).

In particular, using some results given in Ref. 13, we shall prove that
it is possible to find a nonlinear continuous control law such that, for any
given trajectory in the task-oriented coordinate space, the tracking error
between the actual and the programmed position of the robot end-effector
is ultimately bounded with respect to an arbitrarily small neighbourhood.
of the origin. In addition, we shall show that, instead of a nonlinear
controller, a simple bank of generalized PD (proportional + derivative)
controllers will suffice to guarantee similar performance (Refs. 14-15).

2. Statement of the Problem

A robotic manipulator with » degrees of freedom can be schematically
considered as a kinematical chain of v + 1 rigid bodies (links) interconnected
by » joints. Defining g(¢): T— R" as the vector of actual displacements of
the » joints, the dynamic equations in the so-called drive-oriented space
can be written as

J(ps Q)q+H(P, q’ 4)‘_‘"“, ‘I(fo), q(’o) given, (1)

where u(z): T- R" is a vector of input generalized forces, p(t): T->PCR*
is a vector of uncertain system parameters J: ? X R” - R"™ H:PxR”x
R~ R" are system matrices, and

T={1:te(ty, to+71)}, 7>0.
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We stress that the functions J(-,-) and H(-,-,-) are continuous in
all their arguments and J(-,-) is positive definite (p.d.). Moreover, we
assume that the function p(- ) is Lebesgue measurable and that 2 is a known
compact set.

While the manipulator dynamics is expressed in the drive-oriented
space, the target trajectory is usually given in the so-called task-oriented
coordinate system (hand’s position and orientation). As the inverse transfor-
mation from the task coordinates, in the sequel indicated with ¥, to the
joint ones g is nearly always too complicated to be expressed as a closed
form of explicit functions of y and, furthermore, as the numerical techniques
for this transformation are too time consuming to be used for on-line control,
it would be desirable to design a control law guaranteeing an accurate
tracking of the task-oriented trajectory without requiring this inverse trans-
formation. To this aim, it is necessary to rewrite the manipulator dynamics
(1) in the task-oriented space.

Assuming that the transformations

y=h{q),  g=h(p)=h;(y) (2)
exist and are one-to-one in proper regions of the two spaces, we have

F=U"q)d=V(y)q, (3)

¥=U"q)+alq, §)=V(y)i+b(y, ), (4)
where

Ulq) =[6/a)h ()], V(y)=U(h,(y)), (5a)

a(q, g)=(d/d0)(U"(q))q, (5b)

bly, y)=a(hy (), (VT(y)) 'y). (5¢)

Then, the equation of the motion (1) can be rewritten as
F=b(33) = VI (5, hy3)) Hp, hy(y), (VT(3)) ')
VI T by (0, (1), $(20) given. (6)

Assuming that the target trajectory is specified in terms of a function
y(1): T> R” and indicating with

e(t)=3(t) - y(1) (7)

the tracking error, the control problem can be stated as determining a
continuous control law guaranteeing that:

(1) the error equation is practically stabilizable in the sense of Ref.
10, 1.e., the error can be made uniformly ultimately bounded to an arbitrarily
small neighborhood of e =0;
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(ii) whenever the manipulator’s initial position does not lie on the
reference trajectory, the error converges to zero with a rate not less than
an arbitrary exponential one.

In the sequel, such a controller will be termed “practical tracking
controller.”

3. Some Theoretical Preliminaries

Consider the dynamic nonlinear plant

.v(nl)=f(p,y’ e )y(.nl_,))_*_ F(p’y’ R ,y(’"—l’)u9 (8)

where y(1): T R" is the output, u(t): T~ R” is the control, p(t): T>PC
R* is a vector of uncertain plant parameters, and f F are continuous
nonlinear matrices of appropriate dimensions.

We assume that:

(A1) thereexists amatrix V(y,..., y* ") e R “** such that the matrix
D, defined as

D s e 7 S E (B s VP NG s 7Y, )

is positive definite;

(A2) the function p(-) is Lebesgue measurable and # is a known
compact set;

(A3) the function V and a lower bound A (D) of the norm of the
matrix [ are available together with real time measurementsof y, . .., y™ ).

Here, A, (D) denotes the square root of the minimum eigenvalue of
D™D, evaluated over all (p, y,..., y™ V)e Px R™".

As the function f is continuous and the set 2 is compact, there exists
a continuous function g: R™* -+ [0, ©) such that

gy, ™ N =max |f(p, y, ...,y ). (10)
peP
We also assume that:
(A4) the function g is available.

Remark 3.1. The class of systems defined by Eq. (8)), with assumptions
(A1)-(A34), includes the system of the manipulator dynamics in the task-
oriented space. Indeed Eq. (6) can be rewritten in the following compact
form:

y=F(p,y,¥)+F(p, y)u, (11)
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with
S, %, 9)=b(y, $) = VI(3)J ~\(p, hy(y))H(p, h,(»), ( Vi) 'y), (12a)
F(p,y)=V(y)T™(p, hy(»)). (12b)
Moreover, the matrix functions F and V are such that

D(p.y)=F(p,») V(y)=[V' ()] (p, hy(y)) V(y) (13)

is positive definite.
Let 7(¢) be the trajectory to be tracked, and let us assume that:
(AS) 7(-) is continuous with its mth derivative.
Introducing the error state vector €: T R™" defined as

e'=[el, e, ..., eV e=joy (14)
the tracking system may be expressed as
€= Ee— Bw, (15)
where
[0 1 o 0 |
0 I, 0
E = . . . . . § (163)
0 0 O o o
L _Kl _K2 . FeiRee —Km_
Kie R™", i=1,..., m, arbitrary matrices,
[0 ]
0
B = 3 I (16c)
0
]"J
w=Fu+f— Ke—y"™, K=[K,K,,...,K,] (17)

To this system, the results of Ref. 13 are applicable to establish the following
theorem (for a detailed proof, see Ref. 15).

Theorem 3.1. Consider the system (15), and assume that the matrix
E is asymptotically stable. If the input signal w satisfies the inequalities

v'w>0, Vegs, S={e:|jv]|<p}, p>o0, (18a)

v'(w—(B"PB)'B"PEe)>0, Vegs, (18b)
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where

v=B"Ps, (19)
with P solution of Lyapunov equation

ETP+ PE=—(, Qpd., (20)

then the error € remains uniformly bounded and converges in a finite time
to a ball of radius kp centered at & =0, k being a suitable positive constant.
Moreover, € converges with a rate not less than an exponential one, charac-
terized by a time constant

T=2Amux(Q 7' P). (21)

Here, Ama( W) denotes the maximum eigenvalue of the square matrix W.

As regards the time constant 7, it can be rendered dependent upon
only the eigenvalues of the matrix F through a suitable choice of the matrix
Q in (20) as pointed out by the following theorem.

Theorem 3.2. If the eigenvalues A,,..., A, . of the matrix F are real
and distinct, and if we assume in (20)

Q=-2(Z")'AzZ", (22)
with Z such that

Z7'EZ =A=diag[A,,..., A0, (23)
then

P=(zZ"), (24)

T=2max(Q "P)=—1/ A (E). (25)

Proof. The proof of Theorem 3.2 is given in Ref. 13, (I

On the basis of Theorems 3.1 and 3.2, the construction of a practical
tracking controller for the class of systems under consideration can be
carried out in the following two step.

Step 1. Choice of a set of matrices K. in (16a) guaranteeing a pre-
scribed value of the time constant = through a suitable placement of all the
eigenvalues of matrix E [see Eq. (25)].

Step 2. Synthesis of a control signal u in (8) guaranteeing that the
signal w in (17) satisfies conditions (18a) and (18b).

In the following theorem, we shall see that the matrices K; of diagonal
form simplify both the problem of arbitrarily placing the eigenvalues of E
(step 1 of the procedure) and that of evaluating the matrix P solution of
Eq. (20) (needed for the accomplishment of Step 2).
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Theorem 3.3. If the matrices K, R*™ i=1,...,m, in (16a) are
chosen of the form

KI' =diag[k;“, ‘e on oy k”], {26)
then the eigenvalues of E are the roots A i=1,...,m j=1,..., », of the
polynomials

PilA)= A"+ kA" ek, i=1...,» (27)
Moreover, if the roots of each polynomial are distinct, then the matrix P
in (24) is given by

PZ{‘DU} a{diag{Plﬂ:'--apvi}'}}l“ ] (28}

i=l,,..,0m i=1,..,m
f=1l...m

where the elements p,;; are obtained as follows:

[ m ViAo Xeamt ]
_ Lk Apr Ted o YeAD
{Piij} =
i=%,..m
F= L
| Ledd NAG e Xealr?
= Pe R™*™ I=1,...,m. (29)
Proof. The proof of this theorem is given in Appendix A. 1

Concerning Step 2, the following theorem addresses the problem of
constructing the desired practical tracking controller.

Theorem 3.4. Consider the tracking system (15), (16}, (17) associated
with the system (8) and with the target trajectory ¥, and assume that the
matrices K, i=1,..., m, make the matrix F asymptotically stable. Then,
the continuous feedback function

u{.}’?' - !.Vrm_l]s E) f{m)}: Rm'px Rm‘l"x Rv_) R"’

defined as
u(y, ..y e F = hy(y, ..,y € 5
XV(y,..., y" o/ (o] + 8)]
=yVid,, 8>0, (30)
with
YLy e )
=gy ...,y
+max[[|K|; | K +(B"PB)'BTPE|1||ell+ || 5], (31)
h={(8/p+1)An,(D), (32)

gives a signal w in (17) satisfying conditions (18a), (18b) of Theorem 3.1.
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Proof. It is sufficient to show that the choice of the signal u as in
(30) yields a signal w in (17) that satisfies the inequalities (18a) and (18b).
Indeed, as the following inequalities hold:

VIDU = A in (D) | 0], (33a)
Vif=—glol, (33b)
~v'Ke=—|| K| ||e]| o]l = ~max[|| K|, | K +(B"PB) ' B"PE|[]|je] lv]|, (33¢)

=o' =~ (|5 || o], (33d)
we have
v'w = hyv" D[v/(||v]|+ 8)]+v"[f— Ke — §'™]
=(8/p+ D) yL[loll*/ (o] +8)1-vllv|

=vlvlls/[p(livl+ 8ol -p)>0, Vegs, (34)
so that condition (18a) of Theorem 3.1 is satisfied. The fulfillment of
condition (18b) can be shown using similar arguments. O

The proof of the previous theorem suggests a corollary that generalizes
the proposed class of practical tracking controllers.

Corollary 3.1. Theorem 3.4 still holds if the continuous feedback
function (30) is replaced with any one of the following class:

u = hysVu, (35)
with

vs=v/(|v]| +8). (36)

Remark 3.2. The class of controls defined by (35), (36) includes the
following particular functions:

uy = yVi, = hyV[v/(max|v;| + 8)], (37a)
. [(h/8)yVv ol <3, :
u,=yVu,= { 2 (saturation control), (37b)
VTR Wyvortol), ol > 5, |
uy=yViiy;=(h/8)yVo, (proportional control), (37c¢)

which are shown in Fig. 1.

Alm—1)

Remark 3.3. For the case in which the values of €(ty), §,..., 7
are bounded, the functions in the control laws (30) or (37) can be substituted
with a constant gain ¥ satisfying the inequality

yz=max{||f— Ke~ 7", | f—(K+(B"PB)'B"PBE)e — '™}, (38)
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Fig. 1. Proposed control laws: scalar case.

where the maximum is taken overall pe 2, ec S,, je Spiaiy P e85(m),
With S, 8. a5 Sy(m) being compact sets defining the values that can be
Almj)

assumed by ¢, 3, ..., '™ respectively. This follows directly from Corollary
3.1 taking into account (17), (18) and the relation

le(ll=lle(w)], forallt> 1,

In the remaining part of this section, we shall give some useful sugges-
tions for the generation of the signal » that is required in all the control
laws proposed previously.

In the case in which the matrices K, are chosen diagonal as in Theorem
3.3, the signal v, on the basis of (14), (16b), (28), is simply given by
2 Pimel "
j=1
v=B"Pe= S : (39)

m
(s—1)
Z pumj €,
i=1

i ]
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Namely, each component of this signal is a linear combination of the error
e and its derivatives up to the degree m —1; hence, it can be obtained by
means of a bank of generalized PD controllers.

The evaluation of the parameters of the generalized PD controllers can
be made using (29), which requires a matrix inversion. If, however, one is
not interested in prescribing the rate of convergence of the tracking error
through the placement of the eigenvalues of matrix E, but only the
asymptotic stability of E must be guaranteed, it is possible to avoid the
matrix inversion by using the following theorem.

Theorem 3.5. The parameters Pimi» i=1,..., v, can be chosen equal
to the coefficients of » arbitrary, strictly Hurwitz polynomials
di(s)=piml+pim23+. ' .—*_pimms"—l (40)

with distinct roots.

Proof. The proof of Theorem 3.5 is given in Appendix B. O

4. Specialization to a Two-Degrees-of-Freedom Manipulator

Let us return to the design of a practical tracking controller for a robotic
manipulator in the task-oriented space. For simplicity, consider the two-
degrees-of-freedom manipulator of Fig. 2 with links of equal length / = 0.3 m
and masses m, =4 kg and m, =3 kg, respectively. We assume that the only
unknown parameter is the load mass M, whose value is subject to known
bounds.

b

Y2

Fig. 2. Manipulator.
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The equations of the motion of this system in the Cartesian space can
be obtained by (6) taking into account that, in this case, we have

5334+ 2M+(3+2M) cos I+M+(1.54+ M) cos
J(M,q)=0.09[ ( ) 05 42 ( : qz}(:ua}

1+ M+(1.5+ M) cos g, 1+ M

—0.09[(3+2M)g,¢,+(1.5+ M)4g,] sin g
H(M,q,q4)=| —029[(5+ M)sin q,+(1.5+ M) sin(q, +g,)] |, (41b)
0.09(1.5+ M) gy sin g, - 0.29(1.5+ M) sin(gq, + g,)

sin ¢, +sin(g, + g,)
(g)=023 41c
hq) [cmqﬁcns{qﬁq:}}’ e
U(g)=03| ©° D Fcos(aitgz) _Sf“ql_sm(q'”z)]. (41d)
cos{g, +q,) —sin(g, + g,)

Note that, in this case, the inverse transformation h,(y) and the Jacobian
matrix V{y) could be obtained casily as a closed form of explicit functions
of y, but this is not true in general; therefore, in the sequel, we assume that
these functions are not available explicitly.

In accordance with the theory developed in the previous section, for
a given twice continuously differentiable target trajectory y(t), the following
feedback control law can be chosen:

u(y, ¥, & 3%) = AV(y)(v/ (||| + 8)), (42)
where
h = hy, (43)

with i and ¥ satisfying inequalities (32) and (38), respectively.

The evaluation of suitable values for the constants h and ¥ might be
made off-line, using an optimum search algorithm that makes use of a
numerical technique for the evaluation of the inverse of the Jacobian matrix.
As regards the on-line evaluation of the matrix V(y) in (42), on the basis
of equality (5a), it can be made directly from measurements of g. Finally,
the generation of the signal v can be made using (39) which, in this case,
yields

u:l: =LA+ A50)/ (A =010 = py) =LA+ )/ (A= 220013, ""J;-'n)}
[zf':;'tll - AZE}](}'AI “J’2}+[+2/(*‘112‘ &22}](,% _Pz) ’
(44)
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Fig. 3. Computed torgues.

where Ay, i=1,2,j=1,2, are the roots of polynomials of the form (27).
Obviously, the time constant r that specifies the rate of convergence of the
tracking error is given by

T=—1/max A;. (45)

The performance of the preceding control scheme was evaluated by
means of digital simulations. The desired trajectory has been supposed to
fulfill the transfer of the end effector along a circle of radius r=0.15m,
centered at (0.21,0.21), with a constant velocity of = rad/sec. The design
of the controller has been carried out with A;, = —74, A,, = =75 and assuming
that objects of mass M less than 2 kg be gripped during all the operations.

Assuming §=0, a value of h=400 was found to satisfy inequalities
(32), (38). Digital simulations, performed with an actual load of 2 ke,
h=500, §=1, and using a sampling period of 0.5 ms, showed that the
system maintained a position error of less than 2 mm along the entire
traveling path. Plots of the resulting torques are presented in Fig. 3.

5. Conclusions

A robust control method for the tracking control of a class of uncertain
nonlinear dynamical systems has been proposed. This class includes the
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model of a robotic manipulator described in task-oriented coordinates
(usually a Cartesian frame). The method requires only the knowledge of
the bounds of the uncertain parameters and guarantees the ultimate
boundedness of the tracking error. Moreover, it does not requires very
complicated calculations, so that it seems to be particularly suited for
microcomputer implementation.

6. Appendix A: Proof of Theorem 3.3

Consider the transformation matrix

[ o0 -« 01
0 g]T e D
T= 0 0 n, (46)
L0 -
Lo 0 - T

where /; denotes the ith column of the identity matrix 1. Straightforward
computations yield

E=T'ET=diag[C,,...,C.], (47)
where
0 1 0 0
0 0 1 0
C = . . . . . . (48)
0 0 0o ... 1
_kmj _km -1i ) te mk’i_

Therefore the characteristic polynomial of E is given by
p(A)=det(AI—E)=[] p(A). (49)
F=1

To prove the second part of the theorem, we note that the eigenvectors
of the matrices C; are of the form

Hilc;:{lt"}‘ :-"':,?_.! T; 2y 0T, {Sﬂ]

jj,--.
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so that the eigenvectors for £ are given by

wy=T[0, ..., u’, ... 0]

Hence, with standard manipulations, we obtain from (24)

-

mi, d{ag[ziﬂ,.. et A,_.,] diag[z A;:‘,"',...,Eﬁz‘p"}
" &k k &
el gn] amfpiagit] - ]
I P [ & k &
P= '
diag[z AT T AR ] diag[x ::',.....z;u:;] - diag{z A-I;":—*,.,.,Eai:f"z]
k k k k L k
[ diagl pyyis. -, Pl diag[ pyiz, - -\ Pora] diagl Py -+ s Putn]
diagl pray, -y puay] diag[ pyaz, .., Pusald diagl prams - oy Pozen]
- ' ) ' , (52)
diaglpl.mh' T 1Py!.'ll} diﬂg[ Pimze o 1Fmr12] diag[plnmh v ‘P.-mm]
where
_pd'll Piiz Pitm ]
Pizi Piza Pizm
_p:'ml P{'ml pimm ]
i -1 -1
m 2 Ak AL
& k
Ak T Ak LAL
& k
= N ZP:_: P-:-ERmxm, (53)
- X3
Z )‘-E ' 2 )l:-:mi : Z Al
| k 3 3 |

which concludes the proof.
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7. Appendix B: Proof of Theorem 3.4

Our goal is to show that, given » vectors of the form
dr'z[ﬁl'mlpp:'mﬂs" '1pinml]r-.- i= l:-' s By {54}

such that the associated polynomials (40) are strictly Hurwitz and have
distinet roots, there exists an asymptocically stable matrix E of the form
(16a) and a positive-definite matrix Q such that the matrix P solution of
the Lyapunov equation (20) and the matrix B given by (16b) generate a
signal v= B"Pe of the form (39), that is,
d-lrgl
v= o e=le, el L., elmyT. (55)
de,

To prove this, let us consider the state transformation

z=T"7"¢, (56)

with T given by (46).
With respect to the new basis, the Lyapunov equation (20) can be
rewritten as

ETP+PE=-0, (57)
with E given by (46), (47). Choosing
@ =diag[Q,, ..., Q,], (58)

and taking into account that the associated solution P can be put in the
block diagonal form

P=diag[P,, ..., P, (59)
Eq. (57) splits into the following » equations:
CIP+PCi=-Q, i=1,...,», (60)

with C;e R™*™,
Now, it can be easily proved that

z=[el,....elT, (61)
Im 0 0
B=rip=|" b 0 O] n=00,...,0,1]"eR™,  (62)
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so that we have

v=B"Pe=B"P:=[I,P,...,1,P]| *|. (63)

Therefore, it will suffice to prove that, for any given vector d,, there exists
an asymptotically stable matrix C; of the form (48) and a positive-definite
matrix Q; such that

IniPi=d4'1 i=1,... B, [64}

To this end, let us consider the :ransfer function
Wi(s)=d,(sI = C) 'L, = di(5)/ ki(s). (65)

It can be proved easily that, for any given strictly Hurwitz polynomial d;(s),
there exists a strictly Hurwitz polynomial k;(s) that makes W,(s) strictly
positive real. This fact, in virtue of the Kalman-Yacubovich lemma, proves
the theorem. U
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