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PROVA DEL 14 NOVEMBRE 2016

Rispondere in maniera chiara e sintetica ai seguenti quesiti, indicando Cognome e Nome su ogni foglio manoscritto.
La traccia, debitamente compilata, va consegnata insieme al compito svolto. Non é consentito consultare appunti o altro materiale. E
assolutamente vietata ogni forma di collaborazione, pena ’annullamento della prova.

a) Si consideri il seguente sistema composto da tre vasche comunicati. Sia u la portata del fluido in
ingresso al sistema, sia A = 5m? la sezione dei serbati, k; = 10m?/s e k, = 5m?/s le costanti di
efflusso del fluido. Determinare la rappresentazione di stato del sistema considerando il volume di
fluido contenuto nel terzo serbatoio come variabile di uscita. [5 punti]
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b) Discutere, al variare di k, le proprieta strutturali del seguente sistema: [10 punti]
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c) Assegnato il seguente sistema con u(t) = §_;(t), determinare x(07) tale che y(t) sia limitata. [15

punti]
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a) Per mettere in forma di stato il sistema di vasche comunicanti ¢ necessario utilizzare
I’equazione dinamica che regola la variazione del volume dell’acqua all’interno di una vasca
sulla base della portata di ingresso e della portata di uscita. L’equazione in questione é

Variazione volume = Portata in ingresso — Portata in uscita

Nel nostro sistema si ha quindi

Ahy(t) = @ — kyha(t) (1)

Ahy(t) = # — kohy(t) (2)

Ahg(t) = kyhy(t) + koho(t), (3)
che possono essere scritte come

(1) = % ~ (4)

ha(t) = 51 = S ha(t) (5)

(1) = Lha(0) + 2. ()

Consideriamo come variabili di stato il livello dell’acqua hy(t), ha(t) e hs(t) delle tre vasche.
L’ingresso del sistema ¢ rappresentato dalla portata d’ingresso w(t). Infine, scelgo come
uscita del sistema il volume dell’acqua contenuta nel terzo serbatoio, Ahs(t). Poniamo
quindi z1(t) = hi(t), z2(t) = ha(t), z3(t) = hs(t), y(t) = Ahs(t). si ottengono quindi le
seguenti equazioni di stato

ia(1) = ~Lan (1) + ou(r) @

a(t) = ~2as(t) + cu(t) ®)
kl kg

y(t) = AxS( )7 (10)



che possono essere riscritte in forma matriciale come segue

k1 1
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z(t) = | 0 =% 0| z(t)+ |54 ul) (11)
Bk 0

y(t) = [0 ‘0 AT:C

Sostituisco i valori assegnati ottenendo il seguente sistema

-2 0 0 &
e(t) = |0 -1 0|=zt)+ |4 u@®)
2 1 0 0 (12)

yt) = [0 0 5]

b) Discutiamo le proprieta strutturali del sistema, al variare del parametro k, attraverso
I’algebra dei blocchi. Considero il sottosistema costituito dal parallelo di Sy ed S3. Se vi
sono poli che compaiono in entrambi i blocchi, perdo sia controllabilita che osservabilita. E’
immediato quindi concludere che se £ = 0 il sistema ¢ non completamente controllabile e
non completamente osservabile. In questo caso infatti i blocchi in parallelo presentano la
stessa funzione di trasferimento e quindi hanno gli stessi poli.

Risolvendo il parallelo si ottiene un nuovo sistema che indicheremo con Ss3 la cui funzione
di trasferimento ¢ la seguente

k
1 1 2s+k _2(s+3) (13)

GQS(S):H—k+g—5(s+k) s(s+ k)

Analizziamo ora la serie di S; con Sp3. Indipendentemente dal parametro k, si ha una
cancellazione zero/polo (cancellazione di s) che fa perdere la completa controllabilita. Si puo
quindi immediatamente concludere che il sistema ¢ non completamente controllabile Vi € R.
Inoltre, se k = —2, ho una cancellazione polo/zero (cancellazione di s — 1) che mi fa perdere
la completa controllabilita.

Riassumendo:

e il sistema ¢ non completamente controllabile V& € R;
e il sistema ¢ non completamente osservabile per k =0 e k = —2.

Per quanto riguarda la stabilita, il sistema originario presenta i tre poli sy =0, so =1 e
s3 = —k. Il sistema ¢ instabile indipendentemente dal parametro k, data la presenza di un
polo a parte reale positiva.

c) La risposta complessiva del sistema, nella variabile complessa s, ¢ composto da una
componente in evoluzione libera ed una forzata

Y(s)=Y(s) +Ys(s) =C(sI — A)'x(07) + C(sI — A)"'BU(s). (14)
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Determino la matrice ®(s) = (sI — A)~!

D(s)=(I—-A)'=| 0 s+1 0 =10 -5 0 (15)
0 0 s—1 0 0 —
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0

L’uscita del sistema ¢ quindi data dalla sola componente libera Y;(s).
Antitrasformiamo secondo Laplace utilizzando il metodo della scomposizione in fratti
semplici:

(1‘01 +ZE03)S—ZL‘01 + 2203 B A n B _ (A+B)S+ (—A+B) (19)
(s+1)(s—1) s+l os—1 (s+1)(s—1)
A+B:$01+$03 (20)
—A + B = —To1 + 2.I03
3
2B =3xp3 = B = 5{1303 (21)
1
2A = 2x01 — Toz = A= o1 — §$03. (22)
La risposta del sistema ¢ costituita da un esponenziale negativo (dovuto al modo di risposta
s = —1) che converge a 0 per t — 0o, e da un esponenziale positivo (dovuto al modo di

risposta s = 1) che diverge a +0o per t — oco. Perché la risposta sia limitata deve quindi
essere annullato il contributo dovuto all’esponenziale positivo, cioé é necessario porre B = (0
e quindi 293 = 0. Abbiamo quindi co? condizioni iniziali che forniscono un’uscita limitata

z(07) = |51, (23)

con o, f € R. Con tali condizioni iniziali I'uscita ¢ infatti

y(t) = ae t6_1(t). (24)



