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Caleolare Q,A e A per la matrice
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1. Calcolo del Po“womn'o Cafa‘}‘feﬂ‘s‘l“t(;o chA
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/\;_=2

2. Calcolo delle mofJFePJ:%:nJra'eisaBnbhe,
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fra=2




4, GCslwlo delle vnoH‘ePl{cafa'(jeome‘l‘r{ohe,

- per A1

O<Va<Ha=4 => Py=4

- Fer AZ. -
K 1
’I y niduzione a saala
A-Xo1= -1 —> | 0O B GaUSS - Sordan
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¥iga 2 <— 11q32 - r|3a4
rig8 3 ¢ rigad -2 riga

Dalla riduzione ascala, 0sserviamo che rango (A-AzI)= 1.
Quindr':
) )2 = dim (ker (A-)\zl)) = 5= rango (A~/\2I) =35-1=2

=% dimensione di A
Riassumendo:
V=1
V2=2

5. Comcf’onta delle mo f‘|‘ePl|'c.'+a‘
r‘|4'-'-' 1=V
rf?_: 23Y),
Quind, per entvam 'b;jh'aui'ova’orl; mo l‘i‘ePha’f‘a‘dfgc brica e Swfr}‘ca

Coincidlono => A e d;‘a(-o)onall'z.zablile,
R A W W W W

Dato che MelR e AzelR, siamo nel caso di motrice dizggonalizzabile

con toth autovalory realy.




6. Calcolo deﬂl{au*rove,ﬁor{
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Dunque I‘aquosj,:vazro 1V, = kev (A-MTI) e doto da
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Scegliendo =2, | veftove
J1
Uaz| 4 | € unapossibile base dell\au]‘ogpazuo U, .



. per Azt

RfPfencjiamo la riduzione s scala & A-ALT F&ﬂa A ?(ece, denza.

st‘l‘ema Oomogeneo ! 4~ Ha~Haz

Posto 2=k e Az=(b:
%4='xz+%3,=o<—|-/b

Dum]ue, ]\auf\osloaznb V- ker (A- A1) e'dato da

o3 1 1
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. Costruzione & T
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8. Matnce A
M. 0O O 0 0 o
~ 0 ‘Az 0 | =
A:T 4AT: : A = O 2 0
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NOTA - scvi i Senzd avey c’ov‘ufo Ca Icolav'e.T ;

ma aFFh(:anaBo la Teoria.



.e)nt Q O 1 O 0
~ Ai.t O - Zt O
A |0 <
O O J?,A?* Q 0 J@zZt
M 0 0 ok 0 0
/&k: o M o0 |=]0 2 o
0 O M O o 24
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/ 1 1 LAY
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2 (-rraett) (1) HG
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E sercizyo

t 13 i
Caleolare QA e A Fev‘ \amaﬂ‘r-ce,
[0 2 o]
A: -2 O 9
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|72 "7 7

1. Caleolo desl{ sutovaloe,

Fartizionando |a matrice A come Segue.:

r o 2, 0]
A=|"2 o!'o :[_‘IA_\{:_?_‘[
S A
SR A

Yicon0seramo uns steuttyra 'Ln‘anso)are inferiove a blocchr, percur gl avtovalory

&' A corncrdono c,ongh'au'i“ovalor,‘ o Aa e Az_

A -2 : :
Pa,(N): det FAHa > A=26, ApsAtasg
2 A
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=> Siamo nel caso di ma‘l‘f{ce o’gé}sohn_(_a_h'zzab}!e oA ad]LDValor; VCOMPI?ESSI‘-
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- per AA ( NOTA- Conﬂdeﬂemo [avtovalore complefjo N Par’re l'mmejufnarla Fos:hva)
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Posto 2t5= e
oz Has X
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DUnjue \‘auMsFazu‘o U, = ker (A-AI) e datoda
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per AL
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4. Moatrice A j
5, w,,:o~ [0 2 ©
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R
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NOTA - A e'stata serifls 5€e12a
= &z 0 Cwatp calcolare T“’j ma a,o,pfl'caﬂdo .
[ risultah no'h' dalla teovia.

)\4:2‘0- = Sat A, 0

. AL v
5. Mah’fa e,A e Ak

\ .
r 6&tcos(w4b) (fifn (wd;)f O os(2t) sin(at) 0
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.-4 -

Hrere e Gl I

O -1 4
éde+(“r)=4 ’ ]
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Calcolove .Q,At e Ak per la watnce.

-1 0 3
A: - 2 2

QO o 2

/]_ Ca,w,g o‘esll a\)'{"D\/éilOY’!r

Partizionando |a majrri'ce A come S€3U€5

#—4 Olbﬂ AL A

Asl-s gia | =02
e — o o ! Az
O o:&

viconosciamo vna strutlua triangolare supeciore s blacch, perovi gliavtovalory

I A cormerdovo con c‘uelh' g Aa e Az

_3'2_

b

-1t0
A/] - [" - ‘i - ‘] S'I'YLI‘HUWA 'h’IMSQ‘a'fQ {in &‘ffof({_ =" a«/‘l'wc)loﬂ‘: - 4) 2

Az’ [2] l:))Occ,lNZHO Scalé\\fe =S avtovalore : A

aviovalovi di A:

Ar==1  com M1=1
A2z 2 con Maz=2

2. Caleolo de”e mo]'l'eph"ct‘la"geowe"?fo(me

- Per Al
O<VaHazq = =4

. per Azt
[ _ i [ 11
> 93 & © 1 f|334<—-~—;-(13a4
- ol O O
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Dalla vridvzione o scala, ossevviano ¢l (190 (A-A21)= 2. @
&Ulndli

V2= dim (hef(A‘AzI)) =3 Fchgo(An/\zI) =1,

n=3 J!mﬂnﬂmﬂ d A
3. Confronto delle mo!kph’c:h‘

f"ﬁ:’] =V
M222.>4=) )2

Qufnda‘}, la matrice A non e~ diagonalizzabile .

Siawo vel caso Parﬁbolare dr VHA‘I'YIC«CJOV'JGVHZ&B‘DJ,Q, anshzzato.

4. Calealo desh"_aquweHofr‘

. Pef‘/\43
) ] [ | (4 - 2%
O 0 3 3 03 2 1 -1 %
A-xl=|-> 3 2 |—5| 0 O 31,0 o 4
O O j’J O 0 =3 0 0 o
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f13a 2 «— é’-nsaz
r1‘3a3> €« 11333~ nba,z‘_-,
2,
Ma-MHzg - Zya =
Si5kma OmMO%eLO ! 3ol
Hx=p
Pos‘]‘)o Ha=oX :
H3=0

Ha= '-"1'2_-}%9(:5: o

Dungue l\au+oSFo\.z:c} J1= ker (A-MI) e dalo da

| X 1
»l):';-_ V=1 5 [ = X 1 (XGIR
O
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. ‘DQY‘/\Z .

RtPf‘@LAlm la ridvziove a scala di A-Aa] fath ln’precedmaa_

siskma omogeneo: |Ha=N2=0
M= QO
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Hx=0
Nz Nz

bumjue laui\asPazro V. =ber (A- /\zI) e dato da:
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2
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by,
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1 —
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— ' 1 O
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0
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5. Costruzione &1 T

4 o 1
T:[U‘1EU2 ’Us]'-’ 1 1 0 ,
L.O © ..,]u
6. Motrice A
a0 0] [-1 0 o
A=l o :r/\*zm: =l 0 2 1
| 010 Az} |0 O 2]

NOTA- Si vicord chg A’: TAT
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~

+. MA“'YIC\" LAt e Ak

-QJ’ME: 0 O 1 [t 0 o]
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ol | |0 o g
F_)”li_:_(_)_*_o_,_“ )< 0 o0
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ot(T) €Y 00 1| |00~
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S o st -
QAb: T@x{:T'dz o= AR 2t e,Zt -2 +.62t(4~t)
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ESE_RCIZ_IO @

Dato i| sistema

“ Ct)__> Sislema _.—_>%(e)

descritho dall\eﬂuazlo«w differenziale,
'%(eh 4 '2'8(6)+ 25 (t) - 623(6) = 2 u(t)

4> Scrivere. Una mloloregmhlw del stslema 14 Fovma d Spazio oh’sb‘ho/-

.2> calcolave |a r:sFosb libeva nell vscita con codizion (niaialy
%(0)10, %(@‘5, %(O)z'\’;.

// ﬁ/

/]> Definiamo lo stato

[ ., (¢) [ 3(6) |
X(t)z Mo (L) %(&)
-9(3(6)‘ N 3({:) |

S

A\ob(s/v\ct
% (07 40007508

dalla definizione drx (t)
s (02 G (0): oa(8) T

25 (t) = '%(é)t 65(\%%%(6)—4%(6%2“(6)
= 692, (8)-2:(E)- A0t (E)+ 2ult)

dall\eﬁuaznm differeziale,
del sistema




- &

x(E)=|0 O 1|xE)+ | o |uk) gc]uaZIWde{fosb*fvo

Dunqde:

6 -1 -4 2
——~ —
A B

Peyv ﬂua/\‘k) flj\/erda I\Uscrf‘a:

ESUC): M (L) dalla definizione Ji x ()
= [ 1 0 o Jx({:) + O (L(t) :Qquazao'w. Jelf‘usc(Jra
e~ e
C D

2> Dobbiano cslco[@m;

%/6 (£)- C@Atxo YISFosf‘a libera nell uscita

Innmz( +\)‘H‘o/ ﬂc&v(&mo Xo dar dav‘—l'del Frobbw\a:

P %(o)- O }
Xo= X (0):= 4 (o) || 2
/ | %(0) ~ "D
dalla definizione
J{)(('l")

Procediano ova 3l calwolo dr .Q,At, Famleno’o o’agl( avtovalor o A:

A 1 0O
AT-A=| 9 A -1
-6 )\+4J




- + ANI-A)= svtluloPIamD | calecolo del @
fA(/\) de ( > a(ek‘rmmmkwsreﬂ‘o alla

Pv’t‘ma colorng

A -1 -1 Q
=)\de+(1 )\+‘?>—6Je‘f‘(}\ _4)1

= )\[)\(/\+4)+4]—6o4 =

= )\3+ 4)\2+/\~ 6
Per 1] caleolo delle vadic dv Pa (/\); Prowa/vxoaJ a[o.ohbahe | edodo o
Ruf ﬂ'm‘, cercndo le vadicd s | divisovi inferi del fermine coto -6,
Oosla ¥4, 2 *a *g,
Proviewo cor A=1:

PA(4): )\3+4)\a+/\~6 J/\M: 14 441-6 =0

&vmc’t /\:/] e\fdAlC}e a FA(/\,) . Per sbba ssare 'tl [9011 noNIo A\'ero/o:
1 4 11 -6 4— coefficienh del Fohnovué

Yadie,

N

1 6

5
6|/
\
=> Pa(A) =()\~ 4) (/\24« 5)\+6) = (M1) (At2) (/\+3>)

1
1 5

A= 25-24=/
)\: -5, . /-2
2 ez

Lamatrice A lﬂai‘f_e, vadic( dishnite :




A1
Az2=-2
Az ->

ed e’ c)ufnola‘ _ol:’ajona [izzabile .

wn I‘('\:’]
Con HZZ/I
con ]‘15=4

V=4

PfoceJlamD sl caleolo Aodlf avtovethor::

___>{

270+ N2 =0

Hr=-H2 =0
Ha-N> =<0

1
O
| O

2 1
O 2
o 4

¢

= | X
1%

}z

Vs, avtovettore velahvo o A

-1

1
-5

Fer Aaz4:
r’l -1 O
Al-Ac= o 1 -1
-6 1 5
stk/vao\ orwjvxmo: i
PQ/W\AD Ma=A (FAKW‘*YU ).Lero),aﬁ‘/“-m-‘
Nz N3 =
Ha= M=
Pef' A2z-2:
[ -2 <14 o]
MI-A:|0 -2 -1
-6 1 24
5&s’r€/hamjcx\9_o:

2N+ M3=0

Porondo Mozl <F6rw+m ]tbem)/ o ferramo:
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2
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2
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1,
1
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y 1 Ao | (1]
Ma= - 3377 5 X M4 3% 3
= 12, = [.1 = ‘4’
s A > . 2% X "3
O R ; < T
Vz, avtoveflore celsbvo o ),
Per)\3=-2>1
(-3 -1 O] [2 4 o] 3 1 0]
X»I-A=]0 =3 -1 — 10 2 4 | _ |0 3 1
-6 1 1 © 3> 1 O o O |
dHa+Hy=p
sishme M‘Zj%w:
D%+ M3z

?on%do =L (Fe\w"l'ro /I}Jem) y 0#"/"&%0,'

1 ] 4 1
27- 3% - 22 34 3
1 1 =2 | e | T |-t XY
PO A
T a7 s A3 o 1

AN

Uy , svtoveftore velabvoa A
De finioms la matvice | :

A
T g
S ARV ron
2 3
1

’] -
1 1 ]
fale che ( - ,
A O O 1 0 Q0
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Da cvi
. |e* o o]
it .
£ Tlo ¢ 9,
o o gt

Ricordiono che @AtrT_@AtT'/', Soshtvedo in

6,@, (t): C @Ath
o‘H‘fVlla/Y\—O.'
&z(é% CT T,
X4

. —_— -1 _
for evitare di javertive | / definiamo X= 1 Xo, o K= z:z .
5

X e solvziow de| siskme [neare To=Xo.

Applicondo || metodo della riduziowe 4 scala pev risolvere il siskna

&bbsa/vxol
(1 4 4] T, 4 1] o P I
T 7 3| 0© 3 3 2 3
3 -4 3 4 3
4 1l — |0 -7 "5 |3 o - -=
% = |3 A 10
1 q 1= 4 3 J O O 3
—————f - -
T Xo
4 1
Xa+ 02+ 303 =0 X1z 4
4 3 ~
- 3 e 2 oa = 2 a =y poeeq )
= ~ap- s> Foz=3 = op=-4
i%:O => 0(_3:0/7
3
1
=> X = -4




In conclusione !

4,07 CT X -

1
[400} 1 -
1

t

AT t

3 - o0 0

3 < ¢
-3

1]l° 0 2




Esercieio

Caleolare [a visposta [[beva del sistena :

K % (£): Ax(t)

x(0)3X,
"4
CON /A\ [ 2] € Xo:[-,]].

X (é) - ,@Ath

o (Caleolismo 81.‘&01‘@\/3/0\0’ ol A

Pa(X)7 det (AT-A) ALA: [5 /\+
= A AM2)+5- /\2+ 2A+5

024"'20:"46 k

o+
)\4,25 2 =J9

)\2 )\4 ==~ ZJ
Consideviavo X, Fefohz’ ha parte
_ I\Mmajn'ndr;a' /DoSl’h\/&.
[1-2) 1
* /Ai’)\’ll - _ ]
-5 . /"2)

R!So’\/lamo l[ SSHMA Omo\f@;e,o AsfoCIaTo



1-2) 1 1+ 142) 5 1+z) -
- 7= e
5 -1-2) é "5 ~1-2) -5 ~1-2)

mo }'hP“CA I3
Prlma Vlj?&

pe 4*2\)'

[4+2j)(4~zj'): 4_2%&44

Riphe |inearmenta
dfio%alwﬁ\
=> e posflemo Scartare una .. .

Considy iama o prima equazion
(4~zj) Ha 2t Hz =0

Doniamo 1= o => {

944]_ 1 o
[9(9_ - -4+2)

Mg =X

Ma= - (4~2j)0(

L
-~

] e un avtove flove di A relativo @ Aq

142

1 O
=> Uz Uyt V2 Jove ’1)713[_4j e '1)2'_3[2]

—_— /] @) 71‘ Par’re Yeale i Fer}e‘ lm;nejfnar[é.
:> I: U’] UZ]: _ 2] dh dir

d
Parkfea’e
~ g W 7
AT AT = N Q’J dove & zRe(M)=-1
W: Ima)= 2

P&de. 'a; mmABt‘nar? a



E/’Z‘It_ Gt[cm(wt) Mn@)ﬁ)j_ Lt [ C0(2t) 2u (2t)

-m@ﬁ) @a@é) "9 ~tm(2t) Co(2t) @
o [ modi de| sis¥ema som0 folte le finzion different Che
At

% ' t . i
\kfo [dmp 1N L ) m(zé))zfca;(zﬁ) - oo DEL SiSTEmA.

o T| sistma ¢ asubohcamnte Stabile
];efchz‘ Re(M)<o e Re/()\z)<0,

At At
o X(E)=2 x0T ¢
° /\.»szrdmaﬁ d Xo fagf)eﬁo

1 [o(,,] alla base {m,ﬂ)z}:

Zo Kz Xo = 61U1+t oz U

2, & solvziow del sistona [ineare  [202Xo

Yoo
{0/4;4 20(4:4 ' XO‘Z—’)J

Olat+2 X2 = -1 X2=0 “La NOTA- 1 poteva anche osservare

/\/’__\‘,/\ che Xoz rU"4_I DUNiUE.
Non ci m‘\'efeSSMO, Xo % ota U + !

PQfoh@\ vervanng mQ‘L‘h/];Cé{-{ Xo= o4 Ua + 02 Vg =y
=> (1=, X0

per zero! ,

<
¥ -t
.X(t):T@AtZO: [ 4 0][4 j@?{zk} %][4]
-1 2 -2 am(zt) x 1|9

[ ’ ] o “ealzt 2 cn(2t)
-1 2 __/@“tm‘(zé) —,Z_tceo(Zé)—Z{’:%m(Zé)]



L oERCIZIO @

51 consider 7l Sistema;

X (€)= A x(&)

2 ~3 S

- 3 5 3

dove A:l|l% -5 %
3 _3 1

s -y L

1, Studiare la stab, litade| sistema

2. Determnare i modi del sistema

3
3. Calcolare 3 n’spos‘l‘a libera del Sistena con condizione (iziale, Xo=| 1 ]

@]
4. De‘fefmmafe, l\l‘nsreme, de”e co.od:z:om‘ imzialy Xo tTali che,.'

2@1/% Ix®)=0

j
/

Calcolramo Sls"aufova[on' del S»‘s‘l‘ema.

A2 5 -3
AI-As -% A3 -5
233 -1
p 7 A 2 |
L5 .3 2 %
' M3 3 det 2 +
=det (AI-A) =(A\-2 det _3_ ) ([3 ,4_}
SV;lquramo ! S35
d€+ermma/1+er|5peﬂo 366{2 2 +_2, -
alla prima Y133 B -3 a3
2 2
2 4 54y _5 s 8. 3 '135 _
= (h2) (X-3A+ 32 AT *q '3( ”\J‘“Z)‘b (’4 PAY g ) ;

= (X2) (Kr2he) -3(-2x< 25 (302)
= (A2) (A1)



AUTOVALOR|

A= 2.
Aa==1

Stab{l{ta'

MOLT. ALG.

}4414
Ma=2

MoLT. GEOM.
Yz
Vez... 7

(1 = yu=n)

Dato che M>0 si Puo~ immediatamente concludere che

il svstema e INSTABRILE

Modi de| sistema

Calcoliamo y)»= dim <l<er (A'MI))

A‘ )\zI =

3

3
Z

N\

du‘m(ker (A*)\2I)>3 n - fdnso (A—/\zI> = 3-N=2 => ‘ )/2: 2 ‘

\

-3 5"1

2 3 s
2 2

3 3

2 2_;

1 - A
O o O
o O O

soffragqo alla 22e
alla 3*riga la 4

molts Phcafa per 1

2/

pas molhplico 13 1% nga

4
Fe(' {3\-r

dimensiong
dello stato

-

N

©

=> fango (A‘)\ﬂ): /]

N
RIDVZIONE A SCALA
Di GAUSS- JORDAN

Dato che [~¢4= Vi e sz ) 2 la ma'l‘nce, A e‘_cJ_l‘asonah‘zzabn‘)e,.

Du nqUe esiste una matrice 1 di cambio di coordinate tale che:

_j\_: T'/‘AT:

[ A4
O Az O

O 0

O O A

-

(2 o0 o0 ]
- g -1 Q
O O -4




E a5endo:

At
£

[ modr del sistema sovo : ,Q,Zt

-
-

- - r
.21)\4t o
O QAzt 0 -
Mt
o o £°

\

Caleolo della visposta libera

At At .
x(B)= 2 %oz T2 T"'Xo

(tutte le funzion) distinte che froviamo Q,At)

Calcohiamo la matrice T di cambio di coovdinate .

Cansideriomo A4.

RIDUZIONE A SCALA DI
GAUSS- JORDAN

o -3 3 F'1 -3 14 1 -3 4
3{9_“%35_-—.>O4~4..904~4
E y -% - - O -
2 "2 "2 g “ 11 _ 2 -2 -
molh phco la 4QY‘36
Hra Oa“a 38“ a
er-t 1o 2%pe, 2 sotlragg 3
P 3113 )W’,v:3 |5 15
e la BQ“Per_‘?:_ .
sambio la 1% ¢ la 2%
\ ngs
.
A -3 1 SIS"'QW\G OMOSQWQ.D aSSOCiS’i‘D
'9) -
b > Ha-3M2+ Hx=p
2 O 0 o
J %2'%3:‘-0
SQHrQBSO a”a ‘53 Y“Sa \
\a 2,a mDH)Phca‘l"‘d Fe(-z POVH&VY]O %5—-“ .
Ma= DHo-Ma = 2K M 2 /U;I
- A2
=93 = => 1|
e s ’ AUTOVETTORE
Ho=aX RELATIVO A \q




(‘,onsx'derx‘amo )\z.

3 ) 5" 1 -1 1
A-AzI: 2 2 2| — ©

3 _3 3 o O QO

2 "2 7

stessa ridvzione g saala Jiprima ---

sistems omogenco associslo

Ha~ Mo+ N23=0

Poniamo 7=« e M= /D,

MaE Ma-M3 = o~ M4 4 -1
H2= X = || |1 x| 0|3
%b:ﬁ) N» Q d

V2 s

AUTOVETTOR! LINEARMENTE (NDIPENDENT]
RELATIVI A A, .

La ma+r\‘cer\ camb)o ch cOordn'na'lE S| Cos‘hfmsce Come,:

-2 1 A
BE [ Vi V2 ’l)‘s}: 11 0
17 0 1
w () T2 (T % .
2ot | X2 Coordinate di X o ﬂs)oe’rfo alla
TuQ/ Zz_o Xy base {U«l’lle’l)'sl :

2t

Xo= X4Vt 2VUz+ a3 V3
= X O(q'Uq-‘\'.@ <0(2U2+0(3U3> 2 A 2z >

Zo si offiene risolvendo 1) sistema liveare T2,2%o0 !



201+ Kp -3 =3

Xa*{2 =1
Ar+ K =0O
Dun(‘Uﬁf

t -t
x(£)= Lz V1—e Vs~

1= -d3
A2 = 1-Kq2 1+ Ky

-20<3+’l+5(;,- >=3

t -t
2
2t

[ 2¢°

2t -t
4 -L

N Ritornando alla generica espressione d X €):

t -t
XCt): -—QJZ o{aUr+ 2 (0(2U2+O(3'U'3>

. 2t
Sl osserva che € s e

-t

2 —>0 Fer é—-)OO,

Dquue‘afﬂno\ne' Larvy le({:)ll:o) deve essere | &x

t>00

c10e” la condizione imzisle Xo non deve avere mmFone/ﬁe,

O .

2

\uqso l\aquosPaub velahvo all avtovalore mstabile A4

L?, cond ziont imzial, che SoJo,ls)Cano 3\/85"‘6 Condl?_;oqe S0n0 da{‘edaj

@)

Xo = T‘ [ 0(2} = oy U2+o(3,1f3

x>

al variare dj xz,05€lR. Sono qumd. tufle Je condi zion) mizialy

apparfenet al 5oﬁosFaz;d lineare Smeo da U2 e VUi




Esercizi @

4) Datoif sistema descrito Jali'e.riuazfone differenziale

5(B): () + wlk) (1)
dite se il sictema e lineare, applicando la de finizione.
/\/\/‘\_
soluzione,

Sia 914(4:) la SO?UZ:éne dr (4) can wanz:o.ne fnl‘ZaaFe, 24 (0)= Mo € lnSfCSSO‘ali(\‘:).

=>  g¢, (k)= (m(!:))ﬁ ua (L)

Se il sistema fosse li‘neare, allova selt)= a x, (), con Qi costate, dovvebbe
(’1) con condizione iziale 2 (0)= Q 2¢ e

nqresso ull): g w, (k). Ma

esseve soluzione dy

9'.0({3): a 9"(-4 (t)= a [(ﬂd(ﬁ))z-F U4 (&)] = 4 (9(4 (t))z"' Qaaq(&)

¥ (G“}C" (t'))g‘“t’ au.it)= (w! ~))2 + ull)
(a#1)

DUnc]Ue, 2 (£) none soluzione dr (1). Il sistema M e Iineare.

/S
/{ 7

Z) Dato i siskma descritto da”‘equaz:o;e differenziale
5 (6)= e (k) + (k) (2)

dite se il sistema e“sjraabnaw‘o} 3pplicando la definizione.

W
50luzione,

Sia 24.(t) 5 selvzione 4/ (2) con Condiziove tniziale. q(0)= Mo € frvjv’esso U1 ().

Se 1l sistema fosse S‘hazq‘onaﬂb, allova ML) = 2, (t‘T) RSN T;‘*'C ao;;f’,;f«rhi!

dovrebbe escere. oluzione di (2)

\‘VIS(QSSO Uy (é) = Uaq ({'—‘T) . M&T

cony condi2ione tnrziale 2,(T)=2 e



22 (E)= 2, (t-T) = (£-T) o (E-T) + uq (t“T') @

FE o tT) 4, (T )= Taalb)+ ua(t).
(T+o)

DU\nc}Ue 21z (£) von e solvuzione di (z). T| S1stema NonN e~ stazionavio.

/
4"[ /

5) Dato il sistema descrfto ancora dall ie;’uaz:o;w differenziale, (2),
dive se 1} sistema ¢ |l‘neare, opplicande |a definiziome.,

i e N

soluziong.

Sva 24 (£) la soluzione dy (2) cor condizione mizisle 9, (£,)= Hio €

ingresso Ua (k).
=2 924 (£)= T 54 (E)+ U4 (£)

Sia K2 (L) la soluzigme di (2) can o dizione irzale o6 (&)= Hao ©

fsnj fesso Uz Ct‘:)

= ')'.l'z_(t): t)‘(z_(t)“‘uz (t)

Se ! sisdema e‘"h‘neara sllova s (#)= A, (E)+b s (L) e “colvzigre dr {2)

c,on(mrw]lzame lmzlale, J-t({B) Q'Xﬁo‘l’ b?tzo e msres;o u({i) Qbh((:) baz(ﬁ)
Fe("@m ”y Mo, Mzo  Ul(), Uz (), Q, b

. %(b))z Q M, (&)'*'19 ", ((5)'—' 0\9'(4,0"!' b‘?{z’o- _Ver:ﬂcafa

e )= a4 b #,(E)= q [ﬁxq )+ u«(t)]+ b {6%2(6)1' uaié)] :
- t [Q’H« (E)+ bi’fz (t)} + [QLH ({:)'f' bf«(z("—)] =

= T o(t)+ ult) m'ca+e

=> Bunc}\fe !l Sistema E lt'nea(e,.



E SERUZD

Dato i] s1stema nonlneare
.o 2
M= Ao+ AL

- 2
My Hy + M,

1. determmare 1 punti olu'eﬁu”x' brio del sistema quando u®)=1 ¥Vt
0. caleolare le watricr dei sistemi linearizzaty nell intovno

dei Pun‘l‘\' di eciunh brvio
2, studiare la stobilifa’ dei puaty di equilibrio

~ 7/
d 7

s .
Definendo lo stato x: [%:} 1l sistema e viella forma

>’<=J€(><.w)

M2+ m? €4 (x, “>

dox/e é(x,u%

%’;2+’“%2 . 62.(’(;“)

Per determinare v puah di e}?ulhbw'o del sistema, si risolve. :
%()(} u) =0 (@" Slamo 3 ﬁmpo continuo. . )

Con A= UQz.]: 1.

Mot Uz O Mot 120 UZ= 90y =1 %4-.<
%4Z+M%210 §> 3‘(3_1‘ M2=0 MNo=-1
U Ues31
T punhi dy equ) liborio sono:
1 -1
Xeq,1° e Xey®
-




’ \ o der @
|colare le matrici dei sisteni linearizzath vell' mtorm
Pgr CalColare

" 1acoblane,
byvo Occovie prima calcolave le ma-}TICIJ
‘Dvn% d[aﬁwll 0,

di € rispetto a X e W1

[ 364 ag'l ) [ O 1 )
) 5—9-(4 S0 - |
j < agz iﬁz 2%4 AA —J
e L ooty ooy J L

[ 364 [ 2 U

| 5|

JU
—= y
U of

dU

C(eq)
) RNOQ D (Xeq,/l)
MATRICI DEL SISTEMA LINEAR)ZZATO NELL INTO

[0 1
2f
I : X=Xa7,4
Am‘q X L(:Me;i i Z /)
2
2f .
Bii""\ = X=X°3.4 _
ou L(=Mmi 1

l l

o 1
° el
Alin,2. 7 X )u():(e: o4
>f ) 2
lin, 2 c;(—,( ::-:i:c;z iy




Per ofudiare la 5+ab{‘\‘1‘a“. del Pun'h ar quﬂ[l bv\‘o/ ‘ @
a\oF){chfa«wo | metodo wndiretto di L)/EPUAO\/ e qu;ndl"

Cé\CO]IéMO 3') au‘i‘ovalon' Ol\' Alt‘n,q e A[M'Z e

Py (A)= et (/\I-A]M,a) - A (Aa)-22 A= \-2

=> " Pa (M) ¢V sono a lternavze du’ Segno, eciumdn’ Pa (A\) ha almeno

Una vadice, con \Dark veale pos;Jr\va

<—> Q\UWO'UQ P°55i'am0 C,o\ncluo\ev’e C\ne <Xeq,4 ) ueq) e\un
Purﬁo oh eﬁu{hbnb INSTARILE.

o, ()= det (AT~ Alnz )= ) (An)+2s X-A+2

=> 1n P2 (A) ¢v sono alternanze ol\'SeBno} ﬁqul‘nolf P2 (A) ha slbywero

Una (‘ad\ce Con Fa(th eale fosﬁr\\/a_

éa. duno’ue possiamo concludere che (Xea,a , ueﬂ) e un
\Dwﬁ\o o 69«/»14 brio INSTABILE .




Esercizio
Datoil sistema nonlineare a tempo continuo

1(t) = o1 (8)[In (z2(2)) — 1] +e*® — 1 ,
da(t) = (1= ) aa(t) + [wa(t) = Ulwa(t) = 5u(1) +

nelqualea € un parametro reale:
1. Determinare i punti di equilibrio del sistema quandeé) = 0, Vt.

2. Discutere la stabikt di almeno due punti di equilibrio al variare del parametro

Soluzione

Domanda 1.
Il sistemaé nella forma

dove
4 (t) zi[In(zy) — 1] +e* — 1

t) = ) ,U) = 1

x(?) [ xo(t) } fxu) [ (l—e)x1+(x2—1)(x2—§u2+a)

Si osservi innanzi tutto che, affinéhl logaritmo sia definito, deve risultarg > 0. Per determinare i
punti di equilibrio del sistema quandgt) = 0, si risolve il sistema

0= f(x,u)

cioe
0=xz[In(xg) — 1] +e* =1
1
0= (1—6)1}1+<I2— 1)(1‘2 — §U2+Oé>
conu = u,, = 0. Si ha dunque

{ 21[In(as) — 1] = 0

(e —1xy = (g — 1)(xe + )

La prima equazione ha soluzianj = 0 exy = e.

Sostituendar; = 0 nellaseconda equazione, si ha

(xg —1)(za+a) =0



che ha soluziont; = 1 exy = —a. Dato che deve esseig > 0 affinche il logaritmo sia definito, la
seconda soluzione esiste pek 0. | punti

0 0
Xeq,l = 1 ) Xeq,2 = —a

sono dunque punti di equilibrio del sistema.

Sostituendar; = e nellaseconda equazione, si ha
(e—1Dxy=(e—1)(e+ )

che ha soluzione; = e + a. Il punto

e+«
e [7]

e dunque un punto di equilibrio del sistema.
Domanda 2.
Calcoliamo la matrice jacobiana dirispettoa x:

af ln(l'Q)—l ﬂ
—(x,u) = T2
Ox 1—e 2x2—§u2+0¢—1

Consideriamal punto di equilibrio(x.q,1, te). Abbiamo:

of -1 0
Ajing = &(Xeq,lvueq) - [ l—e 1+« 1

La matriceA;;, ; € in forma triangolare inferiore, per cui i suoi autovalori coincidono con gli elementi
sulla diagonale:

A =—1
=14+«

e Sea < —1, allorarisulta\; < 0 e\, < 0, e si conclude che il punto di equilibreoasi ntoticamente
stabile.

e Sea > —1, allorarisulta\; < 0 e\, > 0, e si conclude che il punto di equilibriminstabile.

e Sea = —1, allorarisulta\; < 0 e\, = 0, e applicando il metodo della linearizzazione non % pu
concludere nulla sulla stab#itdel punto di equilibrio.

2



Consideriamo il punto di equilibri@x., 2, u.,), cona < 0. Abbiamo:

_of | In(—a) -1 0
Alz‘n,Q = &(Xeq,% ueq) - 1—e¢ _(1 + Oz)

La matriceA;;, » € in forma triangolare inferiore, per cui i suoi autovalori coincidono con gli elementi

sulla diagonale:

A =In(—a) —1
)\2 B —(1+a)

e Se)\; < 0e); <0, sipw concludere che il punto di equilibrimasintoticamente stabile. Cio si

verifica per valori dir tali che

In(—a)—1<0 = In(-a)<l = 0<-a<e = —-e<a<0

-1+a)<0 = 1+a>0 = a>-1
Entrambe le condizioni sono verificate pet < a < 0.
e Sea < —1, allorarisulta\, > 0, e si conclude che il punto di equilibrinstabile.

e Sea = —1, allorarisulta\; < 0 e\, = 0, e applicando il metodo della linearizzazione non s pu
concludere nulla sulla stab#itdel punto di equilibrio.



E sercizio 2. (esome. 28/03/2006> @

Daﬁ) W sistema nm’»‘neare S {-QMPO CO')'HmJo
o, (£)= 1+ 00, () + 5in (22(1))

;Cz(t) T 27 (t) + 5in (7(4 (ﬁ)) - W (ﬁ)

4) o1 caleolino ¢ pmhdn‘fﬁqui [brio de| sisttma pev Ingresso costante w()=>T ¥t

2) scrivere le eciuaz,:bnf del sielems ll\ne,an‘zza‘f‘o ne[/\!4+OWno A ciascvn P""N

dl equfh bvio
3)> Sa')’Udlar{ '6 Sbbl“‘*‘o\\du‘ \’)W\)‘lldn' equ[/:"lomo

A d
Defivendo lo stato
X4
X [ ]
X,
{,, (xu) 1+ %:.2+’:>in (>2)
e { (x,u): :
62()(,%) 27‘(2 +Sin (9(4)- U /

| ciskma e wells forma x(8): %(X(é),u(é))
/l> P05+O (,L(E): b(gf&fll' Vt/ (r'solvfamo /g(x,ue):o Fef Cd’COIQY‘Q I Puz\h. oll.

Qﬂu{]nbr{o de| srotema

N+ 'x,?}+ s (%2)=0

2%, +Sin(4) =-311=0
Conaideviomo (a Pn‘ma equa 2ione !

N+ %i +5in(®2)=0 <=y 1+ fxf = - sin ()

N SN—
21 c [-1,1]

Sy F./o' avere Uaua\o)f\'aqaa solo se;




: )
1+ oAy =1 =>  21=0

3
sin (o2 )= -1 = s JTH2kT , k=g, 442 _

Covasu'a'en'amo ovs la Secanda eaiuaz,a'onet

22 +5in(>4) =37 =0

Sosﬁ{‘ue/\do 10 €553 ]Q POSS(EI)J‘SOJJZI‘O’H. de”a ‘ob’tmd OHMIGMOZ

:3.‘ — —_— 3 3
2 ( T+2kT) -2 =0 <= 27 N
2 ) > M+ 2kt S
che e ver ficats per k=0

Guindi il sistema ha un unice unto d librio:
N211co pon } &a()l e ATTENzZIONE | Qur k pvo essere

o Solo infero (k<o 44 t2,..)

Xec] an

2

Z> Il SlSMé lme_an‘zz‘m‘»o ne/l‘m‘i“omo o’,’ (xeq, ('(eq) lna quaac'one,
R(E)= Al %(6)+ By, K (1)

Jove, KV x(8)-xeq, %O (1)-tg | A2l

2
o

= [ Xy ‘
X :::Z : wu:
fi{_« o1 [ 2K 4 os (%) ]
5{ | 9 9 |
X
° Léz .iz. Cog,(p(,‘) 2
RS J
0 o
:> A in -
| A 2 s T abbiamo soghtuito M0 e 9{2:2_3"‘[;‘
- - - ~
aé 2f o) Y
- = U = => ‘E)h‘n:
-1
oW a(:. -1
| L




3> Per S"'U(JI‘aV‘e 'a S)(abll{‘fa" de’ FU/)“‘O JI’ eC]Ul/l})\fl‘O/ ar.)f)h‘olofamo .[/ @
metodo n'nd:'feﬁb Ji Z.yapvnov.

© O

Al

1 2 \\ matrice in Forma Wl‘&n\o)oiafe rn;en’o»’e,

=> | svoil avhovalory coincidono con 3“6’%%%’

sulls disgonale: As=0, )\ =

DA'{\O (/Lbe A],‘,‘ ha vA &V‘}O\/C\IO(Q FOSI'}TVO/ Concluol,a,wo CL\Q— '\’ Fw)+o dl‘

eﬁul“bw‘o (Xe% ueq> e ”\/EDTAE)H_E




Escreizi sutle TRASEORMATE b1 LAPLACE

Calcolare (s trasformata o Laplace della funzione in lclgura,.

o+

La funzione %({:) ha Vesyre,ssu‘one,:

2t se o<t
1<t
%(t): 2 S5e <CT<C3
4 se 23
O altviment’

ohe Puo‘essere rlsan'a ne“a 1(0fma C.om‘oaﬁa:
%(ﬁ)-—- 2 8,06)~2 8 (1)~ §_, (£-3)

doVe 5-4 (t) e ‘a ]Cu\naone STddmo umﬁn'q A (S-g (t) e la }CUnzr‘OnQ

rémf)a ‘I‘neare__

Dum’ue:
1 1 =% 4 —35_ -é— s “i ~-35
Flod=2- 772 7% -3 6;_(”3) 5

@ AV‘HH&SF‘W””érQ s Funzione razovale Y(a)z 1
(5-1)(44)

1° metodo

Y(e)= L - L
(5= (s~<)(a+4)  (a-p,)V(s- Pz)qz(S-P;)qz

dove,
P4:4 con q1|: 1

Paztv  con G221 => 0270 W21



Dunciue,:
Y(s)= R, R + Ra

8- S~ S+

con:

he zerl( - 4)Y(-5): M d _1__
: S Pa i 54 (5/]) (/1) (s%+a) 2

-

R = L (5-p2)Y(S)= L (574) ———2 "

5Pz S>>0 (S*’l) (9’{0) (5'1‘»6) ) 24 ('L"'/I)

2] =-La-4
) 2_4—'M;' 7 ()

[:ver YaZiony ll ZZave.

Moduls e fase di Rzq Rz

_ . N\
Mza = \/(—$)2+ (,44_)2 - J-? 2 .2—\J;£ . \'9'2,4

i

modulo -

Fa(‘i‘e reale L4
'@2,4:«9(305 ):8005( : )- Mz
2z

= 3c0s __J_E_) = —3~T|‘
2 4
N anche 3&“!%{'&/ Perclnef Raq sta sulla
biseftvice del 2 °:Tuadren+e.

AF?‘(C&HC’O la formula:

é(l:): Ofﬁd[YCSDJ = [Rm %tJrZMa,q ws(t+€rz,4)] 1) =

- | 3o Foosltr 21| 4(k)

2 metodo

Y{(s)= 1 _ A + Be+C
(5-4)(8%1)  S-4 S%49

A e’ PTOPrlb —i‘ t’eschUO N P.q:/I.'



/4\ Liren (5-2)(s) =

531

=> Y(5>= “42'_‘ . E)S+C %52+%+ 55a+C5_E)5—C,

=1 5%+ (9-1) (a%1)
(B+3)s% (*E)+C)5+(~C+,) y
(£-1)(s%+1) m

Pev l‘uSu%h‘anza dei polinam,' a umeratove.:
Pt=0 = DP=-
-B+C=0 = B=C=-7 ok

(vef:F[ca) 2 —
i hong = =~ i
<q NOTA e uﬂstk’mac,oﬂ Pru ecivazxam
Che mwgm‘i‘e Una u]uaz.lone, e
Yidowdante
a4 4.5 1 A
=> YCS>“ 2 5- 2 5% 2 52-+4

/—\mﬁ'ffasformando:
ok LG |25~ L ws)- Jsinte) | 46)

—
NOTA" COﬂ]l /10W\9/+0d0 ébblamo Oanu-f-O-‘

&({:) [ PN \F ws t+3T)J:ﬂ_({;)
meatve con il 2° metodo:

a(e); [ :‘;_,gjc- %cﬂs({:)-— 3 sm({:)J 4(£)

Owianule, le due espressiont sono cavivolerty |

Tnfath cos(£+ -—u) cos(t) cos(21) ~ Sm(t)sm( ) E-cos({:)-g%sfn(t)_



@ Anﬁ‘i‘ras](ormafe a Fonzmone razionale Y(S)_ “5 -35+ F
(6-1)* (s+2)

SCOmPonendD Y(3) in fro H‘fSeth‘c{:
A B C
+ +
(-1  5-4 S5+2

Y(s)=

doVe,
2 5 -5+ 7

3
A= Lo (-1 (o)< fpw\(/ 5//) (5+2):?:4

PR 551

531 551 do S+2

P>z Lown ~‘—;— [(5-’1)2\((5)} c L 9 [ ‘52“3‘5”} .

C o 2972 (542) - (SRaser) 49

53 (o+2)? G “Z
C: /6!/\'\/\ <5+2)Y(5): f”m< 2) -5‘2-.55+?,l _ §__
53%-2 S53-2 (5“4)2.(;(2) 8
abbrano:
Y(s)= A
<5=4)Z ¢ 5-1 N S+2.

e MJﬂ'i’VASfOr‘maqgfo;
&(t)= L7 Y] = [ tel-22t+ ézt] 4) = [ (6-2)6t+ dét] 1)



EseRCIZIO @

Dato il sttema a tempo cont\"nuo n Ft’Su\’a‘.

(L) S W(s) 5({:)

descritlo dalla funzione di Trasferimento :

3, 2

. 28T+ 5 465 ¢
Wis): ===7278
57+ S™+45+4

calcolare ls visposta forzats del sistema COVV"’SPOY')JQAT:Q a[[‘mﬁfessa

au(£)= 4(E)
dove 1) e la Fun&c‘one Sfédmb unitario.

La trasformsta dr Laplace del"\ﬂgfesso e -
1

La trasformata di Laplace dell uscita e

Y(e): W) U(s) = ~28°+8%4+65+8 o

s+ 8t + 45+ 4 S

Soompom'emo /| denowinatore dr Y(s) i FaH’Oflﬁelemen‘far\':

3 2
P(.s):g +5 —\-45+@\A
i divisori di 4-somo ¥, t2e g,

p(1)=1+1+4+4=10 #0
pEM=-141-444 =0 => 5:-1 e'radice dp(s)
APP]I-CAV)CJO la B_ego‘& d Roffing:

1 1 4 |4
=> P(E)): (s+1) (5% 4)
-1 -1 O |-4
none’vlteriormente scomponibile perche®
1 0 4 |/ hs vedici complesse.




DUnﬂUe,:

V(- - 257+ 5%465+8 (%)
S(s+1)(s%+4)

Scovvr\oovn'avwo Y(5> n Frdﬂ{ Sem\o’{c{t

A B Cs+D
8): — 4 +
Y( S S+4 5%+ 4

Caleoliamo fo costant] A e B:
a3 2
A Dl 5 () fos 254065t 8

50 S0 (5+1) (5%4) 4

Bz Lw (5+4) Y(8) = Lo 2545465+ 244-G43 .92

5=>-1 5+-1 5(s%+4) G (114) -5

-1

Per il caleolo 4 Ce D ¢ sono dve Fossfb{lfta\:

19 METODO ~ 03ua3\fanza dei polinomr’

—

V() 2 _ 4, Ci‘fb = _S*2 , Cs4D
S 549 S*+4 3(5t1) 5%+ 4

(s5+2)(s%4)+ s(5+1)(Cs+D) i
5(s+1)E2+4) ]

—

24 48 +25%+ §+Cs>+ (C+D)sa+ Ds

S(5+1) (s%+4)

(C+1) 2+ (C4D+2) 52+ (D+a) g +8

= X
s(s+1) (6%+4) ( *>

Uguagliando 1 po linomi & numerative in (%) e (xx) s oftensono le
condtziony ;

C+q=~-2 => (C=-3%
CsD+2 24 ~342+42 24 Verficats !
Dt4=¢ => D=2

8=8 Verificats !



< . - .
2 MeTODO - caleolo deiresidun @

2 Re(x) 25 Im()
SHO L X o* (™) 42 ()]
82+4 S—ZJ S+2) 52+4 -
) ZRe(x)S~4Im(e()
5%+ 4 (—
C = 2Re (%)
| Dz=-4 Im(O()
JoVe:
~ ' o 3 2
> Do (S-Zﬁ\l’(s):/&/w\ 25°+5°4654 g _
5 2) 522 5(st1)(5+2))
_ 1ema41y+8 4403 1-2 (4+28))(1-2})
2j (142)) a) -8 (1+2)) 12 -4 -
_ 4~8y+28)+ 54 YQZIOWGJI'ZZISW\O’__
- 40 )
' 3
~40 2 g T (w)z - A
2.
Da cu;:
3
C=2:(-z)3
s/l 2\
De-g (-2
N~

Iv\ Conc I U‘S\r()v)e/;

2. 1 -
Y(S): — - — 4 25+2 -
S S+41 SZ+4 -




Q Q '\’Ydsfofma‘('a

Yrasformaty di sin(at)
di 1) ‘l‘v«sfonafa
di &

Yrasformats
IV cog(at)

Antitcasformando:

%(t): [ 2-£%3 os(2t) + sin (at)l 1(t)

NOTA- Dato che \\mgfes_c,o e nvullo pevr C<Oj
anche la r\'s\oosta e vvlla per t<o.
Mol‘h'\:\l‘care, per 1(E) corvisponde

dumqve a sevivere

2-2t 305 (2E) +51nm(2t) e t 20

(£)=
5 o

se t<o

@)



ﬂo DE LLIgTeea

ME-R(%pre w)tw
i&: -—4—-')(1 -_i'b,_ - i/‘*
e [ re

bl r—751_:>u I_‘)L r""S.,:y=1’5
_,_ﬂ Nty _——-i}—' .8
)
Ky ) Oﬁyw;s:u
0 O o ©
TyzS12% O 5"”"

A L
{:1(0 L)X*i<o>u
el 4 -4 re |-t
3= (4 O
cf
I ——

m, i;, = f-l— ':h('lz-)(,,) + nt(')(l-wl,)

e A = -!7-1'(;, -k xy +!)L ()u.—%z) +ky (”“'h)

e = AN
Xy Xy
7= ™




MoneLu 5t oa

tp) Mo RurpALy!

(P) Mo ATIT2 b oo Angrs

A
4
|
\4
X 4m , =@ X 21m X: il'l:im p oy

o4 _ * ,\)—L 1 £ "

M = bx+m§‘€"f_: mx = -— by
™m x = -byx %ﬂ“é X1 ’;'L:'XL

'11:7; =) -

- - Ar Y= i %l:-&m
txi-?‘ - neLT M e "
iz <

1 Mg -;":— M *%3 7= ™
y= %

PN



Esercizio sul dlasramml' a blocchy

Calcalare la funzione di trasferimerto da w(t) a%({:), dato 1o schemg

P4

a(b)

Py
Q47

(retroazione

1+ PaPy nesahva)

w (£)

p
wlk) : +% > #(4) Q2= PG, (cascata)
Gz

Dunque:

_ P3P1
/P: ParGoz Pt PaGaq= Pat Y

funzione di trasferimerto
da u(t)a a(t)




Esercizio :

Si consideri il sistema a tempo continuo descritto dal diagramma a blocchi in figura, dove

G(s)=1 H(s) = —S—ﬁ e Qfs) = ss+_110 . Si calcoli la funzione di trasferimento del sistema, e
la risposta y,(t) a regime permanente corrispondente all’ingresso u(t) = 3sin(2¢ + 7/8).

E H(s)
u(t)—-——; _ G(s) §= Qs) —ul®)
¢

2(t)

¢ Chiamiamo 2(t) /| 5e,3na\e, i ngresso al blocco Q(s), La funziove, di Trasfevimento
da wtya 2(&) e :

\/\/4 (S)Z G(EQ - RETROAZIONE -
1+ G(s) H(s)

ed || sistema pue essere fappreseitato nella

FO\fW\a M

®) z
U LN Y (5) *)

f

aey 8%

Aguesto Pvnto( la funzione di trasferiments da m(t) a 5(6> e

- A 52
W(s)= Wale) Qle): GO = S 5t10 5-4 S5-1
) G 1 T -
/ 1+ G(s) H(s) 1+ = Stro 5(5+10) + 5™+ 105+ 1

- SERIE (0 CASCATA) -

® ‘ B N | .
La rugPObta 3 regime pevmanes Lo Cormfspowolemt'e;a UN1NgIesso sinusoidale eoste
se esolose, il siotema e ILUL stabile.

I poli di W(s) hammo ParJre veale neSaJnva} e 3u{nd»{ 1 sistemma che stamo

considevando e 1LUL stabile

PosSiamo dw\qve procedere al caleoly della mspwbaé »f@,gfww, permavete, .,



L ingresso (k) e vella forma - @
a(e)= A sm(u)t+ Q)

dove Az3 w=2 e G::S’"

APP]rcando il Teorema peua RisposTa in Freauenza, la risposta a veorme
(@)

permanente (rsulta:

4o ()2 A [WG in (wt 8+ /4G) )

Caleoliamo W(Gw) In w=2:

\ j2 - - ‘ ’ \
\/\/(Jz_): J 1 - 1+2) =1+ 2y _ 1-2)

- T e

L\ . .
(32)7+ 10 j2 + 1 ~4+20+1 -3+20] >-20]

[W(2)| = /1-2)] _ 1 Ca) = /s - |2~ o
|5-20)] {3+ (-20)% 409 409
JWG2) = /1-2) - /3-205 = atan (—:}—Z—>-atan (—é—q>:

- atan(-2)-atan (— %3) = atan (?)-—aﬁan (2) ~0.315 rad

J

aroofanj-en te. NOTA . atan (~ }c,) = - atan (%)

D(mﬂue:

59&): 3\/;*—% Sin (zt+6'+<f>
&x ((;atan (%)»&(:an (2)



R

Esercizio @

Tracciare n’d{agramm{ 4 Bode del| modulo e della fase. della funzione di
trasferimento:

_ (&-1)(s410)
5(s*+5t16)

W(s)

f passo

Verlrlcl"cl'n'amo se Sz+5+46 ha rad»‘cl'(eah‘ e} ComP]ESSQ com‘usa(?e,«
A=1-64=2-623<0 => radici wm)oleSSe_ ownivoate.
<

=> 5% 5+16 No puo essere scomposlo vells forma (s+0)(s+b) con @ belR .

é‘" pass0

Po. tiamo W(s} i forma dr Bode .

\,\/(5>:M (4‘5A)<4+4%> _ ke (1-T48)(1+ T,5)

16 s .8\ 5 28 5%
5<4+ 16 '16> T+ n St 2
dove "
5
[} kb‘—— 8
° Z,':/]
1
Ty
© Wn =16 => Wn=4
281 e .4 1
Wn 1 32 52 8
iPASSO

1 P()ntlhdt" (‘ou:ura del dt'%rdmma S0N0 -

A,
CTa
o Wn=4
1
=10
e %

Ne~—> TRACCIAMO 1L DIAGRAMMA DI PODE DEL MODULD...



1. Dividiamo 1l diagramma in setlorr

I> Pun’ﬁ'd{ rottura dividono |l Jlag\fdema 'n 4 setton...

A (WGl ap
| {
40 ; I '
| ' |
| ! |
| , !
| ! I
| ! !
| |
20+ ! ' '
| |
| ' :
| ] |
| | i
| I |
| I |
I f
o + " : ' r '
04 1 4 10 100
| I '
| u :
I | |
A
] 1 |
20 | [ '
l [ |
| ' !
| ' '
| ! !
| ' !
| |
a0 1 | [ [
1. - 1.
z 1 Wh=4 E;-/IO

La regola e” che crascun Termime col e stata Scomposta la funzione d

“Hrasferimento W(s) entra m 319c0 solo ,C\J,?FAQ.” cornéponée,&e, PUnto di

fottura, quandosi tracci3 |l diagamma asntotico ..

gV



2. Se w<-€::4} J'unico contributo e\quello A{%’_“ @

“Facciamo finta che in 3ue5to seftore |a f.dit. sva W, (5):%

Af [WGwlgg

40+

fﬁndenzﬂ ~20 Jb/de(;

20+

0 1 , ' .
o \ 4 10 100

| !

| l

| | |

' I |

' 1 |

! ] ]

201 ! | !

| | l

] I ]

] ] I

| ! !

| ]

| | '

_40 -+ y | ] l

= = A

T4 1 “n=4 .Cz-/lo

| wontributo sl dl‘agfam-ma del termine ESE e una vetts con \oeno\eﬂza -Zodl?)/dec/

di cur dobbiamo determinare I'intersezione con I'asse delle ascisse .

L

K, . 5 \
e L [ D3
U > W !kbl 3

5

S W -
J Fer Poterla posizionare,
covreTtamente, sul
Sraﬂ‘co, .




.

%, 5e —Z—:,'—q—éw< Wn (’ls w<4), " cantributi “athvi” sono quelh o) % e (1-T19). @
"Faccramo finta’che questo sellore laf.dit. sia Wa(s)= Wy (s)- (1- T45).

[F [W()W)!dﬁ

40+

|
|
t
|
|
f
u
204 !
I
|
!
j
|
|
!

%

°7 o \ 9

cv

100

|
|
{
)
|
l
|
|
|
1
|
'Fenéevxza Q dg/de'p
!
)
4
I
[
|
|
-20 1 ;
I
I
|
|
J
)
]

!
|
|
J
!
!
I
I
|
I
]
-40 4 |

Wz_ (53 O q
Cntributo +20dP/dec

Contri but7 -20 JE) dec,

("l!_;
-l

™~

N

I( CQV\v-hfl—lQUY:O COMYJ[CSS)\/Z) e s ~204+20=0 af)/dec



i

4, Se wnS(AJ(—/]—— (4éw<4o) | contributi attivi"sone guellidi Kb (1-T49)
s (roeew) )

1 N ) i
c 2 = Facciamo Fi‘vﬁa che i c,uesto seﬂore la {,3,‘1;_ 513
149 =25 4+ =
Wn nz /,
\/\/3(5): wl<5> - 2§ SZ
. 1+ 2254 2
A [WGwlge Wn w2
40+ : | |
! | !
| i I
i ' '
| ! I
! ' !
| l
204 I | |
| I
| i !
| [ I
I | 1
! I |
| I [
[ I r
O } } f J I
04 \ 4 10 100
| | :
' | d
| i pencenza “4Od'3/de<;
| | >/\T/
] ] f
o | | | |
I | I
| ! j
l : :
|
1 ' !
) !
-40 + A | i |
Zh “n=4 tiz:/lo

contributo <25 dg/dec

contribubo —90 9B [gec

Co\n‘l‘rnbufo -+ ZOdf)/deQ

II cartribulo com\o\essfvo €. -20+420-40:=-40 o’E)/dec_.

gV



B, Se w> —t/‘—— z 40/ tott fferms‘m danno conteibuto \\81'“\/0[’.
2

In :1Uesto seftore Jaf.dit. che consideriamo cornede con totta W(s).

[F [W(jw)] i

40+

20+

— e = e e e e e e e e

©

100

.‘
o
!
|
I
!
|
!

d >
~20 + pencenza 2'O‘!E)/c"e('—

-40 4

Ws)= |22 ).
S~ ontrbulo +2035/dec

Cntribuls -20 JE)/AeC cantributo - 40 db/dec_

Contribulo +20 4By,

Tl contributo (bmp]ﬁSS\VO e : ~20+20~404+20=-20 dEB/dec:~

Abbiamo tacciato 1] DAGRAMMA AsiNToTIco del modulo . . .



6. COYVE’,ZlOFV\QJ de | Juagramma @

ATTENZIONE ~ 1n W=2Whn dobbiamo considerare la \\Sobbeﬁa" dovuta

al wefficieate dr smorzamento T ...

(ﬁ [W(jw)ldg
40"‘ ! | :
| | I
I
' | |
| ' |
! i
! ! |
! |
20+ ' : |
| |
| 1 !
1 ] |
1 ! !
[ !
I ! [
o4 . | ‘ T
01 N— . 0 100 o
| f
| :
|
, | | DIAGRAMMA REALE,
0] | N\
| |
i I
I !
| |
| i
-40 4 \ ' | |
a:q Wnz4 24;:40 | /(

DIAGRAMMA ASINTOTICO

N~p TRACUANO ORA IL DIAGRAMMA D Pope DA FASE,

UTILIZZANRO LO STESSO METODO. - »



" DIAGRAMMA ASINTOTICO

Z

-2m
DIAGRAMMA REALE
SW
>
-3 }
|
t
A

o Se Lx)<a:'1}

k<o => contributo ~Tr
\l\//| (5>: @/—) °
©,

contriboto - _‘ZT

—

1] contribulo complessivo &1 T~

_ v
2

M=

A
o Se — < W n (45W<4>;

1

W2(s)z (Wa(s)) |

=

wwhvibulo - 2

M|

Tl contribubs @mplesswo e «éél* - Z -2

100

&y

zevo instabile => contributo "ﬁ_“



© Se wWocw< = (4<w<i0), @
2

W- (5) = [Wa (5>

Contributo -21 \‘coPPia di Pol{oompleSs{com‘ujajr:'sfab)h‘ =y contribots T
T| contribulo comp]e%\v;) e =27~z =3
o Se w> 4 210
Ca )
@
comtrbuto -3 zero stabile => cotributo +§

Il wontvibulo chpl({Svao € ~3N+



Esercizio ] @

100 (s8-0.2)
Data la funzione d trasferimento W(s)=

/
(s+0.8)(s* 25+100)

traccisre | Jz'asrdmma di Pode d maodvlo e Fase della Corn'sFonJmk ]cunzl'one dr

(1i5po sTa armonica W(tw) |

L —
2 s
Inasnz, tufto, verifichiamo se 8325 +100 ha radici real).

A=4-400= -386 <0 = vodict c,omP)esse,

Quind\’ 8%28 4100 non pvo esSere scomposto ulleriormente. .
Portramo W(s) in forma d, Bode

1+ Ta S
(4+Czs)(4+ 2<5+~
n wn
dove.:
1 _ 1 2
kp=-0.25 T4z Toa 0 T2t 125, Waz100 =3 Wnz40
1 W
2'_{:-——-. => (:-—-———-’-’-:—_4_.:_ 1
Wn 50 100 100
I punt drotturs de gva Fre Sono, In ordine crescente,:
1
Lsos , T—:08 , Wn=40
]qu Cz.
Ess,

dn‘v(dono |“3raflci l'n ﬂua HTO se'h‘orx':
—_ T

1° settore : M<Ll
4

L unico contr buto e'ﬂue”o di I&b i

modulo:  costante a| valore 20«&98 k[ = 2.0)@0340 (o. 2_5) > -12.04

—

Tcase,: -1l

\ contri buto o kb<O




2%settore.: cwe L

[Tl &)
Si ag3ivnge il wntributo dI 1+ Tys

modulo : Pendenza +ZOJBA§CCA<J€

——

— f] —
fase: “:tH - Z = '_';_7’"“
contribut
3‘ ;( vto conterbuto
b di /H'Z.'qf)
on T4<0O

1
3°settore. - ? <w¢g Wy
2.

S:rasgfufx\o)e | contr, buto dy _J__
14,8

MOdU,O : Pendeﬂaa +2_O -20 = O dﬁ/jecade_

c.on+n bu 1’"0 COn‘i'rn buf'o d)' —J“

dr kb ('H‘ 515> Has

—

= =21

fase : -2 -
2.

/

contrbuto \ Contry bu‘f‘o 9 ,#
di Kp(14T45) ©n Ta>0 =

N=|

4° geftore : W> Wy,

Sl assfunse l‘ c.on‘hr‘{buf‘o dl. ’
1+ 55-\»;5—?:
Wn w,,z

modulo : Pendenza O ~-40 = -40 dﬁ/decade_

Con'l‘ﬁ bdfo

n [} ‘ \—————‘.1
) kb(/H.-c,s) Conty bu'fo di

2
1+ £s+ =
1+T.s Wa (4),%
Fase,: -2

T =7
contrbuto \ Contributo d) -\4‘..

g Kb (14 Tas) 28, 2

1+ 5+ 22

1zis Whn Uf?,‘

con -1< <0




®

o’nagramma reale
(notore [a'gobbetfa”
. 'Dlagvarm'na i Eh:nvde -'r'~.f1|:id'uh:- , - Pronuncn'afa
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Eserazio 2 @

2
S +3
Deata la FUnZ\One d +T0\5Fe f,‘m%+0 W(S): +3.25+1¢
52(5-40)

Bode di modulo e fase della corrisponderte Funzione di
r{sPosTe. armonica W(aw),

/

tracciare | dl'aSramml d

;
S
/ —

Innanzn 'hqu Ver Fnohnamo se 52+3.25+46' ha vadic realy,
Lo
A=10.24-64 = - 53.¥6<0 => fe\dn(,l'complesse_

.2
Quindi’ S+3.25+1¢ non puo essere scomposto ulteriovmente.

Portiamo W) in forma di Bode ;

S, s 28 s°
Wy 2) B ke ST
2/, 5 2
5(’1*25) 5 1+ TS
-0.4
dove :

1 2
kb=“0-4, t:—%—w.ozs/ Wn=16 => wWa=4,

2;0 1 Wan 4
T = = = 22-4.0
Wn 5 s 10 10 4

T Puq‘h di rottura de; Sraﬁ‘cn Sono,

l‘n Ordt‘ne CfQSCQq"'C:

1
Wn=4 , 7_;1":40

E ssi dividong | gre Fici v tre setfory:
M—“

1% settore: W< W,

ke

L Unico contr buto e‘<1ue lo di Kb_
52.

modulo: L; Pendmza e -—40 dbﬁecade. . Tu ﬂ'&v:a, per posnz:onare

covretfamente l‘an'\nf‘o‘f‘o, C1 occovre anche ]‘l'l)""QfSe_ZIOne wn I\dSSQ

delle ascisse (0dB). Abbismo:

K
(aw)*

A *
=/ <=> ’kb' =] <=> W= “(b] 0.6 =W
wa




fose : dato che ky<o e h=2, dalls tabells dei wrtrbut asintotcy

otteviamo i] valore. —-77—2.'-% = -27T,

2 %setore Wh< W< —4—

IT]
. - z
Sy agglunse II COnfrlbUTO d‘. 1+ gs "5"2"_

n

modulo: FendenZa —-40+40 =0 dE)/deCdde,

wn+rsbu1‘o contributo dy 1+ g_§’5+
n

dr %2.

Fase,: -2+ ==

J

contr buho COn+r| bu+0 di 1+ 2_{54. _;5...2
W 2
dl kb/sz Con O(;’(l] n wn

3% settore: w> 14’
51. 683»\/039. |l con+rabu+o dl’

1+Ts

modulo: Fendenaa O-20=-20 dE’/decade,

J

Contributo dv
wIribuTo o1 contributy o'f*i—
ke (1+ 22 s+~—-) +Zs
52.
fase; -+ T T
ase! =l +—= = -~ —
J N
Contributo dy
kn 1 o X 1} .2 conTnbuto d)\/'. ©n T<KO
b<4+“;5+wa HTs

52.

®
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T ,
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S
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Esercizio 3 @

1000-8 (s%ro,
Dats la funzione di +rasfe rimento W(s)= 0008 (5 +OO4>
(541) (s+8)?

Bode. di modulo e fase dells corrisponderte fonzione.
dr (usposta armonica Wlw).

)

tracciare | daasrammr di

ya

/ —
Il {:O\Hofe 52+ 0.04 1’)& radic) l‘mma:))\
v teriovmente..

Narie pure, e non pvo’ essere Scomposto

Porh'dmo W(S) n {:orme d Bode.’

2

W(s)= [1900- 0.04 s(4+5‘<f~4 -k S(’Hf“;
8 (4+5)(1+_§.)2' ’ (14245) (1+T,8)
0625
dove ;

1 2
2 0.6 = 2 —— = = =
L(b O 2.51 Cq 4, Ca = 0.42.5’ Wn 2 0.09 => (...)n-O.Z_) Z Q0.

I Pun'H di rottura dei Sraflcn' SMY, In ordine Cresceste;
1 1
Wh=0.2.  ——==14 —=
n ; C‘I J 'Cz &

Essi dividono | Sreﬁcr 0 civc\'Hfo setforr:

1°settofe: W< w,

L unico contri boto e quello di kys.

modulo:

la pendenza e +2¢ dE’/decdde,- To ff‘av:‘a) Per posizionare,

covre th \ ‘
e Mamente Jasm+o+o/ ¢t Occorre sache |'intersezione con 'asse
delle 3susse (0dB). Abbiamo:

[kb(w)[=4 <= [kylw=1 <=> w=r4-=1'6 W™

bl
fase : dato che k>0 € h:f]) dalls tobella dei contribuh asintohar’

oHeriomo |l valore +:]2—T:.




2 seftove ! (o< wg A
e SN iy C,‘

‘ 2

Sy 338iunge i corte buto di” 1+ wia )

n

modvlo: Peno'enz_a +20+40 = +g0 dBAJecade,

J A

2
Con_l_r,bu‘,b Cow"‘nbu‘f‘o d;' 1-}-3‘
. wa
dl ka ?
T — ar
fage: + I . I = ~-—
2 2.
J contributo di 1+ So
contributo ninbuto o +(;,,E'
di ka

1
5°seﬂore,: T<Wwg 4
Ca Ca

St a331Unse 1] wontr buto dy 2
MHTis

modulo: Peno‘?/lz_d +60-20 = +40 dE’A]ewde,

contr, l:wf:: ar Cntriboto d ~L
l(bS (4_‘. %_z) 1+ T8
n
fase: -1l . ’Z' ST
contrbuto dy’ ’\ Ctributs oy a4 wn Th>0
kbs<4+ §_z 11tz,58
w,,z)

4°settore: ws L

5:'333|‘un3e il contrbote di —-—i...._.
(4“‘ tz 5)2' A a0

N S| Y‘do’dopfp)a ,[ Con'f’r; bu'l"o/

modulo: +40 -20-20 = © dla/dmde_

\———-V—\/
2 VOH‘Q_ l’ OOﬂ'h’l‘bufo dl 1
128
—_ T —_
Fase,:-—ll 2 Z-‘Zl
S ——

2 volte il coatributo di L Con Tz > O.
1+CTas
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se
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L 4 R=rL=e=1
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E Sercizio @

Studiare la stabilita del siglena )‘<(6)=Ax(€)/ dove.

r 3 1 7
- — O 1
2 "2
_ A Z‘ il
A= Za a1 34
A _2
"2 © 2

e aelR eun Paro\mefro‘

V4
/ ]/

Casloliamo 5}' avtovalori della matrice A.

PA()\): det (/\I-A) = [)\- (02—1)] det

Nia

5\/.L/PPdndo N
caleolo del determinaaie
(l‘s f)e,H\o o\”& seconda co)oqna

- [)\- (a%1) [(/\+§)2- 44} = [ A(a2a) ()\ +3>\+2>
| A age

[ 2 @] (hen) (e2) N

/
~.

2
Gl avtovalori della matvice A sono:

A= (12"1
/\2_3-’] => )\2 <O
A -2 = Aa<o0

Procediomo ova allo studyo della stebilita™ de! sisToma ol varidve de| 'Qarm'fyo a

ricordando (he il erskma e a Jrempo cmﬁ‘nuol e ﬁu;‘nd{ ¢i tnleressa il Segno

[de,ﬂa pow e realeJ Jef)ln avtovslov:.




Abbiamo tre casi:

4> M <O <= Q24<0 <=> -1<a<1

Dato che M<o Az<o0 >\3<o/ il sislema e asiatohcanele stsb/le .

2_> Aa>O <=> 02~’l >0 <=> a<-1 oppure Q>

Dato che A4 >O/ 1 5IE;J'Wa e instabile

:»>> M=0  <=> 0%1:0 <=5  Q=F/

In 3uee-+o caso/ AM=O0 e /\2<Q /\3<O,

/

Per C}uesjro aul‘O\/lefQ/\/eflvFlCl'u;yy\o sSe \/ale_ H,‘:)j".
In u(felrhi, rﬁf-/] l‘mplfca Vaz1, e C]Ufnd{ }44:)/4.

Dunﬂue, il sickma e S%fah‘oe/vw/nte stabile .
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ESERC(Z_IO @

Dato un sistena lineare stazionavio s k’/v\loo drscreto descritto dslla

FanlOY\C I *f‘fdsfenme/d“o da w k) a ACK)

/|-__
\/\/(Z)‘ “‘—4“
1~ ZZ'

4) Scrivere l\&fuaZlone alle di ffererze che descrive ilsistema
2> studiave la shobilita™ 1LUL del o1stemy
5) Ca\cO|are, Ia TISFOS{'é Fo\faa'f'a 3(1() Covfl;pmdmf-e al[\mgfesso M(k): fﬂ.(k)

/

Sradmo vaitario

4) Essendo Y(2)= W(2)U(2), abbiano:

Vi) 22 e

1- 527

Da cur: (x) Sfrwthono ls sguenk

<4~ ‘% )YCZ) = (4' Sz )U(g_) meﬂeh delle Hasfwmak o2

6(k-k)]- 20 F(z)
= Y()- 2 27 - Ul2)- 32°Ue)

An‘h Jwasfo m ano’O(:X)

&(k>_§8(k-4) - u(k)_ 25_ (,((k-/,) => Eﬁuauo\e alle J(ﬂce(mze,

2) La fUnzl'ohe d *]'rds}(er(me/;'}»o \l\/(z) L)a vhn UniCo Fo}o }g4~_—, -

/

vadice de! denommatore

4 __4 1 _ ~ A
-z = <=> — =4 <=> 2= -,
1 23 O >Zz >

Dato che {F4]< 1, | sislena e ILUL sthbile.




5> Dalla fobella delle frasformate 2 nole\/oh/ osserviano che. @

Z[ 0] =

1- 21

1
1- 21

Dungue V(@)

Ricaviamo Y(2):
/]~ éz"l 5 -

Y(2)= WE)UGE) - —f-_

&wmmmmm\ﬂi%kﬂ%%SWNkﬂ

A DB

Y(2) —,
’l~2£’4 1- 21
Jove. !
1-321 1-5
A= Lm Y@ (1-327) 2 bm —2—- = 4
251 z-1  1-27 1-2

&' % e |a vadice de bimomio 1- 24-.»3“4

) -2 21 q-2
B Mo X&) (1-27) = hom D22 T2
251 2»a -zzt a-3
\‘ 1e la feallceo(dlal‘awn'o 1-21
Dunﬂuef
1 1 Z Z
\(@): 4 - - -3 = 4. 2 -3.
4_22-4 1~z Z Z Z-1

Anh trasformado vhlizzando s tebells delle Fasformate 2 notevolr:

NORE (3)'~3] 400)




Esercizio di modéllistica a tempo discreto

Siconsideri un corso di laurea triennale, e si indichi cén= 0,1, 2, ... 'anno accademico dal-
I'attivazione del corso. Si indichi com;(k) il numero di studenti frequentanti I'.-esimo anno di corso,
i = 1,2,3, durante 'anno accademick. Siay(k) il numero di laureati nell’'anno accademidg e u(k)

il numero di nuovi iscritti al primo anno di corso nell’anno accademico successivo.

Siaa;, i = 1,2, la frazione di studenti che passa dall’i-esimo all{1)-esimo anno di corso, ; la

frazione di laureati. Infine si@;, i = 1, 2, 3, la frazione di abbandoni durante I';-esimo anno di corso.

1. Scrivere un modello del sistema, evidenziandone gli ingressi, lo stato, e le uscite.
1

3 ) 1 1
2. POStOOél—CYQ——,a3—6,ﬁl—g:ﬁ2_ﬁeﬁ3—ﬂ-

4
(a) Studiare la stabili& e i modi del sistema.

(b) Calcolare I'evoluzione del numero di laureati con condizioni iniziali0) = 0, x2(0) = 20,

x3(0) = 10, e assumendo non ci siano nuovi iscritti.
(c) Quali modi sono eccitati dalle condizioni iniziali?

(d) Quali modi sono osservabili nell’'uscita?

Soluzioni. Il flusso di studenti tra i diversi anni di corgaillustrato dal seguente grafo:

u(k) y(k) = az ws(k)

Ba 372(k5) \> B3 $3(k)

B Il(k)

dal quale si ricavano le equazioni del sistema:
ri(k+1) = x1(k) —arai(k) — Biai(k) + u(k)
= (1 — ] — 51) .3171(]{7> + U(k)
N——_——

frazionedi studenti
che rimangono
al 1° anno di corso

zo(k+1) = w9(k) — agxo(k) — Baxe(k) + oy (k)
= arzi(k)+ (I—ax— ) x2(k)
~———

frazionedi studenti
che rimangono
al 2° anno di corso



Ricapitolando:

z3(k+1) = a3(k) — asxs(k) — Bz xs(k) + as xo(k)
= Q9 (IIQ(k?) + (]. — (3 — 53) ZE3(]€)
~———

frazionedi studenti
che rimangono
al 3° anno di corso

y(k) = azmzz(k)

che sono le equazioni di un sistema lineare stazionario a tempo discreto in forma di spazio di stato.

Lingressoe u(k), I'uscita & y(k), mentre lo stat@ x(k) = [ z1(k) x2(k) z3(k)]. Per scrivere il

sistema nella forma matriciale

osserviamo che:

x(k+1)

x(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)
y(k) = Cx(k)+ Du(k)

r1(k+1) ] |: (1 —a1 — 1) z1(k) + u(k) }
ZL’Q(I{} + ].) = aq ZL‘l(k') + (1 — Qg — ﬁg) IQ(kZ
l’g(k’ + ]_) (6] ZEQ(I{?) + (1 — Q3 — ﬁg) ZEg(kI

)
I )
[ 1—a1— (3 0 0 z1(k) 1
(o5} 1-— Qg — 62 0 ] ! $2(k’) ] + |: 0 :| u(k)
(k) 0

Q2
~ ~ S~——
A B

Ax(k) + Bu(k)

Q3 173(16)
l’l(k’)
—— La] %

Cx(k) + Du(k)



3 5 1 1 1
Postoa; = a9y = —, a3 = =, 31 = —, B, = — e 33 = —, lematrici A e C del sistema diventano
1 (%) 1 as 651 3 52 12 53 24
1

1—041—51 0 0 8 0 0

A= aq 1—042—ﬁ2 0 = % % 0

0 o 1 —as— 0 0o 3 1

4 8

C=[00 az]=[00 2]

Calcolodegli autovalori diA

La matriceA e in forma triangolare inferiore. Dunque, i suoi autovalori coincidono con gli elementi

sulla diagonale:

1 s .
— A\ = 6 conmolteplicita algebricau; = 1

1 o .
— A= 3 conmolteplicita algebricau, = 2

Stabilita
Dato chel\;| < 1 e |\ < 1, il sistemad asontoticamente stabile.

Modi del sistema

e per\;:

O<n<m=1 = uv=mpm=1

e peri;:
0 0 O
A—-XI = % 5 0 = rangdA — A\, [) =2 (percte ci sono due righe lin. indip.)
0 2 0

vo =dim(ker(A— Xy I)) =n—rango(A— ) =3—-2=1 = 1n=1<2=/p,

La matriceA none dunque diagonalizzabile, ma solo jordanizzabile. Dalla teoria si conosce I'esistenza
di una matricel’ non singolare (che namancora necessario calcolare) tale che

i A0 0
A=TTAT=1| 0[X 1

010 X

e quindi
k
Mlo o ()" 0 0
A= 0 [N BT =] 0 (B k@
k



1 k 1 k 1 k—1
| modi del sistemasonp-| ,|( =] ek|( = )
6 8 8

Calcolodella risposta

Non essendoci nuovi iscritti, risulta k) = 0 Vk, e quindi la dinamica del sistema si riduce a quella di
un sistema autonomo (@&asenza ingressi):

x(k+1) = Ax(k)
y(k) = Cx(k)

L'evoluzione del numero di laureati coincide dunque comisposta liberain y(k) del sistema, data
dall'espressiong(k) = C A* x,. La condizione iniziale, si ricava dai dati dell'esercizio, essendo

xo=x(0) = | 22(0) | = | 20

Ricordando chet* = 7" A¥ T—!, abbiamo:

y(k) = (CT)AF (T71xy) = (C'T) A* 2

7

Occorre calcolare la matrice non singoldre

e Autovettorev, relativo a\;

Dobbiamo determinare una soluzione non nultkel sistema omogengol — A, I)v = 0. Essendo

1
-4 0 0
A-XNI=] 2 0 0
3 1
0 7 -5
siha
1
—5;01 =0
2;11 1)1:()
Zvle
3 1 0 1
12Ty 27 9g Y

Postoarbitrariamente; = 1, risultav, = % Quindi,

V], =

e =



e Autovettorev, relativo a\,

Dobbiamo determinare una soluzione non nultkel sistema omogengol — A\, I)v = 0. Essendo

0 0 O
A=XI=1]32 L 0
0 2 0
siha
0=0 } sempre verificata
St =0 —Ly=o0
AT T T
3
ZUQ:O } ’U2:O

Posto arbitrariamente, = 1 (il sistemae in tre incognite, anche $g non compare nelle equazio-
ni), abbiamo

Vo = 0

e Autovettore generalizzato; relativo a\,

Dobbiamo determinare una soluzionéel sistema non omogenéeal — A\, I)v = v,. Si ha

0=0 } sempre verificata
3 ] 0 12
1T T Tg T oy
3 4
L_l Vg = 1 } Vo = g

Postoarbitrariamente; = 0 (il sistemae in tre incognite, anche $g non compare nelle equazio-

ni), abbiamo

2

ot

V3 = %

0

La matriceT si costruisce nel seguente modo:

0 0 —%
T=[vi|v v]=|% 0 1}
1 1 0



Per evitare di invertird’, il vettorez, = T~ 'x, si ricava risolvendo il sistema lineafez, = x,. Si ha

2
—2—7 Z3 = 0 } 23 = 0
1 4
1—821+§Z;3:20 } 21:360
Zl+22:10 } 22:10—21:—350
Quindi,
360
zo = | —350
0

Ritornando al calcolo dj(k):

y(k) = (CT)A*z

[ s H" 0 360
= [0 0 g} % 0 (%)k % —350
110 0
- 0 0 *
360 (1)
= [2 2 0] | =350 (})"
0

1\" -875 1\"
— 300 (=) =222 (=
(6) -5 ()

Sonostati indicati conx alcuni elementi non necessari per il calcolo, viste le strutture é,,.
Modi eccitati dax,

Dall’'espressione dell’evoluzione libera dello stato si ottiene

x(k) = AFxy= TAFT 'xo =T AF 2,

)\If 0 0 21
= [Vl Vo Vg} 0 )\]2C k‘)\g_l Z9
0 0 )\]5 z3

= 2 M v+ (22 M+ 2 BN vo + 23 05 v

Nel caso della, considerata, risulta; = 360 # 0, zo = —350 # 0 e z3 = 0. Dunque

1\* 1\*
X(k) =21 )\]f Vi + 29 )\12C Vo = 360 <6> — 350 (g)

| modi (%)k e (é)k sonoeccitati dax,. Il modo k (%)k—1 non & eccitato dax,.



Modi osservabili nell’'uscita

Dall’espressione dell’'uscita si ottiene

y(k) = Cx(k)
= C [Zl /\llC vy + (22 )\124 + 23 ]{I/\g_l) Vo + 23 /\g Vg]
= MOV + (2N + 2 kNS Ovg + 23\ Cvy

Nel caso del sistema considerato risulta; = % #0,Cvy = % # 0eC vy = 0. Dunque
y(k) = 21 M\ Cvi+ (2 A8 + 23 kA1) C vy
5 1\* 1\* 1\
= — — _ k _
HORGRSION
e tuttii modi del sistema sono osservabili nell’'uscita al variare dei coefficignti, e zs.

.. L. . . . k—1
Nota. Nel caso della condizione inizialg considerata, risulta; = 0, ed il modok (%) noncompare
nell’espressione dell’'uscita. Tuttavia, il modo compare nell’espressione dell’'uscita se si sceglie una
differente condizione inizialg, per la quale risultk; =~ 0, ede quindi osservabile.
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Eserciziol

Si consideri il sistema meccanico riportato in Figura 1, domee m, sono le masse dei carrelti, e 2,
sono le rispettive posizionk; e k, sono i coefficienti elastici delle molle,@¢e un coefficiente d’attrito
viscoso0. Siano inoltre; e u, le forze esterne agenti rispettivamente sulle masse m..

2 ks
2 W—
Z ky Eﬂ mo
0 m, -
Z O+0 ONEO NN
Z1 Z2 “
Figural

Si scriva un modello del sistema in forma di stato, considerando come uscite la posizione del centro di

massa del sistema, e la velacdella massaus.

Soluzione

Si scrive il Secondo Principio della Dinamica per entrambe le masse:

miZ = —kiz1 + B(% — %) +

. . . 1
MaZy = —kozo — (22 — 21) + ug @)
Le (1), riscritte in forma normale, diventano:
21 = —:;—1121 — milZl + W%ZQ + leul (2)
Z2 = T,%Zl - %22 - m%z"g + m%ug
Sivuole trovare una rappresentazione del sistema in forma di stato del tipo:
x=Ax+ Bu
y=Cx+Du (3)
doveu = [uy up |7,y = [y1 42 ]* con:
Yy = Mz + Ma2y (posizionedel centro di massa)
my + my . (4)
Yo = %o (velocita della massa,)



e lo statox deve essere definito in maniera opportuna. Si ponga:

T 21

X2 A Z1
X = g

xs z2

Xyg 29

(ossia, nello stata si mettano posizione e veloaitli entrambe le masse).
Utilizzando la (5) e le (2) si ha:

$'1:Z"l:0'I1+1'$2+0'$3+0'$4+0'U1+0'U2
$'2:.Z:1:—T]Z—llfﬂl—%$2+0-$3+%$4+%U1+0'u2

I'3:Z"2:0'$1+0'$2+0'l‘3+1'I4+O'U1+O'U2

. 3 k J¢] 1
Ty =72 =0 21+ Zw0 — 203 — =g + 0wy + -

dacui si ottengono le matricil e B:

0 1 0 0 0 0
kB B 1

A — mi mi O mi , B — mi O

0 0 0 1 0 0

0 B _k _B 0o L

mo mo mo m2

Perquanto riguarda I'equazione di uscita, utilizzando le (4) si ha:

zal l’1+0'.’L’2—|— 2 x3+0-x4—|—0-u1+0-u2

Y1 = mi1+mo mi+ma

Yr=0-2;+0-294+0-23+1-24+0-u; +0-uy

da cui si ottengono le matrici' e D:

m_ g _ma ) 00
— mi+m mi1+m —
“=1"0" o 10211’D {00}

()

(6)

(7)

(8)

9)



Esercizio 2

Si consideri il sistema autonomo a tempo discrete (R?):

0 2 0

x(k+1) = —2 O1 (1) x(k) £ Ax(k)
_9 _1 1
2 2

yk) = [2 0 —1]x(k) = Cx(k)

1. Elencare i modi del sistema.

2. Si calcoli la risposta libera(k) = C A*x, con condizione inizialecy = [ 0 0 2 7. Si calcoli
inoltre il limite klim y(k), se esiste.

Soluzione
Il polinomio caratteristico della matricé é:
1
pa(N) =det(AT— A) = () — 5)(A2 + 4) (10)

Gli autovalori diA sono dunquée\; = % Ao = 27, €3 = \; = —2). La matriceA ha tutti autovalori
distinti, dunquee diagonalizzabile. Tuttavia, dato che e A3 sono complessi, la forma diagonaleAli
none reale. Si cerca quindi una forma diagonale reale a blocchi dperando una riduzione a scala

della matriced — \; I, si ottiene:

-3 2 0 1 -4 0
A-MNI=| -2 -2 0|—=1]0 1 0 (11)
-2 -1 0 0 0 0
Il corrispondente sistema lineare omogeneo con equazioni:
T, — 41‘2 =0
ha soluzioni (Attenziondl sistemae in tre incognite, anche sg non compare nelle equazioni):
I = 0
I3 =
cona € R parametro arbitrario. Dunque, scegliende- 1:
ker(A— 1) = £{ } (14)

0

0

1
———"



Analogamente, operando una riduzione a scala della matriee\, I, siottiene:

-27 2 0 1 57 0
A=XI=| -2 =25 0 - 101 -1 (15)
1
-2 -3 -2 00 O
Il corrispondente sistema lineare omogeneo con equazioni:
xr1 + J T = 0
Ty — T3 = 0 (16)
ha soluzioni:
Ty = —Q)
Tg = (¥ (17)
I3 =
cona € C parametro arbitrario. Dunque, scegliende- ;:
1
ker(A— o I) = c{ 5 } (18)
J
N——
Siscomponga; nelle sue parti reale e immaginaria:
1 0
Vo = Vgl) —|—jV§2) dove Vgl) =10 e v§2) =11 (19)
0 1

Costruendo la seguente matrice di cambio di coordinate nello spazio di stato:

010
T — [ v v v } —lo o1 (20)
1 01
e scrivendo\, = 05 + jJws CONoy = 0 e wy = 2, risulta:
i M| 00 510 0
A=T"AT=| 0] 0o w |=]|0]0 2 (21)
0 —Wo 02 O —2 0
Dunque scrivendo ancora, = M, e’% conM, =2 e, = 5, Siha:
~ M| 0 0 ()" | 0 0
AP =70 [ Mfcos(kfy) Misin(kbz) | = | 0 | 2Fcos(k3) 2Fsin(kD) (22)
0 | —M5sin(kfy) M5 cos(kbs) 0 |—2"sin(k%) 2"cos(k%)

| modi del sistema sono tutte le funzioni che compaiond’inquindi:

(§> , 2 cos(k§), 2 Sln(k:§)

4



Per il calcolo della risposta libera, si ha:

~ k
y(k) = CAfxy = CTAFT'x, = —2(%> (23)

Perevitare il calcolo dil’~! in (23), il prodotto7 ~'x, pud essere ricavato direttamente esprimenglo
come combinazione lineare dei vettorj v ev{”:

Xo = V] + agvél) + @3V§2) (24)
Il sistema lineare risultante:
g — 0
g = 0 (25)

Oél—l—Oég:Q

ha soluzionev; = 2, as = a3 = 0. Dunque:

aq 2
T_1X0 = (6] = 0 (26)
Qg 0
Infine:
klim y(k) =0 (27)



Esercizio3

Datoil sistema nonlineare a tempo continuo:

determinare i punti di equilibrio quanda(t) = —1 e discuterne la stabifit Per ciascun punto di

equilibrio, riportare le matrici;;, e B;;, del corrispondente sistema linearizzato.

Soluzione

Il sistemaée nella forma:

X(t) = f(x(t), u(t)) (28)
dove:
[ m() |2l +as+u
s =| 20 = | 29)
Per determinare i punti di equilibrio del sistema quan@lg = —1, si risolve il sistema:
cioe: .
ri+r;+u=0
T+ To = 0 (31)
conu £ u,, = —1. Si ha dunque:
2 2
ri+a5=1
T+ To = 0 (32)
Sostituendar; = —x4, ottenuto dalla seconda equazione, nella prima equazione, si trova:
1
2 — —
=3 (33)
cheha soluzioniz, = i\/ii, equindiz;, = HF\/%- | punti di equilibrio del sistema quanddt) = —1,
sono:
_ 1 1
Xeq,l = [ f ] s Xeq,2 = [ _f ] (34)
V2 V2
Calcolandde matrici:
8f . 21’1 2!132 af . 1
8_13(X7 U) - |: 1 1 ) %(X, U) 1o (35)



e valutandole nei puntix., 1, ;) € (Xeq.2; Ueq), Si OttENgONO le matrici dei sistemi linearizzati richieste.
Si ha:
of —V2 V2 of 1
Alin,l = %(Xeq,laueq) = |: 1 1 ) Blin,l = %(Xeq,bueq) - 0
of V2 -2 of 1
Alin,Z = %(Xeq,%ueq) = |: 1 1 ) Blin,Z = %(Xeq,%ueq) = 0
Per lo studio della stabifitdei punti di equilibrio, essendo il sistema a tempo continuo, si stuskgiio
della parte reale degli autovalori dei sistemi linearizzati. Il polinomio caratteristico della mairice
e:
A=A+ V2)A—1) = V2 =X+ (V2-1)A-2V2 (36)
Il polinomio p;(\) ha coefficienti di segno discorde, e quindi ha almeno una radice con parte reale
positiva. Il punto di equilibriqx., 1, u.,) risultainstabile. Il polinomio caratteristico della matrieg;,,
e:
p2(N) = (A= V2)A=1)+ V2 =2 - (V2+ 1A +2V2 (37)
Il polinomio py(\) ha coefficienti di segno discorde, e quindi ha almeno una radice con parte reale
positiva. Il punto di equilibriqx., 2, u.,) risultainstabile.



Esercizio 4

Si consideri il sistema meccanico riportato in figura, dd¥e: la massa del carrellg; e k, sono i coef-
ficienti elastici delle molleg ¢ il coefficiente di attrito delle ruote con il terrenoy @ una forza esterna.
La posizione del carrell@ indicata cony. Le molle sono fissate a distanZa e L,, rispettivamente,

dall’origine del sistema di riferimento.

1. Scrivere 'equazione dinamica del sisterBaggerimentol’allungamento della moll&; € L, +v,
mentre I'allungamento della molfe, € L, — y. La forza di attritoe proporzionale alla velogity

del carrello.
2. Scrivere un modello del sistema nella forma di spazio di stato
(t) = Ax(t) + Bu(t) + F,
dovez(t) = [ y(t) 4(t)|", e il vettoreF tiene conto di eventuali termini di forzamento costanti.
3. E’il sistema asintoticamente stabile per tutti i valor ko, 5, M > 0?

Si considerino i seguenti valori per i parametri del sistema:= 2 Kg, k&, = 3 N/m, k; = 7 N/m,
(5 = 4 Ns/m.

4. Elencare i modi del sistema.

5. Ponenda: = ki Ly — ko Lo, determinare I'evoluziong(t) della posizione del carrello a partire

dalla condizione iniziale;, = [1 — 1]".

kl kQ
/
W — ., (A
U—™ E —__,—"ﬁ
e e
—L1 O ZIJ 1;2



Soluzione

Domandal.
L’equazione dinamica del sisterea

My = —ki(Li+y)+ko(Le —y) — By +u
= _<k1 + kQ) Yy — By —+ u + (k2L2 — k1L1>

Domanda 2.
Definendo
_ T 7y Yy
X2 Y
siha
T1=Y = T
. . k1 4+ ko g . 1 koLo — k1L
S VAR VA A T VA
_ itk B 1 kL =k
- M Y MTPT M M

dacui si ottiene un modello del sistema nella forma di spazio di stato

(t) = Az(t) + Bu(t) + F

ponendo
0 1 0 0
A= _klj\zkz _%] , B= %] ., F= %(kQLQ_lel)]
Domanda3.
Il polinomio caratteristico della matricé e
pa(h) = X4 Loy y R

Dato che condizione necessaria e sufficiente affinain polinomio di secondo grado abbia tutte le
radici con parte reale negativeg che tutti i suoi coefficienti siano di segno concorde, il sistéma
asintoticamente stabile per tutti i valdti, k5, 3, M > 0.

Domanda 4.

Sostituendo i valori dei coefficienti, si ottiene



i cui autovalori sono\; = —1+27e X\, = \i = —1 — 2 (radici dipa(\) = A2+ 2\ +5).
Posto)\; = o + jw, cono = —1 ew = 2, € notodalla teoriache esiste un cambiamento di coordirate

o223

tale che

—Ww o -2 —1

Risultando

ir | e7teos(wt) e7fsin(wt) | | efcos(2t) e 'sin(2t)
—etsin(wt) e’fcos(wt) | | —e'sin(2t) e fcos(2t)

i modi del sistema sone* cos(2t) ee 'sin(21).
Domanda 5.
Ponenda: = ky L; — ko Lo, 'equazionedel sistema diventa

#(t) = Az(t)

per cui I'evoluzione dello stato (con condizione inizialg & z(t) = ez, e I'evoluzioney(t) della
posizione del carrelle@
y(t) = Cz(t) = Cetlag

doveC' =1 0 ].
La matricee*? & calcolabile attraverso la relazione

€At — TeAt T—l

Per il calcolo della matrice di cambiamento di coordiri&isi procede calcolando un autovettore relativo
allautovalore\,, cioé un vettorev # 0 tale che( A — \; I)v = 0. Dato che le due righe della matrice

1-25 1

sono linearmente dipendenti, consideriamo solo la prima equazione:
(1-27)vi+v2=0

Posto arbitrariamentg = 1 + 2, risultavy, = —5. Da cui

1+2 1 2
ot g b B R

12 L 1[0 =2
r=[w “’2}:{—5 0} ’ leﬁ[?} 1}

10



Infine

y(t) = Cetlay=CTeM T ay

— [1 2] [ % }
_ %t [ cos(2t) — 2 sin(2¢t) sin(2¢) + 2 cos(2t) | { ; }
= e tcos(2t)

11



Esercizio5

Datoil sistema nonlineare a tempo discreto:

{ v1(k +1) = 21 (k) [25(k) — o] + u?(k) — 2

1 2 R
(L’Q(k? + 1) = LEI(]C) + SL’Q(]C) + Z (612(k)_1 - 1) ’ ack,

1. Determinare i punti di equilibrio del sistema quandé) = /2, Vk.

2. Discutere la stabilit diz.,; = [01]" €z = [0 —1]" al variare del parametrae, riportando
le matrici A, € By;, dei sistemi linearizzati.

Soluzione

I| sistemae nella forma
z(k+1) = f(z(k), u(k))

dove
1y (23 — ) +u*—2 ]

1 2
T+ xo + Z (6%_1 — 1>

Domandal.
Per determinare i punti di equilibrio del sistema quan@) = /2, si deve risolvere I'equazione

x = f(z,u)

cioe
ry =2 (23 — ) +u® — 2
1 :1,‘2—1
$2:ZE1+$2+Z<62 —1)
conu = u,, = /2. Si ha dunque
T (23 —1—a)=0
42 ( 731 1) 0
T+ - e —-1) =
Py
La prima equazione ha soluzionj = 0, e (sea > —1) 22 =1+ a.
Sezr; = 0, la seconda equazione diventa

et —1=0
che ha soluzione? — 1 = 0, e quindiz, = 1. Due punti di equilibrio del sistema sono

0 0
Leql = 1 y  Leg2 = 1

12



Ser3 = 1 + «, la seconda equazione diventa

1
x1+1_1(€a_1)20

che ha soluzione; = — (1 — ¢*). Altri due punti di equilibrio del sistema sono dunque

L1 e L1 e
Leqs = 4 ‘ y  Legsa = 4 © (Oé > —1)
V14« —V1+«a
Domanda?.
Calcolando le matrici
of :c% —« 21x1232 of 2
e R @@“’“)—[ 0 }

e valutandole iz, ue) € (Teqg2, Ueq), Si Ottengono le matrici dei sistemi linearizzati richieste. Si ha

of l1-—a 0 of 2V/2
Alinl - O (meqla ueq) 1 g ) Blinl = %(xeqlaueq) = 0

of l—a 0] 9 22
Alin2 - O (xeq% ueq) 1 % y Blin? - 9 (xeq%ueq) - |: 0 :|

. . . 3 . 3 . .
Gli autovalori della matricel;;,,; sonol — o e 3" In particolare, dato ch%‘ > 1, siconclude che il
punto di equilibrioz.,; € semprenstabileal variare dic.

. . . 1
Gli autovalori della matriced;;,,» sonol — o e 3" Datoche

1 .
5‘ < 1, occorrediscuterg1 — af:
l1-—al<l & -—-1<l-a<l & 0<a<?2

Si conclude che il punto di equilibrie., € asintoticamente stabileer0 < o < 2, einstabilepera < 0
ea > 2. Sea = 0 0 = 2, non si pw dire niente sulla stabifitdiz. ., utilizzando il metodo del sistema
linearizzato.

13



Esercizio 6

Calcolarda risposta libera quando la condizione iniziale, = [111]T per il sistema

3 -1 -1
zk+1)=|1 1 -1 1|uxz(k)
2 =2 0
Soluzione
Si deve calcolare
z(k) = Az

Per il calcolo diA*, si procede trovando gli autovalori della matri¢e Il polinomio caratteristico della
matriceA e
pa(A) 2 det(AN] — A) = A\ — 2)?

Gli autovalori diA sono dunque\; = 0 con molteplici& algebrica;, = 1, e A, = 2 con molteplicia
algebricav, = 2.

La matrice A e diagonalizzabilese e solo se, per ciascun autovalore molteplicita algebricay; e
molteplicita geometrica; coincidono. Si ricordi che la moltepliéitgeometrica di un autovalore € la
dimensione dker(A — \; I). Per I'autovalore\,, operando una riduzione a scala di Gauss-Jordan:

3 -1 —1 1 1 -1 1 1 -1
A-NI=]1 1 —-1|—1|0 —4 2 — (0 =2 1
2 =2 0 0 —4 2 0 0 O

risultap; = n —rango(A— A\, I) = 3 — 2 = 1. Per il calcolo di una base #dér(A — A\, I), si trova una

soluzionev; non nulla del sistema
T+ 29 — r3 = 0
—2 To+ X3 = 0

Posto arbitrariamente; = 2, risultaz, = 1 ex; = 1. Da cuiv; = [ 1 1 2 |7, Per 'autovalore\,,
operando una riduzione a scala di Gauss-Jordan:

1 -1 -1 1 -1 -1
A-XI=|1 -1 -1 | — |0 0 O
2 =2 =2 0 0 0

risultaus = n —rango(A— A\ I) = 3 — 1 = 2. Per il calcolo di una base #ter(A — A2 1), si trovano

due soluzioni, e v3 linearmente indipendenti del sistema
Tl — T — T3 = 0

14



Posto arbitrariamente; = 1 ez, = —1, risultaz; = 0. Da cuiv, = [0 — 1 1 ]. Inoltre, postar; = 0
ez, = 1, risultaz; = 1. Dacuivy =[110]7.
Dato cheu, = vy e us = 15, la matriceA e diagonalizzabile. Una forma diagonaledle

0l0 0
A=T''AT =102 0
010 2

dove
1 0 1 -1 1 1
o1
T=[vi v v3]=|1 —-11 c Th=51 2 =20
2 1 0 3 -1 -1

La matriceA* & ora calcolabile attraverso la relazione

AP =T AT
dove .
0°| 0 0
1 sek=0
AF=101]2F 0 Nota: 0"7:{
00 2F 0 sek=1,2,...
Risulta
1 1 1 0* 1 0F 4 2F
x(k):Akx[]:TAkT_lxo——TAk 0 = _T 0 —— Ok+2k
1 2 2k 21 9.0

15



Esercizio7

Siadato il sistema
{ 1(t) = 23(t) + 2a3(t)
Ta(t) = x1(t) + w2(t) — u(?t)
determinare i punti di equilibrio quanddt) = 0 e discutere la stabibitdei punti di equilibrio, riportando

le matrici Az, € By, del sistema linearizzato.

Soluzione

Il sistemae nella forma

dove

x(t):{xl(t)l | f(a:,u):{ xi+ 213 }

xa(t) X1+ Ty —u

Per determinare i punti di equilibrio del sistema quantg = 0, si risolve il sistema

0= f(z,u)

cioe
0=2a?+222
OI$1+$2—U

conu £ u,, = 0. Si ha dunque
23 +223=0
{ T+ To = 0
La seconda equazione ha soluziane= —z;. Sostituendo nella prima equazione:

21 +2(—2)*=0 = 327=0

che ha soluzione; = 0, e quindiz, = 0. L'unico punto di equilibrio del sistema

ra= o

ox "’ 1 1 T Ou -1
e valutandole ir{z.,, u.,), Si ottengono le matrici del sistema linearizzato richieste. Si ha

i (oo _of |0
Alin - 8_x(xeqaueq) - [ 1 1 :| ) Blin — %(xemueq) - |: -1 :|

Gli autovalori della matricel;;,, sono0 e 1. In particolare, dato che esiste un autovalorédgj con parte

Calcolando le matrici

reale positiva, si conclude che il punto di equilibfiq,, u.,) € instabile.

16



Esercizio 8

Si consideri il sistema lineare a tempo continuogR?)

k0 -1 1
w(t) = | =1 =2 3+k |x@t)+ | 0 | ut)= Azx(t) + Bu(t)
1 0 k 0

yit) = [1 0 =1 ]z(t) 2 Cux(t)
nel qualek &€ un parametro reale.
1. Studiare la stabilit e i modi propri del sistema al variare del paramétro R.

2. Assumendo ingresso nullo, determinare per quale valotediR e per quali condizioni iniziali
zo = [ a 3+ ]T si hanno soluzioni periodiche (non identicamente nulle) in uscita.

Soluzione

Il polinomio caratteristico della matricé e
pa(A) Zdet(AN] —A) = (A +2) (AN =2k A+ K2+ 1)

Gli autovalori del sistema sono dunque

A= —2
A =k+7
)\3:>\;:/{?—]

Dallo studio del segno della parte reale degli autovalori, risulta che il sisfema
e asintoticamente stabilgek < 0;
e stabilesek = 0;
e instabilesek > 0.

| modi propri del sistema sono 2! (relativo all'autovalore realg;), e** cos(t) e e¥sin(t) (relativi agli
autovalori complessi e coniugat} e \3).

Domanda 2.

Il sistema ha modi periodici de= 0. Per tale valore dk risulta

0 0 -1
A= -1 -2 3
10 0



e gli autovalori del sistema sono

)\1:—2
)\2:]
A3:/\;:—j

L'uscitay(¢) in funzione della generica condizione inizialgé data dall’espressione
y(t) = CeMag = C(TeM TV mg= (CT)e™ (T x0)

Calcoliamo la matrice di cambio di coordinafte

Per I'autovalore\;, operando una riduzione a scala di Gauss-Jordan:

2 0 -1 1 0 2 1 0 2
A-MI=| -1 0 3 — 100 -5 —|001
1 0 2 00 5 000

otteniamo il sistema omogeneo
r1 + 25(73 =0
r3 = 0

nelle incognitex, z» e x3 (Si 0sservi cher, non compare esplicitamente nelle equazioni), dal quale
ponendo arbitrariamente = 1 si ottiene I'autovettore

V1 = 1

0

Per I'autovalore\,, operando una riduzione a scala di Gauss-Jordan:

—J 0 -1 1 0 —J
A—XI=| -1 -2—3 3 | — |0 —(2+4+y) 3—y
1 0 - 0 0 0
otteniamo il sistema omogeneo
ry—jyx3 = 0

—2+g) 12+ @B -2 = 0

nelle incognitex;, x5 € x3, dal quale ponendo arbitrariamente = 2 + ; si ottienex, = 3 — j e

x1 = —1 + 29, e infine 'autovettore
—1+2 -1 2
Vg = 3—7 = 3 | +7| —1
2+ 2 1
N——
vgl) véQ)

18



La matricel & datada

0 -1 2
T:[Ul‘v;) U§2)]= 1 3 -1
0 2 1
e ad essa corrisponde la matrice
) -2/ 0 0]
A=T1AT=| 0] 0 1
0|—1 0]
perla quale
) e 0 0
et = 0 | cos(t) sin(t)
0 | —sin(t) cos(t) |
Inoltre
1 1 -1
T'=| -t 0 2
2 1
5 0 3
Dunque
y(t) = (CT)e™ (T )
e2t ‘ 0 0 o+ ﬁ -
= [0 -3 1] 0 | cos(t) sin(t) —ta+2y
0 | —sin(t) cos(t 2 1
(1) cos(t) | | 2011y
1 2 . 2 1 .
= |—zo + =7 [—3 cos(t) — sin(t)] + e + =7 [—3sin(t) + cos(t)]

= (a—7)cos(t) — (a+ ) sin(t)

L'uscitay(t) € periodica e non identicamente nulla a meno che

a—vy=0

aty=0,
cioe o« = 0 ey = 0. Dunque il sistema ha soluzioni periodiche non identicamente nulle in uscita per
k = 0 e per ogni condizione iniziale, tale che(«, v) # (0,0).

19



Esercizio9

Datoil sistema nonlineare a tempo discreto

r1(k+1) = 21(k) Inag (k) + e® — 1
{ ok +1) = (1 —e) x1(k) + [z2(k) — 1][x2(k) — %uz(k) + o + z5(k)

nel qualen € un parametro reale:
1. Determinare i punti di equilibrio del sistema quandé) = 0, V.

2. Per ciascun punto di equilibrio determinato al punto 1, riportare le matricie By;, del corri-
spondente sistema linearizzafod R?, @ € R)

T(k+1) = Aiin 2(k) + Buin (k)

3. Discutere la stabilt del punto di equilibrioc.,; = [0 1 ]T al variare del parametra; discutere

inoltre la stabilit degli altri punti di equilibrio petv = —e.

Soluzione

Domanda 1.
Il sistemae nella forma

z(k+1) = f(x(k), u(k))

dove

21 (k) z1Inzy +e* —1

x(k):{xz(k)} ’ f<x7u):[(1—6)951—|—([E2—1)($2—%U2+O¢)+9§2

Si osservi innanzi tutto che, affinéhl logaritmo sia definito, deve risultarg > 0. Per determinare i
punti di equilibrio del sistema quandg@k) = 0, si risolve il sistema

x = f(z,u)
cioe
{ vy =x;lnzy +e*—1

1
xQ:(l—e)x1+($2—1)(x2—§u2—|—a)+:172

conu = u,, = 0. Si ha dunque

{ z1(lnze —1) =0
(e — 1)z = (23 — 1)(22 + )

20



La prima equazione ha soluziani = 0 exs = e.

Sostituendar; = 0 nellaseconda equazione, si ha
(xg — 1)(z2+a) =0

che ha soluzioni, = 1 exy, = —«a. Dato che deve esserg > 0 affinche il logaritmo sia definito, la
seconda soluzione esiste pek 0. | punti

0 0
Leg,1 = 1 ) Leg2 = —a

sono dunque punti di equilibrio del sistema.

Sostituenda, = e nellaseconda equazione, si ha
(e =1z =(e—1)(e+a)

che ha soluzione; = e + «. Il punto

e+«
o[ 1]

e dunque un punto di equilibrio del sistema.
Domanda 2.
Calcolando le matrici

Inx l

2 - u

OF (3, u) - e e
Oz 1—e 2x2—§u2+o¢ du —(z2 — Du

e valutandole nei punfic., 1, teq), (Teq2, Ueq) € (Teq,3, Ueq), Si OttENGONO l€ Matrici dei sistemi lineariz-
zati richieste. Si ha

of 0 0 ) f 1
Alin,l — %(xeq,la ueq) 1l—e 2 + o :| 3 Blin,l - a xeq 17ueq |: 0 :|
of In(— 0 0 f 1
Alzn 2 %(ajeq 25 ueq) 1(_ 6) —a :| ) Blin,Z a xeq 2 ueq |: 0 :|
- +a
0 1 0 1
Alin,S 8£ (:Beq 3 ueq) 1 9 i_ ; Blin 3 a_f(xeq 3 ueq |: 0 :|
— € e [0
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Domanda 3.
Essendo il sistema a tempo discreto, si studimadulodegli autovalori dei sistemi linearizzati. Gli
autovalori della matricel;;,, ; sono0 e 2 + «. Occorre dunque studiare quandet | < 1. Si ha:

2+al<l & -1<2+a<l & -3<a<-1

Segue che il punto di equilibrie., 1, u.,) €asintoticamente stabilge—3 < o < —1 (tutti gli autovalori
di A;,1 hanno modulo< 1); instabilesea < —3 0 o > —1 (esiste un autovalore di;;,, ; con modulo
> 1), mentre nulla si ptidire se = —3 0 a = —1 (il sistema linearizzaté marginalmente stabile).

Pera = —e, i punti di equilibrioz,, » € z., 3 coincidono, infattic.,» = z.,3 = [ 0 e ]. Gli autovalori
1
1—e
punto di equilibrio(z., 2, u.,) €instabile.

. 0 . . .
della matriced;;, » = . sonol ee. Esistendo un autovalore di;,, » con modulo> 1, il
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Esercizio 10

Siconsideri il sistema a tempo discreto

1 o
ri(k+1) = —5:101(1{:) + w20 + u(k)

nel qualer(k) = [ (k) z2(k) |7 € lo statou(k) € l'ingresso (k) & l'uscita.

1. Assumendai(k) = 0, YV k, calcolare gli stati di equilibrio del sistema al variare del parametro

a € R.
2. Discutere la stabilit dei punti di equilibrio calcolati al puntd ).

3. Assumendax = 0, calcolare la risposta libera del sistema nell'usgit&), relativa allo stato

inizialexo = [0 —1]7.
Soluzione

Domanda 1.
Il sistemae nella forma

z(k+1) = f(z(k), u(k))

dove )
z1(k) gyt
z(k) = le(k) } . flzyu) = 2
T — §I2

Si osservi innanzi tutto che, affinéla funzionef sia definita, sex # 0, deve risultare:, # 0. Inoltre,
sea = 0, il sistemae lineare. Per determinare i punti di equilibrio del sistema quan@dg = 0, si

risolve il sistema

x = f(z,u)
cioé
1 Q
rn=—-r1+—+u
2 T2
1
To = 1 — 51’2
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conu = u,, = 0. Si ha dunque

3 «
— —— =0
23:1 )
331—51’2:0

Sea = 0, dalla prima equazione si trowva = 0, e quindiz; = 0 dalla seconda equazione. In questo

casor., = { 8 } e dunque I'unico punto di equilibrio del sistema.

. ) 3 . . e’ 9
Sea # 0, dalla seconda equazione si troma= 3 T, € sostituendo nella prima equazionre = 1 T,
T2

: 4 : .
dacui|z3 = 5ot Si hanno due casi:

e Sea < 0, 'equazione non ha soluzione. Quindi il sistema non ha punti di equilibrio.

. . 2 2 . . 3 .
e Sea > 0, 'equazione ha soluzioni, = 3 Voaers = —3 V. Sostituendo i, = 5 To, Sitrova
che i punti
Va —/a
e = 2 5 e = 2
Leg,1 g \/a Leq,2 _g \/a

sonoi punti di equilibrio del sistema.
Ricapitolando:
e Sea < 0, il sistema non ha punti di equilibrio.
e Sea = 0, il sistema ha un unico punto di equilibrig,.
e Sea > 0, il sistema ha due punti di equilibria., ; € zq2.

Domanda 2.

Lo jacobiano dif rispettoa z risulta

1 o
of _ | 2 a2
%(z,u) . _f
2
Sela = 0], siha
1
of |3 0
%(xeqvuaﬂ 1 1
2
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i cui autovalori sono\; = Ay = —3 Datoche|)\;| < 1, ¢ = 1,2, il punto di equilibrio(z.,, u.,) €

asintoticamente stabile.

Sela > 0], siha

1 9
of -5 7
—(IIZ'@ 1, Ue ) = 2
(9.1' ¢ 1 1 _i
2
- , 1 3 1 3 . : . A
I cui autovalori sono\; = —3 + Y e\ = —5 g Datoche|\;| > 1, = 1,2, il punto di equilibrio

(Teq1, Ueq) €instabile. L'analisie identica per il punto di equilibriQe., 2, u.,).

Domanda 3.

Quandox = 0, il sistemae lineare. Esso pbi essere scritto nella forma

1

rk+1) = 2 z(k) + [ 0

1
L =3
yk) = [1 =17 a(k) 2 Ca(k)

} u(k) & Ax(k) + Bu(k)

Dobbiamo calcolare la risposta libeyék) = C' A* z.

La matrice A e in forma triangolare inferiore, e i suoi autovalori coincidono con gli elementi sulla
diagonale. Risulta che la matriceha un solo autovalorg, = —% conmolteplicita algebricau; = 2.
Calcoliamo la molteplica geometricav;.

0 0

} = rango(A— X\ I)=1
Da cui
vy =dim(ker(A— XM\ I))=n—rango(A-\ 1) =2—-1=1 = 1y =1<2=

La matriceA noné diagonalizzabile, ma solo jordanizzabile.

e Autovettorev; relativo a\;

Dobbiamo determinare una soluzione non nultkel sistema omogengol — A, I)v = 0. Essendo

0 0
o= [00]

si ha

0=0 sempre verificata
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Posto arbitrariamente, = 1 (il sistemae in due incognite, anche 3¢ non compare nelle

_n

Dobbiamo determinare una soluzionéel sistema non omogenéeal — A\, I)v = v;. Si ha

equazioni), abbiamo

e Autovettore generalizzato, relativo a\;

0=0 sempre verificata

Ulz]_

Posto arbitrariamente, = 0 (il sistemaée in due incognite, anche 3¢ non compare nelle

ol

La matriceT si costruisce nel seguente modo:

equazioni), abbiamo

e quindi

e [ (=)' k(=) ]

Perevitare di invertirel’, il vettorez, = T~'x, si ricava risolvendo il sistema linea¥éz, = x,. Si ha

Z9 = 0
21 = -1
Quindi,
] -1
70 — 0
Ritornando al calcolo dj(k):
y(k) = CA*zy=(CT)AFz
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Esercizio 11

Un sistema massa-molla-smorzaterdescritto dall’equazione differenziale

M(t) + By(t) + Ky(t) = u(t)

nel qualey(t) rappresenta la posizione della massa all'istarge.(t) € la forza esterna applicata alla
massa. |l valore della mas&a) = 1, mentre i valori della costante elastiéa della molla e del
coefficiente d’attritg? sono incogniti (7> 0, K > 0).

1. Determinare una rappresentazione di stato del sistema con ingfessouscitay(t), e le corri-
spondenti matrici, B, C e D.

2. Assumend@ = 2, studiare i modi propri del sistema al variare/di> 0.

Soluzione

Domanda 1.
L'equazione del sistema (M = 1)

Definendo lo stato come

Si ottiene
T =9y = X2
iy =y=-Ky—py+u=—Kr—fra+u
Y=o
da cui
i) = | _15] 2(t) + { (1)] u(t) 2 Ax(t) + Bu(t)
y(t) = [1 0]a@®2Ca(t) (D=0)
Domanda 2.

Quandog = 2, il polinomio caratteristico della matricd & ps(\) = A? + 2\ + K, per il quale
A = 4(1 — K). Sidistinguondre casi:
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e |A>0,cioe0< K<1

La matriceA hadue autovalori reali distinth\; = -1 ++vV1 - K el = -1 — /1 — K. | modi
del sistema sone* t ee?2t.

o | A=0,cioeK =1

La matriceA haun unico autovalore real®; = —1 con molteplici& algebrica 2 e molteplicit
geometrica 1. | modi del sistema so#1d et e.

o |[A<0,CiRK >1]

La matrice A hauna coppia di autovalori complessi e coniugati= —1 + )W/K —1e )\ =

—1—5v/K — 1. I modi del sistema sone* sin (VK — 1t) ee~* cos (VK — 1t).
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Si consideri il seguente sistema:

1 01 1
z(t)= (0 1 0| z(t)+ [1]| u()

0 0 1 1
y(t)=1[1 0 1]xz(t)

1. Discutere la stabilita, la controllablita e 1’osservabita;
2. Eseguire la decomposizione canonica di Kalman;

3. Determinare la risposta impulsiva del sistema.

Per determinare la stabilita del sistema calcolo i poli del sistema. Per fare cio, determino le soluzioni del
polinomio caratteristico.

det (AT —A) =0
A-1 0 —1
det( 0 A—-1 0 ):o
0 0 -1
A-1P=0

Ho 3 poli in 1. Il sistema é quindi instabile.

Per determinare la controllabilita del sistema calcolo la matrice P £ [ B | AB | A’B ] e studio il suo rango.

1 0 171t o 1 1 0 2
A2=10 1 ol|0o 1 0|l=1]0 1 0

0 0 1|0 o0 1 0 0 1

10 111 2 1 0 211 3
AB= 10 1 of |1| = |1 A2B=1(0 1 of [1| = |1

0 0 1] |1 1 0 0 1] |1 1

1 2 3
P=1(1 1 1 — rank P =2

11 1

Il rango della matrice P ¢ 2. Il sistema quindi ¢ non completamente controllabile.

C
Per determinare I'osservabilita del sistema calcolo la matrice @ 2 | CA | e studio il suo rango.
CA?
1 0 1
CA:[lOl]OlO:[lOQ}
0 0 1
1 0 2
CA*=[1 0 1]{0 1 0ol =[1 0 3
0 0 1



1 01
Q=11 0 2 —  rank Q =2
1 0 3

Il rango della matrice @ e 2. Il sistema quindi ¢ non completamente osservabile.

Per eseguire la decomposizione canonica di Kalman devo innanzitutto determinare lo spazio degli stati raggiun-
gibili e lo spazio degli stati non osservabili nonché i rispettivi spazi ortogonali.

Determino lo spazio degli stati raggiungibili Xr. Esso e costituito da una base della matrice P, cioé da un
insieme di colonne linearmente indipendenti della matrice P.

1 2
Xp=|1 1
11

Determino lo spazio degli stati Xy ortogonale a Xg.

1
[a b c] 1{ =0
1
2
[a b c] 1{ =0
1
a+b+ec=0
2a+b+c=0
a=-b—-c R a=0
—2b—2c+b+c=0 b=—c
0
Xnvr=|1
-1

Determino lo spazio degli stati non osservabili Xyo. Esso ¢ generato da una base o # 0, @ € R™ tale che

Qo = 0.

at+c=0 0
a+2c=0 — { 0
a+3c=0 ¢
0
Xno = |1
0

Determino lo spazio degli stati Xo ortogonale a Xyo.

0
[a b C] 1{ =0
O_
b=0
1 0]
Xo=10 0
0 1]

A questo punto ¢ necessario determinare i seguenti insiemi:

e Insieme dei vettori controllabili e non osservabili Xgr N Xyo

1 2 0
XrNXno= |1 N
1

1l =0
0

—_ =



e Insieme dei vettori controllabili e osservabili Xz N (Xyg + Xo)
1 2 0 1 0 1 2 1 0 0 1 2
XRm(XNR+X0)=1lm<1+00>:11m010:11
1 1 -1 0 1 1 1 0 0 1 1 1
e Insieme dei vettori non controllabili e non osservabili X o N (Xygr + Xo)
0 0 10 0 1 00 0
XNOﬁ(XNR+X0):1|’1< 1 +00>:1m010:1
0 -1 0 1 0 0 0 1 0

e Insieme dei vettori non controllabili e osservabili Xygr N Xo

0 1 0
XnpNXo=|1|N|[0 0| =0
-1 0 1

La matrice di trasformazione ¢ quindi

1
T=]1
1

— =N
S = O

Per potere determinare la forma canonica di Kalman del sistema iniziale consideriamo il cambiamento di base
z(t) = Tz(t). Siha

T5(t) = AT=(t) + Bu(t)
2(t) = T~ AT2(t) + T~ Bu(t)
y(t) = CT=(t)

1 2 0]1 0 0 01 0]1 0 -1
T77'=]111 1/01 0|=1]111]01 o0

|1 1 0[0 01 11 0/0 0 1

0 1 0]1 0 -1 01 0]1 0 -1
=100 1|01 -1{=1]00 1|0 1 -1

|1 1 0[0 0 1 1 0 0l-1 0 2

-1 0 2
T7'=11 0 -1

0 1 -1

-1 0 271 0 1 -1 0 17
T7'A=|1 0 —-1/(0 1 0ol=]1 0 o0

0 1 =110 0 1 0 1 -1}

-1 0 1 1 2 0 0 -1 0
T'AT=11 0 0] ]1 1 1|=1|1 2 0

0 1 =11 1 0 0 0 1]

-1 0 21N 1
T7'B=1|1 0 - 1l =10

0 1 —-1| |1 0

1 2 0
CT=[1 0 1](1 1 1|=[2 3 0]
11 0



Ovviamente i poli del sistema non sono cambiati (i poli del sistema sono sempre invarianti rispetto a cambiamenti
di base), come si pud vedere dal seguente calcolo.

A1 0
det(AI—A)zdet( “1 A=2 0 ):
0 0 A-1

=A=-DAXA=2)+1] =A=-1)AN =22+1) = (A—1)°

Il nuovo sistema puo essere scritto nella seguente maniera

Z1(1) A 0 21() B
Ht)| =172 5 Zo(t) | + | 2| u(t)
25(0) {0 ASJ 24(1) M
_ z1(t)
y(t) = [Ca 0] |2(t)
23(1)

dove A22, A33, BQ € 02 sono

. 0 —1 . -1 .
A22= |:1 2:| A33:1 BQZ |:O:| 02: [2 3]

e dove z;(t) e z5(t) sono variabili di stato controllabili e osservabili mentre z5(¢) & una variabile di stato non
controllabile e non osservabile.

La risposta all’impulso del sistema viene determinata attraverso il calcolo della funzione di trasferimento (con-

sidero il sistema iniziale).

s—1 0 -1
(sI—A)=| 0 s—1 0
0 0 s—1

det (sI — A) = (s — 1)3

(s —1)2 0 0
adj (sI — A) = 0 (s —1)2 0
s—1 0 (s —1)2
(s—1)2 0 s—1
adj” (sI — A) = 0 (s —1)2 0
0 0 (s —1)2
1 1
s—1 (s—1)2
_ dj* (sI — A)
1—A)t=2 =
(s ) det (sI — A) 0 s—1 ?
0 0 p—
1 0 1
s—1 (s —1)2
CsI—A)"=[1 0 1]| o 0 -
s—1 1
0 0 p—
1 1
[sl (s—1)2 sl}
C(sI-A)'B=|— 0 — L2 !
(s ~s—1 (s—12 " s—1] |, -1 o012
2s—1
T —
(s) o1



La risposta all’impulso e semplicemente ’antitrasformata della funzione di trasferimento.

h(t) = L7H{T(s)} = 51{ (is—_S? }

Antitrasformo utilizzando il metodo della scomposizione in fratti semplici.

2s—1 A B

G102 s—1 (s=17

2s—1=As— A+ B
B-A=-1 B=1

o 2s—1 (2 1 .
= _— =92
£ {(51)2 ot oy Tt

La risposta all’impulso é quindi

h(t) = 2e' + te'



Si consideri il seguente sistema:

0O 0 o0 1
i) =[1 -1 o|z@®) + |1|u(@®)
1 0 0 0

y(t)y=[1 0 0]z(t)
1. Discutere la stabilita, la controllabilita e 1’osservabilita;

2. Effettuare la decomposizione canonica di Kalman;

3. Determinare la risposta impulsiva del sistema.

Per discutere la stabilita del sistema si devono calcolare i poli del sistema. Determino quindi le soluzioni del
polinomio caratteristico:

A0 0
det( \[—A)=0  —  det||-1 A+1 0] =0
-1 0 A

NMA+1)=0

Ho un polo in -1 e un polo in 0 con molteplicita doppia. Non posso ancora concludere nulla sulla stabilita del
sistema avendo un polo in 0 a molteplicita doppia che potrebbe rendermi il sistema sia semplicemente stabile che
instabile (in ogni caso il sistema non potra mai risultare asintoticamente stabile). Devo verificare la molteplicita
del polo in 0 all’interno del polinomio minimo.

Vengono di seguito proposte due diverse metodologie per determinare la molteplicita del polo in 0 nel polinomio
minimo.

1. Applico il teorema di Caley-Hamilton. Se la matrice A verifica il polinomio A(A+1) (cioé se A(A+1) = 0),
allora esso sara il polinomio minimo. Altrimenti, la matrice A soddisfera per forza il polinomio A2(\ + 1)
(cioé A%2(A+ 1) = 0), e il polinomio minimo sara quindi proprio A%(\ + 1).

[0 0 0] 0 0 O 1 00
AA+I)=1|1 -1 0 1 =1 0| +1|0 1 0]]=
1 0 0] 1 0 0 0 0 1
[0 0 0]t 0 O 0 0 0
=1 =1 0|1 0 0|=1{0 0 0] =#0
1 0 0][1 01 1 00

0 0 olJo 0 o 0 0 0 1 00
A*(A+D)=|1 -1 0| |1 -1 0 I =1 0|+ |0 1 Of =
1 0 of[1 0 O 1 0 0 00 1
o 0 0]t 0 O 00 0
=|-1 1 0|1 0 0o|l=1(0 0 0
|0 0 0] |1 0 1 000

Il polinomio minimo & quindi A%(\ + 1).



2. Determino il polinomio minimo come rapporto tra il polinomio caratteristico p(A) e a()), definito come
il massimo comune divisore di tutti i polinomi non nulli in adj” ()\I — A).

AA+D) A A+l

adj(M—A)=| 0 A 0
0 0 AA+1)
AA+1) 0 0
adi” (A —A) = | A A2 0

A+1 0 AXA+1)
E’ evidente come sia
a(N) =1
e quindi il polinomio minimo &

m() = 285 R

In ogni caso la molteplicita del polo in 0 nel polinomio minimo & 2 e quindi il sistema dato € instabile.

Per discutere la controllabilita del sistema, determino la matrice P £ [B|AB |A2B] verificandone il suo rango.

0 0 O0f |1 0 0 0 0f |1 0
AB= {1 -1 0| |1] =0 A’B=|-1 1 0| [1| = |0
1 0 0] |0 1 0 0 0| |0 0
1 00
P=1|1 0 0 rank (P) =2
01 0
Il sistema dato € non completamente controllabile.
_¢
Per discutere 1'osservabilita del sistema, determino la matrice Q £ CA | verificandone il suo rango.
CA?
0 0 O 0 0 O
C’Az[lOO]l—l():[OOO] C’A2:[100] —110:[000]
1 0 O 0 0 O
1 00
Q=10 0 0 rank (P) =1
0 0 0

Il sistema dato € non completamente osservabile.

Per effettuare la decomposizione canonica di Kalman, determino il sottospazio di raggiungibilita e il sottospazio
di non osservabilita, nonché i sottospazi algebrici ortogonali ad essi. Tali sottospazi verranno utilizzati in seguito
per determinare i vettori che compongono la matrice di trasformazione.

e Sottopazio di raggiungibilith Xp (costituito dalle colonne linearmente indipendenti della matrice P).

10
Xp=|1 0
0 1



e Sottospazio algebrico Xyg (sottospazio ortogonale a Xg).

1
[a b c} 1| =0
0 +b= a=-b
0 - {co - {co
[a b c} 0] =0
1
1
Xyr=|—-1
0

e Sottospazio di non osservabilita X yo (costituito da tutti i vettori v # 0, v € R3, tali che Qv = 0).

1 0 0f |a a=0 0 0

0 0 0] |b]=0 — 0=0 — m=11] ,7%=|0

0 0 0] [c] 0=0 0 1
0 0]
Xyo=1|1 0
0 1]

e Sottospazio algebrico Xo (sottospazio ortogonale a X no).

0
[abc}lz()
0 =0
0 _’{ 0
[abc}OzO
1
1
Xo=10
0

A questo punto si possono calcolare i vettori che costituiscono la matrice di trasformazione T. La matrice T &
infatti costruita nel seguente modo:

T = [T1|T»|T5| T4]
dove:
e Ty & costruita con vettori base di X7 £ Xr N Xno (insieme dei vettori controllabili e non osservabili)
e T, & costruita con vettori base di Xo 2 XpN (X NR + XO) (insieme dei vettori controllabili e osservabili)

e T & costruita con vettori base di X3 £ Xno N (X NR + XO) (insieme dei vettori non controllabili e non
osservabili)

e T, & costruita con vettori base di X4 £ Xnr N Xo (insieme dei vettori non controllabili e osservabili)

Nel nostro caso:

1 0] fo o 0
XléXRﬂXNO:10010:O
0 1] [0 1 1

10 1 1 10 11 1

Xo 2 XpN(Xnr+Xo)= |1 0|n||-1|+[0]]=|1 0|n|-1 0] =1

0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 1 00 11 0

X352 XnoN (Xnr+Xo)= |1 0ofn|[|-1|+]0]])=|1 0|n|-1 0| =1

0 1 0 0 0 1 0 0 0



1 1
X4éXNRﬂXO: -1/ N (0] =0
0 0

e quindi la matrice di trasformazione e:

0
T=10
1

O =
S = O

La matrice di trasformazione T ¢ una matrice a rango pieno e quindi invertibile. La matrice inversa 77! &
calcolata nel seguente modo:

01 0|1 00
T7'=]10 1 1|0 1 0
| 1.0 00 0 1|
1 0 0|0 0 17
01 0|1 00
|01 1(0 1 0|
1 0 0] 0 0 1
01 0|1 00
|00 1|-1 10
0 0 1
T7'=1]1 0 0
-1 10
Pongo x =Tz.

Il nuovo sistema che si ottiene, nelle variabili z1, z2 e z3, sara a blocchi, e in particolare assumera la forma

21(t) A A A [21(h) B
Z:'z(t) = 0 A22 0 Z2(t) + Bg u(t)
Z3(t) 0 0 Az [2(t) 0
) z1(t)
yt)=1[0 Co 0] |2()
23(t)

con:

e 2z variabile controllabile e non osservabile (A;; matrice [1 x 1], By vettore colonna [1 x 1]);

e 2, variabile controllabile e osservabile (flgg matrice [1 x 1], B, vettore colonna 1 x 1], Cy vettore riga
(1 x1]);

e 2z variabile non controllabile e non osservabile (Ass matrice [1 x 1]).

Tali valori sono compatibili con il valore del rango delle matrici P e ) precedentemente calcolate.

Effettuo il cambiamento di base.

{ Ti(t) = ATz(t) + Bu(t)
y(t) = CTz(t)

{ 2() =T 1ATz(t) + T~ Bu(t)
y(t) = CTz(t)

0 0 110 0 o0 1 0 0 1 0 o]fo 1 o 01 0
T'A=|1 0 0 -1 0/=10 0 0 T'AT=10 0 0/]|0 1 1|=1(0 0 O
-1 1 0|1 0o o 1 =1 0 1 -1 0] |1 0 0 0 0 -1
0 0 111 0 0 1 0]
T7'B=11 0 of 1| =1 CT=[1 0 00 1 1|=[0 1 0]
-1 1 0| |0 0 1 0 0




Il nuovo sistema &

01 0 0
=10 0 0]z + |1]u®)
0 0 -1 0
Zl(t)
z3(t)

Notare come la nuova matrice A sia in forma di Jordan. In tale matrice si riconoscono immediatamente i poli
del sistema e la moltemplicita doppia del polo nell’origine. Inoltre, posso concludere immediatamente che:

e ho un polo in 0 controllabile e osservabile;
e ho un polo in 0 controllabile e non osservabile;

e ho un polo in -1 non controllabile e non osservabile;

Determino la risposta impulsiva del sistema originario attraverso il calcolo della funzione di trasferimento.

s(s+1) 0 0 1
s 52 0 - 0 0
1 adj” (s —A) s+1 0 s(s+1) i 1
(5] — A) = = = 0
©(s) $2(s+1) s(sf—l) s+1 )
il 0 -
52 s
1
: 00| 1
_ 1
(sI—A)"'B= o a1 Y= !
1 1 o) |1
R 2

Rl o | |
®

la risposta impulsiva &

h(t) =Lt {1} =1(t)

S





