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Analisi della dipendenza
Regressione lineare (Xi Y/ ) =12,

Regressione: studio di come varia in media un care
DIPENDENTEal variare di quelldNDIPENDENTE

Y,X = VARIABILI NUMERICHE
Y= DIPENDENTE X=INDIPENDENTE

Fu introdotta da Francis Galton mostrando c
alcuni fenomeni antropometrici si comportavano

E’'importantda scelta ed il ruolo delle variabili

Lez10_a.a. 2010-2011 statistica-francesco mola 3

Obiettivo: individuazione di una funzione
y=f(xc,c...C)
che spieghi il legame tra x e
. R La retta € la funzione piu usata per
S‘, :/804_ :le di piu semplice interpretazione
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La regressione

Obiettivo:

studiare la relazione funzionale che
intercorre tra una variabile dipendente
(Y) ed una variabile indipendente (X).

Fasi:
1. Scelta del tipo di funzione
2. Determinazione dei parametri incogniti

3. Verifica della bonta di adattamento
(adeguatezza del modello)
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Scelta del tipo di funzione

Nel caso piu semplice si ipotizza che esiste un
legame di tipo lineare tra le due variabili, per cui
la relazione che lega Y ad X e la seguente:

Y =[5yt B X
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Determinazione dei parametri incogniti

Tecnica: Metodo dei minimi quadrati

Obiettivo: 0 P
minﬁo,gl S:Z[Yi _(,80 + B )]
i=1
0S _

. . . —=0
Bisogna risolvere il 05,
sistema: 0S o

0B,
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Determinazione del parametri
Incogniti

Le soluzioni sono date da:

5=y Cod(XY) _ 2 XY N4,
toor Dev(X) Y x-nu?
ﬂo = luy - ﬂllux
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Z (9. -y )2 = min

Bisogna rendere minima la
somma degli errori al quadratd
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Come si determinano i parametri?
R ~ ~ 2
Z (Yi — Y )Z:Z(ﬁo + B % _yi)

S

E’ un problema di minimizzazione!

min S
:80’181
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:é) +:Bl)§ ~Y =0
J
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A

— =2 | B+ L. %Y | x =0
B
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CMRHAI =D,
B X+BD X =D XY,

Esprimiamo il sistema in funzione delle medie

ZK = N =) X
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Ottenendo:

~ nIéO +Anlé1ﬂx = nlLly
nIBO:ux + ﬂlz Xi2 - Z Xi yi

Se sottraiamo alla?2a 12 moltiplicato la media di x
otteniamo:

NGttt + B(Y X -nt)=

N\

7 = PRI

=Y XY, — UM,

E ricaviamo i parametri incogniti:

IéO = ILIy _Iéll'lx

D Sl 7%
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Determ_inare i pa ram_etri de_IIa retta di Scatterplot
regressione che studia la dipendenza del
carattere Y dal carattere X ] .
80 -
X Y A A A 70 -
46 54 = ﬂ ﬂ 60 | .
Y O + 1X > 50 - * *
65 52 40 - .
30 9 15’ _O0y _ Cod(XY) _ ZXi Y, =N, 30 -
1~ - - 20 - .
8 91 o Dev(X) Yx-ny’ 10 .
99 60 ~ ~ 0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
56 43 By = 1, =~ Bk, 0 20 40 60 80 100 120
X
57 21
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Esempiol

U, = 30';552: 4.37886
X Y Xy X2
16 sal 2.484] 2116 Cod(XY) =23414-71(6257(4714) =
65 52| 3.380| 4.225 =276543
30 9| 270/ 900
85 91l 7.735] 7225 Dev(X) = 4.37886-7[16257)? = 3.24571
99 60| 5.940| 9.801 ~ 276543 _
56| 43| 2.408] 3.136 ,31=324571— 852
57 21| 1.197| 3.249 A e

totale | 438| 330/23.414/30.652 B, =4714-0,85[6257=-6171

ﬂx=%8=6257 Y, =Lt BiX @

330 ~
- § =—6171+ 0,852«

py==_==4714
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Esempiol

X Y| Y |y-=Y

46 54 33 21
65 52 49 3 9i =—6171+ O,852Xi
30 9 19 -10
85 91 66 25
99 60 78 -18
56 43 42 1 Z (yl _9I) - O
57 21 42 -21

totale 438 330 330) ( o

T —|2%=279
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Verifica della bonta di
adattamento

Si consideri la devianza di Y

Dev(v) = (v - 1, ]

Vale la seguente proprieta:
Dev(Y) :Z(yi _Il'ly)z :Z(yi -V +Y _’uy)z =
i=1

i=1

:iZ:,(Yi _glu)z"'lzzl:(yu _ﬂy)2+2iZ;:(Yi _9i)(9i _.Uy):
CRIEDAEARE VR WIVARLT S
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Scomposizione della devianza

Dev(v) =3 (y, -4 ) =

= -5F+ 2G-Sy -2 5] &9 -n)
i=1 i=1

\ =0

Una proprieta del metodo dei minimi quadrati

assicura che : Zyi :Zyi

Per cui l'ultimo termine della scomposizione
della devianza e nullo.
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Scomposizione della devianza (cont.)

Dev(Y) :izzl:(yi _:uy)2 :Zn:(yi _ﬂy)z +iZ:1:(yi -y, )2

i=1
Dev(Y) = Dev(R) + Dev(E)
Devianza Devianza Devianza
Totale — diregressione 1+ Residua
Dev(Y) Dev(R) Dev(E)
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Devianza Totale

Yi .o>/'

(Yi - :Uy)

\4

n Xi
_ 2
DeV(Y) - Z(yi /uy)
-
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Devianza di regressione

A

Yi

Hy

v

Xi

Dev(R) =Y (5 -1,
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Devianza Residua

A
Yi Y,
n ) Xi
Dev(E) = (% - ;)
i=1
Lez10_a.a. 2010-2011 statistica-francesco mola 24




Scomposizione della Devianza ... con un po’ di immaginazione

(v - 4,)

A\ 4

Xi
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Indice di determinazione lineare

Permette di misurare la bonta di

adattamento:
v (5 - 2
e DeV(R) _ & (5~ 1)
De\/(Y) Z];(yl _'uy)2
n oy
oppure R?*=1- Dev(E) _, _ IZ;,(Y. 9)
PSSy a )
! y
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Riconsideriamo I'esempio 1 e calcoliamo la bonta di adattamento

X | v Y ovy=vl o= | Y-u| o) Y-u, | (-u)
46 54 33,02 20,98 440,08 6,86 47,02 -14,12 199,40
65 52 49,21 2,79 7,78 4,86 23,59 2,07 4,27
30 9 19,39 -10,39 107,94 -38,14 1.454,88 -27,75 770,25
85 91 66,25 24,75 612,52 43,86 1.923,45 19,11 365,12
99 60 78,18 -18,18 330,49 12,86 165,31 31,04 963,26
56 43 41,54 1,46 2,13 -4,14 17,16 -5,60 31,37
57 21 42,39 -21,39 457,71 -26,14 683,45 -4,75 22,55

438 330 330 0 1.958,% 0 4.314,86 0 2.356,22

N\
Dev(E)  Dev(Y) DeB(R)

re = DeV(R) | 235622 _ 0 R =1 DeV(E) _, 195864

Dev(Y) ~ 4314,86 Dev(Y) 4314,86

Lez10_a.a. 2010-2011 statistica-francesco mola 27

Indice di determinazione
lineare: caratteristiche

 Indica quanta parte della devianza di Y &
spiegata dalla retta di regressione

» Dalla scomposizione di Dev(Y) si ricava che:

0<R*<1

Casi:

R2 prossimo a 0

scarso adattamento

R? prossimo a 1

adattamento quasi perfetto | . ..
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Alcune relazioni importanti

Si dimostra che il coefficiente di correlazione
lineare e lI'indice di determinazione lineare
sono legati dalla seguente relazione:

2 _ 2
R _(pxy)
Valgono inoltre le seguenti relazioni:

pxy = Vﬁll ﬁl

R g
Y =ﬂy+pxy;y(>ﬁ - 1,)

p,, =V R? amenodelsegno

%= oy o (vi- )

predizione

Predizione (to predict) e previsione (to
forecast): quali differenze?
Quando la x e il tempo...

Interpretazione del coefficiente di
regressione

Interpretazione della costante
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4 o ] )
valori originari
Supponiamo di avere nuove osservazioni 100 1 .
o di voler immaginare cosa accade se i valori della o
variabile dipendente mutano > s L e :
30 :
20 1 *
y. =-6,171+0,85zx, o] S ‘ ‘ ‘
xnuove ypredette I ! o 20 40 60 80 100 120
g ] . )
77 59 nuovi valori
54 40 80 -
70 - °
35 24 60 4 *
- 69~ —6171+0,852* (88) § o .
E 30 A
21 12 20 | °
23 13 lg 1 °
(o] 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 6‘0 7‘0 8‘0 9‘0 160
nuove X P
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2 _ Dev(R)

5 = =0,036
B, =-2358 Dev(Y)
valori originari + valori predetti ~
= — 2 _
B, =4721357 p=+R?=-019
100
90 ) ~ ~ I n2ly— A (Y=17)2
w0 X |y | Y =y (YW YA -] Y- (Y=K)
70 xnuove | ypredette
|
60 R 1980 54| 54,21 0 | 0,046 7 47| 7,071 | 50,005 1987 38
|
50 * . 1981 52 | 51,86 0 0,02 5 24 | 4,714 22,224 1988 35
>
0 .' 1982 9 49,5 -41 | 1640 -38 | 1.455 | 2,357 | 5,5561 1989 33
30 1983 91 | 47,14 44 | 1923 44 | 1.923 -0 TE-26 1990 31
20 ] R 1984 60 | 44,79 15| 231,5 13 165 | -2,36 | 5,5561 1991 28
10 L 1985 43| 42,43 1] 0,327 -4 17 | -4,71| 22,224 1992 26
o ¢ 1986 21| 40,07 -19 | 363,7 -26 683 | -7,07 | 50,005 1993 24
13881 330 330 0| 4.159 0| 4.315 0 156
0 20 40 60 80 100 120
Pa
X —_ —_
J. = 4721357 2,358
N J
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Ve ™ valori originari + valori predetti )
valori originari
100 100 -
80 | ¢ 80 1
60 *
N 60 - . R . > . o .
40 =
40 - . = - - . .
20 4 . 20 - - L]
PS *
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 . ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1979 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1978 1980 1982 1984 1986 1988 1990 1992 1994
X X
N J J
] ) I
nuovi valori
0~ . , _ Dev(R)
a5 - . 5 = _pa5c R*=—2=0,036
30 - o R ﬁl =4 Dev(Y)
8 25 - ° N
£ - _
% 20 - IBO =4721357 p:«/R2 =-019
2 15 - . .
™ o Che dire dell'intercetta?
5- Che dire del valore basso dell'indice di determinazione lineare?
0~ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Abbiamo sbagliato i calcoli o.....ad individuare il modello?
1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994
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. Rz = PV(R)
B, =-2,35¢ Dev(Y)

B, =4721357 =R =-019

=0,036

Che dire dell'intercetta?
Che dire del valore basso dell'indice di determinazione lineare?
Abbiamo sbagliato i calcoli o.....ad individuare il modello?
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Proviamo con una polinomiale

Attenzione: non va

polinomiale di grado 2 inteSO come |’ind ce
di determinaziong¢
y =-2,3333x2 + 9251,6x - 9E+06 lineare visto in
R% =0142 ______——" precedenza ma ¢ome
una misura di bohta
o . di adattamento.
80
70
60 -
> 50 M
40
30
20 *
10 *
o
1979 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987
X
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Proviamo con una polinomiale

polinomiale di grado 3

y =-2,0833%° + 12391x% - 2E+07x + 2E+10
R?=0,3593

100

80 -

60 -
>

40 A

20 4

-

0

1979 1980 1981 1982 1983 1984 1985
X

1986

1987
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Proviamo con una polinomiale

polinomiale di grado 4

y =0,6629x" - 5260x° + 2E+07x? - 2E+10x + 1E+13
R?=0,4054

100
80 -
60 -

>
40 +

20 -

-

0 T T T T T
1979 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987
X
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Proviamo con una polinomiale

polinomiale di grado 5

y =1,075x° - 10658x* + 4E+07x’ - 8E+10x° + 8E+13x - 3E+16
R?=0,5891

100
80 1
60 ~

>
40 1

20 ~

0 T T T T T T T
1979 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987

X
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Proviamo con una polinomiale

polinomiale di grado 6

y=-1,7778x% + 21153x° - 1E+08x* + 3E+11x° - 4E+14x° + 3E+17x - 1E+20
R?=1

160
140 -
120 -
100 -
80 -
60 -
40 -
20 -

-20979 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987
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