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— Test sull’indipendenza
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Obiettivi della verifica delle ipotesi

« “...prendere decisioni in condizioni di
incertezza, fornendo un giudizio probabilistico
circa le decisioni prese...”

 Differenza tra test parametrici e non parametrici

eUn test e una regola istituita sullo spazio
campionario che ci permette di rifiutare o r
rifiutare una ipotesi. Tale ipotesi prende il nodne
ipotesi nulla o H,
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Tipi di ipotesi statistiche

Semplice
/ p

Ipotesi statistica

Compostg

Una affermazione

che specific:
completamentéa
distribuzione di
probabilita

Una affermazion
che specifica
parzialmentda
distribuzione di

statistica-francesco mola p ro bab' I |té.

a.a. 2010-2011

4




Sia X = f(x0)
e
Q(8)spazio parametrico di X

Sia W < Q(0)rinsieme dei
valori specificati da H ,

Si deve sceglier tra :

H g0 A Ipotesi null
H. : g0 R Ipotesi alternativ
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SeH0 evera= HDa)O
SeH0 efalsa= HDa)O

Es.: Ipotesi semplicp

H :0=6

Ipotesi composte

H 626 < bidirezional

1 0
1 0 unidirezionale
-8 > =
H1 -0 6’0
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...riflessioni...

« Si noti che l'ipotesi nulla € anche l'ipotesi
preesistente, cioé lo status quo

* L’ipotesi nulla e I'ipotesi alternativa sono
esaustive e disgiunte, quindi o vale I'una o vale
I'altra

eSiccome il nostro obiettivo € cercare una ret
fondata sui risultati campionaavremo campioni
che ci porteranno ad accettare l'ipotesi nulla e
campioni che ci indurranno a rifiutarla.
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Dividiamo lo spazio campionario C in due regiclni:

C OUC ecCclC conCc OC =C
0 1 0 1
Avremo campionisiail C chein C
Se(xl, Xy xn)D CO = dobBbiamo rifiutare H ;
Se (xl, Xyt xn)D C1 = non dobbiamo rifiutare H .
CO = regionedi rifiuto o regione critica (RC)

Cl = regionedi accettazione

La regola per decidere se accettare o rifiutapetési nulla
equivale ad una bipartizione dello spazio campionar
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Seestraggo

(%, %, 7+, %,) 0 C,
Rifiuto H,

Seestraggo
()0, c,
Accetto H, Regione di accettazione

..SI noti che...

Le assunzioni che abbiamo fatto sono
comungue probabilistiche, nel senso che

non e ceyto che:
( x )0 C,

X , X RN
1 2
implica necessariament& [ c,
come non e certo che
(X ] X l. ot ] X )|:| C
1 2 n 1

implica necessariament& [ c,

- Questa corrispondenza e corretta con una certa
W probabilita!!!
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Abbiamo quattro possibili soluzioni quando Consideriamo adesso le probabilita associate alle

consideriamo una qualsiasi struttura sperimentgle!

G = (X X o, X )D C | 6 DCb Accettare H quando essa & VEIP
G = (X X ) X )D C | 7 DC() Rifiutare H, quando essa & falgd|
E2 = (X X )D C | 6 DC{) Rifiutare H, quando essa & vela
E1 = (X X XY )D C | 6 DC() Accettare H quando essa ¢ falga
G e(G = |Decisioni giustel
. E :2> Errore di prima specie (0 primo tiptI)
E 1:> Errore di seconda specie (o secondo tiI)o)
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decisioni possibili che possiamo prendere.

P(El):
P, e,

P(rifiutare H, |H, & vere )=
Xn)DCO |8Da)0)=

P(E,)= P(accettar H,|H, éfals¢)=
P((Xl’XZ"“’Xn)Dcl |9[|C4)0): B
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P(G,) = P(accettareH, | H,, & vera) = Quale errore € meno grave??? E1 o) 52

X, X5, % )0C, | 80w, ) =1-a E, | Non modifica la realta!!! Non cambia #batus quo

U
—

Se proviamo ad esprimere le probabilita di
commettere errori in funzione solo €,
abbiamo:

a =P(E,)=P((x, X,,-,x )OC, |8 0c,)

P(G, )= P(rifiutare H,|H, éfalsa)=
P((x,, %,,++,%x,)0C, |8 0w,)=1- S

a = Livello di significativitz B =P(E,)=1-P((x, X5,--,%,)0Cy |6 Oexy)

1- [ = Potenza del test
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Sembra evidente quindi che un buon test si trafluce Purtroppo non & possibile minimizzared e 3
nella ricerca di una regione critica

contemporaneamenteperchequesteprobabilit a
C_:a e /5 sianominimi! !! sonc legate de une relazione tale che se:

Si tratta quindi di individuare regioni critiche al= B1
ottimali (RCO).

at= [

Significe anche che:
seCO aumenta,Cl diminuisce
seC0 diminuisce, Cl aumenta
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Es.:
X ~ N(U,UZ) con 4 incognita

Ho:l = U,
H,:u=H coni, > l,
o o? . o2
X ~N| HUy,— | oppureX ~ N| t,—
n n
H, H ipotizziam o di scegliere come
1
. +
valore critico X = %
cioé il valore centrale
I
/’10 )—(* Iul
Y a
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c.=k:x<x) Co=k:x=x)

se spostt X riducc un are: e quindi diminuiscc la
probabilita di commettereun errore,

ma allo stessotempo aumentol' altra areae

quindi aumentola probabilita di commettere
I"altra errore !!
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Comesifa asceglierela regione critica ottimale?

Uno dei criteri proposti e fronito da
Neyman e Pearson,secondocui :

Una RCO di ampiezza@ é una Regione Critica

C0 con probabilita di erroredi prima speciepari ad@
e tale chefra tutte le possibili regioni critiche

con la stess probabilii @ di errore di prime specie

e quella che possiedeil minimo £.
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Come si opera praticamente?
a) Si fissa il livello di significativita & di solito
pari a 0.01 0 0.05 0 0.001
b) Si formulano le ipotesi nulla e quella alterma

c) Si considera la statistica test
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Come si opera praticamente? (cont)

d) Se il test € unidirezionale si identifica laicege
di accettazione e di rifiuto

Regione di accettazione

a.a

Regione di rifiuto

TEST UNIDIREZIONALI

Valore critico J
(individuato sulle tavole per
un determinato livello di
significativita)

tistica-francesco mola
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Come si opera praticamente? (cont)

d’) Se il test & bidirezionale si identifica la rege
di accettazione e le regioni di rifiuto

TEST BIDIREZIONALI

Regione di

Regione di accettazione

rifiuto

Valore critico f

(individuato sulle tavole per
un determinato livello di
significativita)

egione di
rifigo

Valore critico \
(individuato sulle tavole per
un determinato livello di
significativita)
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Come si opera praticamente? (cont.)

e) Si confronta la statistica campionaria cc
valore critico e si propende per confermare
I'ipotesi nulla oppure per rifiutare I'ipotesi ral

a.a. 2010-2011
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Principali test parametrici

Consideriamo una variabile casuale distrib
come una Normale:

X ~N(u,02)

con 02 = nota

Si estrae un campione di ampiez

Si fissa il livello di significativita| '

a.a. 2010-2011
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Test sul valore medio con varianza ndta e alorehmadicicontiaianzaind:a
Abbiamo tre possibili situazion|:
. = . H :Iu = Iu _
1)HO..,U H rcol@): Xz2pu +2z L 1)H0',u>,uo H, aa
H1 U > U 0 a 3n L 0
2)Ho'ﬂ “y Rreola):xsp -z L .
H 2 < H 0 a 4n H g
1 - N
X > U+ 7 i Regione d @ F_%fggione di
H :u=u o o \/ﬁ accettazione rifiuto
3) o o Rcla): 2 —
H u#u X<u - 9 Z, =2 K sez, e>z, allora rifiutéd
1 0 s U Z g a 0
" T 7
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Esempio 1: Su un campione casuale di 81 negozi di Soluzione:
articoli sportivi la media settimanale di scarpette n=81
vendute da ciascun negozio risultata pari a 100. Si sa 1, =96 valore della media nella ptgwione sotto lipotesi,
che nella popolazione la deviazione standard delle X =100 valore dell amedia nel campione
vendite settimanali € pari a 8. Si assuma l'ipotesi di o=8 valore della popolazion
normalita del numero di scarpe vendute in ogni o’ =64
negozio. a=0.05
Da precedenti studi sulla popolazione dei negozi di z, =-1.64 trovi sulle tavole della Z
articoli sportivi si sa che la media settimanale di H,: =96
scarpette vendute € uguale a 96. Si puo affermare, H,:u>96

ad un livello di significativita del 5%, che il numero
medio di scarpette vendute nella popolazione dei
negozi sia aumentato?
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a.a. 2010-2011

Zc=);_” :102— 96:039:4.49
Im % ©

z.>1.645 allora rifiutd,

statistica-francesco mola
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Test sul valore medio con varianza ndta

H u=u
0 0

Esempio 2: Su un campione casuale di 81 negozi di
articoli sportivi la media settimanale di scarpette
vendute da ciascun negozio risultata pari a 100. Si sa

_X-p_100-105 5 _

Zc = = =
%ﬁ % 0.89

z.<-1.645 allora rifiutdH,
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2) Ho —a che nella popolazione la deviazione standard delle
Hl H < ,uo vendite settimanali € pari a 8. Si assuma l'ipotesi di
normalita del numero di scarpe vendute in ogni
a ' negozio.
4 Da precedenti studi sulla popolazione dei negozi di
—— "E articoli sportivi si sa che la media settimanale di
X el U Regione d scarpette vendute € uguale a 105. Si puo affermare,
rifiuto accettazione . L .
ad un livello di significativita del 5%, che il numero
z _X—H sez &<-z, allora rifiuted, medio di scarpette vendute nella popolazione dei
7\/5 negozi sia diminuito?
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Soluzione: Test sul valore medio con varianza ndgta
n=81
M, =105 valore della media nellapotazione sotto lipotes,, H :u=u
X =100 valore dell amedia nel campione 3) 0 0 Ho —a
o=8 valore della popolaz®n H 1 H % ,UO /
o’ =64 2
a=0.05 a; :
z,=-1.64 troato sulle tavole della Z 4 ;
Hy: 11=105 N7 .
H,: <105 Regione d 57/ @) Ef?lﬂfne el

rifiuto

X-u

Regione di
accettazion
allora Tifuta,

=—*" sez é<-z, oppurez
Z ; Z 7, pp v,
n
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Esempio 3: Su un campione casuale di 81 negozi di
articoli sportivi la media settimanale di scarpette
vendute da ciascun negozio risultata pari a 100. Si sa
che nella popolazione la deviazione standard delle
vendite settimanali € pari a 8. Si assuma l'ipotesi di
normalita del numero di scarpe vendute in ogni
negozio.

Da precedenti studi sulla popolazione dei negozi di
articoli sportivi si sa che la media settimanale di
scarpette vendute € uguale a 99. Si puo affermare,
ad un livello di significativita del 5%, che il numero
medio di scarpette vendute nella popolazione dei
negozi sia cambiato?
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Soluzione:
n=81
My, =99 valore della media nella ptgione sotto lipotedi ,
X =100 valore dell amedia nel campione
o=8 valore della popolazesn
o’ =64
a =0.05
z,=-1.64 trov@ sulle tavole della Z
Hy: =99
Hoik#9 s 100-99. 1 _
~Tg 8 080
AT
-1.645<z < 1.645 allora accetit)
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Per questo test si utilizza la distribuzione
Normale Standardizzata

Le tavole da utilizzare sono quelle de
Normale Standardizzata
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Test sulla proporzione (n grand

\v
N

Si opera allo stesso modo del test sulla media
sostituendo alla distribuzione della media campianguella
della proporzione campionaria (come per gli intéraa
Confidenza)

Per questo test si utilizza la distribuzione
Normale Standardizze

Le tavole da utilizzare sono quelle della
Normale Standardizzata
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Test sul valore medio con varianza non n{)ta

Abbiamo tre possibili situazionl:

3)

TH= U — S

0 0 a) X > + =
W s g RCO(@): X 2 1 by T

1

H tU=H v S
Q) X<y - =

K RCO(@): X s 1 Hmmnvﬁ
1 - ~
S
:ofz:zo RC(O')Z< (/2 \_é_(
1 XS,U —
\ 0,0 U
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Test sul valore medio con varianza non nl)ta

1)

H 4=

0 H 'uo H, -a

H u>Hu a

1 0
Ho
: t Eo—

Regione d (@,n-1) kegione di
accettazione rifiuto

X -_ N e
=2 Hoset e >ta, allorarifiutéd,
38
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Test sul valore medio con varianza non n{)ta

Test sul valore medio con varianza non n{;ta

H . /J = /J H : 'u =
2) 0 0 o 1-@ 3) o A, o 1-a
H u<uy H :u#u
1 0 1 0 /
2
a ' cy '
My
=1 ] —t t ione di
Regione d a.n-1 Regione d e ) ) Regione di
rifiuto accettazione rifiuto (}/ ,n~1 Q/ -1 rifiuto
Regione di
X - accettazione
t.=—- set, e<-t,,, alorarifiutdi, set e< o % oppure’t % allora rifiutd,
/ Jn N / "
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Test sulla differenza tra medie con varianze njote

H 4 -4 =0 H :u =u
1) o 1 2 0o 1 2
H 4 -H >0 H U >U
1 1 2 1 1 2
7 = (Xl_ Xz)_(lul_luz)

2 2

\/01 L9

n N

Dato che la differenza tra le medie della popolagjo
sotto 'ipotesi nulla € pari a 0, abbiamo:

a.a. 2010-2011 statistica-francesco mola 41

Test sulla differenza tra medie con varianze rete

X, - X
Z=( ) = Rrcol@):z=z
0' 0' a
an n,
2)H$ﬂf1@:o RCO(@):z< -z
H :u -4 <0 “
1 1 2
3) o "1 2 :
)Hl:'ul_'uz;to Q/Z
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Test sulla differenza tra medie con varianze NO¢ ho
ma supposte uguali

H 4 -t =0 H U4 =U
1) o 1 2 0o 1 2
H 4 -t >0 H u>U
1 1 2 1 1 2

— (Xl_XZ)

nS+nsS, (1, 1
n+n,—2 n. N

= RrRco(@):T = t,

,nt+n2— 2
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Test sulla differenza tra medie con varianze NOi¢
Ma supposte uguationt.)

2) HO Z,Ul _,UZ =0 RCO(O') T< —t(, ey
H:u-u <0
1 1 2
H 4 -y =0
3 Mo H T, RC(a):[T|<t
)Hf%‘%iO o wore-d

Sen - © = T~N(0]1)
(gia conn > 30si haunabuonaapprossimaione)
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Test sulla varianza con media nota

Test sulla differenza tra proporzioni (n grandle):

1 = .
— — = 2 =
Si opera allo stesso modo del test sulla differerzenedie n Z (Xi 'u)z S2 = stimatore MLE

sostituendo alla distribuzione della differenzdelriedie H ‘g2=02
campionarie quella della differenza tra proporz 1) o 0 RCC (a); Z (X, - ,u)z > UzX(za )
campionarie (come per gli intervalli di confidehza H1 02> Ug ' 0

J2=0
Per questo test si utilizza la distribuzione ?) H 0’ ’ 5 RCO(G’): Z (x_ — ,u)2 < 002)((21_ )

Normale Standardizze H 102<02
Le tavole da utlllzzgre sono quelle della H -o2=0> Z (X ,U)Z UZ/YQ/ )
Normale Standardizzata 3) o 0 RC(O’):
H :02#02 Z()( y)2<02)(€q/
45 Lezjz-o_a.a. 2010-2011 0 statistica-francesco mola
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Test sulla varianza con media non na@ta

Per questo test si utilizza la distribuzione dgi2
—Z (X X)Z Sz = stimatore corretto

n-1
H :02=0?2 ~ g2
1) o 0 RCC(O):SZZ—G—)((Za )
| gradi di liberta sonm H :02>0° n-1 "nt
Le tavole da utilizzare sono quelle ggP H 02=02 o>
2) o 0 Rco(a) Ses—exe
H :0‘2 < g2 n 1-a ,n— 1
1 0
g2 = S22 —e—/\/
g2 =02 _
3)Ho' 0 RC(CY)H 6/”1)
H1 g2 % 05 82 < Xﬁ
47 Lez20_a.a. 2010-2011 statistica-francesco mala n 45-
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Per questo test si utilizza la distribuzione dg?2

| gradi di liberta sono-1

Le tavole da utilizzare sono quelle g¢pP

Principali test non parametrici

Test sulla bonta di adattamento
Test sull'ipotesi funziona

Obiettivo:

Verificare se i dati si adattano ad un modello
prefissato a priori

X ~ f(x)

Ho: f(x) = f5(x)
H,: f(x)# f,(x)

f, (X) e la supposizior
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Caso 1.f, (x) Non contiene parametri incogniti classi |p; f=n/n | p-f
e completamente specificata).
( P P ) 1 P1 n,/n p1-f;
2 P2 n,/n p,-f,
v'Si divide la X in intervallini (k classi) e siat
P, Po---P¢ e probabilita associate a
tali classi sotto I'ipotesi nulla.
v'Si estrae un campione, si divide nelle k classi e s
osservanoivalori n, n, n, ovvero le frequenze Kk Py nJ/n Py -Ti

n n N relative osserva
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Se {(x) é effettivamente la distribuzione di X alldea

differenze pf, sono piccole e comunque dovute a fluttuaz

campionarie

Lez20_a.a. 2010-2011 statistica-francesco mola 52
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Poiché si e formulata una ipotesi, allora le ddfere
possono essere attribuite al fatto cl{e)fe diverso da f(x)

La statistica test proposta e:

X2 :i (f-p)|_ iz(ni )

i-1 P np,

cheperngrande~ y %
regolapratica se np. 250i =1,2...k allorala
statisticgpropostaevalida
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Consideriamo la distribuzione di 1000 clienti di u
supermercato tra le 10 casse attive

cassa| n |f =n/n p |®/M-p/((n/m-p)/p
1 80 0.080| 0.1 0.080-0.1 (0.080-0.1)%/0.1
2 92 0.092| 0.1 0.092-0.1 (0.092-0.1)%/0.1
3 106 0.106| 0.1| 0.106-0.1 (0.106-0.1)%/0.1
4 94 0.094 | 0.1] 0.084-0.1 (0.084-0.1)4/0.1
5 110 0.110| 0.1] 0.110-0.1 (0.110-0.1)%0.1
6 120 0.120| 0.1] 0.120-0.1 (0.120-0.1)%/0.1
7 98 0.098 | 0.1] 0.098-0.1 (0.098-0.1)2/0.1
8 110 0.110| 0.1] 0.110-0.1 (0.110-0.1)%0.1
9 90 0.090| 0.1] 0.090-0.1 (0.090-0.1)%/0.1
10 100 0.100| 0.1] 0.100-0.1 (0.100-0.1)%/0.1
tot 1000 1 1 12.4
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Ho: f(x)=fo(x)
H,: f(x)2 f,(x)

con f,(x)=U(K)
a = 005
gl.=k-1=10-1=9

p=010i=12...10

X:=124
2 —_
Xlo.0se) =16.919 accettazjon 0.0%
accettoH, T
)|(Cz 16.919
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Caso 2. Se si hanno parametri da stimare alloradi g
di liberta saranno k-m-1, dove m= numero dei
parametri da stimare

mentre si calcolanc-1 g.l. perché esiste un vincc

Zpi :Zfi

:se f,(x) = N(u, 0?)

v'Si standardiz:z

v'Si trova dalle tavole 'area a sinistra del punto z
(limite superiore della classe)

v'Si moltiplica I'area pen ottenendo le frequenze
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Fissatoa = 005

si verifichi I'ipotesi che i redditi dichiarati dai 500 contribuenti, riportati nella tabella seguente, provengano da una distribuzione

normalmente distribuita con media £=105(

Esempio

evarianza g2 =1859¢

Alcune quantita da calcolare

z= X"H conx =estremauperioralellaclasse
F(z) =JpercentiIajellanormalestandardizatain p2
(dedottadalletavoledellaZz)

p. = F(z)-F(z_) =areatrai duevaloridi z

Lez20_a.a. 2010-2011
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empirico, NON si puo rifiutare I'ipotesi di normali ta
della popolazione da cui proviene il campione.

Classi di reddito Contribuenti R o .
Meno di 700 > n = p * n=numeroosservazioi cheteoricamatedovrebbero
700]-800 18 aversiperun modelloteoricoperfetto.
800]-900 40 Attenzionequandajuestdrequenzaeoricaéinferiorea5 va
900/-1000 110 accorpat@onunaprecedente successivaoerentemate
1000}-1100 150 all'andamentdelle distribuzone
1100]-1200 125 .
(n —-A)? . . -
1200}-1300 35 ~ 12 =quantitdperla determinaimnedellastatisticatest
1300}-1400 17 i
i idi li av i itin funzi i nfatti.
1400 e piu 3 | gradidi libertavannoconsideratin funzionedegliaccorpametnfatt
Totale 500
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. 2
Classi di reddito Contribuenti Zi F(ZI) p = F(ZI) _ F(Z‘,l) A N ) CO n S i d e raz i O n i
Meno di 700 2| 257 0.0050 0.0059 2504
700/-800 18 1.84 0.0327 0.0277 13.866 oot
800J-900 40 -1.10 0.1337 0.1010 50.52 2.190 . X . .
90011000 0| 037 | o 021% 10098 0000 Il risultato del test & coerente con 'evidenza empirica risultante
10001100 0 | 035 | o069 0.2860 4304 0337 dall'istogramma costruito a partire dai dati osservati
1100[-1200 125 1.09 0.8623 0.2226 111.30 1.683
1200]-1300 35 182 0.9659 0.1035 51.78 5.439 istog ramma
1300[-1400 17 2.55 0.9947 0.0287
1400 e piu 3 1.0000 0.0052 {1246339 ooz iig B
Totale 120 +
500 1 10.976 100 -+
2 _ 60 -
X2=10.97¢€ X5 = 1258
20 - ,— —
. L. N . (0] t f
Poiche il valore osservato & minore del valore accetta Meno 700 800 900| 1000|- 1100} 1200 1300 1400

di 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 e piu

\
X 12.59 5
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Si opera analogamente per le altre distribuzioni:

Test sull’indipendenza stocastica

AB b, b, b,

A=a,a,..a a,
fo(x): P(/]) B=h,b,..b, n Pi. P
ak
p. 1
f,(x)=B(n, p
0( ) ( ) p, ; = probabiliacongiunt: dia,eb.
p.; =P p. =2 P,
i J
.. b, b b
p,=p.p.,=>AeB 0] n.n. | aAB 1 Py h
soncstocasticementandipendett Cl,j = 1
. N a, n; ; n,
Ho:p,=p.p.; O] A/ a,
H.:p. #p.p., peralmenanacoppiadi(j, j) " n. | 1

n . i
"), =frequenzerelative osservate

n n, . : L
'% e % = frequenzerelativemarginaliosserval
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=1 j=1 i, ]

statistica-francesco mola

h _’\ 2
(ni,j ni,j)
n .

x=> >
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2 2
X X [(k-1)x(h-1)]

accettazion

rifiuto
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