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Variabili e funzioni booleane

Elementi del sostegno dell’algebra K — valori booleani

Variabili che possono assumere valori booleani — variabili booleane

Funzioni di variabili booleane in K — funzioni booleane

°
Yy = f(X17X27"'7Xn)

@ Le variabili possono essere a loro volta funzioni booleane

@ Un insieme F di funzioni sul sostegno di un'algebra si dice

funzionalmente completo se qualsiasi funzione dell'algebra pud
essere ottenuta come composizione di funzioni appartenenti ad F
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Tabella di verita

@ Se il supporto K dell'algebra ha cardinalita finita k, qualsiasi funzione
f(x1, X2, ..., Xn) puo essere rappresentata mediante una tabella,
chiamata tabella di verita

@ La tabella rappresenta su ogni riga il valore di f in un punto del
dominio (X1, X2, ..., Xn)

o La tabella ha N = k" righe

@ quante sono le disposizioni con ripetizione di k simboli su n posti

@ In ogni punto del dominio, una funzione pu6 assumere uno tra k
distinti valori

e Esistono M = kN = k(K") distinte funzioni di n variabili

o Le funzioni dell'algebra di Boole a due valori (k = 2) di n = 2 variabili
sono M = 2(2) =2(4) = 16

@ Da ora in avanti considereremo I'algebra di Boole a due valori
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Un esempio di funzione di 3 variabili

2
[
-

—_k et [ OO OO
—_t OO OO
—_— O e O O = O
—_— O OO et e I'—<
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Rappresentazioni algebriche: forme elementari

e Data una funzione f(x1,x2, ..., Xp), ci si pone il problema di trovarne
una rappresentazione algebrica

@ In una rappresentazione algebrica di una funzione f(xi, x2, ..., Xn),
diremo letterali i simboli che rappresentano il valore di una variabile
indipendente x; od il suo complemento X;

e Esempio: iny =3a-b+b-c, 3, b, bec sono letterali
@ Una espressione nella forma y = > ; con ~; prodotto di letterali (o
letterale singolo) si dice una somma di prodotti
o Esempio: y=3-b+b-c+¢C
@ Una espressione nella forma y = [ o; con o; somma di letterali (o
letterale singolo) si dice un prodotto di somme
o Esempio: iny = (a+b)-(b+7¢)-a
@ Le rappresentazioni algebriche del tipo somma di prodotti e prodotto
di somme si dicono forme elementari
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Mintermini e maxtermini

Nel contesto delle funzioni di n variabili booleane x1, xo, ..., x,, diremo:

@ mintermini: le funzioni che si esprimono come prodotto dei letterali
di TUTTE le variabili indipendenti

@ maxtermini: le funzioni che si esprimono come somma dei letterali di
TUTTE le variabili indipendenti

@ Esempio: nel contesto delle funzioni di 4 variabili a, b, c e d
o a-b-¢-d & un mintermine, mentre a- b-d non lo &
e a+ b+ c+ d éun maxtermine, mentre a-+ b+ d non lo &
@ Un mintermine vale 1 se e solo se tutti i letterali che in esso
compaiono valgono 1
o Un mintermine di n variabili ha una tabella di verita con un solo 1 e
2" — 1 zero
@ Un maxtermine vale 0 se e solo se tutti i letterali che in esso
compaiono valgono 0

o Un maxtermine di n variabili ha una tabella di verita con un solo 0 e
2" —1 uno
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Notazione compatta per mintermini

Nel contesto delle funzioni di n variabili booleane xi, x2, ..., x,
(avendo stabilito per convenzione un ordine con il quale sono elencate le
variabili)

@ identificheremo un mintermine con la lettera P e pedice intero
corrispondente al numero intero la cui rappresentazione binaria si
ottiene costruendo una stringa con 1 al posto delle variabili che
compaiono affermate nel mintermine, e 0 per le variabili negate

@ Esempio: per 3 variabili (a, b, ¢)

Poza.é.f
Pi=3-b-c
P,=3-b-¢C
P;=a-b-c
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Notazione compatta per maxtermini

Nel contesto delle funzioni di n variabili booleane xi, x2, ..., x,
(avendo stabilito per convenzione un ordine con il quale sono elencate le
variabili)

@ identificheremo un maxtermine con la lettera S e pedice intero
corrispondente al numero intero la cui rappresentazione binaria si
ottiene costruendo una stringa con 0 al posto delle variabili che
compaiono affermate nel maxtermine, e 1 per le variabili negate

@ Esempio: per 3 variabili (a, b, ¢)

So=a+b+c
51:a+é+f
S=a+b+c
S;=a+b+c
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Proprieta di mintermini e maxtermini

e Pj=S5; Vi
e S;=P;,Vi
e P-P=0,Vi#j
e S5i+S5=1Vi#j

2n—1

e Y Pi=1
i=0
2n—1

o H 5,‘ =0
i=0
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Forma normale di tipo P

@ Premessa: la somma di £ mintermini & una funzione la cui tabella di
verita ha £ uno e 2" — /¢ zero

@ Assegnata una funzione f di n variabili booleane x1, x2, ..., x,,, dalla
tabella di verita e possibile derivare una particolare espressione
algebrica nella forma somma di prodotti

o ciascun 1 della tabella di verita corrisponde ad un mintermine
e la funzione f si pud esprimere come somma dei mintermini
corrispondenti ai singoli punti del dominio in cui f vale 1

@ L'espressione algebrica che si ottiene in questo modo viene detta /a
forma normale di tipo P o prima forma canonica di f
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Forma normale di tipo P: procedimento di espansione

e Ci poniamo nel contesto dell'algebra di Boole a due valori: K = {0, 1}
@ Assegnata una funzione f di n variabili booleane x1, x2, ..., x,,, dalla
tabella di verita si ricava il valore «; di f in ciascun punto del dominio
ao = £(0,0,...,0,0)

ay = £(0,0, ...,0,1)
az = £(0,0, ...,1,0)
az = £(0,0,...,1,1)

Qon_1 = f(]., 17 ceuy 1, ].)

f(x1, X2,y Xn) = X1 - F(0, %2, ooy Xp) + x1 - F(L, X0, 0y Xp) =
=x1-[x2-f(0,0,x3,....;xn) + x2- (0,1, x3, ..., Xs)] +
+x1- X2 f(1,0,x3, ..., %0) +x2- F(L, 1,3, .., Xp)] = ... =

=1(0,0,..,0) X7 - X2« oo - X + .. +F(1,1,..,1) - x1X0... %5 =
2n—1

= Z aj - P;
i—0
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Esempio: forma normale di tipo P di una funzione
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y=a-b-¢+a-b-c+a-b-c+a-b-c+a-b-c=
Po+P1+ P2+ P3+ P7 J
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Forma normale di tipo S

@ Premessa: il prodotto di £ maxtermini &€ una funzione la cui tabella di
verita ha ¢ zero e 2" — ¢ uno

@ Assegnata una funzione f di n variabili booleane x1, x2, ..., x,,, dalla
tabella di verita e possibile derivare una particolare espressione
algebrica nella forma prodotto di somme

e ciascuno 0 della tabella di verita corrisponde ad un maxtermine
e la funzione f si pud esprimere come prodotto dei maxtermini
corrispondenti ai singoli punti del dominio in cui f vale 0

@ L'espressione algebrica che si ottiene in questo modo viene detta /a
forma normale di tipo S o seconda forma canonica di f
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Esempio: forma normale di tipo S di una funzione
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y=(@+b+c) - (@a+b+c)-(@a+b+c)=54-S5-56 )
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