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LIMITI DI COLLASSO RIGIDO PLASTICO
- DI PIASTRE RETTANGOLARI SOGGETTE
A CARICHI SIMMETRICI RISPETTO ALLE MEDIANE

Bounds for the collapse Load of Rigid Plastic Rectangular Plates Loaded Symmetrically
With Respect to the Median Lines

GIOVANNI ROMANO

SoMMARIO: La ricerca di limiti inferiori del carico di
collasso di piastre rettangolari metalliche ed in
cemento armato, appoggiate al contorno e caricate
simmetricamente rispetio alle mediane & condotta
mediante sviluppo in serie doppia di Fourier del
carico. In appendice si riporta un metodo diverso
basato su una distribuzione discontinua di mo-
menti nella piastra. Alcuni risultati numerici otte-
nuti con entrambi i metodi sono riportati in ta-
belle e grafici.

Introduzione

1l problema della determinazione del va-
lore esatto del carico di collasso rigido-plastico
di piastre metalliche ed in cemento armato &
stato risolto solo in un numero molto limitato
di casi particolarmente semplici.

La esigenza di fornire comunque un valore
approssimato di tale carico, accettabile sul
piano tecnico, ha condotto alla ricerca di li-
mitazioni superiori ed inferiori del carico di
collasso che definiscano una fascia sufficien-
temente stretta in cui esso debba essere com-
preso.

Mentre la ricerca di limitazioni superiori
condotta col metodo deile linee di frattura si
presenta abbastanza agevole, ben pilt impe-
gnativo ¢ il calcolo di soddisfacenti limitazioni
inferiori. Per una chiara panoramica del pro-
blema e dello stato della ricerca ed una ac-
curata bibliografia si rimanda ai lavori di
Capurso e D'Agostino [17; [2].

In questa tematica si inserisce il presente
lavoro in cui si € affrontata la determinazione
di limiti inferiori del carico di collasso per
piastre rettangolari metalliche ed in cemento
armatc semplicemente appoggiate al contorno
e soggette a carichi simmetrici rispetto alle
mediane.

La ricerca dei limiti superiori & condotta
secondo il ben noto metodo delle linee di
frattura.

SUMMARY: [ower bounds of the collopse load for rec-
tangular plates metallic and of reinforced con-
crete, supported on the boundary and loaded sym-
meirically with respect to the median lines are
obtained by a double Fourier's expansion of the
load. In the Appendix a different method based
on a discontinuous distribution of moments in
the plate is reported. Some nuwmerical results
obtained by both methods are given in tables and
graphs.

Introduction

The problem of the determination of the
exact collapse load of metallic and reinforced
concrete nigid-plastic plates has been solved
only in a few, very simple cases.

The technical requirement of an approxi-
mate value of the collapse load has lead to
seek for upper and lower bounds between
which the actual load must be contained.

The lines of fracture method supply a
simple tool to obtain upper bounds. By far
more difficult is the determination of lower
beunds. A clear review of the subject and an
accurate bibliografy can be found in the
papers by Capurso and D'Agostino [1], [2].

The present paper deals with the determi-
nation of lower bounds for the collapse load
of rigid-plastic rectangular plates, metallic and
of reinforced concrete, simply supported on
the boundary and subjected to a load sym-
metric with respect to the median lines.

Upper bounds are founds by the «lines
of fracture » method.

Lower bounds are obtained by a double
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Il problema della determinazione dei li-
miti inferiori viene affrontato mediante uno
sviluppo in serie doppia di Fourier di soli co-
seni del carico. Stabiliti dei limiti inferiori
per i singoli termini della serie si ottiene un
limite inferiore del carico somma sfruttando
la convessita della superficie di plasticizza-
zione nello spazio dei carichi parziali.

Nel caso particolare di piastra quadrata
in c.a. con carico a forma di doppia cosinu
soide, annullatesi al contorno, si ottiene il va-
lore esatto del carico di collasso.

Il caso di carico uniformemente distribuito
su di una zona della piastra viene affrontato
anche per via diretta, ottenendo limiti infe-
riori migliori per carichi interessanti quasi
tutta la piastra. I risultati relativi a questo
caso particolare sono riportati in tabelle e
grafici.

La condizione di plasticizzazione assunta ¢
quella di Mises per le piastre metalliche e
quella di Johansen [3] per quelle in c.a.

Sviluppo del carico in serie doppia di Fourier

Si consideri la piastra rettangolare appog-
giata al contorno mostrata in Fig. 1.

N

Fourier expansion of the load containing only
cosinusoidal terms. The property of convexity

of the yield surface in the space of component
loads allows to obtain a lower bound for the

total lcad once lower bounds for each term
of the expansion are found.

In"the case of a square reinforced concrete
plate with a double cosinusoidal load vanishing
on the boundary, the exact collapse load is
obtained.

By a direct method better lower bounds are
found in the case of uniform load applied
almost on the whole plate. Tables and graphs
for the results of this particular case are
given.

Yield conditions of Mises and Johansen [3]
are assumed for metallic and reinforced con-
crete plates respectively.

Double Fourier expansion of the load

Let us consider a rectangular plate simply
supported on the boundary as in Fig. 1.

Y

t—=t

wV

!
—
T

Le misure sono adimensionalizzate rispetto
alla semidimensione maggiore (1).

Su di essa agisca un carico p(x,y) simme-
trico rispetto alle mediane, tale cioe che:

Py =p(—x%x1vy)

un tale carico, sotto condizioni molto gene-
rali & sviluppabile in serie doppia di Fourier
di soli coseni:

P (X, y) = 21 X Cu COS @ X COS 0 —

(1) Nel seguito per rendere adimensionali le carat-
M

teristiche interne ed il carico, si porra m
2

e P =

M,
ove M e P sono le grandezze dimensio-

Vo
nali, M, i{ momento di piena plasticizzazione della se-
zione ed L la semidimensione maggiore della piastra.

2

Fig. 1

Adimensional lenghts are obtained by ratio
with the greater semidimension (!).

The applied load is symmetric with respect
to the median lines, i.e.:

p& —y)=p(—x —y)

Such a load, under very general assumptions,
can be expanded in a double cosinusoidal
Fourier series:

1

i

y

B
(1) In the following, to deal with adimensional
parameters of the load and of the bending moment,
. P2

we set: m = —— and p = ———— where M and P
- 0 .. 0. .
are the dimensional quantities, M, is the full plastic
ending moment of the cross section and L is the
greater semidimension of the plate.



ov.:

a, = 2n — 1)

con: n ed s interi.

I coefficienti Cn., si ottengono con la for-
mula:

where:

as=(2s—1)

with n and s integers.

The coefficients C.e can be obtained by the
formula:

1 B
1 8 y
Cas = dx dy |p (x,y) cOSanX COS s ———
8 8
— —8
come pud facilmente mostrarsi moltipli- as can be easily shown multiplying both
cando ambo i membri della (1) per cosa.Xx ) v
y members of (1) by cos o, X cosas and
cos @, ——— ed integrando nel modo indi-
f integrating as before, remembering that:
cato, tenendo presente che:
1
1 n =m
COS On X COS OmX dX =
0 n = m
—1
8
y y 8 $ = 1
COS os COS dy =
‘ { 0 e
—8
Limitazioni inferiori per i singoli termini della Lower bounds for each term of the expan-
serie sion
a) La piastra in cemento armato. a) The reinforced concrete plate.
Sulla piastra di Fig. 1 agisca un carico Let the load on the plate of Fig. 1 be
dato da: given by:
y
Pns = Aos COS @ X COS Oy ———

Per determinare un limite inferiore del
moltiplicatore ks si assume la seguente distri-
buzione di momenti:

The distribution of bending moments as-
sumed to find a lower bound is the follow-
ing:

y
Myx = COS tp X COS O —_
y
Myy = COS o, X COS Us
. i Yy
My = — S %X SIN O

L’equazione di equilibrio (*):

The equilibrium equation (?):

Mxx,xx T Myy,yy + 2 May,xy + 6 P = 0

(2) Cen una virgola si ¢ indicata la derivazione ri-
spetto alle variabili che la seguono.

(%) The comma means differentiation with respect
to the variables after it.



nel caso in esame, tenendo conto delle (2),

fornisce :
o

substituting the expressions (2), gives:

Op O

an2+ ‘i"z

Bl

Si ottiene cosi il limite inferiore :

6

Bisogna verificare che la distribuzione di
momenti adottata soddisfi la condizione di pla-
sticizzazione che & assunta essere, per il ce-
mento armato:

1 2
S
B

6 Dons
8

and thus the lower bound:

As

It needs to verify that the yied condition
for the reinforced concrete is satisfied by the
chosen distribution of moments: i.e.:

fme| << 1
essendo : where:
Mf = My 0 + 2 My 0 Gy + My oy

il momento flettente in un punto generico e

sulla generica giacitura di normale n = (o, ).

Ora si ha:

mMs = COS ey X COS s

h

Il massimo valore di my, in un fissato pun-
to ed al variare della giacitura su cui agisce,
sara nel primo e nel terzo quadrante trigono-
metrico:

/

m; = cOoS [ocnx -
1
¢ si ottiene per ay = — a, = — mentre
2
nel secondo e nel quarto sara:
me =
¢ si ottiene per
O = oy, =

Da tali relazioni si osserva facilmente co
me | m;| <. 1 in ogni punto della piastra e
per ogni giacitura. La condizione di plasticiz-
zazione ¢ quindi rispettata.

Per determinare un limite superiore, la di-
stribuzione di velocita di abbassamento, per
ragioni di simmetria e di semplicita, si assume
come in fig. 2:
in cui i parametri x e { possono essere oppor-
tunamente calcolati in modo da minimizzare
il valore del limite superiore. Detta W (x, v)

4

— 2 sino, X sin a.

is the bending moment in an arbitrary point
of the plate and on the element whose normal
is:n = (d, ).

Now it is:

Ox Oy

Letting the normal free to vary, the maxi-
mum value of my, in a fixed point of. the first
and third trigonometric quadrant is:

)

and is got for @y = — ay = —— while in
V2~
the second and fourth quadrant it is:

s

__T

(anx + —— y}
8

when
1

V2

From the previous result it is evident that
the yield condition is fulfilled in every point
and for every normal.

To find an upper bound the vertical displa-
cement velocity fleld is assumed an shown in
Fig. 2 for sake of symmetry an simplicity.

The parameters y and U can be so deter-
mined to minimize the upper bound. If
W (x, y) is the velocity ficld of the vertical



la funzione velocita di abbassamento, il limite

1

displacement, the upper bound is:

superiore sara dato da; ;
4 [

8-

=)

I —x

%

A

ove w ¢ adimensionalizzata rispetto al suo va-
lore nell'origine, ed A & l'area della piastra.

G[W (X,y) cOS @ X COSts

y
B

dA

where W is a dimensionless quantity with re-
ference to its value in the origin and A is
the area of the plate.

¥'N Y
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B
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Fig. 2

11 Valore esatto del carico di collasso in un
caso particolare

E’ opportuno notare come, nel caso delle
piastre quadrate in cemente armato, cioe per
B = 1, per il carico:

T
p = A cos

2
si giunge al valore esatto del carico di col-
lasso (%):

s

In tal caso infatti la condizione di plasticiz-
zazione si scrive:

fcos {(x—y)| <1 nel 1° e 3° quadrante

1

<

lcos (x+y)| nel 2° e 4° quadrante

ed in tal caso i quadrati trigonometrici coin-
cidono con quelli geometrici della piastra.
Per x =y ed x = — vy si attinge cosi il va-
lore di crisi del momento flettente ed & quin-
di ammissibile il cinematismo di Fig. 3.

(3) Ed in termini dimensionali:
6p M,

12

72 My

12

dove P & l'intensita del carico nel centro della piastra.

The exact collapse load in a special case

1t's worthwhile to note that for square
reinforced concrete plate, ie. f =1, for a
load intensity:

3
X COS

2

we find the exact collapse load (%):

Indeed the vyield condition for this case
can be written as:

|cos (x—vy)| <1 in the 1% and 3*% quadrant

[cos (x+y) <1

and now the trigonometric quadrants are the
same as the geometric ones of the plate.
For x =y and x = —y the critical value
of the bending moment is reached and the
kinematism of Fig. 3 is admissible.

in the 2" and 4% quadrant

(3) And in dimensional form:
M,

A

where P is theload intensity in the center of the plate.

2 =)y

5



Tale risultato & d’altronde confermato dal It can be easily checked that, as it needs
calcolo del limite superiore, che risulta coinci- to be, the upper bound is egual to the given
dente con quello inferiore. lower bound.

Ay

L
%
RN
Fig. 3
La piastra metallica The metallic plate
Per le piastre metalliche pud procedersi For a metallic plate the procedure is the
analogamente. In tal caso la distribuzione di same; the moment distribution is:
momenti sara: '
y
Myx == COS UpX COS Uy
8
y
Myy = COS &y X COS O
-8
. 1 N
My = — — sin ¢, X sin oy ———
V3 B
ed il limite inferiore: and the lower bound:
1 ot 2 oy Os
an* = anz + -+
6 BZ i
Come condizione di plasticizzazione si as: The Mises yield condition can be writ-
sume quella di Mises che per le piastre si ten as:
scrive:
M’ + Mmy? + 3 mey’ — my myy, < 1
¢ nel caso in esame: and in this case:
y 2 ' ‘ y 2
COS Oy X COS Ui + |sina.x sinas < 1
8 B
ma il primo membro puo scriversi: the left side of the inequality can be written:
1 y y : y
COS lonX + O + coslonx — o + cos (anx — s -+
4 8 ) B 8
y : 1 y y
— oS | X + o = cos* | totn X+ s + cos?|omX — o < 1
. 2 8 6
La condizione di Mises & quindi rispettata and this assures that the Mises condition is
in ogni punto. Il limite superiore & pari a fulfitled in every point. The upper bound can

6



quello calcolato per la piastra in cemento ar-

mato moltiplicato per . Cido perché, nel

V3
calcolare la dissipazione interna, bisogna te-
ner conto, come e facile verificare, che sulle
linee di frattura il momento flettente adimen-
sionale non vale 1, come nel caso del ca.,

2

V3
1l calcolo di un limite inferiore per il carico
somma

ma

La ricerca di un limite inferiore per il
carico :

be obtained multiplying the corresponding

bound for the reinforced concrete plate by the
2

factor

. It's why in this case the adi-

V3
mensional bending moment on the lines of
2
— and so the in-

fracture has the value

ternal dissipation must be multiplied by this
factor.

The lower bound for the total load

A lower bound for the load:

p '(X: y) = X Z Z Cas (Dns (X:y)

n S

ove per brevita si & posto

Ou (X,y) = €OSa X COS s

a partire dalla conoscenza dei limiti inferiori
dei carichi componenti:

where:

can be found if the lower bounds of the
partial loads:

Pns = )\ns q-)ns

pud essere condotto richiamandosi ad un ri-
sultato generale dovuto a P. G. Hodge e C.
K. Sun [4].

Si consideri lo spazio a K* dimensioni del-
le funzioni Dy

per

ed

La condizione di plasticizzazione in tale
spazio sara rappresentata da una ipersuper-
ficie di equazione:

£ (@)

Ora pud mostrarsi che tale ipersuperficie
gode delle stesse proprieta della superficie li-
mite nello spazio delle componenti speciali
di tensione.

Di tali proprietd interessa qui quella di
convessita.

Si consideri nello spazio delle @, l'iperpo-
liedro convesso avente i vertici nei punti di
coordinate:

ove Am~ & un limite inferiore del moltiplica-
tore di collasso del carico ®n (x,y). Tale iper-
poliedro risulta evidentemente interno alla
ipersuperficie

I (®u)
Se si comisdera un carico

p(x,y):XZZs

n

; )\an )

are known. We makke use of a general result
due to P. G. Hodge and C. K. Sun [4].

Let us consider the K? dimensions space of
the functions &r.:

The vield condition in this space is the
hypersurface of equation:

=0

Now it can be shown that such an hyper-
surface has the same properties of the yield
surface in the space of the stress compo-
nents.

We will make use of the convexity pro-
perty.

Let us consider in the ®, space the
convex hyperpolyhedron with its vertex on
the points:

0)

where hn~ is a lower bound of the collapse
multiplier of the load. The hyperpolyhedron is
internal to the hypersurface

=0

A load intensity:

Cos Ons (X; Y)



si-avra in corrispondenza una retta nello spa-
zio delle ®,, di equazioni parametriche:

.
Ans

Un limite inferiore per il moltiplicatore A
puo ottenersi determinando il punto di inter-
sezione tra la retta (3) e liperpiano che costi-
tuisce la frontiera dell'iperpoliedro su definito

is represented in the @, space by a straight
line whose parametric equation is:

= ) Cu (3)

A lower bound for the multiplier A can be
found intersecting the line (3) with the hyper-
plane that is the boundary of the hyperpolyhe-
dron in the hyperquadrant in which the lire

nell'iperquadrante interessata dalla retta (3). (3)~lies. ) _ ,
L’equazione dell'iperpiano si scrive: The equation of this hperplane can be
written.
ot e 1
)\.11" 0 0 1
0 i» 0 1
=0 (4)
Ras™ 0 1
)wkk“ 1
e sviluppando il determinante: and expanding the determinant:
)\-ns
Ty —— =1
n s an“
Intersecando con la retta (3) si ha: Intersecting with the straight line (3) we
, have:
Cos
AMLY —— =1
n s )\ms—
da cui: whence:
1 Cﬂﬁ
=X — (5)
)\’7 1 s )\'HS_
E’ importante osservare che, poiché la ret- It’s important to note that all the ratios
ta (3) e l'iperpiano (4) interessano lo stesso s
iperquadrante dello spazio delle ®.~ i rap- are positive because the line (3) and
ns ' )\«ns“ -
porti ———— sono tutti positivi. the hyperplane (4) are in the same hyper-
Rns™ quadrant.

Un miglioramento del limite inferiore

Se si conosce per il carico di collasso un
limite inferiore maggiore di quello ottenibile
con la (5) per un carico

p (xy) = X;

un limite inferiore migliore puo ottenersi per
tutte le rette di carico giacenti nell'iperqua-
drante interessato dalla retta di equazioni pa-
rametriche:

}\IJS
Cio si realizza intersecando la generica ret-
ta di carico con tutti gli iperpiani di equa-

zione:

An improvement of the lower bound

If a lower bound greater than that ob-
tainable by equation (5) is known for a load
intensity:

Y s Do (x,y)

s

a greater lower bound can be found for every
loading path in the hyperquadrant in which
lies the line:

= )\. ULas

It can be obtained intersecting the generic
loading line with the hyperplanes of equa-
tion:



}&I [ }\ms
A~ O

0 A
.ali ;lns
0

ottenuti inserendo la riga delle a. via via in
tutte le posizioni successive alla prima.
Sviluppando il determinante a primo mem-
bro della (6) ed intersecando con la (3) si
ttiene:

me'

Formr a1

0 1
- Poll=e @
Gyor Olkk 1

P |

obtined inserting the row of the a. succes-
sively in all the rows after the first.

Expanding the determinat on the left side
of equation (6) and intersecting with the line
(3) we have:

Cmr Hus

R

AT Aane™

Tra tutti i valori di A~ ottenuti facendo
variare m ed r nel campo di variazione di n
ed s rispettivamente, bisogna scegliere il piu
piccolo.

E’ facile verificare che nel caso che tutti
gli &, sono nulli all'infuori di tm = hm, si Ot-
tiene il risultato precedente contenuto nella
(5), come caso particolare.

E’ importante ricordare che la (7) ¢ appli-
cabile sclo se i rapporti Cas/0ms SONO tutti posi-
tivi e che & necessario prendere i Ay~ della
stesso segno dei Cis.

1l calcolo di un limite superiore per il carico
somma / .

1l calcolo di un limite superiore per il ca-
rico somma differisce da quello per i carichi
parziali nell’espressione del lavoro esterno,
che in tal caso e per piastra in ca., ¢:

Poiché in pratica bisogna arrestare lo svi-
luppo in serie del carico ad un numerc finito
di termini, un’indicazione circa l'approssima-
zione introdotta, con la (7) pud essere ottenuta
dal confronto del valore di D. con quello esat-
to fornito dalla formula:

Per piastre metalliche il coefficiente 6 va
sostituito con 3 ‘/ 3

)\tus- }\«ns -

e

where, letting m and r free to vary in the field
of values of n and s respectively, it needs to
chose the leasi value obtained.

It's easy to verify that if all the an are
zero but Ome = Am—, we obtain the previous
result of equation (5) as a special case.

It’'s worthwile to recal that equation (7)
is valid only if all the ratios Cus/ons are posi-
tive and that it needs to choose the ko~ with
the same sign of the Cu.

The upper bound for the total load

The computation of an upper bound for
the total load is performed just in the same
way as for each component load except for
the external work that in this case and for the
reinforced concrete plate is given by:

Z Cns q)n:: (X; y) dA

s

The approximation made in the numerical
computation taking only a finite number of
terms of the expansion in formula (7) can
be evaluated by comparison with the exact
value of D. obtained by the following for-
mula:

(x,y) p (x,y) dA

The coefficiente 3 V3 must be substituted
instead of 6 for a metallic plate.



AN EXAMPLE

UN ESEMPIO
Uniform load an a portion of the plate

Il caso di carico uniforme su di una zona
della piastra
Con riferimento alla Fig. 1, si consideri un

With reference to Fig. 1, let us consider
carico del tipo:

a load:

X x, y/Be[—n <]
p(x,y) =

0 x,y/8¢[—n, ]

where 0 < v < 1.

con 0<Cv=<C1.

Lo sviluppo in serie di Fourier fornisce i The Fourier expansion gives the coeffi-
coeflicienti: cients:

T R4
1 _ sin aa © sin as T
Cns = — dx d y [(Dns (X/ y) J = 4 .
B . Wy Xs

—1 —81

Il limite inferiore si calcola quindi con
la formula:

The lower bound is obtained by the for-
mula:

1 Cn>
=2 X
}\’— n s

)‘«ns_

where:

1 as ]*
)\'ns— = [ Oy +
6 8

for a reinforced concrete plate, and:

ove

per piastra in c.a., oppure:

1 ot 2 o O
>\ons“ = [anz + + :I
6 i V3 8
per piastra metallica. for a metallinc plate.
I1 calcolo del limite superiore si conduce

The upper bound is found by the well-
con l'usuale formula:

known formula:

Assumendo come meccanismo di collasso

quello di Fig. 2, la dlSSlpamone interna as-

Assuming the collapse mechanism of Fig. 2
sume il valore:

the internal dissipation is given by formula:

1 8
e[t ]
B -4

I —x

and the external dissipation:

D. = - 2 Y Cu fdx J dy [(1—x) @] +
8 y/8
y
+ dy dx H] - —————] D }
0 0 '

Calcolati gli integrali e posto:

e la dissipazione esterna:

Evaluating the integrals and set:

= Z Z Cns Dens



si ha: we have:
0 n#s
Dens = 1
6 .28 - - n = s
a«nz
e quindi: whengce:
1

D.=6-28Y%

Nel caso di piastre metalliche il coefliciente

6 va sostituito da 3 /3.
Si riportano mel seguito i valori di

T

AN, Mvep =

per il caso di piastra quadrata (f = 1) e per

T variabile tra 0.1 ed 1 con passo 0.1.

P

oy

For a metallic plate the coefficient 6 must
be substituted by 3 V3
In the sequel the values of:
A — N
, SO/O - e x 100
2

are given for a square plate (§ = 1) and for <
variable from 0.1 to 1 with a step 0.1.

PIASTRA IN CEMENTO ARMATO

|

| )\,+ )\,— )\rMED 'SO/O
v = .1 35.86 18.08 26.97 32.96
T = .2 9.62 5.71 1.67 2549
T =3 4.63 3.15 3.89 19.02
T = 4 2.84 217 2.50 13.46
T =5 2.00 1.60 1.80 11.17
T = .6 1.54 1.35 1.45 6.59
T = 7 1.28 1.17 1.22 443
T = 8 1.12 0.99 1.05 5.90
T = 9 1.03 0.86 0.94 8.99
T =10 1.00 0.80 0.90 11.16

PIASTRA METALLICA
At A )\«MED - 5%
T = .1 4141 14.78 28.09 47.38
T = 2 11.11 4.64 7.87 41.10
T =3 5.35 2.54 3.94 35.56
T = 4 3.28 1.74 2.51 30.74
T = 5 2.31 1.28 1.79 28.68
T = .6 1.78 1.08 1.43 24.61
T = 7 1.47 0.93 1.20 22.69
T = .8 1.29 0.79 1.04 24 .07
T = .9 1.19 0.69 0.94 26.81
T = 1.0 1.15 0.64 0.90 28.68
APPENDICE 1 APPENDIX 1

Limiti inferiori del moltiplicatore di col-
lasso, nel caso di carico uniforme su una zona
della piastra, possono essere determinati per
altra via.

a) La piastra metallica.
Si consideri la piastra di Fig. 4 ove i para-

Lower bounds of the collapse multiplier,
for a uniform load distributed on a portion of
the plate can be found with a different pro-
cedure.

a) The metallic plate.
Let us consider the plate in Fig. 4 where

11



metri £ ed 7 definiscono la zona rettangolare the parameters £ and n define the rectangular
soggetta al carico uniforme, zone on which the uniform load is applied.

‘3\/

4
B

'
ts7
o]
%

- $
Fig. 4
Nelle quattro zone del primo quadrante In the four zones of the first quadrant of
della piastra mostrate in fig. 4 si assumono le the plate shown in Fig. 4 the following distri-
seguenti distribuzioni di momento flettente: bution of bending moment is assumed.
ZoNA O: ZONE O:
XZ
My = 1 —
)\'2
yz
my, = 1 — —
el
1 Xy
My = —
V3 AL
con with
A= V2E - B e po= V28n — o
La condizione di equilibrio fornisce: The equilibrium condition gives:
2 2 2 1
M w V3 A
da cui: whence:
1
Mo+ Wt ——— A
V3
p = N
3N
e la condizione di plasticizzazione si scrive: and the yield condition can be written as:
XZ 2 yl 2 XZ V2 X2 ;VZ
(1—“——] + [1— )+ S | Q—— )[1———~—]\<;1
32 12 A2 32 w2
cioe ie.

12



che essendo: That, being:

x<E <K<
y<mn<p=<p

¢ evidentemente soddisfatta. is obviously satisfied.

ZoNA 1: ZONE 1:

2
I = (l - X)
)\lZ
myy = 0
1 €y
My, = — e
V3 b
risultano verificate le condizioni ai limiti con The boundary conditions with the zone 0 are
la zona 0, e la equazione d’equilibrio ¢ identi- fulfilled and the equilibrium equation is iden-
camente soddisfatta. tically satisfied.
La condizione di plasticita si scrive: The yield condition became:
4w gy
(1 - x)* + < 1
a A p?

e tenendo presente le limitazioni and taking into account the inequalities :
E<x <1 '
0<y<n

si ha: we have:

4 EZ 2
(1= + <1
¢ 1%
da cui ricordando che: whence, remembering that:
M= 28 — g2
si ottiene in definitiva: finally we have:
E <1
che ¢ ovviamente soddisfatta. that’s obviously verified.
ZONA 2: ZONE 2 :
My = 0
27
Myy = ———— B -y
|9
1 Xy
mxy = — S
V3 Ay
ZONA 3: ZONE 3:
Myxx =
m”. s
1 g1
My = — ——
Vi ok

Le condizioni ai limiti, la condizione d’equi-
librio e quella di plasticizzazione sono soddi-

The fulfilment of boundary conditions, equi-
librium equation and yield inequality are

13



sfatte, in entrambi i casi, come ¢ facile ve- easily verified in both cases.
rificare.

b) Piastra in cemento armato: b) The reinforced concrete plate:
ZoNA 0 . ZONE O:
XZ
My = 1 —
)\2
\a
my, = 1 —
x-LZ
Xy
Myy = —
L
L’equazione d’equilibrio porge: The equilibrium equation gives:
M4+t A
p- = '
3002
la condizione di Johansen diventa: The Johansen yield condition becames:
' | x* v 2xy
}m51=§(1— — ax2+[l~ o — —————— O Oy =
? 32 u? P
| X Ox y oy :
= 1 -( + <1
| A b
ovviamente soddisfatta. obviously verified.
Zona 1: ZONE 1:
2 g
Mxx = — (1 - X)
22
my, = 0
gy
My = — ———
Ao
Scrivendo la condizione di Johansen | m; | << 1 Writing the yield condition jmej <= 1 in
sotto la forma [3]: the following way [3]:
My? — (I — my) (I — my) < 0
4mxy2 - (] ‘|‘ mxx) (1 - myy) 5‘: O
Si ha nel caso in esame la diseguaglianza: it reduces to the inequality:
my? < (1 — M)
e cloe: ie.:
2§ gy
1 —-x) + — =1
22 22l
¢ cio¢, tenendo presente che E<ix, y<p and, taking into account that: Eax, y<U,
2 (1 — §) g
<1
1% 2
che & immediatamente verificabile. That'’s easily verified,

14



ZONA 2: ZONE 2:
Mk :O
21
Myy = - B — y)
%
X1
My = —
J¢!

Si procede analogamente alla zona 1.

All the proofs go on as for the Zone 1.

ZoNA 3: ZONE 3:

Mxx = O

my, =
€

My = —
Au

La condizione |m¢| < 1 diventa: The yield condition | m¢| < 1 becames:
£ W22

ovviamente verificata.

Considerazioni conclusive

Nei grafici che seguono sono riportati i va-
lori del limite superiore e quelli di limiti in-
feriori ottenuti con i due metodi esposti nel
caso di carico uniforme su di una zona della
piastra. La curva tratteggiata si riferisce al
metodo di calcolo mediante sviluppo in serie
di Fourier del carico.

Il confronto tra 1 risultati conduce alla
conclusione che per carichi impegnanti tutta
la piastra, il secondo metodo fornisce limiti
migliori mentre per carichi quasi concentrati
il primo metodo ¢& preferibile.

obviously verified.

Final Remarks

In the following graphs of upper and lower
bounds relative to both methods previously
exposed are reported in the case of uniform
load on a zone of the plate. The dashed line
graphs referer to the first method (double
Fourier expansion of the load).

The comparison between the results leads
to the conclusion the for loads applied almost
on the whole plate the second method goes
better while for almost concentrated loads
the first must be preferred.
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