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PREMESSA

Un moderno corso di teoria delle strutture non puo prescindere da una
impostazione matematica adeguata alla trattazione dei problemi lineari in cui
le variabili in gioco sono campi definiti su dominii, o piti in generale su varieta
differenziabili, in uno spazio euclideo.

La trattazione delle questioni di unicita e di esistenza noncheé quella delle
tecniche di stima dell’errore nelle metodologie di soluzione approssimata, quale
ad. es. quella degli elementi finiti, richiede il ricorso a risultati profondi di
analisi lineare, intesa come disciplina matematica che studia gli spazi vettoriali
topologici e le applicazioni lineari continue (vedi RICHARD S. PALaIs [20]).

Queste lezioni sono dedicate a presentare sinteticamente concetti e teo-
remi di analisi lineare che trovano applicazione nella discussione dei problemi
differenziali lineari della teoria delle strutture.

L'esposizione tende a contemperare in qualche modo I'esigenza di fornire
una raccolta sufficientemente ampia per gli scopi applicativi con quella di man-
tenere il carattere di esposizione ragionata dei soli concetti fondamentali e delle
principali proprieta.

La trattazione privilegia i risultati riguardanti le proprieta di chiusura e ne
fornisce la dimostrazione nel contesto degli spazi di HILBERT. Le proprieta di
chiusura costituiscono infatti lo strumento fondamentale per la dimostrazione
della buona posizione dei problemi lineari.

Gli spazi di HILBERT sono inoltre sufficientemente generali per la mag-
gioranza delle applicazioni e godono di proprieta peculiari che consentono di
semplificare drasticamente le dimostrazioni e di pervenire a risultati pit com-
pleti. Come premessa ad una breve presentazione degli spazi di SOBOLEV sono
illustrati nozioni e risultati di teoria della misura e dell’integrazione, facendo
riferimento essenzialmente alla trattazione del prof. CARLO SBORDONE in
[45]. Lesposizione é limitata agli spazi di SOBOLEV che sono anche spazi di
HILBERT.

I riferimenti bibliografici forniscono indicazioni per consentire di svolgere
approfondimenti e trovare le dimostrazioni di tutti i risultati dei quali viene nel
seguito riportato solo I'enunciato. Un’esposizione, compatta ed esauriente, di
concetti e risultati utili per le applicazioni puo essere trovata in [46].

Una trattazione dei concetti fondamentali orientata verso problemi di ot-
timizzazione ed accompagnata da interessanti esempi di applicazione é con-
tenuta nel libro [21] di DAVID LUENBERGER.



PREMESSA

Per una raccolta ragionata ed accurata dei fondamenti dell’analisi fun-
zionale si raccomanda la lettura del testo di appunti del corso mirabilmente
tenuto da molti anni dal prof. RENATO FIORENZA [34] agli allievi ingegneri ed
ai ricercatori della Facolta di Ingegneria dell’Universita di Napoli Federico I

Alcuni risultati e dimostrazioni sono originali. La fonte delle principali
proposizioni non dimostrate € puntualmente indicata. Le brevi note biografiche
sono tratte dai volumi di MoRRIS KLINE [16] e da ricerche su siti Internet
(Mathematics Metaserver).

Napoli, gennaio 2000 GIOVANNI ROMANO
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Nel presentare nozioni e metodi fondamentali di Analisi Funzionale si &
fatto riferimento all'impostazione generale del trattato di KOSAKU Y0sIDA [29]
ed alla brillante esposizione del libro di HAIM BRrEzis [41]. Altri risultati sono

tratti dal libro di A.L. BROwWN e A. PAGE [25].
Un’impostazione moderna ed elegante dei principali concetti dell’analisi

moderna € esposta nell’'opera di JEAN DIEUDONNE [23].

1. INSIEMI

Si richiama preliminarmente il significato dei simboli adottati.

SIMBOLO SIGNIFICATO
€ appartiene a
i= definito da

tale che

che soddisfa la proprieta

v per ogni
3 esiste un
— equivale a

= implica che
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Sia X uninsieme ed A, B sottoinsiemi di X .
Il complemento di B rispetto a A € 'insieme definito da

A\B:={xeX : xc A, x¢B},

Si dice anche che A\ B ¢éla differenza di A e B e silegge A meno 5.

Si scrive inoltre
e A C B seognielemento di A appartiene anche a B (A incluso in B).
e ACBse ACB e A+# B (A incluso in B in senso stretto).

Sia F una famiglia di sottoinsiemi di un insieme X’. Allora diremo

e unione della famiglia F l'insieme

U ={xeX|TAcF : xec A},

AeF

e intersezione della famiglia F l'insieme

(] i={xeXx|xecA VAcTF}.
AeF
Il simbolo | significa che soddisfa la proprieta,

Valgono le relazioni

AnlJB=JAnB),

BeF BeF
Aul)B=)(AuB),
BeF BeF

e le formule di DE MORGAN !

A\ U B=()A\B),

BeF BeF
A\ (1 B=JA\B),
BeF BeF

La definizione degli insiemi basate sulle proprieta dei loro elementi é delicata.
A tale proposito si noti un famoso paradosso di RUSSELL ?

1 AvGusTus DE MORGAN (1806-1871) professore di matematica all’'University College di Lon-
dra, logico matematico ed algebrista.

2 BERTRAND RUSSELL (1872-1970) uno dei fondatori della logica matematica.
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Paradosso di BERTRAND RUSSELL (1901)

e Sia S l'insieme definito da
S:={A|A euninsiemee A& A}.

AlloraSeS = S§¢SeSES = Ses.

1.1. Relazioni e applicazioni

Siano X e Y due insiemi. Diremo

e insieme prodotto cartesiano di &' e ) l'insieme X x ) delle coppie ordi-
nate {x,y} conxeX eye),

e grafico di unarelazione R tra X e ) unsottoinsieme del prodotto carte-
siano X x .
Una relazione R ¢ detta
e riflessiva se {x,x} €R ,
e simmetricase {x,y} € R = {y,x} €R,
e antisimmetricase {x,y} €R, {y,x} € R = x =y,
e transitivase {x,y} €R, {y,z} € R = {x,z} €ER .

Una relazione R ¢ detta
e di equivalenza se é riflessiva, simmetrica e transitiva,

e d’ordine parziale se ¢ riflessiva, antisimmetrica e transitiva.

Una relazione d’ordine parziale su un insieme X ¢é detta un ordine totale o
ordine lineare se per ogni {x,y} €X siha {x,y} €R oppure {y,x} €R .

Osservazione 1.1. Uninsieme parzialmente ordinato € detto un insieme diretto
se vale la condizione

a,beX = dJceX :a<c,b<c.

La nozione di insieme diretto consente di definire il limite generalizzato di una
mappa (eventualmente multivoca) definita su di un insieme diretto.
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Un esempio classico & I'integrale di RIEMANN 2 (vedi [29], par. IV,2). [ |

Il grafico di una relazione tra X e ) € un grafico funzionale in X x ) se

{X»Y1}€R’7 =y =y
{x,y,} €ER ! .

Un grafico funzionale € anche detto applicazione, funzione, mappa, trasfor-
mazione, operatore da X' in ), denotatocon T : X — ) e definito da

y=Tx) < {xy}erR.
Si definiscano quindi
e ildominiodi T: X — Y
domT :={xecX|Iyec) : {x,y} R},
e 'immagine o codominiodi T : X — )

ImT :={yeY|[3IxeX : {x,y} R},

e 'immagine inversa o controimmagine tramite T : X — ) di un sottoin-
sieme S C Y
T'(S) :={xeX|T(x)eS}.

L'applicazione T : X — Y &

e iniettiva se

e suriettiva se
Vyel IJxeA: Tx)=y.

In tal caso si dice che 'applicazione T : X — Y éda X su ).
Una applicazione iniettiva e suriettiva su X in ) é detta una corrispon-
denza biunivocatra X e ).

3 GEORGE FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826-1866) allievo di GAuUss succedette a DIRICH-
LET come professore di matematica a Goéttingen. Fondamentali i suoi contributi alla geometria
differenziale ed alla teoria delle funzioni di variabile complessa.
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Siano A, e A, sottoinsiemidi X e T : X — ) un’applicazione da X in
Y. Allora
A CA, = T(A) CT(A,).

e si ha che

T(A, NA,) C T(A)NT(A,),
T(A, UA,) = T(A,) UT(A,).
Se B, e B, sono sottoinsiemi di Y risulta
B, CBy, = T '(B,) ST '(B,),
T '(B,NB,) =T (B)NT (B,),
T '(B,UB,) =T (B)uT B,),

ed inoltre
Bl - 82 = Tﬁl(BQ\Bz) = Til(BQ)\Til(Bﬂ :

Perogni A CX e B C Y siha inoltre che
T(T(B)) = BNT(X),

T Y(T(A) D A.

e Un’applicazione T : X — R a valori reali ¢ detta un funzionale.

2. SPAZI TOPOLOGICI

Uno spazio topologico € una coppia {X,7} costituita da un insieme X e
da una famiglia 7 di sottoinsiemi di X', detti gli insiemi aperti di X', tale che

e l'insieme vuoto @) e l'insieme X sono aperti,

e l'unione di ogni famiglia di aperti € un aperto,

e l'intersezione di ogni famiglia finita di aperti € un aperto.
La famiglia 7 é detta una topologia su X .

I complementari degli aperti sono gli insiemi chiusi e pertanto
e l'insieme vuoto () e l'insieme X sono chiusi (e aperti),

e l'unione di ogni famiglia finita di chiusi & un chiuso,
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l'intersezione di ogni famiglia di chiusi & un chiuso.

Per semplicita spesso uno spazio topologico & denotato dal solo insieme X

omettendo di indicare esplicitamente la topologia 7 .

Diamo le seguenti definizioni.

Un intorno aperto di sottoinsieme S non vuoto di X' € un insieme aperto
che contiene S.

Un intorno di S ¢ un insieme che contiene un intorno aperto di S.

Un intorno di un elemento x € X € quindi un sottoinsieme di X che
contiene un aperto cui appartiene x.

Un sistema fondamentale di intorni di S C X € una famiglia di intorni
di S tale che ogni intorno di S contiene un elemento della famiglia.

Si dice base della topologia 7 un sottoinsieme B C 7 tale che ogni aperto
di 7 el'unione di elementi di 5.

Un elemento x € & € un punto limite o di accumulazione di un insieme
A CX seogniintorno di x contiene almeno un elemento di A\ {x}.

Un elemento x € A € un punto isolato di A CX se non € di accumu-
lazione per A.

L’aderenza di un insieme A CX é l'insieme degli elementi di X il cui
intorno contiene almeno un punto di A.

La chiusura A di A é l'intersezione dei chiusi che contengono A.
Linterno 4 di A ¢ I'unione degli aperti contenuti in A.

La frontiera frA di A di A é lI'insieme degli elementi di A che non
appartengono ad A eciod 9A=An (X\ A). Dunque DA é chiuso.

Un sottoinsieme S C X ¢é detto denso in X se la sua chiusura S in X
coincide con X .
Valgono le seguenti proprieta

Un insieme A CX ¢ aperto se e solo se contiene un intorno di ogni suo
punto.

Un insieme A CX ¢ chiuso se e solo se contiene i suoi punti di accumu-
lazione.

Sia S e un sottoinsieme non vuoto di X' . La topologia di & induce su S una

topologia, detta la topologia relativa su S, costituita dall’intersezione degli

apertidi X con S.
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Lo spazio topologico cosi generato si denota ancora con S e viene detto
un sottospazio topologico di X .
e Ogni proprieta di uno spazio topologico {X,7} che dipende solo dalla
topologia 7 e detta una proprieta topologica.
Le proprieta topologiche in {X,7} sono quindi quelle che possono essere

espresse compiutamente in termini degli insiemi aperti (o degli insiemi chiusi)
di {X,7}.

Una topologia & detta separante (o di HAUSDORFF * ) se soddisfa il seguente

Assioma di separazione di HAUSDORFF
e per ogni coppia {xi,x9} di punti distinti di X esiste un coppia di
aperti disgiunti {O;, 0.} taliche x; € O1,x; € O,.

Nel seguito si supporra sempre che le topologie siano separanti.

¢ Una topologia e detta normale se
e per ogni coppia {A;, A>} di sottoinsiemi chiusi disgiunti di X es-
istono intorni disgiuntidi 4; e A;.

B Uno spazio topologico lineare ¢ uno spazio lineare in cui e definita una
topologia rispetto alla quale le operazioni lineari sono continue.

B Un sottoinsieme ) di uno spazio topologico X' ¢ detto limitato se ¢ as-
sorbito da ogni intorno &/ di o € X', cioése da>0 : BC ald.

2.1. Applicazioni continue e limiti

Siano X e Y due spazi topologici.

e Un’applicazione T : X — ) ¢é detta continua nel punto x € X’ se per
ogni intorno V di T(x) esiste un intorno ¢/ di x tale che T(U) C V.

4 FELIX HAUSDORFF (1868-1942) matematico tedesco cui si devono contributi fondativi della

moderna topologia.
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e Un’applicazione T : X — ) é detta continua se é continua in ogni punto
di X.

Proposizione 2.1. Applicazioni continue. Un’applicazione T : X — Y con
dom T = X ¢ continua se e solo se

i) A apertoin Y = T !(A) apertoin X,

ii) A chiusoin Y = T !'(A) chiusoin X .

iti) T(A) CT(A) YAeX.

Dim. Dimostrazione della ¢). Sia T : X — ) continuae V C ) aperto,
U = T (V) & un intorno di ogni punto x € X tale che T(x) € V e cioé & un
intorno di ogni suo punto. Dunque U/ ¢ aperto.
Inversamente sia T(x) € V con V aperto. Allora essendo U = T (V)
apertoin &', ¢ é unintornodi x € Y e quindi T é continuain x € X.
Osservando che per ogni trasformazione T : X — ) vale la proprieta

Y2E2A = THEVA) =T (2)\T " (A),
e ponendo Z =Y si ottiene che la i) implica la i) . La dimostrazione di 4i%)
é lasciata per esercizio al lettore. O

Un’applicazione T : X — ) é detta aperta (chiusa) se
A aperto (chiuso) in X = T(A) aperto (chiuso)in Y.
Si diano ora le seguenti definizioni.

B Un’applicazione biettiva e continua T : X +— ) tale che T ':y—Xx e
continua e detta un omeomorfismo tra gli spazi topologici X e Y.

Un omeomorfismo & un’applicazione sia aperta che chiusa.

Dalla proposizione 2.1 si deduce che due spazi topologici omeomorfi X
e Y hanno le stesse proprieta topologiche in quanto esiste una corrispondenza
biunivoca tra gli insiemi aperti dei due spazi.

W Si dice che un’applicazione T : X — Y ha limite y € Y nel punto

x, € domA, ochetendeay € Y per x tendente a x, € dom A, se
l'applicazione T : X — ) definita da

T(x) = {T(x) se x E domT,
y se X = X,,
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é continua nel punto x, . Si scrive allora
lim T(x) =y,
X—X,

ovvero

x—x%x, = T(x)—y.

La continuita di una applicazione T : X — Y inun punto x € domT C X
puo anche essere espressa imponendo che

lim T(x) = T(x,).

X—X,

Per il limite di una successione si adottano le notazioni
lim x, =x,,
n—-+ 0o
oppure

n-—00 = X, —X,.

Se T: X — ) tendea y € Y nel punto x, siscrive

lim T(x,) =y,

n—-+ 0o

oppure
x, = x, = T(x,) — T(x,).

o0

Siano X e ) due spazi topologici lineari. Un’applicazione T : X — ) &
detta lineare se &

e additiva: T(x+y)=Tx)+T(y) Vx,ye X,
e omogenea: T(ax)=aT(x) VxeX,acR.

e Un’applicazione lineare T : X — ) che instaura una corrispondenza
biunivoca tra X e ) é detta un isomorfismo.

e Un’applicazionelineare T : X — R avalorireali é detta una forma lineare
o un funzionale lineare.

e Un’applicazione T : X x) — R avalorireali che sia separatamente lineare
rispettoa x € X e y € ) é detta una forma bilineare o un funzionale
bilineare.

11
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Analogamente si definiscono le forme multilineari.

e La restrizione di una forma bilineare T : & x X — R alla diagonale di
X x X definita da

diag X := {{x,x} € X x X}

¢ detta una forma quadratica o un funzionale quadratico.
Analogamente si definiscono le forme cubiche, etc., di ordine n.

Le trasformazioni continue e lineari godono dell’'importante proprieta di

conservare la limitatezza (vedi [29] sez. 1.7).

Proposizione 2.2. Continuita e limitatezza.  Siano X e Y spazi topologici.
Allora ogni applicazione T : X — ) lineare ¢ continua mappa un qualsiasi insieme
limitato di X in un insieme limitato di ), e cioe

B limitatoin X = T(B) limitatoin ).

Dim. Sia V C Y unintornodi o € ). La continuita elalinearitadi T : X — )
assicura che esiste un intorno U di o € X tale che T(U) C V. Sia a > 0 tale
che BC ald. Allora T(B) C T(ald) =aTU) CaV. O

2.2, Insiemi compatti

11 classico teorema di BOLZANO ® -WEIERSTRASS ¢ assicura che

B daognisuccessione limitatain " € possibile estrarre una sottosuccessione
convergente.

Questo fondamentale risultato ha motivato I'introduzione del seguente con-
cetto di compattezza, dovuto a M. FRECHET 7

e Uno spazio topologico X € detto sequenzialmente compatto se da ogni
successione € possibile estrarre una convergente.

% BERNHARD BOLZANO (1781-1848) prete, matematico e filosofo boemo.
6 KARL WEIERSTRASS (1815-1897) professore all’'Universita di Berlino.

" MAURICE FRECHET (1878-1973) eminente matematico francese.
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Aimatematici sovietici P.S. ALEXANDROV ® e P.S. URysoHN ? & dovuto invece
il moderno concetto di compattezza di un insieme in uno spazio topologico,
motivato dall’astrazione del seguente teorema di BOREL Y (vedi p.e. [25] teor.
1.6.4, [22] teor. 2.3.13).

Proposizione 2.3. Teorema di BOREL. Siano 1 C R un intervallo chuso e limitato
e J una famiglia di intervalli aperti la cui unione contiene 1. Allora esiste una
sottofamiglia finita di J la cui unione contiene 1. O

Una famiglia F di sottoinsiemi di uno spazio topologico X' é detta un ricopri-
mento di X se

xclJA.

AeF

Se gli insiemi in F sono aperti, F € detto un ricoprimento aperto.
Se la famiglia F é finita, F ¢ detto un ricoprimento finito.

e Uno spazio topologico X € detto compatto se ogni ricoprimento aperto
ammette un sottoricoprimento finito.

¢ Un sottoinsieme di uno spazio topologico X € detto compatto se &€ com-
patto come sottospazio di X .

¢ Un sottoinsieme di uno spazio topologico X e detto relativamente com-
patto se la sua chiusura & compatta.

¢ Uno spazio topologico X' é detto localmente compatto se ogni punto dello
spazio ha un intorno compatto.

e Sia S un sottoinsieme di uno spazio topologico X . Si ha che

S compatto = S chiuso,

X compatto , S chiuso = S compatto.

Dalla definizione é evidente che la compattezza € una proprieta topologica.
Se X e Y sono due insiemi il loro prodotto cartesiano X x ) € 'insieme
delle coppie ordinate {x,y} conxe X ey € ).

8 PAVEL SERGEEVICH ALEXANDROV (1896-1982) illustre matematico russo cui sono dovuti
fondamentali contributi alla moderna topologia. Allievo di EMMY NOETHER e di HILBERT a
Gottingen di BROUWER ad Amsterdam e di LuziN ed EGOROV a Mosca

9 PAUL S. URYSOHN (1898-1924) collega ed amico di ALEXANDROV, mori prematuramente
durante una nuotata nell’atlantico sulla costa francese.

10 EmiLe BOREL (1871-1956) uno dei pricipali matematici francesi del XX secolo.

13
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Siano {X,7 ,} e {¥, 7} spazi topologici.

e Nello spazio prodotto X x ) viene indotta una topologia prodotto 7,
generata dalla base costituita dall’insieme dei rettangoli A x B C & x Y
con A€T , eBeT,.

Ad A.N. TycHoNoV '! & dovuto unimportante risultato concernente il prodotto
cartesiano di una arbitraria famiglia di spazi topologici compatti.

Proposizione 2.4. Teorema di TYCHONOV. Perognifamiglia {X,,T,}, «a€l
di spazi topologici compatti il prodotto cartesiano

I

acl
dotato della topologia prodotto, e compatto (vedi [29] sez. 0.2). O

Un’importante proprieta delle applicazioni continue ¢ la seguente.

Proposizione 2.5. Continuita e compattezza. Siano X e ) spazi topologici.
Allora ogni applicazione continua T : X +— Y mappa un qualsiasi insieme compatto
di X in un insieme compatto di Y, e cioe

A compattoin X = T(A) compattoin Y.

Dim. Sia F un ricoprimento aperto di T(A) C ). La continuita di T assi-
cura che T7!(P) & un insieme aperto per ogni P € F. Dunque la famiglia
{T~'(P) : P € F} éunricoprimento apertodi A CX .

Essendo A compatto esiste un suo sottoricoprimento finito

Allora {P,,...,P,} &unsottoricoprimento finito di T(A) e dunque T(A) &
compattoin ).

11 ANDREI NIKOLAEVICH TYCHONOV (1906-1993) matematico russo teorico ed applicato.



I- ELEMENTI di ANALISI LINEARE

In R" vale il fondamentale ([25], teor.4.2.11)

Teorema di HEINE-BOREL-LEBESGUE

e Un insieme non vuoto di " ¢ relativamente compatto se e solo se &
limitato ed € compatto se e solo se € chiuso e limitato.

Dalla proposizione 2.5 e dal teorema di HEINE 2 -BOREL-LEBESGUE 13
segue immediatamente che

Teorema di WEIERSTRASS

e ogni applicazione continua T : X — R, che mappa uno spazio topo-
logico X nel campo dei reali, attinge il massimo ed il minimo su ogni
compatto non vuoto 4 C domT.

2.3. Insiemi connessi

Uno spazio topologico X € connesso se sussistono le proprieta equivalenti

e gli unici insiemi di X' che sono sia aperti che chiusi sono l'insieme vuoto
{0 elintero spazio X,

e non esiste alcuna coppia di aperti (o chiusi) non vuoti A e B tali che
AUB =X, AnNB =10.

Uninsieme S di X ¢ detto connesso se il sottospazio S € connesso.
Valgono i seguenti risultati.

e Uninsieme S € connesso se e solo se non puo essere espresso come unione
di due insiemi A, B separati e cioé taliche ANB =0, ANB=0.

12 HeinricH EDUARD HEINE (1821-1881) allievo di GAUSS e di DIRICHLET introdusse il con-
cetto di uniforme continuita.
13 Henrr LEBESGUE (1875-1941) allievo di BOREL e fondatore della moderna teoria della

misura e dell’integrazione.

15
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e Se F eunafamiglia diinsiemi connessi di uno spazio topologici X . Allora

ﬂ A#D = U A connesso .

AeF AeF

e Sia {A,, i = 1,...,n} ¢ una famiglia finita di insiemi connessi di uno
topologico X taleche A, NA,_ ; #0 peri=1,...,n—1. Allora |J, A,
€ connesso.

e Se ACX e connesso, ogniinsieme B tale che A C B C A & connesso.

e Un sottoinsieme della retta reale ;i € connesso se e solo se € un intervallo.

e Sia A CX non vuoto. Un sottoinsieme B C A é detto una componente
di A se non esiste alcun insieme connesso C C A tale che B C C.

e Sia 4 CX non vuoto. Ogni elemento ed ogni sottoinsieme di .4 sono
contenuti in una ed una sola componente di .4. Le componenti di .4 sono
chiuse.

¢ Uno spazio topologico X é detto localmente connesso se per ogni x € X
esiste un sistema fondamentale di intorni connessi di x.

Proposizione 2.6. Continuita e connessione. Siano X e ) spazi topologici.
Allora ogni applicazione continua T : X — Y mappa un qualsiasi insieme connesso
di X in un insieme connesso di Y, e cioé

A connessoin X = T(A) connessoin ).

Dim. Sia f(A) = MUN con M e N apertiin f(A) tali che M UN = 0.
Allora gli insiemi AN f(M)™! e AN f(N)™ sono non vuoti ed aperti in A.
Poiché AN f(M)'UAU fINM) '=Ae ANfIM)TNnAU fFIN) =0

ciod contraddice la connessione di A. O

Dalla proposizione 2.6 e dalla caratterizzazione dei connessi di R segue
immediatamente che

Teorema di BoLZANO

e Sia f : X — R applicazione continua che mappa uno spazio topo-
logico X nel campo dei reali e siano a,b € f(A) tali che a < b.
Allora per ogni a < ¢ < b esiste x € A tale che f(x)=c.
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Sia § una curva e cioe I'immagine di un intervallo di ® mediante una
trasformazione continua T : & — X.

Allora S € un connesso e la prossima proposizione 2.7 mostra che ogni
curva S che unisce un punto di .4 ed un punto del suo complementare A° =
X\ A deve intersecare la frontiera di A (vedi [23] teor. 3.19.9).

Questa € I'idea intuitiva di connessione.

Proposizione 2.7. Connessione e frontiera. Sia A un sottoinsieme di uno spazio
topologico X e S e un insieme connesso di X . Allora

SNA#{o}
= SN frA # {o}.
SN(X\A) # {o}

Dim. Supponiamo quindi che (SN frA4) = {o}. Poniamo quindi A° = X'\ A
e A°= (X\ A)° enotiamo che X = :Zlu frAU A° e che (Sﬂ;l) e (SN A9
sono aperti non vuoti. Infatti

SNA=(SNfrAUSNA) =S8N A,

SNA° = (Sn frA)u(Sm,fi‘f) :Smﬁ‘f,

e pertanto S = (SN ;l) u(Sn fi") contro l'ipotesi che S ¢ connesso. O

2.4. Spazi lineari topologici localmente convessi

Diremo che la funzione reale | - | € una seminorma sullo spazio lineare X
se soddisfa le condizioni

lau|=|a||u] Yue X, VaeR,
lu+v|<| ul+|v]| YuveX, subadditivita .

Una seminorma gode delle seguenti proprieta

lo|=0 Yue X, VaeR,
lu—v|=|lul-|v|| Yuvex,
[u| >0 Yue X.
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Infatti |o| =|00|=0|o|=0.

Inoltre [u—v |+ |v|>| u| equindi ju—v|>| u|—| v|.

Allora [u—v|=|—-1||v—u|>| v|—|u| epertanto [u—v|>||u|—|v|]|.
Ponendo v = o sihache |u] > 0.

Per ogni fissato ¢ > 0 l'insieme
M:={xexXx :|x|[<c},

gode delle proprieta

e 0c M,

e M éconvesso: u,ve M = du+(1-NveM VArel01],

e M ebilanciato: x e M, |a| <1 = axe M,

e M éassorbente: Vx e X Ja>0: a'lxe M.
Risulta inoltre

|x|= inf{ac | a >0, a_lxe/\/l},
«
come puo evincersi dalle equivalenze
al'xeM —= |a'x|<c = |x|<ac
La seminorma definita dal funzionale
. -1
py(x) i=inf{a [a>0,a xeM},

¢ detta il funzionale di MiNkOwsKI 4 dell’insieme M convesso, bilanciato ed
assorbente.

Una famiglia di seminorme {p_, a € A} sullo spazio lineare X soddisfa
I’assioma di separazione se in corrispondenza di un qualsiasi x, € X esiste
una seminorma p,, della famiglia tale che p, (x,) # 0.

La famiglia di seminorme induce una topologia separante su X definendo

e intorno del vettore nullo o € X', un insieme del tipo
U:={xeXx: Do, (X) <¢},

dove {p, } €una sottofamiglia finita di seminorme e {c;} € un corrispon-
dente insieme di numeri positivi. L'insieme I/ € convesso, bilanciato ed
assorbente.

14 HprMANN MINKOWSKI (1864-1909).
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e intorno di un vettore x € X, il traslato di U/ e cioeé un insieme del tipo
x+U.

Si definiscono quindi aperti della topologia i sottoinsiemi che contengono un
intorno di ogni loro punto. Essi soddisfano le proprieta assiomatiche di insieme
aperto (vedi [29] prop. 1.1.3).

Lo spazio topologico cosi definito € uno spazio lineare topologico che, per
la proprieta degli intorni, viene detto uno spazio lineare topologico localmente
convesso (STLC).

3. SPAZI METRICI

Uno spazio metrico € una coppia {X,d} costituita da un insieme X e da
una funzione d : X x X — R detta la metrica, o distanza tale che

d(Xl,Xg) >0 e d(Xl,Xg):O — X1 = X2,
d(Xl,XQ) = d(XQ,Xl) 5
d(x1,x3) < d(x1,%x2) + d(x2,x3) diseguaglianza triangolare .

Lametrica d induce una topologia separantein X definendo gliaperti O come
gli insiemi tali che per ogni x € O esiste una palla aperta

B(x,r) :={£eX : dl—x)<r}CXx,
di centro x e raggio r contenutain O.

In uno spazio metrico la topologia e perfettamente individuata dalle suc-
cessioni convergenti. Cio non accade in generale, infatti

o Neglispazitopologicile topologie possono essere distinte pur essendo
coincidenti le successioni convergenti.

Una successione {x,} di elementi di uno spazio metrico converge ad un
elemento limite x se

lim d(x,,x) — 0.
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In virta della diseguaglianza triangolare, ogni successione convergente sod-
disfa il criterio di convergenza di CAaucHy '

lim d(x,,%,) — 0.
n,M—00

Una successione che soddisfa tale criterio € detta una successione di CAUCHY.

® Uno spazio metrico X & detto completo se ogni successione di CAUCHY
convergea x € X.

B Uno spazio metrico X' € detto sequenzialmente compatto se ogni succes-
sione di punti di X ha un valore di accumulazione in X .

B Uno spazio metrico X" ¢ detto relativamente sequenzialmente compatto
se ogni successione in X ammette una sottosuccessione di CAUCHY.

B Un sottoinsieme & C & é detto sequenzialmente compatto se ogni suc-
cessione di punti di § ha un valore di accumulazione in S.

B Unsottoinsieme S C A’ é detto relativamente sequenzialmente compatto
se ogni successione in S ha un valore di accumulazione in X', cioé se la
chiusura S ¢ sequenzialmente compatta.

Osservazione 3.1. Si noti la differenza delle definizioni di spazio e di sottoin-
sieme relativamente sequenzialmente compatto. Da esse si deduce che se il
sottoinsieme S C X e relativamente sequenzialmente compatto allora tale sara
anche il sottospazio & C X considerato come spazio metrico autonomo. Se lo
spazio metrico X' & completo, allora vale il viceversa. u

I teorema di BOLzZANO-WEIERSTRASS puo essere enunciato affermando
che ogni sottoinsieme non vuoto e limitato di R €& sequenzialmente compatto.

Una versione generalizzata del teorema di BOLZANO-WEIERSTRASS pone
in relazione la nozione di compattezza e quella di compattezza sequenziale
([47], teor. 1.5.4).

¢ Uno spazio topologico di HAUSDORFF compatto € sequenzialmente com-
patto.

e Uno spazio topologico di HAUSDORFF con base contabile che é sequenzial-
mente compatto e compatto.

15 AvcusTiv Louts Caveny (1789-1857) professore di matematica all’Ecole Polytechnique,
alla Sorbona ed al Collége de France, uno dei maggiori matematici di ogni tempo.
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B Uno spazio metrico X é detto totalmente limitato ovvero precompatto se
per ogni € > 0 esiste un e-reticolo su X e cioe un ricoprimento finito di
X consistente di palle aperte di raggio e > 0.

B Un sottoinsieme S C X' di spazio metrico X' ¢ detto totalmente limitato
(precompatto) se tale ¢ il sottospazio S C X.

Si noti che la precompattezza non € una proprieta topologica.
Vale il seguente

Proposizione 3.1. Teorema di HAUSDORFF. Per uno spazio metrico X le proprieta
i) X e compatto,

i) X  eésequenzialmente compatto,

i1i) X & precompatto e completo,

sono equivalenti (vedi p.e. [23] cap. III.17 e [25], teor. 4.2.7 € 4.2.9). O

L'equivalenza delle due ultime affermazioni é dovutaa M. FRECHET. Sono
inoltre equivalenti le proprieta

e X érelativamente sequenzialmente compatto,

e X e precompatto,

e per un sottoinsieme S C X’ le proprieta
e S erelativamente compatto,

e S érelativamente sequenzialmente compatto.

Per un sottoinsieme non vuoto S C X' di uno spazio metrico X si ha poi che:

Ogni sottoinsieme compatto S C X' & chiusoin X'.

Se lo spazio metrico X’ & compatto, ogni sottoinsieme chiuso S C X &
compatto.

Se lo spazio metrico X' € completo, ogni sottoinsieme chiuso S C X' € un
sottospazio completo.

Un sottospazio S C X completo é chiuso in X'.
e S C X relativamente compatto = S C X precompatto.
e X completoe S C X precompatto = S C X' relativamente compatto.

Nelle ultime due proposizioni la relativa compattezza puo essere sostituita dalla
relativa compattezza sequenziale.



22

3 - SPAZI METRICI

Siano X, ) spazi metrici.
e Un’applicazione biunivoca T : X — ) e detta una isometria tra gli spazi
metrici X e Y se

dy(xy,%,) = d(Txy, Tx,) VX, %, € X
e Un’applicazione biunivoca T : X — ) € detta un’equivalenza uniforme
tra gli spazi metrici X e ) se

dy(x1,%,) < ¢ dy(Tx;, Tx,),

d(Tx,,Tx,) < cydy(%,%,), Vx,x,€ X,
con ¢y, c, costanti positive.

B Uno spazio metrico &' ¢ detto separabile se esiste un sottoinsieme S C X
numerabile e denso in X

Vale inoltre il seguente risultato (vedi p.e. [25] lemma. 4.1.4).

Proposizione 3.2. In uno spazio metrico ogni insieme compatto é chiuso e limitato.
O

Poiché ogni spazio lineare normato di dimensione finita € isomorfo ad R"
vale il seguente risultato (vedi p.e. [25] coroll. 4.4.4).

Proposizione 3.3. Un sottoinsieme non vuoto di uno spazio normato X di dimen-
sione finita e chiuso e limitato se e solo se é compatto. O

Molti risultati di esistenza e tecniche di soluzione iterativa di problemi non
lineari in spazi metrici sono basati su un famoso risultato dovuto a BanacH '
. (vedi p.e. [39] teor. 5.1 e, per una versione generalizzata [23] teor. 10.1.1).

Proposizione 3.4. Teorema del punto unito di BANACH.  Sia X' uno spazio
metrico non vuoto e completo e sin T : X — X un’applicazione che gode della
proprieta di contrazione

d(T(x),T(y) < adxy), a<l, VxyekX.
Allora il problema di punto unito
Tx)=x, xeX,

ammette un’unica soluzione.

16 SrERAN BANACH (1892-1945) eminente matematico polacco cui sono dovutii piti importanti

contributi alla moderna analisi funzionale.
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Dim. La proprieta di contrazione implica che 'applicazione T é continua. Sia
allora x, € X' e definiamo induttivamente la successione

x,., = T(x,) ecoe x, ,=T"(x,),

dove T" éla n-esima iteratadi T.
Per induzione si ha che

d(x,,, %, 1) <@ d(x,, %) .
In virtt della diseguaglianza triangolare risulta

d(x,,%,,;) <d(x,,%x,, )+ FdX,, . 1,%,,) < (@"+. .. +a"™* 1 d(x,,%,) .

o0

Essendo o < 1 laserie ) " converge e pertanto la somma parziale o +...+
n=0

a1 tende a zero per n — oo. La successione {x,} & quindi di CAucCHY e

la completezza dello spazio X' assicura che esiste x € X' tale che

lim x, = x.

n—oo

Infine la continuita di T mostra che

T(x) = lim T(x,) = lim x,

1 =X,
n—oo n—oo

+
e l'asserto concernente I'esistenza € dimostrato. L'unicita segue quindi osser-
vando che se T(y) =y con y € X allora

[x-y[[=[Tx-Ty| < allx-y|| = x=y,

essendo o < 1. O

L'idea alla base del teorema del punto unito risale a J. LiouviLLE !7

18 cui & dovuto un metodo costruttivo

ed é stata poi estesa da E. PICARD
di approssimazioni successive per la soluzione della equazione differenziale

dy/dx = f(z,y) con la condizione iniziale y(z,) = y, ed f(z,y) continua

17 JosepH LIOUVILLE (1809-1882) professore di analisi al Collége de France.

18 CHARLES EMILE PICARD (1856-1941) professore di analisi alla Sorbona e segretario perma-
nente all’Accadémie des Sciences.

23
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secondo LipscHITZ ¥ : | f(x,y1) — f(z,92) | < M |y1 — v | (vedip.e. [25], teor.
2.11.9).

I seguenti semplici risultati sono spesso utili nelle dimostrazioni.

B Principi di estensione
Siano X e Y spazi metrici con f,g € C(X;)) funzioni continue e sia
A & un sottoinsieme denso in X, cioé tale che A = X' . Allora

o estensione delle eguaglianze:
D) F(x)=gx) VxeA = f(x)=g(x) VxeX,
o estensione delle diseguaglianze:

i) f(x)<gx) VxeAdA = f(x)<gx) VxeX.

Per dimostrare I'implicazione i) basta osservare che dalla continuita di
f — g segue che il sottoinsieme (f — g) '(0) C X & chiuso. Essendo poi
AC (f—g) (o) C X risulta A= (f —g) '(o) = . Un analogo argomento
dimostra la 7).

4. SPAZI NORMATI

Uno spazio normato X' & uno spazio lineare in cui € definito un funzionale
| - || detto norma che gode delle seguenti proprieta:

lul >0 Yue X con lul =0 <= u=o,
laul=lalfu]  VYuex, Vaew,
lu+v] <[u|+]|v] VYVuvel diseguaglianza triangolare .

Uno spazio normato € uno spazio topologico lineare. Infatti:
u, »u = [[u, | = fful,
u, —u, o, —~a=oqu,—au,

u, —»u, V,—V => u,+v,—=u+v.

19 Ruporpu Lipscuirz (1832-1903) professore di matematica all’'Universita di Bonn.
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La metrica invariante rispetto alle traslazioni ed omogenea
d(u,v) = Hu—v||,

indotta dalla norma consente di definire la nozione di convergenza forte di una
successione {u,} €X adunelemento u,, € X':

u, > Uy < lim|u,—uy| —0.
n—oo

Un particolare spazio normato ¢ " con la norma euclidea.

B Due spazi normati X e ) sono detti equivalenti se esiste un omeomor-
fismo lineare da X su Y (e quindida Y su X')e cioé una corrispondenza
biunivoca lineare continua con l'inversa.

Si noti la proprieta generale ([22] teor. 4.3.3).

B Due qualsiasi norme su uno spazio lineare X' di dimensione finita sono
tra loro equivalenti. Sussitono cioe le diseguaglianze

Ixll, <elixll,, I, <allx],

con ¢ e o costanti positive.

4.1. Spazi di Banach

Uno spazio normato X completo é detto uno spazio di BANACH.
Ogni successsione di CAucHY {u,} dielementidi X converge quindi ad
un elemento u., dello spazio X':

lim ||u, —u,|, =0 = Jux e : lim [[u, —ux|, —0.
n,Mm—00 n—oo

Sia A uninsieme e )’ uno spazio lineare normato. Un’applicazione f di
A in Y ¢ detta limitata se f(.A) é limitato in ) e cioé se

[£f] := sup{||f(x)||y :x €A} < +o00,

L'insieme di tali applicazioni € uno spazio lineare normato B(A;Y).
Si ha che ([23] teor. 7.1.3)

B Selo spazio ) € di BANACH allora anche lo spazio B(A;)) € di BANACH.
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Sia X' € uno spazio metrico e ) uno spazio lineare normato. Detto C(X;)) lo
spazio lineare delle applicazioni continue di X in ), consideriamo lo spazio
delle applicazioni continue e limitate di & in )/, definito dall’intersezione

C(X;Y) :=C(X;Y)NBX;Y).

Allora ([23] teor. 7.2.1)

B Il sottospazio C*(X;)) C B(X;Y) é chiuso. In altri termini il limite
uniforme di funzioni continue e limitate é continuo.

Lo spazio C*(X;R) € un’algebra sul campo reale erisulta |[fg| < ||f| [ g].

W Si dice che un sottoinsieme S di B(X;R) separaipuntidi X' se per ogni
coppia {xi,x2} di punti distinti di X’ esiste una funzione f € B(X;R)
tale che f(x;) # f(xs).

Si noti che
e se lo spazio metrico X & compatto allora risulta C(X;Y) C B(X;)) e

pertanto C*(X;Y) = C(X;)).

Infatti per f € C(X;)Y) I'immagine f(X), essendo compatta in ), risulta
ivi totalmente limitata e quindi limitata. Si puo allora enunciare il seguente

notevole risultato di approssimazione ([23] teor. 7.3.1) dovuto a M.H. STONE
20

Proposizione 4.1. Teorema di STONE-WEIERSTRASS. Sia X uno spazio metrico
compatto. Se una subalgebra S di C(X;R) contiene le funzioni costanti e separa i
puntidi X, allora S é densa nello spazio di BANACH C(X;R). O

B Sia X uno spazio metrico e F uno spazio normato.

e Un sottoinsieme S di B(X;F) é detto equicontinuo se per ogni ¢ > 0
esiste 0_ > 0 tale che

dist (xp,x) <0, = [ f(xo) —£(x) | . <e,

perogni f € S con J_ indipendente da f.

20 MarsHALL HARVEY STONE (1903-1989) professore di matematica ad Harvard ed
all’Universita di Chicago.
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Un fondamentale risultato dovuto a G. Ascori ?! e C. ARZELA 2 & il seguente
([23] teor. 7.5.7)

Proposizione 4.2. Teorema di ASCOLI-ARZELA. Sia X uno spazio metrico com-
patto e F uno spazio di BANACH. Affinché un sottoinsieme S dello spazio di BA-
NACH C(X;F) sia relativamente compatto é necessario e sufficiente che 'insieme S
sia equicontinuo e che per ogni x € X Iinsieme dei valori f(x) con f € S sia
relativamente compatto in F . O

Si noti che la compattezza di X implica che C(X;F) C B(X;F) e la
completezza di F implica quella di B(X;F). Essendo chiuso in B(X;F) il
sottospazio C(X'; F) e allora uno spazio di BANACH.

4.2. Operatori lineari limitati

Siano X, YV, Z spazi lineari normati.

m L {X;Y} elospaziolineare delle applicazioni lineari limitate A : X — Y
con dom A = X, cioé le applicazioni lineari tali che

A&, <cllxll,-

m L{X,);Z} ¢lo spazio lineare delle funzioni bilineari limitate f : X x
Y— Z con domf=Xx).
Le funzioni f € £{X,Y;Z} sono separatamente lineari nelle variabili
x € X ey € ), risultacioé perogni o, € R, x1,x2 € X, y1,y2 €Y

flax, fy) = aff(x,y),
f(x1 4 x2,y1 +y2) = £(x1,y1) + F(x1, y2) + £(x2,51) + f(x2,¥2) .
La limitatezza € espressa dalla diseguaglianza
) <cllxl Iyl

Se Z = R allora le funzioni di £ {X Vs §R} sono detti funzionali bilineari (o

forme bilineari) reali.

2l Grurio AscoLr (1843-1896).
22 CESARE ARZELA (1847-1912).
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La norma di un operatore lineare A € L {X;Y} ¢ definita nei modi equi-

valenti:
Al = sup{[|Ax|l, : [[x], <1},

IA [} = sup{[|Ax ], : [Ix], =1},
| Ax ||
IA ] = sup S
xeX || X ||X
Nell'ultimo sup si esclude ovviamente il valore x = o. Analogamente si
definisce lanorma di f € £{X,V; Z}
1]l = sup{[[£Ge,¥) [l = =l Iy ll, <1}

Vale il seguente importante risultato.

Proposizione 4.3. Equivalenza tralimitatezza e continuita. Una trasformazione
lineare A : X +— Y da uno spazio normato X in uno spazio normato Y é continua
se e solo se e limitata e cioé

HAXHySaHXH a>0 <<

X7
Ve>0 36(e) : |Ix[l, <dle) = ||Ax||y <e.

Dim. La limitatezza implica banalmente la continuita. Viceversa se A € con-

tinua allora sup {|| Ax [NVAIRS »} < co. Infatti, se cosi non fosse, esisterebbe

una successsione {x,} tale che lim,_..{|| Ax, || N /l|%n|l,} = oo. Ponendo
v, =X, /|| Ax, || v si avrebbe che

HVn”X_)Oa HAanly:l»

in contrasto con l'ipotesi di continuita. O

4.3. Operatori lineari compatti

La proprieta di compattezza consente di individuare una classe di operatori
lineari tra due spazi normati X e ) che godono di importanti proprieta.

e Diremo che un operatore lineare L : X’ — ) é compatto se trasforma ogni
insieme limitato di X' in un insieme precompatto in )

A limitatoin X = L(A) precompattoin .
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Equivalentemente puo definirsi compatto un operatore lineare L : X — Y
tale che per ogni successione limitata {x,} CX la successione {Lx } CY
ammette una sottosuccessione convergente in ).

In altri termini un operatore lineare L : X — ) é compatto se e solo se

A limitatoin X = L(A) sequenzialmente precompattoin ).

Si noti che un operatore lineare L : X — ) compatto € certamente continuo in
quanto per ogni limitato A CX’ risulta

L(A) precompatto <= L(A) totalmente limitato = L(A) limitato,

e dunque dalla proposizione 4.3 segue la continuita di L.

La compattezza € quindi una proprieta piu forte della continuita ed infatti
é anche detta completa continuita.

E’ facile verificare che sussistono le seguenti proprieta.

Proposizione 4.4. Composizione. Siano X, Y, Z, W spazi lineari normati e
AcL{ZW}eBeL{);Z}, CecL{X;Y} trasformazioni lineari continue
con B compatta. Allora la trasformazione ABC ¢ compatta. O

Proposizione 4.5. Dimensione finita. Sia A una trasformazione lineare da uno
spazio normato X in uno spazio normato ). Se é soddisfatta una delle condizioni

dim dom A < + o0, dimImA <+ 0,

allora la trasformazione A é compatta. O

In uno spazio normato non € possibile definire la nozione di ortogonalita.
E’ possibile pero dimostrare che esistono elementi quasi ortogonali ad un
sottospazio lineare chiuso (vedi [29] sez. I11.2).

Proposizione 4.6. Lemma di F. R1ESz. Sia X' uno spazio normatoe M CX un
sottospazio lineare chiuso. Allora

||X5HX:1’

Voi<e< 1 dIx. e X
inf ||x.—m]|, >e.
meM X
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Dim. Essendo M chiuso per ogni x, € X'\ M si ha
= inf - >0.
o= inf |x -m|,
Essendo ave™! > « esiste m. € M tale che

| xo — m, ||X§oz€_1.

Ponendo allora x. = X~ risulta ||x. ||, =1e
| xo — m. HX
-1
% —mll, =[x —m|,” % — (m: =[x —m. ||, m) |, >

> || x, — m, ||X71a >(ae ) la=c¢.

L’elemento x. € quindi quasi ortogonale a M. O

Il lemma di Riesz 2 fornisce come conseguenza immediata la seguente
caratterizzazione degli spazi normati di dimensione finita (vedi [23] teor. 5.9.4,
[25] teor. 4.4.6).

Proposizione 4.7. Il teorema di F. R1ESz. Uno spazio normato X in cui la sfera
unitaria é compatta ha dimensione finita. O

Ogni spazio normato di dimensione finita € equivalente ad #" e la sfera
unitariain R" é compatta in forza del teorema di BOLZANO-WEIERSTRASS. Dal
teorema di RIESZ segue quindi che

e la compattezza della sfera unitaria caratterizza gli spazi normati di di-
mensione finita.

4.4. Spazi duali

Ad ogni spazio normato X puo essere associato uno spazio duale X’
definito come I'insieme dei funzionali lineari f € L {X , 3%} limitati su X,

lfW) [ <alv],, a>0 VveX.

23 FriepricH RISz (1880-1956) matematico ungherese cui sono dovuti fondamentali risultati

di analisi funzionale.
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Lo spazio X’ ¢ detto il duale topologico di X in quanto la sua definizione
coinvolge la struttura topologica di X" richiedendo che i funzionali siano con-
tinui.

Denoteremo col simbolo ( -, - ) il prodotto di dualita tra gli spazi X e
X’ (ovverosu X’ x X) definito da

(f,vy:=f(v) VveX, fei.

Un funzionale f € L {X, R} ¢un particolare operatore lineare limitato e quindi
la normain X’ € definita da

1l = Sug{\f(u)l Hlull, <1}

Il risultato enunciato alla fine di 4.1 implica in particolare che

e Se X euno spazio normato il suo duale X’ & uno spazio di BANACH (vedi
[29], pag 111, teor. IV.7.1).

4.5. Spazi riflessivi

Denoteremo con X" il biduale dello spazio normato X', definito come il
duale di X’ con la norma

1 e = sup {1 S| (1 £l <1
fex’
Ogni u € X definisce un funzionale lineare continuo f; € X" ponendo

(fo . fry:=(f,u) VfeX.

Sussiste il seguente fondamentale risultato.

e L'immersione J : X — X" definita da J(u) := fi Vu e X é
un’isometria lineare e cioé risulta

13w) [, i= sup{[(Iw), £1] : [ Fll, <1} =
fex’

= sup{[(f.w)|: | fl,<1}=]ul, Vuex.
fex’

Per la dimostrazione dell’ultima eguaglianza vedi la proposizione 5.6.
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Ponendo u = Ju Vu € X lo spazio lineare normato X puo dunque
essere identificato con un sottospazio lineare di X"

Poiché il duale di uno spazio normato X € completo ne segue che

N

e Sel'immersione canonica J : X — X" € suriettiva, lo spazio normato
X ¢é detto riflessivo. e puo identificarsi col biduale X"

e Ogni spazio normato riflessivo e uno spazio di BANACH.

Sussistono i seguenti risultati notevoli (vedi [41], teor. II1.16, coroll. TIL.18,
osserv. 1.3 e teor. 111.29).

Teorema di KAKUTANI.

e Uno spazio di BANACH X é riflessivo se e solo se la sfera unitaria in
X é compatta per la topologia debole.

e Uno spazio di BANACH X é riflessivo se e solo se lo spazio duale X"
e riflessivo.

Teorema di JAMES.
e Uno spazio di BANACH X e riflessivo se e solo se nella espressione
della norma dello spazio duale X’ I'estremo superiore € attinto e cioé
se

11 = max{| F(x)[ = ], <1}
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Teorema di MILMAN

e Uno spazio di BANACH X é riflessivo se € uniformemente convesso

e cioé se
X,y € X,
X
Ve>0 36>0: [[x[[,<1,|yll,<1,; = +yH<1—5.
||X_YHX>€’

L’'uniforme convessita di uno spazio normato € una proprieta geometrica
e non una proprieta topologica. Essa infatti non si conserva se la norma viene
sostituita con una ad essa equivalente.

L'uniforme convessita si puo enunciare in modo qualitativo affermando
che la sfera unitaria dello spazio deve essere “ben tonda”.

Ad esempio lo spazio ®? € uniformemente convesso per lanorma || x| =
(| %1 |* + | x2[%)"/? manon per lanorma || x || = |x; | + | x2 | rispetto alla quale
la sfera unitaria non é affatto “tonda” (infatti & quadrata!).

4.6. Sottospazi densi, spazi separabili e complementi ortogonali

Consideriamo un sottospazio & C X' di uno spazio normato X denso in
X ecioé tale che S = X'. Allora ogni elemento di X' pud essere approssimato
quanto si voglia, nel senso della norma, mediante elementi di S

Vue X J{u,}CS : lim ||u, —ul,=0.

Nelle applicazioni € importante la seguente proprieta che consente di approssi-
mare gli elementi di uno spazio mediante successioni.

e Uno spazio normato X ¢ detto separabile se esiste un sottoinsieme
S C X numerabile e denso in X, cioé tale che S = X'.

Un funzionale lineare f € X’ é nullosu X se si annulla su un sottospazio
denso in X . Infatti la continuita di f € X’ assicura che

SCKerf = SC Kerf
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e quindi
SCKerf,
= Kerf=2X.
S=4x,

L’'implicazione inversa sara dimostrata nella proposizione 5.11.

Consideriamo uno spazio normato X ed il duale A”.

I complementi ortogonali, detti anche annullatori, dei sottospazi lineari
M CX e N C X' sono rispettivamente i sottospazi lineari M* C X' e
N C X definiti da

Mt ::{X/EX/ (x,x)y=0 VXEM},
N+ ={xeX : (X,x)=0 VX eN}.

Si noti esplicitamente che A" & un sottospazio di X enondi X" = (') .
Per evidenziare cio taluni autori usano la notazione N, ovvero *\ .

4.7. Spazi quoziente

Sia £ un sottospazio lineare di uno spazio normato H e consideriamo
le varieta lineari @ := u+ £. Esse sono classi di equivalenza rispetto alla
relazione

W=uw < uy—wcel.

Denotiamo con H/L lospaziolineare delle varieta T : = u+L conle operazioni
Wt+w:=wt+uw+L, uy€U,u €0y,
au:=au+ L, u€cEu.

Lo spazio quoziente /L & uno spazio normato con norma definita da

Il = inf lutv],.
Si dimostra infatti che il funzionale cosi definito soddisfa le proprieta as-
siomatiche della norma (vedi [29], sezione 1.11).
Si ha poi che
e Se H e uno spazio di BANACH, ed £ CH € un sottospazio lineare chiuso,
allora lo spazio quoziente H/L € uno spazio di BANACH (vedi [29], sezione

L11).
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4.8. Spazi topologici in dualita

Siano X e Y due spazi lineari topologici localmente convessie ( - , - )
una forma bilineare continuasu X x Y che gode della proprieta di separazione

(x,y)=0 Vye)y = x=o,
(y,x)=0 VxeX = y=o.

La forma bilineare ( -, - ) € detta prodotto di dualitatra X e ). Le topologie
di X e ) sono dette compatibili con la dualita se ogni forma lineare continua
f+ & — R puo essere rappresentata mediante un y, € Y come f(x) =
(X, ¥;) ed analogamente per le forme continue su ).

5. TEOREMI DI HAHN-BANACH

La teoria degli spazi di BANACH e I’Analisi Convessa sono fondate su un
celebrato teorema enunciato da BANACH nel 1929 estendendo un precedente
risultato di HAHN del 1927.

Una successiva estensione a spazi lineari sul campo complesso € dovuta a
BOHNENBLUST e SOBCZYK nel 1938.

Si fara qui riferimento solo a spazi lineari reali.

La dimostrazione € basata su un assioma fondamentale della teoria degli
insiemi che é di seguito illustrato nelle proposizioni 5.1 e 5.2.

5.1. Lemma di Zorn ed Assioma della scelta

Sia X uninsieme su cui é definita unarelazione d’ordine parziale espressa
da a < b con le proprieta

a<a, riflessivita,
a<b,b<a = a=Db, antisimmetria,

a<b,b<c = a<c, transitivita.

e Un insieme X ¢ totalmente ordinato dalla relazione a < b se per ogni
a,b € X risulta vera almeno una delle relazioni a <b o b < a.

e Unelemento m € X' ¢ un maggiorante se p < m perogni p € X'.
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e Unelemento m € X ¢ massimalese pce X, m~<p = p=m.

Proposizione 5.1. Lemma di ZORN. Sia X' un insieme non vuoto parzialmente
ordinato tale che ogni suo sottoinsieme totalmente ordinato ammette un maggiorante.
Allora X' contiene almeno un elemento massimale. O

L’affermazione contenuta nel lemma di ZORN 2! & equivalente al seguente

assioma formulato da E. ZERMELO ?* nel 1908 (vedi ad esempio [25]).

Proposizione 5.2. Assioma della scelta. Sia F una famiglia non vuota di insiemi
non vuoti. Esiste allora una mappa f definita su F tale che f(A) € A per ogni
AeF . a

5.2. Teorema di Hahn-Banach e proprieta di separazione

Sia X uno spazio lineare sul campo reale. Un funzionale p : X — R &
detto sublineare se soddisfa le proprieta

p(x+y) <px)+ply), Vx,y€ X, subadditivita

plax) =ap(x), Ya>0, positiva omogeneita.
Un funzionale sublineare p : X — $ su di uno spazio normato & € continuo
se e solo se € limitato, cioé se

p(x)| < cllx|, VYxeX.

La dimostrazione € del tutto simile a quella dell’analogo risultato concernente
gli operatori lineari stabilito nella proposizione 4.3.

Il lemma di ZORN consente di pervenire ad un fondamentale teorema di-
mostrato da STEFAN BANACH nel 1929 (vedi [4], [25] cap. 5 e [29] teor. IV.1).

Proposizione 5.3. Teorema di HAHN-BANACH- Forma analitica. Sia p: X —
R un funzionale sublineare e sin g : G — R un funzionale lineare definito su un
sottospazio lineare G dello spazio lineare X tale che

g(x) <px), Vxeg.

2 Max Zorn (1906-1993) matematico tedesco ebreo, emigrato negli U.S.A. nel 1933 cui &
dovuta anche la dimostrazione dell’unicita dei numeri di CAYLEY.

%5 ERNST ZERMELO (1871-1953) matematico tedesco professore a Géttingen cui sono dovuti
importanti risultati in teoria degli insiemi.
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Diremo che in G il funzionale lineare g : G — R é di supporto all’epigrafo di p :
X — R, definito da

epip := {[x,A] € X x R : p(x) < A}.

Esiste allora un funzionale lineare f : X — 3 tale che

{f(X)—g(X), Vxeg,
f(x)<p(x), VxeX.

Il funzionale lineare f : X — R e dunque un prolungamento di g su X . Esso risulta
di supporto all’epigrafo di p(x) in tutto X . O

Il teorema di HAHN-BANACH € una generalizzazione del seguente risultato
dimostrato da H. HAHN 26 nel 1927 (vedi [2], [25] teor. 5.3.2, [41] coroll. 1.2 e
[29] teor. IV.5.1).

Proposizione 5.4. Teorema di HAHN. Sia X' uno spazio normatoed g : G — R
un funzionale lineare limitato definito su un sottospazio lineare G C X . Esiste allora
un funzionale lineare limitato f € L{X, R} = X' tale da prolungare g su X senza
incrementare la norma:

fx)=g(x), vxegG, |[fll,=lgl,,
dove
11l := Sug{\f(X)l x|l <1},
p IS
||g||g L= su}g){\g(x)| : ||x||X§1}.
p LS
Dim. Basta applicare il teorema 5.3 con p(x) = || g ||g <1, - O

Proposizione 5.5. Corollario. Sia X' uno spazio normato. Per ogni x € X esiste
fx €EL{X, R} = X’ tale che

{leIIX/ZIIXua

26 Hans HanN (1879-1934).
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Dim. Basta applicare la proposizione 5.4 con G = Rx e g(tx) = t| x|, in
modo che ||gHg,:HXHX- =

Proposizione 5.6. Una espressione della norma. Sia X uno spazio normato.
Per ogni x € X' si ha

x|, = I}ggf{lf(X)l Nl <13

Dim. Osserviamo che per ogni x € X si ha

X x)| : 1
[ IIXZ§2§{|J“()I Ifll, <1},

e che per la proposizione 5.5 esiste f, € A" tale che || f |, = [x], e
_ 2 : o -1 N o

(fs%) = [ xII% . Per x # 0 poniamo f, = || x|, " £, cosiche | f, ], =1

(fo, x)=x],- O

Dalla proposizione 5.6 si puo dedurre immediatamente la parte del teorema
di JAMES, citato alla sezione 4.5 concernente la seguente proprieta.

B In uno spazio di BANACH riflessivo X" risulta
1 £l = max {1760 | 1], <13

Basta applicare il risultato della proposizione 5.6 sostituendo X con A’
e X' con X”. Allora per ogni x’' € &’ la suriettivita dell’isomorfismo
isometrico canonico J € L {X, X"} assicura che

11l = max{[ O] 17 <1} = max{[ fx) |« [[x], <1}

fx cXx”

Il teorema di HAHN-BANACH puo essere espresso in forma geometrica come
proprieta di separazione in senso largo o stretto di due convessi.

A tal fine introduciamo la seguente definizione.

Un iperpiano é un sottoinsieme di uno spazio lineare X definito da

L={xeX : f(x)=a},

dove f € un funzionale lineare non identicamente nulloed « € R.
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In uno spazio normato X vale la seguente proprieta.

Proposizione 5.7. Iperpiani chiusi. Un iperpiano di equazione
L={xeX: f(x)=a}, acR,
é chiuso se e solo se il funzionale lineare f € X' énon nullo e continuo. O
Dati due insiemi A, B C X diremo che l'iperpiano £ separa A e B

e in senso largo se

fx)<a VxeA, f(x)>a VxeB supf(x)gingf(x),
xcA xe

e in senso stretto se esiste un ¢ > 0 tale che

f(x)<a—e VxcA, f(x)>ate VxeB < sup f(x)<)ic1€1!fsf(x).

xeA

Il teorema di HAHN-BANACH conduce alle seguenti proposizioni (vedi [41],
teor. 1.6 e 7). Altri importanti risultati ad esse collegati possono trovarsi in
[21].

Proposizione 5.8. Separazione in senso largo. Sia X' uno spazio normato e siano
A e B due convessi non vuoti e disgiunti in X . Se almeno uno di essi ¢ aperto
allora esiste un iperpiano chiuso che li separa in senso largo. O

Proposizione 5.9. Separazione in senso stretto. Sia X' uno spazio normato e
siano A e B due convessinon vuoti e disgiuntiin X . Sealmeno uno di essi é chiuso
e l'altro é compatto allora esiste un iperpiano chiuso che li separa in senso stretto. [

La proposizione 5.9 consente di dimostrare che (vedi [41], coroll. 1.8)

Proposizione 5.10. Sottospazi densi. Sia X' uno spazio normato. Se G C X ¢
un sottospazio lineare tale che G # X, allora esiste un funzionale lineare non nullo
feX chesiannullasu G.

Dim. Sia x, € X\ G. La proposizione 5.9 con A =G e B = {x,} assicura che
esisteun f € X', f # 0 tale che

fx) <a<f (x,) VxeQG.

Allora f(Ax) = A f(x) <a VAeR edunque f(x)=0 Vxeg. O

39



40

5-TEOREMI DI HAHN-BANACH

Un utile criterio di densita é il seguente.

Proposizione 5.11. Condizione di densita. Siz X uno spazio normato. Un
sottospazio lineare G C X e denso in X se e solo se ogni funzionale lineare f € X’
che si annulla su G ¢ identicamente nullo su X .

Dim. L'implicazione se segue dalla proposizione 5.10. L'implicazione solo se &
conseguenza della continuita di f € X”. O

La proposizione 5.9 consente anche di dimostrare il seguente importante
risultato concernente i complementi ortogonali.

Proposizione 5.12. Relazioni di biortogonalita. Consideriamo uno spazio nor-
mato X ed il duale X' e siano

G+ C X' e N* C X gli annullatori dei sottospazi lineari G C X e N C X,
G C X e N C X gli annullatori dei sottospazi lineari G+ C X' e N* C X.

Si ha allora che

gLL:g7 NLL QN

Se X ¢ riflessivo risulta ~ N+ = N

Dim. E’ evidente che ¢ C G+ ed essendo G chiusosiha G C G*+.

Per mostrare che G C G supponiamo che esista un x, € Gt tale che
X, ¢ G . Separiamo {x,} e G in senso stretto con un iperpiano chiuso. Esistono
quindi f € X’ ed o € R tali che

1) f(x)<a<f (x,) Vx€QG.

Ne segue che f(x) =0 Vx € G edunque f € G*. Pertanto si ha anche che
f(x,) = 0 in quanto x, € G**. Cio contraddice la 7).
Analogamente ¢ evidente che ' C NV 1L ed essendo N** chiuso si ha
N C N*-. Per mostrare che vale I'eguaglianza N' = N** si pud procedere
come in precedenza assumendo che esista f, € N tale che f, ¢ .
Separando {f,} e N in senso stretto con un iperpiano chiuso definito da
f*e X" siha che

i) f(f) <a<f (o) VfEN.
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si deduce che f*(f) =0 VfeN.Se X ériflessivo si ha che
ViteX" IxT e fi(f)=(f,x") Ve

Dunque x* € N* e quindi ( f,, x*) = 0 e cid contraddice la 7). O

Il teorema di HAHN consente di dimostrare un’importante connessione tra
le nozioni di duale di un sottospazio, di annullatore e di spazio quoziente.

Proposizione 5.13. Un isomorfismo isometrico. Siz G C X un sottospazio
lineare di uno spazio normato X e G+ € X' il suo annullatore. Allora I'applicazione
lineare J € L{X'/G",G'} definita da

(Jx'4+6Y),x)=(x',x), ¥ eX', ¥Vxeg,

e un isomorfismo isometrico.

Dim. La linearita e l'iniettivita sono immediate. Si ha che

(T +GY) . x) = (X 2 x) < X 42, lIx]l, VZ egh,

e quindi

13+ G g < inf{llx' +2' ||, |2 €G ) =[x + G |50 -

In forza del teorema di HAHN, per ogni y’ € G’ esiste un funzionale x’ € X’

tale che
(x',x)=(y',x) Vxeg,

/ _ /
1% L =1yl -
Allora
(X +6Y),x)=(x,x)=(y,x), Vxeg,

equindi J € L{X'/G",G'} ¢ suriettiva. Si ha poi che

15 4 G g < 1% 1y = 15 g = 136 +64)

B

edunque J € L{X’/G",G'} ¢ unaisometria. O
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5.3. Operatori duali

La nozione di operatore duale o il coniugato di un dato operatore lineare
é di importanza fondamentale.

Essa ¢ illustrata dalle seguenti proposizioni in cui {X, Y} € una coppia di
spazi normati e {X’,)’} éla coppia degli spazi duali.

Lemma 5.14. Esistenza dell’operatore duale. Sia A : X — Y un operatore
lineare definito su dom A C X . Consideriamo quindi i punti {x',y’} dello spazio
prodotto X' x ' tali che

i) (xX',x)=(y,Ax) Vxe domA,

allora x' € X’ ¢ univocamente determinato da y' € )’ se e solo se il sottospazio
lineare dom A ¢ denso in X.

Dim. In virta della linearita si tratta di dimostrare che I'implicazione
(xX',x)=0 Vx€ domA = x' =o,

equivale alla densita di dom A in X. Cio segue dalla proposizione 5.11.  [J

L'operatore lineare A’ : )’ — X’ definito da A'y’ = x’ & detto il duale o
il coniugato di A.

Il dominio dom A’ ¢ l'insieme degli y’ € )’ tali che esistaun x’ € X’ che
soddisfila i) del lemma 5.14. Vale quindi I'identita fondamentale

(Aly' ,xy=(y,Ax) V¥xe€ domA, Vy € domA’.
Il dominio dell’operatore duale A’ : )’ — X’ puo essere cosi caratterizzato.
Proposizione 5.15. Dominio dell’operatore duale.  Se il dominio dom A
dell’operatore lineare A : X +— Y é denso nello spazio normato X, il dominio

dom A’ dell’operatore duale A’ : Y' +— X' & il sottospazio lineare di Y’ definito da

S:={y'e)Y :3c>0, [y Ax)| <clx|, Vxe domA}.
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Dim. Consideriamo il funzionale lineare g : dom A — & definito da
g(x) :=(y',Ax) con y €8,x¢e domA.

Risulta [g(x)[ < c[|x|, Vx € domA e quindiil teorema 5.4 di HAHN assi-
cura che g pud essere prolungato ad un funzionale lineare f: X — R tale che
| f(x)| < cllx]], VxeX.Ilfunzionalelineare f € X’ € unico in virtu della
densita di dom A in &'. Si pone infine A'y’ = f per definire A’ : ) — X".
Dunque § C dom A’. L'inclusione S O dom A’ € banale. O

Proposizione 5.16. Continuita dell’operatore duale. Siz A € L{X,V} un
operatore lineare continuo con dom A = X . Allora I'operatore lineare duale A’ €
L{Y, X'} écontinuo e risulta

[Al=[A"].

Dim. La continuita di A edi y’ implica che
FA, 1Y 1y, = ALY, = (Y Ax) = (AY', x),
e dunque si ha

IAIY [l = Sug{|<A'Y’»X>| Plixlly =13 = 1TAY Il
S

X

percui A’ € L{Y X'} e |A| > ||A’|. Per dimostrare la diseguaglianza
inversa osserviamo che

VxeX EIy’Ey’:||y’||y,:1, (¥, Ax) = || Ax|, .

A tal fine si applichi la proposizione 5.4 per G = RAx e g(t Ax) =1 || Ax Hy
Dunque, posto x’ = A'y’ risulta (x', x) = [[Ax||, e quindi [|Ax|, =
(AY" ) < [TAMHEy =l = TAT I, per cui [[Af] < [[A"]]. O

Il seguente teorema di SCHAUDER *7 é fondamentale nella teoria spettrale
degli operatori compatti (vedi [41], prop. IV.4. o [29], sezione X.4.).

27 JuLUSz PAWEL SCHAUDER (1899-1943) matematico polacco ebreo allievo di STEINHAUS. E’
famoso per il suo teorema del punto fisso che estende quello di BROWER agli spazi di BANACH, la
teoria degli indici sviluppata con LERAY e la teoria spettrale degli operatori compatti. Mori ucciso
dalla Gestapo.
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Proposizione 5.17. Compattezza dell’operatore duale. Siano {X,Y} spazi di
BaNAcH e {X', Y’} gli spazi duali. Sia quindi A € L{X,Y} un operatore lineare
continuoe A’ € L{X',Y'} l'operatore duale. Allora

A compatto <= A’ compatto,

e cioe A ¢ compatto se e solo se A’ é compatto. O

Lemma 5.18. Ortogonalita tra nucleo ed immagine. Sia A : X — Y un
operatore lineare continuo con dom A densoin X e A’ : Y’ +— X' I'operatore duale.

Allora
i) KerA = (ImA")"*,

ii) KerA’ = (ImA)™*.

Dim. La ¢) segue dalle equivalenze

xc KerA <= (y,Ax)=0 Vy c¢)Y < (A'y ,x)=0 Vy € domA’.
La ii) segue dalle equivalenze

y € KerA' < (A'y ,x)=0 Vx€ X < (y,Ax)=0 Vx& domA,

che sono conseguenza della relazione di dualita tra A e A’. O

Altre proprieta fondamentali che legano nucleo ed immagine di un oper-
atore lineare ed del suo duale saranno illustrate nella proposizione 9.12.

6. SPAZI DI HILBERT

La nozione di spazio di HILBERT * consente di estendere al caso di spazi
non finitamente generabili molte delle familiari proprieta degli spazi vettoriali
di dimensione finita della geometria Euclidea.

28 DAvID HILBERT (1862-1943). Studio all’'Universita di Konigsberg sua citta natale. Consegui
il dottorato nel 1885 sotto la guida di LINDEMANN. suo collega didottorato ed amico fu MINKOWSKI.
Nel 1884 HurwiTz ando ad insegnare all'Universita di Kénigsberg e divenne amico di HILBERT.
Nel 1892, divenne professore straordinario e nel 1893 professore ordinario. Nel 1895, su proposta
di KLINE, HILBERT assunse la cattedra di matematica all’Universita di Gottingen, dove continud
ad insegnare fino alla fine della carriera. Nel 1902 gli fu offerta una cattedra a Berlino ma egli
rifiuto ponendo la condizione di chiamare a Gottingen il suo amico MINKOWSKI. Innumerevoli e
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Uno spazio vettoriale H sul campo reale € detto uno spazio pre-HILBERT

se su H x H é definita una forma bilineare ( - , - ), simmetrica e definita
positiva:

(u, v)= (v, u) Yu,veH,

(u,u)>0 YueH,

(u,u)=0 = u=o.
Laforma ( -, -) e dettail prodotto interno in H, ed induce una norma in H
definita da
[a|l :=+(ua, u).
La diseguaglianza triangolare ¢ conseguenza della seguente proprieta detta

e diseguaglianza di CAUCHY-BUNYAKOVSKII 2 -SCHWARZ %

[(a, vy <[[ulfliv] VuveHr,

con eguaglianza se e solo se i vettori u e v sono paralleli.
La diseguaglianza di CAUCHY-BUNYAKOVSKII-SCHWARZ si dimostra os-
servando che

(u+Av,u+Av)>0 VAieR VuveH

ed imponendo che il discriminante del polinomio di secondo grado in A sia
non positivo. Si noti che la validita della diseguaglianza sussiste sotto la piu
debole ipotesi che la forma bilineare ( - , - ) sia non negativa.

In ogni spazio vettoriale con prodotto interno vale la

fondamentali sono stati i suoi contributi in molti campi della matematica, tra i quali la teoria degli
invarianti, i nuneri algebrici, ’analisi funzionale, le equazioni integrali, la fisica matematica ed il
calcolo delle variazioni. Nel 1899 pubblico i Grundlagen der Geometrie che posero la base di una
trattazione assiomatica della geometria. I famosi 23 problemi, posti da HILBERT al 2° Congresso
internazionale di Matematica di Parigi sfidarono e sfidano tuttora i matematici a risolvere questioni
fondamentali. La sua frase Wir miissen wissen, wir werden wissen dimostral’ottimismo e l’entusiasmo

che egli pose nella ricerca.

29 VIKTOR YAKOVLEVICH BUNYAKOVSKII (1804-1889) matematico ucraino. Fu allievo di
CAUCHY a Parigi nel 1825 e pubblico il risultato in una monografia del 1859 sulle diseguaglianze
tra integrali.

30 HERMANN AMANDUS SCHWARZ (1843-1921) allievo di Weierstrass e professore a Berlino.
Pubblico il risultato in una nota del 1885 scritta in onore di WEIERSTRASS in occasione del suo 70°

compleanno.
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¢ regola del parallelogramma

lutviP+lu=v[F=2(ulP+]v]*) YuveH.

La regola del parallelogramma pud enunciarsi affermando che la somma
dei quadrati costruiti sui lati € eguale alla somma dei quadrati costruiti
sulle diagonali.

Un notevole risultato dovuto a M. FrRECHET %' , J. vON NEUMANN 32 e P.
JORDAN assicura che, viceversa, se in uno spazio normato vale la regola del
parallelogramma, allora € possibile definire in esso un prodotto interno medi-
ante una delle due equivalenti relazioni (vedi ad es. [29] teor.I.5.1)

(u, vy: i[||u+v||2—||u+v||2} Yu,veH,

(u, vy: %[Hu—&—v”2 —Jul? - ||v||2} Yu,veH.
La regola del parallelogramma caratterizza quindi tra gli spazi normati quelli
con prodotto interno.

Uno spazio pre-HILBERT H ¢ detto uno spazio di HILBERT se € completo
rispetto alla norma indotta dal prodotto interno.

Uno spazio di HILBERT € quindi uno spazio di BANACH.

Un sottospazio lineare chiuso di uno spazio di HILBERT € anch’esso uno
spazio di HILBERT con lo stesso prodotto interno.

6.1. Proiezione ortogonale

Un insieme K C H e detto convesso se, comunque assegnati due vettori
u e v in K, tutti i vettori del segmento che li unisce appartengono a K:

u,vek = du+(1-Nvek Vvrelo]].

L’estensione della validita di molti classici risultati di geometria euclidea
agli spazi di HILBERT € fondata sulla seguente fondamentale proprieta.

31 MauricE FRECHET (1898-1973) eminente professore di matematica francese, per primo
inizio a costruire una teoria astratta degli spazi di funzioni.

32 JouN VON NEUMANN (1903-1957) uno dei matematici pit geniali del XX secolo cui sono
anche dovuti contributi fondamentali per I'invenzione dei calcolatori elettronici.
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Proposizione 6.1. Teorema della proiezione ortogonale. Assegnati un insieme
chiuso e convesso K in uno spazio di HILBERT H ed un vettore u € H, esite un
unico vettore P u € K in corrispondenza del quale é minima la distanza tra u € 'H
e K:

[u—uc|=min{lu-v],veK}.

Il vettore P-u € K édetto la proiezione ortogonale di u su K el’operatore lineare
P, ¢ detto il proiettore ortogonale su K. O

Assegnato u € H, consideriamo il convesso chiuso
u—K ::{VGH V=u—w, WGIC}.

Effettuando la sostituzione u — K — K, la proposizione 6.1 € equivalente alla
seguente.

Proposizione 6.2. Proprieta di minima norma. Ogni insieme chiuso e convesso
K C 'H in uno spazio di HILBERT H contiene un unico vettore di minima norma.

Dim. Sia d = inf{||v|, ve€ K} e {v,} CK una successione minimizzante
cioeé tale che || v, || — d. Per la regola del parallelogramma si ha che

| (Vi = vin)/2 ”2 =1/2(|[ v ”2 + [ vin H2) = [ (Vi +vin)/2 ”2 <

=1/2(][ v, ”2 + [l vim HZ) - d27

poiché || (v,4+vy,)/2] > d inquanto (v, +v,,)/2 € K in virtt della convessita
di K. La successione {v,} CK & dunque di CAUCHY.

In forza della completezza di H e della chiusuradi K essa converge ad un
elemento u € K. Inoltre la diseguaglianza |u—v || > || u| — | v| | assicura
che ||u| =4d.

Se uy,u € K sono due elementi di norma pari a d la regola del parallel-
ogramma implica che

(w1 = u)/2|* = & — || (w +wy)/2|* < 0,

cioé che u; = us. O
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Consideriamo la forma quadratica f(w) := |[u—w|®> con w € K ed
osserviamo che i vettori v —P,u con v € K sono diretti verso I'interno di K.

Imponiamo quindi che la derivata direzionale di f (w) nel punto P,u e
secondo l'incremento v — Pu sia non negativa.

Si deduce che la proiezione P, .u di u su K ¢ caratterizzata dalla con-
dizione variazionale

(u—Pu,v-P.u)<0 Vvek.

Notiamo che
e il vettore u — P,.u é diretto secondo la normale uscente dal convesso K

nel punto P,u.

E’ facile vedere che I'operatore P,. gode della proprieta di contrazione e cioé
che
[Pru—Pv||<|[u-v] VuveH.

Infatti risulta
{(ulPKul,vPKu1)§0 Vv e,

(up —Puy, v-Puy) <0 Vvek.
Ponendo v = uy nella prima disuguaglianza e v = u; nella seconda si ottiene
per addizione che

| Pru; — Pruy 1> < (u —ug, Pou —Peuwy),

e quindi il risultato segue dalla diseguaglianza di CAUCHY-SCHWARZ.
Se il convesso chiuso K € un sottospazio lineare S di ‘H la condizione di
normalita si traduce in una di ortogonalita

(u—Pgu,v)=0 Vves.
Sia S uninsieme di H e
S% ::{ueH c(u,v)=0 VVES},

il sottospazio lineare complemento ortogonale nella topologia di HILBERT.

Si noti che il sottospazio lineare S ¢ chiuso in virtu della continuita del
prodotto scalare (diseguaglianza di CAUCHY-SCHWARZ).

Se S é un sottospazio lineare chiuso di H, la proposizione 6.1 stabilisce
che ogni vettore u € H pud essere univocamente decomposto nella somma

u=Psu+ (I-Pyu,

con PaueSe (I-PglueS?.
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Sussiste dunque la decomposizione in somma diretta
H=S+S8” con SNS” = {o}.

L'unicita della decomposizione consente di affermare che

e un sottospazio lineare S ¢ chiuso in H se e solo se
S =8

Infatti se S € chiusosihache H=8+8"=84+8 = §%° =8.
Il proiettore ortogonale P, su un sottospazio lineare chiuso K é un opera-
tore lineare su H con peculiari proprieta.

Proposizione 6.3. Proprieta del proiettore. Il proiettore ortogonale P su di un
sottospazio lineare chiuso K C ‘H ¢é un operatore lineare su ‘H tale che

P, =Py idempotenza,
(Pyu,v)=(u,Pv) VuvekH simmetria,
|Peull < |lull Vu,veH contrazione.

Per la dimostrazione si veda [29], teor. II1.2. O

Per la proprieta di contrazione, un proiettore ortogonale ¢ limitato e risulta
IPell<1.

Il proiettore su un sottospazio lineare chiuso K é continuo in virtu della propo-
sizione 4.3. Le seguenti proprieta caratterizzano un proiettore ortogonale.

Proposizione 6.4. Caratterizzazione del proiettore. Un operatore lineare limitato
P € L{H,H} suunospaziodi HILBERT H éun proiettore ortogonale sul sottospazio
lineare immagine ImP se e solo se gode delle sequenti proprieta caratteristiche:

P, =Ps idempotenza,
(Pru,v)=(u,Prv) VuvekH simmetria,

o0, in alternativa,
— p2 :
P =P, idempotenza,

[Pl <1

Per la dimostrazione si veda [29], teor. II1.2 e II1.3. O
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Sinoti che I'immagine di un proiettore ortogonale € un sottospazio lineare
chiuso dello spazio di HILBERT H .

6.2. Duale di uno spazio di Hilbert

Una proprieta caratteristica di uno spazio di HILBERT & quella di poter
essere identificato con il suo duale.

Cio segue da fondamentali risultati essenzialmente dovuti a F. R1Esz ([5],
1909) su cui é basata la teoria degli spazi di HILBERT, ( vedi ad es. [29], [41]).

Proposizione 6.5. Teorema di rappresentazione di RIESZ-FRECHET. Sia f €
L{H,R} un funzionale lineare limitato su uno spazio di HILBERT H . Esiste allora
un unico vettore uy € ‘H tale che

JOv) = (up,viy WveH, con | fll,, = lusl,.

Dim. L'unicita di u; € H e evidente in quanto
(u;,v)=0 VveH = uy=o.

La continuita e la linearita di f € H’ assicurano che Ker f € un sottospazio
lineare chiuso di H. Se Ker f = H ecioe f = o € H' bastaprendere uy =o €
H . Supponiamo quindi che Ker f # H e dimostriamo che esiste un vy € H
tale che

vig Kerf, |vsl,, =1, (vs,viy=0 VveKerf.

A tal fine consideriamo un u € H \ Ker f e poniamo

u— ITu

V== >
[u —Tlull,

con II proiettore ortogonale su Ker f. Il vettore v, € H & dunque un versore
ortogonale a Ker f. Dimostriamo che esso é unico e cioé che il complemento
ortogonale di Ker f in H ha dimensione pariad 1.
A tal fine basta mostrare che ogni v € H ammette una decomposizione
del tipo
v=Avy+v, con v, € Kerf.
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Siccome f(v,) =0 dovraessere f(v) =\ f(vy) e quindi

_ fv)
f(vy)

€ Vo=V —AVy.

Risulta dunque

f(v)
fve)

Vi Vg = A Vel + (v Vo = A =

Basta allora porre uy = f(vy) vy.
Si ha inoltre

I £, = sug{f(V) v, <1} = sug{wf, Vo s v, <1} <
veE ve
= sug{llVHH laglly, = v, <1} =lusll,,,
ve

ed anche

g2
||f||H,=su5{f<v>:|v||Hs1}2f< o ) Ty,

Tarl, )~ Turll,

dacui || 1, = uy ], 0

Una diretta conseguenza del teorema di RIESZ-FRECHET € che ogni spazio
di HILBERT é riflessivo. A tale risultato pud anche pervenirsi osservando che
la regola del parallelogramma implica che gli spazi di HILBERT sono uniforme-
mente convessi ed invocando il teorema di MILMAN.

Si noti a tal proposito che ogni vettore u € H definisce un funzionale lineare
limitato f,, € H' tramite la relazione

fa(v) i=(u,vyy VveH, con | ful,, =Iul,-

Il teorema di RIESz-FRECHET stabilisce pertanto 1’esistenza, tra lo spazio
di HILBERT H ed il suo duale ', di una corrispondenza biunivoca lineare e
continua con l'inversa.

Tale corrispondenza preserva la norma, ed € pertanto un isomorfismo iso-
metrico p € L{H' H}:

pf=uy VfeH , con |[pufl, =Ifl,-
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Lo spazio duale H' viene dotato naturalmente di un prodotto interno
indotto da quello di H e definito da

(Jis o i= (i s mwfory Y, faeH.

La norma indotta in H’ da tale prodotto interno coincide con quella || f||,,
precedentemente definita nella sezione 4.4.

L'esistenza di un isomorfismo isometrico tra H ed il suo duale H’ implica
che anche lo spazio duale H’, € completo e dunque € uno spazio di HILBERT.

Si noti che valgono le seguenti relazioni tra gli ortogonali in senso Hilber-
tiano e quelli secondo la dualita.

Proposizione 6.6. Relazioni tra gli ortogonali. Siano H e H' spazi di HILBERT
in dualita. Se P CH e Q CH' sono sottospazi lineari e

P CH e QF CH sonoiloro complementi ortogonali definiti per dualita,

PP CH e Q¥ CH sonoiloro complementi ortogonali nella topologia di HILBERT,

si ha che

,P@ :HPL, Q@ :H71 QL7 PLEB :PH%L’ QlEB _ Q@l.

Dim. Le prime due relazioni sono di immediata verifica. Ne segue che
Lo _ o ipll _ 1B ol pee _ pal

In modo analogo si verifica I'ultima eguaglianza. O

L'isomorfismo isometrico u € L {H’ , H} consente di estendere la dise-
guaglianza di CAUCHY-SCHWARZ al prodotto di dualita tra spazi di HILBERT.

Si puo anzi dire che la definizione di norma nello spazio duale introdotta
nella sezione 4.4 € suggerita da tale estensione.

Proposizione 6.7. Diseguaglianza di CAUCHY-SCHWARZ tra spazi duali. Siano
H e H' spazi di HILBERT in dualita. Allora risulta

| (x', x| <] x'||H,||X||H VxeH, VX eH,

e I'equaglianza vale se e solo se x e pux' sono paralleli.
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Dim. Basta porre x' = py con y € X. O

Nella sezione 4.4 abbiamo visto che un funzionale lineare f € H' é nullo
su ‘H se si annulla su un sottospazio lineare denso in .

Il teorema della proiezione e quello di rappresentazione, proposizioni 6.1
e 6.5, consentono di dimostrare che vale anche la proprieta inversa.

Proposizione 6.8. Caratterizzazione dei sottospazi lineari densi. Se I"unico
funzionale f € H' che si annulla sul sottospazio lineare S C 'H e il funzionale nullo
su H, cioe se

fv)=0 VveS = f(v)=0 VveH,

allora S ¢ densoin H.

Dim. Peripotesi S C Ker f = Ker f = H. Si deve mostrare che S = H.
Supponiamo per assurdo che sia S # H .
Allora scelto un u € H\ S, il vettore u — Pzu sarebbe non nullo e quindi
tale sarebbe anche il funzionale f = J'(u —Pzu).
Poiché per ipotesi

fv)=(u—-Pgu,v)=0 VveS = f(v)=0 VveH,
cio e impossibile. O
Tale risultato e un caso particolare di quello della proposizione 5.10 valido
in uno spazio di BANACH. Esso mostra un esempio del fatto che negli spazi
di HiLBERT il ruolo giocato dal teorema di HAHN-BANACH, e dai teoremi di

separazione da esso dedotti, puo essere svolto dal teorema della proiezione
ortogonale e dal teorema di rappresentazione di RIESzZ-FRECHET.

Osservazione 6.1. Ponendo I'isomorfismo isometrico u € L{H', H} pari
all'identita, lo spazio H viene identificato col suo duale H’ ed e detto uno
spazio di HILBERT pivot. L'osservazione che segue la proposizione 9.13
mostrera perd che non é sempre lecito identificare uno spazio di HILBERT col
suo duale. |

6.3. Successioni ortonormali complete

Un insieme di vettori di uno spazio di HILBERT costituisce una famiglia
ortonormale se tutti i vettori sono di norma unitaria ed a due a due ortogonali.
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Una famiglia ortonormale puo essere costruita a partire da una famiglia
finita o contabile mediante il procedimento di ortogonalizzazione di GRAM-
SCHMIDT.

B Ortogonalizzazione

Se {u,} € una successione di elementi linearmente indipendenti di H
definiamo {w,} e {z,} induttivamente ponendo

Wo
W, = Uy, ZO:HW”’
o
Wn+1
Wnt1 = Uptl — Z (Upt1, 2k ) Zg Zpi1 = s
k<n H Wn+1 ||

Allora {z,} € una successione ortonormale.

Una famiglia ortonormale € detta completa se non esiste alcuna altra famiglia
ortonormale che la contiene.

Una famiglia ortonormale completa € detta anche una base ortonormale e
la sua esistenza ¢ assicurata dal lemma di ZORN.

Lo spazio di HILBERT H € detto separabile se esiste una successione di
elementi di H che costituisce una base ortonormale.

Le successioni ortonormali complete consentono di effettuare lo sviluppo
in serie di FOURIER * di un campo vettoriale f € H.

Proposizione 6.9. Sviluppo in serie di FOURIER. Sia {u, } CH unasuccessione
ortonormale completa. Per ogni £ € H sussiste allora lo sviluppo in serie

e vale la relazione di PARSEVAL

00
IE17 =22 1of, ) P

n=1

33 JosEpi FOURIER (1768-1830) grande fisico matematico francese famoso per i suoi studi
sulla propagazione del calore (pubblico la Théorie analytique de la chaleur) e per il metodo di

sviluppo in serie che prende il suo nome.
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Dim. Dalla relazione
u 2
”f_;(f uy) un” —Hf” 27:1 (f,u,)",

si deduce la diseguaglianza di BEssEL 3

k
S, u)? < FIP.

n=1

k

Ne consegue che la successione {3 (f, u,)u,} € di CAUCHY in quanto la
n=1

norma della differenza

k h k k
|| z:l(fuun)un_Z(fuun>un||2:H Z(fyun)unHQZZ“faun)‘Qa
n= n=nh n=h

n=1
con k > h, tende a zero per h — 00.

Infatti la successione { Z [ (f, u,)|? } € monotona non decrescente e limi-

tata in virtu della dlseguaghanza di BESSEL e pertanto converge ad un limite
finito.

k
Poniamo allora f* =lim;_ > (f, u,)u, e mostriamo che f*=f.

n=1
Per la continuita del prodotto interno si ha infatti che per ogni u; risulta

k
(f — £, u;)=lim ([f - Z f,u)u,],uy) =, u)—(f,u;)=0.

k—o00

La completezza della successione ortonormale implica quindi che f* = f.
Osservando infine che, per la continuita della norma, si ha

0= lim £ 3 (F, wyun | = || £]2 — lim z| £ou) | =

n=1 k—o00 =1
2 = 2
=[£17 =X [(f, w) |7,
n=1

si perviene alla relazione di PARSEVAL % . a

3 FriEpRICH WILHELM BESSEL (1784-1846) matematico tedesco direttore dell’osservatorio
astronomico di Konigsberg.

35 MARC-ANTOINE PARSEVAL DES CHENES (1755-1836).
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6.4. Spazi di HILBERT quoziente

Sia £ un sottospazio lineare chiuso di uno spazio diHILBERT H .
Denotiamo con H/L lo spazio quoziente costituito dalle varieta T :=
u + £ e dotato della norma
[ += inf v,
e E’ possibile dotare lo spazio H/L di una struttura Hilbertiana indotta da
quella dello spazio H .

Per dimostrarlo premettiamo alcune semplici considerazioni.

Proposizione 6.10. Prodotto interno indotto da un operatore. Siano X uno
spazio lineare e ‘H uno spazio di HILBERT. Sia 0 : X — H un operatore lineare
iniettivo, cioé tale che Ker@ = {o}. Allora:

a) Definendo il prodotto interno in X mediante 'identita

(X1, X2)y = (0x1,0%x0)y Vx,x2€ X,

lo spazio X é uno spazio pre-HILBERT.
b) Lo spazio X é uno spazio di HILBERT se e solo se Im @ ¢ chiuso in H .

Dim. La prima affermazione ¢ una semplice conseguenza della bilinearita del
prodotto interno definito in X’ e del fatto che

||X||X:||9X||H:0 = @fx=0 = x=o0.

Per dimostrare la b) basta osservare che il sottospazio lineare Im6 C H é uno
spazio di HILBERT per la topologia indotta da H se e solo se € chiusoin H. In
tal caso e solo in tal caso la mappa lineare 8, che € iniettiva e suriettiva da X
su Im @, costituisce un isomorfismo isometrico tra lo spazio pre-HILBERT X e
lo spazio di HILBERT Im @ . Dunque lo spazio X é completo. O

Proposizione 6.11. Isomorfismo fondamentale di uno spazio quoziente. Sia
L CH un sottospazio lineare chiuso di uno spazio di HILBERT H. Tra lo spazio
quoziente H/L ed il complemento ortogonale L% di L in 'H esiste un isomorfismo
0 cL{H/L L"}.
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Dim. Basta definire § € L{H/L,L£®} come l'operatore lineare che ad ogni
varieta u + LY € H/L fa corrispondere la proiezione di un qualsiasi vettore
della varietd su £%. L'operatore inverso 8" € L {£% H/L} mappa i vettori
u, €LY inu, +L" eH/L. O

Lo spazio quoziente H/L diviene pertanto uno spazio di HILBERT de-
finendo il prodotto interno come quello indotto dall’isomorfismo fondamentale

(m + L, u2+£)H/£ 22(0(111—|—£), 9(u2+£))'H Yu,u € H.
La corrispondente norma é pari a

. _ _ _ C
Jut L, = inf utv], =u-Tu], =T,

H/L
dove II ¢ il proiettore ortogonale di H su £ e II® = I — II ¢ il proiettore
complementare che proietta H su £.

Altri risultati concernenti gli spazi quoziente ed i sottospazi lineari di uno
spazio di HILBERT saranno presentati nella sezione 9.3.
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6.5. Spazi prodotto

Siano X e Y spazi di BANAcCH. Il prodotto cartesiano & x ) é allora uno
spazio di BANACH per la topologia indotta da una dalle norme

1663 gy = Il + 171,

R 2 2
1063} sy = JIXE + Y I

Tali norme sono equivalenti in quanto per ogni coppia {x,y} € X x X siha
(P + 1y 112 < Dl + v IF< V2 (P + Ly 152

Se X e )Y sono spazi di HILBERT lo spazio prodotto X' x ) é uno spazio di
HILBERT con il prodotto interno prodotto, di spazi

Xy AT awy 1= (X, X)p (Y, Yy,

e la corrispondente norma

R 2 2
103} gy o= JIXIE Y I

6.6. Operatori aggiunti, simmetrici e autoaggiunti

Sia {X,Y} una coppia di spazi di HILBERT ed {X”’,)'} la coppia degli
spazi duali. Si consideri un operatore lineare A : X — ) con dom A denso
in X edilsuoduale A’ : ) — X'.

Se p, €L {X,X’} e gy €L {y,y’} sono gli isomorfismi isometrici di
RIESZ-FRECHET risulta

(pyAy' x) =AY, x)=(y, Ax) = (uy,y’, Ax)

e quindi, posto y = py,y’ si ha che (uXA’uy_ly, x)=(y, Ax).

L'operatore lineare A* = p, A’ uy’l : Y — X e detto ]’ operatore ag-
giuntodi A: X — ).
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Un operatore lineare A : X — X', con dom A densoin X, é detto

e simmetrico se sussiste I'identita
(y,Ax)=(Ay,x) Vx,y € domA,

ovvero se A* é un prolungamento di A;

e autoaggiunto se A* = A e cioe se € simmetrico e risulta
dom A" = domA .

Si dimostra che ([29], prop. VIL3.1)

e se A: X — X ésimmetrico, allora anche A* : X — X & simmetrico.

Osservazione 6.2. Per un operatore lineare limitato A € L{X,X} su uno
spazio di HILBERT &' la nozione di operatore simmetrico e quella di operatore
autoaggiunto coincidono in quanto dom A = dom A* =X

Non € cosi per un operatore lineare non limitato A : X — X che risulta
simmetrico se e solo se A* D A, cioé se domA* O domA e A* = A su
domA. Se A é simmetrico puo accadere che domA* D> dom A in senso
stretto. u

7. CONVERGENZA DEBOLE

La nozione di convergenza debole negli spazi di HILBERT consente di
estendere il classico teorema di BOLZANO-WEIERSTRASS il quale assicura che
ogni successione limitata in ## ammette una sottosuccessione convergente.

Pitiin generale possiamo introdurre la nozione di topologia debole in uno
spazio normato X .

e La topologia debole 7(X,x’) in X é la piu debole topologia che
rende continui i funzionali P, X R con f € X' definiti da
Q,(x) :=(f,x) VxeEX.

Essa puo costruirsi prendendo qualiapertidi 7 (X, X”) leintersezioni finite
di controimmagini di aperti in R tramite i funzionali ®;: X' - R con f € &’
e quindi le unioni qualsiasi di tali intersezioni (vedi [41] sez. IIL.2.).
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Per contro la topologia indotta dalla norma in X' e detta topologia forte.

La topologia debole ¢ convenientemente descritta in termini di conver-
genza. A tal fine consideriamo lo spazio duale A’ ed analizziamo la conver-
genza dei valori assunti dai funzionali lineari limitati su X in corrispondenza
della successione {u,} CX .

Una successione {u,} CX ¢ debolmente convergente se esiste ed € finito
il limite lim,_ ( f, u,) perogni f € X’.

La convergenza debole di una successione {u,} CX ad un elemento
Uy € X € quindi definita da

U, Su, < rlli_rgcf(un —uy)=0, Vfedl.

L'unicita del limite debole é conseguenza della seguente proposizione (vedi
[41] prop. IIL.3.).

Proposizione 7.1. Proprieta di separazione. La topologia debole di uno spazio
normato X é separante (HAUSDORFF).

Dim. Siano x, e x; due elementi distinti di &'. In virta della proposizione
5.9 esiste un iperpiano chiuso f che separa strettamente x;, e x; e cioé un
funzionale lineare continuo tale che

(foxp)<a< (f, %),
Allorarisulta x;, € O, dove O, con i = 1,2 sono gli insiemi debolmente aperti
0, ::{XGX : <f,x><a},
0, ::{XEX : (f,x>>a}.

La conclusione segue dal fatto che O, N O, = 0. O
La convergenza forte di una successione {u,} €X implica quella debole
in quanto per la continuita dei funzionali f € X" siha che

|<f;un*uoo>|§HfH”un*uoo”Xa VfGX/.

Vale la seguente proprieta

Proposizione 7.2. Convergenza del prodotto di dualita. Siano {u,} CX e

{f,} CX' due successioni tali che
f.—= 1, u, > u

n

Allora ( f,,u,y— (f,u).
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Dim. Dalla diseguaglianza
[fosu ) = fswy [ <[0f, = Fou)+(fu, —u)[<

San_fHX/Hl']'n||/15—'_<f7 un_u>7
si deduce immediatamente il risultato. O

Un insieme A CX ¢ detto debolmente chiuso se contiene tutti i suoi
punti limite in senso debole e cioe se

U, S Uy, {u,} CA Jup, €X = u,cA.

Poiche la convergenza forte implica quella debole ne segue che

e un insieme debolmente chiuso € anche fortemente chiuso, ma in generale
non viceversa.

e Inspazi normati di dimensione finita la topologia debole e quella forte co-
incidono e quindi la nozione di convergenza forte e di convergenza debole
sono equivalenti (vedi [41] proposizione IIL.6).

Sussiste inoltre il seguente notevole risultato che fornisce un criterio topo-
logico per stabilire che uno spazio normato ha dimensione finita (vedi [41]
osservazioni I11.2 e II1.4).

Proposizione 7.3. Spazi di dimensione finita. Se uno spazio di BANACH X ¢
riflessivo oppure se il suo duale X' ¢ separabile allora la convergenza forte e quella
debole in X coincidono se e solo se lo spazio X ¢ di dimensione finita.

Dim. Se uno spazio di BANACH ha dimensione infinita ed é riflessivo oppure se

ilsuoduale X’ € separabile, allora si puo mostrare che é possibile costruire una

successione {u,} tale che [|u, |, =1 e lim, . f(u,) =0 perogni f € A"

(vedi [41] osservazione I11.4). Tale successione converge quindi debolmente ma

non fortemente al vettore nullo. O
Ricordiamo che un funzionale f : X — R U + oo é detto

e CONvVesso se
FOAu+ Q=N v)<Af(w)+ (1= f(v) YA€[0,1] YuvedX,
e inferiormente semicontinuo se

liminf f(v) > f(u) YVue X,

v—u
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il che equivale a richiedere che per ogni A € R siano chiusi gli insiemi di
livellodi f
A ={veX : f(v) <A},

ovvero che sia chiuso I'epigrafo
epif = {[v.A] € X xR ¢ f(v) <A}:
e debolmente inferiormente semicontinuo se
{u,} Luy = liminf f(u,) > f(uy).

Ogni funzionale continuo € ovviamente anche inferiormente semi-continuo.
Sussiste la seguente notevole proprieta.

Proposizione 7.4. Forme quadratiche. Consideriamo una forma bilineare continua
b € L{X x X} . Laformaquadraticaad essa associata, se positiva, risulta debolmente
inferiormente semicontinua .

Dim. Infattisia b € £{X x X} con b(u,u) >0 e {u,} CX unasuccessione
debolmente convergente a u,, € X'. Essendo

b (un; un,) - b (uoc7 uoc) + 2b (uomun - uoo) + b (un - uooa u, — uoo) 9

lim b (uw,u, —uy) =0,

n—od
risulta
lim inf b (u,,u,) > b (U, uy),
n—od
ed il risultato é dimostrato. O

Riportiamo nel seguito i risultati concernenti la convergenza debole che
sono di maggior rilievo per le applicazioni. Il primo & un famoso risultato
dovuto a MAzUR %0 . Allievo e stretto collaboratore di Banacu & considerato
il co-fondatore della scuola Polacca di Analisi Funzionale. A lui sono dovuti
molti dei problemi del famoso Scottish Book scritto nello Scottish Café di Lvov con
Banact e gli altri del gruppo..

Proposizione 7.5. Teorema di MAZUR. Ogni insieme chiuso e convesso K in uno
spazio normato X e debolmente chiuso.

36 graNisLAW MazZUR (1905-1981)
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Dim. (Vedi [41] teor. III.7.) Dimostriamo che l'insieme X \ K, complementare
di K, é debolmente aperto. In virtt della proposizione 5.9 per ogni x, € X \ £
possiamo trovare un iperpiano chiuso f che separa strettamente x, e K e cioé
un funzionale lineare continuo tale che

(f,x)<a< (f,x) VxeK.
Allora risulta x, € O dove O ¢ l'insieme debolmente aperto
o ::{XGX : <f,x><a}CX\IC.

Pertanto X'\ K € debolmente aperto e quindi K & debolmente chiuso. O

In uno spazio di HILBERT vale il seguente teorema di BANACH-SAKS 37 ([43]):

e Ogni successione debolmente convergente ammette una successione es-
tratta tale che la successione dei valori medi converge fortemente allo stesso
limite.

Dal teorema di MAZzUR si deduce che

Corollario 7.6. Semicontinuita inferiore debole. Sia X’ uno spazio normato. Un
funzionale f € X' che é convesso ed inferiormente semicontinuo risulta debolmente
inferiormente semicontinuo.

Dim. Basta osservare che gli insiemi di livello di f
A i={veX : f(v)<A}
sono debolmente chiusi. Infatti essi risultano chiusi in virtt della inferiormente

semicontinuita di f e convessi in virtu della convessita di f . O

Ne segue che

Corollario 7.7. Convergenza debole e limitatezza. Una successione {u,} CX
che in uno spazio normato X converge debolmente ad un elemento u__ € X élimitata
e risulta

[u, |, <liminf([u,|, .

37 SraNisLAW SAKsS (1897-1942) matematico di famiglia ebrea collaboro con STEINHAUS e Ba-

NACH a Varsavia e poi a Lvov dove fu arrestato ed ucciso dalla Gestapo.
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Dim. Basta osservare che la funzione |ul|, € convessa e continua e quindi
risulta a fortiori inferiormente semicontinua. Dal corollario 7.6 segue che || u]|,,
& debolmente inferiormente semicontinua. O

Una caratterizzazione degli spazi di BANACH riflessivi e fornita dal
seguente risultato profondo dovuto ad EBERLEIN e SHMULYAN.

Proposizione 7.8. Proprieta di compattezza debole. Uno spazio di BANACH ¢

riflessivo se e solo se da ogni successione limitata {u,} CX & possibile estrarre una

sottosuccessione debolmente convergente ad un elemento di X .

Dim. Vedi [29], pag.141. O
Sinoti la seguente importante proprieta degli operatori compatti (vedi [34],

pag.199 e [14], teor. 1 pag. 130).

Proposizione 7.9. Completa continuita. Siano X e Y due spazi normati e sia
A € L{X, Y} un operatore lineare compatto. Allora

. w
1) U, — U = Au, — Au,.

Se X éuno spazio di BANACH riflessivo tale proprieta implica viceversa che I'operatore
lineare A e compatto.

Dim. Supponiamo che la successione {Au,} CY non converga fortemente
a Au, € ). Esisterebbe allora una sottosuccessione {Au;} C) tale che
| Aur — Auy, ”y >e> 0.

Osserviamo quindi che la successione {u,} CX , essendo debolmente
convergente a Uy € X, € limitata in virtu della proposizione 7.7.

Per la compattezza di A é possibile assumere che Au;, — y per cui
risulta Auy,, = yoo -

Cio contraddice la condizione || Au;, — Au,, || y>e>0e dunque prova
il primo risultato.

Viceversa supponiamo vera la ¢) con X completo e riflessivo.

Allora sia B C X un insieme limitato e si consideri una successione
{Au,} CAB)C Y.

La successione {u,} CB ¢ limitata e quindi per il teorema di EBERLEIN-
SHMULYAN ammette una sottosuccessione {u, } CB debolmente convergente
ad un elemento u__ € X'.
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Ma allora per la i) risulta Au, — Au_ . Ne segue che I'insieme A(B) é
compatto.

Per le applicazioni sono importanti i seguenti risultati.

Proposizione 7.10. Convergenza forte e convergenza debole. Sia X' uno spazio
di BANACH uniformemente convesso e sia {u,} CX una successione debolmente
convergente ad un elemento u_ € X e tale che

hmsup”unH;{ S ||uoo ||X

Allora la successione {u,} CX converge fortementea u_ € X .

Dim. Vedi [41], prop. IIL.30. O

Proposizione 7.11. Continuita debole. Siano X e Y due spazi normati e sia
AcL {X , y} un operatore lineare continuo. Allora
U, > Uy = Au, — Au, .

Dunque ogni operatore lineare fortemente continuo é anche debolmente continuo.

Dim. Perogni f € X’ risulta (f o A)(u) € X’ e pertanto
U, S U = f(Au,) — f(Aus).
Quindi Au, = Au,. O
In uno spazio di HILBERT H valgono tutte le fondamentali proprieta so-
pra enunciate. Infatti uno spazio di HILBERT e riflessivo ed uniformemente
convesso.
Questi risultati forniscono uno strumento essenziale per stabilire

I’esistenza di soluzioni di problemi lineari e non lineari.
La seguente proposizione ne costituisce un’'importante applicazione.

Proposizione 7.12. Minimo di un funzionale convesso. Sia X un convesso
chiuso dello spazio di HILBERT H e ¢ : K — U+ 0o con ¢ # + oo un funzionale
convesso ed inferiormente semi-continuo su H . Se é soddisfatta una delle condizioni

K é limitato,
K non limitato e ¢ soddisfa la sequente condizione di crescita all’infinito

lim ¢(u) =400, uek,

[ u|l—oo

allora esiste un elemento di IC su cui ¢ attinge il minimo.
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Dim. Sia {u,} CK una successione minimizzante per ¢, cioe tale che
lim ¢(u,) = inf {¢(u) |ueK}.
n—oo

La condizione di crescita all'infinito assicura che la successione minimiz-
zante ¢ limitata. Allora la proprieta di compattezza debole, (proposizione 7.8)
esiste allora una sottosuccessione, che denoteremo ancora con {u,} CK de-
bolmente convergente ad un elemento u,, € H.

Il teorema di MAZUR (proposizione 7.5) assicura quindi che u, € K.
L'inferiore debole continuita di ¢ (proposizione 7.6) implica infine che

u, 2 Uy = lim ¢(u,) = liminf ¢(u,) = ¢(uy),

e dunque che ¢(ux) = min{¢(u) |ueL}. O

Per quanto detto in precedenza il teorema rimane valido se lo spazio H &
uno spazio di BANACH riflessivo.

8. CONVERGENZA DEBOLE STELLA

Sia X uno spazio normato &X. La nozione di convergenza debole puo
essere introdotta anche nello spazio duale X’ facendo riferimento alla dualita
tra X’ ed il biduale X”.

Nello spazio duale X’ € importante introdurre anche una nuova topologia
che fa riferimento alla dualita tra X e X’.

¢ La topologia debole stella 7 (X', X') in A’ & la piu debole topologia
che rende continui i funzionali ®, : X’ — R con x € X definiti da
B (f) :=(f,x) VfeX (vedi[41] sez. IL4.).

Essa puo costruirsi definendo gli aperti di 7 (X', X') nel modo seguente.
Si prendono le intersezioni finite delle controimmagini di aperti in # tramite
i funzionali ®, : X’ — R con x € X e quindi le unioni qualsiasi di tali
intersezioni (vedi [41] sez. II1.2.).

In termini di convergenza si ha che

e una successione {f,} CX ' ¢ debolmente stella convergente se il limite
lim, . ( fn, u) esiste ed € finito per ogni u € X’.



I- ELEMENTI di ANALISI LINEARE

La convergenza debole stella di una successione {f,} CX ad un elemento
fx € X' € quindi definita da

fos foo = lim (fy—fx,u)=0, YVuelX.

n—oo

L'unicita del limite debole stella e conseguenza della seguente proposizione
(vedi [41] prop. II1.10.).

Proposizione 8.1. Proprieta di separazione. La fopologia debole stella di uno
spazio normato X e separante (HAUSDORFF).

Dim. Siano f, e f, due funzionali distinti di X”’. Essendo f, # f, esiste un
elemento x € X tale che

(frox)<a< (fy,x).
Allora f; € O, dove O, con ¢ = 1,2 sono gli insiemi debolmente stella aperti
O, :={feX :(f,x)<a},

O, :={feX :(f,x)>a}.
La conclusione segue dal fatto che O; N O, = 0. O

Vale la seguente proprieta analoga a quella relativa alla convergenza de-
bole.

Proposizione 8.2. Convergenza del prodotto di dualita. Siano {u,} CX e
{f,} CX' due successioni tali che

w*
fo=1r, u, — u.

Allora (f ,u )— (f,u).

Dim. Dalla diseguaglianza
|<fn’un>7<fvu>‘§|<fy,*fau>+<f"7u*un>|S
SHun_u||_)(||fn||)(/+<fn_fau>

si deduce immediatamente il risultato. O
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Poiché in generale risulta X C X", la convergenza forte e quella debole in
X" implicano la convergenza debole stella.
La topologia debole stella gode delle seguenti notevoli proprieta.

e Se & : X' — R ¢ un funzionale lineare e continuo per la topologia
debole stella allora esiste x € X tale che ®(f) :=(f,x) VfeX'.
(vedi [41] prop. II1.13.).

e Ogni iperpiano H chiuso in X’ per la topologia debole stella ha la
forma H={fe X' : (f,x)=a} cona € R e x € X\ {o} (vedi
[41] coroll. 111.14.).

Teorema di BANACH-ALAOGLU-BOURBAKI.

e Lasfera S :={f € X" : | f|, <1} chiusain A" per la topologia

forte & compatta per la topologia debole stella. (vedi [41] teor. IIL.15.).

NicoLAS BOURBAKI era un generale Napoleonico noto per non aver mai
perso una battaglia (passo la frontiera svizzera con tutta la sua armata evitando
cosi di affrontare I'esercito prussiano nella battaglia di Sedan). BourBAKI € lo
pseudonimo scelto verso la fine degli anni ‘30 da un gruppo di sette giovani
matematici francesi:

HENRI CARTAN, CLAUDE CHEVALLEY, JEAN DELSARTE, JEAN
DIEUDONNE, SZOLEM MANDELBROJT, RENE DE POSSEL, ANDRE WEIL.

L'intento iniziale era quello di scrivere una versione aggiornata del Cours
d’Analyse di E. GOURSAT * e di prendersi gioco dei matematici parrucconi
dell’epoca, facendo tenere ad un attore opportunamente istruito conferenze
del celebre N. BOURBAKI professore all'universita di NANCAGO (contrazione
di NaNcY e CHICAGO dove molti di loro avevano insegnato). Il progetto si
trasformo poi nella pubblicazione degli Elément de mathématique che aveva
I’obiettivo di ricostruire tutto I'edificio della matematica a partire da pochi e
semplici concetti primitivi.

3 EDOUARD GOURSAT (1858-1936).
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9. TEOREMI DI BANACH-STEINHAUS

Il seguente lemma costituisce uno strumento indispensabile per la
dimostrazione dei risultati che saranno illustrati in questa sezione (vedi [41]
theorem II.1).

Proposizione 9.1. Lemma di BAIRE-HAUSDORFF.  Sia X' uno spazio metrico
completo. Valgono le sequente proprieta:

i) Per ogni successione di insiemi chiusi {X,},k=1,...,00 in X
o0
intX, =0 VYn>1 = int UXk:U),
n=1

dove int X, ¢ linternodi X, in X e cioé l'unione della famiglia degli aperti di X che
sono contenuti in X, .
i1) Per ogni successione {O,},n =1,...,00 di insiemi aperti densi in X

ﬂ 0, édensoin X.

n=1

Si osservi l'equivalenza
intX, =0 < 0,=X\X, densoin X.

Dalla formula di DE MORGAN:

[e¢} o] o]
X\ ﬂ O, = U(X\On) = U X,
n=1 n=1 n=1
si evince pertanto che le proprieta i) e i) sono tra loro equivalenti. O

Come corollario si ha che per ogni una successione di insiemi chiusi
{X.},n=1,...,nin X

X#£0, [JX=x = 3k intX #0.

n=1

Sulla base del lemma di BAIRE * -HAUSDORFF & possibile pervenire ad un
insieme di famosi risultati che costituiscono il fondamento dell’Analisi Fun-

39 RenE BAIRE (1874-1932).
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zionale. Essi sono essenzialmente dovuti al matematico polacco STEFAN Ba-
NACH [4]. Ecco un classico importante risultato dovuto a BANACH e H. STEIN-
HAUS 10

Proposizione 9.2. Principio di uniforme limitatezza. Sia X uno spazio di
BANACH, Y uno spazio normatoe {A | o € A} una famiglia di operatori lineari e
limitati A, € L{X; Y}, allora

sup Al A x| <oo, V¥xeX = sup 4|A, | <oo.

dove
||A”/H: Sup XGX{HA()/X”J) : ||X||X§1}7
¢ la norma nello spazio di BANAcH L {X;V}. O

Dal principio di uniforme limitatezza segue che

Proposizione 9.3. Successione di operatori. Sia X' uno spazio di BANACH,
Y uno spazio normato e {A, | o € A} una famiglia di operatori lineari e limitati
A, € L{x;Y}. Alloral'operatore A definito da

Ax :=lim | A x|, VxeX,

n—oo

e lineare e limitato e risulta

| Al <liminf | A, |.
n—oo

Dim. La linearita dell’operatore A ¢ evidente. La successione {| A x|/} &
limitata in virtt della continuita della norma. Dunque sup, ., [|A, | < o e
quindi per ogni intero k£ =1,2,..., siha

Il Al < sup [ A, [l

n>

La continuita della norma impica infine che
| Ax | = lim || A, x]|| <liminf | A, [|[x], ¥xex,
n—o0 n—00 :

e quindi il risultato. O

4 Huco DyoNizy STEINHAUS (1887-1972) di famiglia ebrea, studid matematica a Gottingen
dove si dottoro nel 1911 sotto la supervisione di HILBERT. Fondo poi nel 1916 a Krakéw con i pit
giovani BANACH e NIKODYM una societa matematica.
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Molti risultati profondi di Analisi Funzionale discendono dal seguente
celebrato teorema di BANACH (vedi [41] theorem I1.5), anch’esso fondato sul
lemma di BAIRE-HAUSDORFF.

Proposizione 9.4. Teorema dell’applicazione aperta. Siano X e Y spazi di
BANACHe A € L {X; y} un operatore lineare continuo e suriettivo. Esiste allora
una costante ¢ > 0 tale che

Iyl,<e=3xed :|x|, <1 Ax=y,
ovvero in termini insiemistici
By(07 C) - A (BX(Oa 1)) )

dove B(o,c) ¢ la palla aperta di raggio c e centro in o. Ne segue che I'operatore A
mappa gli aperti di X inapertidi Y. O

Per definizione un operatore A : X’ — ) € continuo se le contro-immagini
tramite A di insiemi apertiin ) sono apertiin X .

Un corollario del teorema dell’applicazione aperta mostra che, se
'operatore agisce tra spazi di BANACH ed é linerare e biunivoco, vale anche
la proprieta inversa.

Proposizione 9.5. Teorema dell’applicazione inversa. Siano X e ) spazi di
BANACH. Se un operatore lineare continuo A € L{X;Y} ¢é biunivoco da X su Y
allora I"operatore inverso e lineare e continuo.

Dim. Il teorema dell’applicazione aperta implica che se || Ax ||y < c allora
[x]l, < 1. Dunque per omogeneita |x||, < ct ||Ax\|y e dunque A! ¢
continuo. 0

Di grande importanza ¢ la seguente conseguenza del teorema precedente.
Corollario 9.6. Criterio di equivalenza tranorme. Sia X uno spazio di BANACH

per la topologia indotta dalle due norme || - ||1 e - ||2 Allora le norme || - H1 e
|| - |l sono equivalenti se

Ixl, < ellxll, Vxex.
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Dim. Considerando la mappa identicada {X, [ - ||} a {X,[| - [}, la propo-
sizione 9.5, assicura che esiste una costante C' > 0 tale che

Ixll, < Clix]l, vxe,
e pertanto le norme sono equivalenti. O
Si noti che (vedi e.g. [25] teor. 4.4.1)
B In uno spazio di dimensione finita tutte le norme sono tra loro equivalenti.

Diamo ora le seguenti definizioni. Siano X e ) spazi di BANACH.

e Il nucleo di un operatore lineare A : X — ) é il sottospazio lineare
KerA={xeX : Ax=0€)Y}CX.
e L'immagine di un operatore lineare A : X' — Y ¢ il sottospazio lineare
ImA:{yey : EIXGX7Ax:y} cy.

e Il grafico di un mappa A : X — Y avente dominio domA C X ¢l
sottoinsieme del prodotto cartesiano X x ) definito da

G(A) :={{x,Ax} € X xY : x€ domA}.

e Un operatore lineare chiuso A : X — ) & un operatore lineare il cui
grafico é chiuso nello spazio di BANACH X x ). Un operatore chiuso puo
essere equivalentemente caratterizzato dalla proprieta

Ix =%, =0
x € domA | = X, € domA, y =Ax

”Ax_yocHy_)O

o0 !

ovvero richiedendo che il sottospazio lineare dom A C X' sia uno spazio
di BANACH per lanorma || x|, + || Ax ”y

Ogni operatore lineare continuo A € L{X;Y} & ovviamente chiuso.
Vale la seguente semplice proprieta.

Proposizione 9.7. Continuita e chiusura. Sia X, Y una coppia di spazi lineari
e A: X — Y un operatore. Siano quindi T y, e T 5, due topologie su X e T,
e T, due topologie su Y, con T y, meno finedi T 5, e Ty, meno finedi T, .
Allora se l'operatore A : X +— Y ¢ continuo rispetto alle topologie T e Ty, ed e
tale che dom A = X, il grafico G(A) e chiusoin X x Y rispetto alle topologie T .,
e Ty,.
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Dim. Basta osservare che
1 0
Xn — Xoo = Xp— Xoo -
Quindi per la proprieta di continuita di A, essendo dom A = X, risulta

0 0
X, — Xoo = AX, > AXy,

= Axy = Y
1 0
Ax, =Y = AXy =Yoo,

in virta dell’unicita del limite. O

L'importante risultato che segue é anch’esso dovuto a BANACH.

Proposizione 9.8. Teorema del grafico chiuso. Siano X e Y spazi di BANACH.
Un operatore lineare chiuso A : X — Y con dom A = X ¢ continuo.

Dim. Si considerino su X le due norme
x|, = %I, + I Ax], e [[x],=[xI,-

Poiche G(A) e chiuso, X munito dellanorma || - ||, € uno spazio di BANACH.
In virta della proposizione 9.6, essendo || x|, > [[x][,, le due norme sono
equivalenti ed esiste pertanto una costante c tale che [[x ||, < c|x|, e cioe
| Ax], < cllx ||, O

Un esempio importante di operatori chiusi € fornito dagli operatori dif-
ferenziali nel senso delle distribuzioni, come sara mostrato nella proposizione
I1.3.2. Si ha inoltre

Proposizione 9.9. Chiusura dell’operatore duale. Siano X e Y spazi di BA-
NACHe A : X — Y un operatore lineare con dom A densoin X . Alloral’operatore
duale A : V' — X' ¢ operatore lineare chiuso e tra i grafici di A : X — Y e
A’ Y — X' sussistono le seguenti relazioni

G(A) = [VG(A)]", V'GA)=G(A),

dove VeL{XxY;YxX} eV e L{Y x X'; X' x Y'} sono gli operatori duali,
lineari continui e suriettivi definiti da

V{x,y} = {—y,x}, Vl{y/vxl} = {X/7 _yl}'
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Dim. Larelazione di dualita (y’', Ax) = (A'y’, x) puo scriversi

Y AY'} vy {(—AX, X}y v ) =0 Vxe domA
= ({y A}y [Vix,Ax}]) v ) =0 Vxe domA,
ed equivale pertanto alla condizione di ortogonalita G(A') = [V G(A)] ..

Il graficodi A’ : Y +— X’ & quindi chiusoin )’ x X”.

Riscrivendo la relazione di dualita nella forma
HAY, =y} ary» (X Ax}p ) =0 Vx e domA
= ([V{y, Ay iy X, Ax}y) =0 Vx e domA,

si perviene alla condizione di ortogonalita V'G(A') = [G(A)] - O

Analogamente si dimostra che

Proposizione 9.10. Chiusura dell’operatore aggiunto. Siano X e ) spazi di
HILBERT e A : X — ) un operatore lineare con dom A denso in X. Allora
Voperatore aggiunto A* : Y +— X ¢ operatore lineare chiuso. O

Ricordando le definizioni introdotte nella sezione 6.6, dalla proposizione
9.10 segue che

e un operatore autoaggiunto A : X — X ¢ chiuso in quanto A = A*.

Inoltre dalla proposizione 9.8 si evince che

e un operatore simmetrico A : X — X con domA = X ¢ limitato ed
autoaggiunto.

E’ facile verificare che

Proposizione 9.11. Nucleo di un operatore chiuso. Siano X e Y spazi di
BAaNACHe A : X — Y un operatore lineare chiuso. Allora il nucleo

Ker A ::{XE dom A : Ax:o},

e un sottospazio lineare chiuso in X . O



I- ELEMENTI di ANALISI LINEARE

Sussiste poi il seguente importante risultato.

Proposizione 9.12. Relazioni tra nucleo ed immagine. Siano X e Y spazi
normati, A : X — Y un operatore lineare chiuso con dom A densoin X e A’ :
V' +— X' loperatore duale. Allora

{z) (Ker A)* D Tm A’
ii) (KerA’)* =TmA.

Se X e riflessivo (e dunque e uno spazio di BANACH riflessivo) risulta

iii) (KerA)" =TmA’.

Dim. La proposizione 5.18 fornisce le relazioni
{ Ker A = (ImA/)*,
Ker A’ = (ImA)*.

Prendendo i complementi ortogonali si ottiene

{i) (Ker A)* = (ImA")** > Im A/,
ii) (KerA)* = (ImA)* = TmA.

Se X eériflessivo la proposizione 5.12 assicura che (Im A’)** = Tm A’ e quindi
che (Ker A)* = Tm A’. O

Ecco una interessante applicazione della proposizione 9.12.
Proposizione 9.13. Iniezioni continue e dense. Sia X’ uno spazio normatoe T ,
la relativa topologia. Sia quindi S C X un sottospazio lineare denso in {X,T ,}. Se

S ¢ uno spazio di BANACH riflessivo per una norma che induce in S una topologia
T s piu forte di quella indotta da {X,T .}, allora

SCcX = X c§&

con iniezioni continue e dense.
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Dim. Denotiamo con p € L {S; X'} l'iniezione canonica continuadi {S,7 ¢} in
{X,T,}. La proposizione 5.16 assicura che l'operatore duale p' € L {X";S'}
é continuo. Essendo poi domp = S, dalla i) della proposizione 9.12 si
deduce che

Imy/ = (Kerp)' ={o}; =S'.

Dungque I'immagine di g/ € densain §’. Se inoltre S € denso in {X,7 .} si
ha
Imp =X = (Kerp)" = Kery' = {o},,

e quindi g’ € iniettiva. O

Se X ed X’ sonospazidi HILBERT esiste tra essi unisomorfismo isometrico
in base al teorema di R1ESz-FRECHET. Identificando X ed X’ la proposizione
9.13 si specializza nel seguente risultato.

Proposizione 9.14. Iniezioni continue e dense. Sia S uno spazio di HILBERT
con iniezione continua e densa in uno spazio di HILBERT pivot X . Allora

Scxcds

con iniezioni continue e dense. Il prodotto di dualita su S’ x S ¢ identificato con
l"unica estensione per continuita del prodotto interno in X . O

Osservazione 9.1. L'dentificazione X = X" esclude quella S = S’ in quanto
altrimenti si giungerebbe all’assurdoche S =X = X' = §'. u

9.1. Forme bilineari ed operatori associati

Siano X, X" e Y,)’ due coppie di spazi di HILBERT duali. Consideriamo
una forma bilineare continua a definitasu X x )’

la(x,y) | < Clixll, Iy'l), Vxex, vy e).

Lanormadi a € £{X,)'} ¢é per definizione

/
lal, ., = sup L’y,)'gc.
cexey TxI 1¥1,
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Alla forma bilineare a sono associati due operatori lineari continui in dualita
A cL{X;V} e A’ € L{); X'} mediante I'identita

a(x,y) =y, Ax)=(AY',x) VxeX, Vye).
Dalla proposizione 5.18 sappiamo che valgono le relazioni di ortogonalita
KerA = (ImA')", KerA’'=(ImA)".
Prendendo i complementi ortogonali si ha
(KerA)" = (ImA)™ =TmA’, (KerA')* =(ImA)* =TmA.
Ne segue che le relazioni di ortogonalita
ImA' = (KerA)", ImA = (KerA)",

sussistono se e solo se rispettivamente Im A’ e Im A sono chiusi.

Vedremo nel seguito che tali condizioni sono tra loro equivalenti.

Dalle proposizioni 4.3 e 5.16 sappiamo che la continuita € equivalente alla
limitatezza e che le norme di A e A’ sono eguali, per cui possiamo scrivere

che
Clixll, = lAx], Vxex.

Cly'ly, zlIAY' [, vy e

Notiamo inoltre che, denotando le norme negli spazi di HILBERT quozienti
X/Ker A and )'/Ker A’ con

HXHX/KerA = inf{||x —&||, : € € KerA},

Iy’ ”J}’/KerA’:: inf{||y’ —n ||y, :me KerA'},
le condizioni di limitatezza possono riscriversi
Clixlly kera = I AXI,  Vxe&,

> Ay, ¥y eV

X /Ker

!
CUY ly peer

Alternativamente le norme negli spazi quozienti possono anche scriversi in
termini dei proiettori

e PcL{X,;X} proiettore ortogonale sul sottospazio KerA C X,

e QL {y/ N } proiettore ortogonale sul sottospazio Ker A’ C ),
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nella forma
1%y kera = X =PIl 1Yy gerar = 1V = QYL -

Si noti che per i proiettori ortogonali P’ € L {X"; X'} e Q € L{Y;Y} duali di
P e Q' risulta
ImP’ = (KerP)* = (Ker A)™ = p' (Ker A)*® = (ImA")® C &7,
ImQ = (KerQ)' = (Ker A)®" = py (Ker A)®® = (ImA)* C Y,

dove py € L{X; X} e py € L{Y;V} sono gli isomorfismi isometrici di
RIESZ-FRECHET.
La diseguaglianza di SCHWARZ fornisce

a) ||AXHy >y, Ax)| Vxe X, Vy ey,

/
19 Iy e
D IAY g 1% ern = (A %) VxeX, ¥y e

Il seguente risultato sara richiamato nella proposizione 9.16

Lemma 9.15. Siano X, X’ e Y, spazi di HILBERT dualie A € L{X;y} e
A’ € L{Y; X'} una coppia di operatori duali. Allora

Se Im A ¢ chiuso, esiste un x, € X tale che

i) || Ax, ”y vy, Ax,)| Vy e)Y.

19 Iy peerme = |
Se Im A’ ¢ chiuso, esiste un 'y, € ' tale che
i) || A'y

x|l Ayl x)| VxeX.

ol =|
ol y! X/KerA ~— {

Dim. Dimostriamo la %) in quanto alla ¢i) si perviene in modo analogo.
Ricordiamo che ||y’ ”y’/KerA’ =y - QYy ||y, con y' — Q'y’ € (KerA")".

La chiusuradi Im A assicura che (Ker A’)® = p3' Im A. Ne segue che esiste
x, € X taleche y' — Q'y’ = u;l (Ax,) . Siha pertanto

Iy QY I, = | Ax, |,
(Y A =y iy Axo )y = (Y - QY ! Ax )y = A% |

e quindi vale la 7). O
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9.2. Operatori con immagine chiusa

Una fondamentale proprieta degli operatori lineari consiste nella chiusura
della loro immagine. E’ bene fare attenzione a non confondere la proprieta di
chiusura dell'immagine con quella della chiusura del grafico. Nessuna delle
due implica 'altra.

Una completa caratterizzazione degli operatori lineari chiusi che hanno
immagine chiusa sara fornita nelle proposizioni 11.15 e 11.16.

Diamo qui di seguito una semplice dimostrazione del celebrato teorema
della immagine chiusa di BANACH limitandoci a considerare operatori lineari
continui traspazidi HILBERT. Cio e sufficiente per le piti principali applicazioni.

Una trattazione piti generale relativa agli operatori lineari chiusi tra spazi
di HILBERT sara svolta nella sezione 11 sulla base di un accurato studio della
caratterizzazione della proprieta di chiusura della somma di due sottospazi
lineari chiusi.

9.2.1. Una dimostrazione elementare del teorema dell’immagine chiusa

Si dimostra ora un risultato di S.BANACH che é di fondamentale impor-
tanza nello stabilire 1'esistenza della soluzione di un problema lineare. Una
trattazione per operatori chiusi tra spazi di BANACH puo trovarsi in [29], [41]
(vedi la successiva proposizione 11.17).

Si fornisce qui una trattazione piti semplice per operatori lineari e continui
tra spazi di HILBERT. Nelle successive proposizioni 11.15 e 11.16 ¢ illustrata la
versione piu generale valida per operatori chiusi tra spazi di HILBERT.

Si noti che, come sara messo in luce, quando gli spazi sono di HILBERT
é possibile pervenire ad un risultato piu preciso che non € conseguibile nel
contesto pitt ampio degli spazi di BANACH.

Proposizione 9.16. Teorema dell’immagine chiusa. Siano X, X' e Y, )’ coppie
di spazi di HILBERT duali. Allora per ogni coppia di operatori duali A € L{X;V} e
A’ € L{Y; X'} le seguenti proprieta sono tra loro equivalenti

i) ImA chiusoiny <= ImA = Ker(A')*,
ii) ImA’ chiusoin X’ <= ImA’= (KerA)",

iii) | Ax], > c x| vxe X,

X /Ker A
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w) [AY Ny zelly'ly kera VY €V,

con c costante positiva.

Dim. Dimostrazione dell'implicazione i) = 4ii) .

Il sottospazio lineare Im A sia chiuso in ). Consideriamo quindi tra gli spazi
di HILBERT X/Ker A e ImA l'operatore lineare A € L{X/KerA; ImA}
definito da

A(x+ KerA) := Ax VxeX.

Essendo I'operatore A biunivoco, il teorema dell’applicazione inversa assicura
che anche I'operatore inverso € continuo e la ii7) € dimostrata.

Dimostrazione dell'implicazione i) = i) .

Consideriamo una successione di CAucHY {Ax,} C Im A. La i) fornisce

||AXn,_Akay_)0 = ||X77,_Xk, || 0=

X /Ker A -

= JdxeX : |x,—x]| 0.

X /Ker A -

Perla continuita di A siha || Ax, — Ax Hy — 0 e quindi la chiusuradi Im A .
Un analogo ragionamento conduce all’equivalenza tra ii) and iv).

Rimane da mostrare che i),iii) and 4i),7v) sono equivalenti e che la
costante ¢ > 0 in #ii) e iv) € la stessa.
Assumendo la iii) segue che Im A é chiusoin Y e siha che

1A% 1y 1Yy kerar = € 11%0 ly kera 1Y Iy kerar VY €Y'
Dal lemma 9.15 si trae quindi che
FAY | %o |y gera = €AY x0) [ = (Y, Axo) | =
= || AX() ||y || y/ Hyl/KerA’ 2 c H XU HX/KQI‘A H y, ”y’/KerA’ vy, € y,?

e pertanto segue la iv). L'implicazione inversa si dimostra in modo analogo.
O
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9.2.2. Condizione INF-SUP

Si ricordi la definizione di norma in uno spazio duale

[y, yol [(Ay', x)]

Iyl o= sup ——=—, [ A'Y'[l,, := sup
R Yo ke Ixl,
dove I’annullarsi del denominatore ¢ escluso.
Le condizioni equivalenti di chiusura iii) e iv) della proposizione 9.16
possono allora riscriversi

a ! a !
it¢) inf sup (xy') - inf sup (x; y,) >c>0,
xeX ye)y ||XHX/KerA||y Hy/ xeX y'ey HX”X/KerAHy ”y/KerA’
a a d
iv) inf sup (,¥) = inf sup (x.y) >c>0.

[l ||

yeY xeX ”y/”y’/KerA’”X”X y'e) xekX X/KerAHy, ”y’/KerA’

Osservazione 9.2. Ognuna delle diseguaglianze iii) e iv) implica l'altra e
pertanto esse equivalgono alla seguente condizione inf-sup

/ !
inf sup a(xy) = inf sup a(x,y)

xeX y'ey HXHX/KerA”y/Hy/ y'ey xeX ||y/ ||y’/KerA’||XHX

>0.

Infatti, denotando rispettivamente con inf-sup (x,y’) e inf-sup (y,x’) le iii) e
iv), la proposizione 9.16 assicura che

inf-sup (x,y’) > a >0 <= inf-sup(y',x) > a >0.
Ne segue che ponendo « = inf-sup (x,y’) > 0 si ha
inf-sup (y’, x) > inf-sup (x,y’) > 0.

In modo analogo si evince che inf-sup (x,y’) > inf-sup (y’,x) > 0 e l'asserto €
dimostrato. n

Essendo la chiusura di Im A equivalente alla chiusura di Im A’ tale pro-
prieta é in effetti da attribuirsi alla forma bilineare a e diremo in tal caso che la
forma a é chiusain X x ).
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9.3. Dualita tra spazi quoziente e sottospazi di uno spazio di Hilbert

Mostriamo un’interessante applicazione del teorema della immagine
chiusa. Assegnata una coppia {H,H'} dispazi di HILBERT duali, siano

e S C H un sottospazio lineare chiuso di H,

e &' lospazio di HILBERT duale di S.

Sia P € L{H;H} il proiettore ortogonale su & C ‘H. Consideriamo
quindi la restrizione canonica da H su S definita dall’operatore suriettivo
IT € L{H;S} tale che

IIv=Pv, VvekH.

La proprieta di contrazione caratteristica dei proiettori (vedi proposizione 6.3)
assicura che || ITv l,, <llvl,, Vv ewH.Risultainoltre

KerlI=8Y, ImII=S.

Definiamo quindi estensione canonicada S’ in H' I'operatore lineare continuo
Il e L{S;H'} dualedi IT € L {H;S}

(W'p',vy=(p',Ilv), VveH Vvp eSs.
L'estensione IT' & detta anche estensione per azzeramento su S” in quanto
(I'p',v)=0 VYvesS® vpes.

Poiché ImII = S il teorema dell'immagine chiusa assicura che anche ImIT'
é chiusa in H' e che risulta

KerIl' = (ImIT)" = {o}g, ImII' = (KerIl)" =S*".

Dalla proposizione 6.6 si deduce che ImIT' = II'S’' = S+ = $* = u~'S.
Si ha inoltre

Lemma9.17. Isometria canonica. L’estensione canonica IT' € L {S’ H' } instaura
un isomorfismo isometrico tra gli spazi di HILBERT S’ e ImII'.

Dim. Dobbiamo solo dimostrare che IT' é una isometria. Osserviamo che

(I'p’, v) (I'p’, vp) (P, Vvp)
[T'p'|,, = sup ————= > sup ————F— = sup ———F— = ||p'[|,
ver 1Vl vpes Ve lly, voes 1Vplly,
(I'p’, v) (I'p’, v) (p/, v ,
|TI'p' ||, = sup ———— < sup ———— = sup ————— = || p|[|,
Hoven vy, ven [TV, v es [TIV], S

edunque [II'p'[|,, =[p'[l; VP €S O
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Possiamo adesso dimostrare un importante risultato.

Lemma 9.18. Isomorfismi isometrici. Saino H,H' spazi di HILBERT duali, S
un sottospazio lineare chiuso di H e S’ lo spazio di HILBERT duale di S. Allora

N M
’L) EES/,

dove il simbolo = indica che esiste un isomorfismo isometrico tra i due spazi.

Dim. Dimostriamola 7). Inforza della proposizione 6.11 esiste un isomorfismo
isometrico € L {H'/S*;S*?} . In virtu del lemma 9.17 risulta IT' S’ = S*©
e quindi possiamo scrivere
' 1
- — ! ! !
i) E:(G Ims=s.
Per dimostrare la ii) sostituiamo H ad H' e S = S** a §* cosiche &' =

(§++)’ diventa (S*)’. Si perviene in tal modo alla relazione

H

S

L
(&),
e considerando i duali si ottiene i) . O

Osservazione 9.3. La trattazione originale presentata in questa sezione € una
variante di quella svolta in [28] alla sezione 2.1.7.

Quest’ultima é basata su una procedura che puo riassumersi come segue. Si
considera I'iniezione canonica 7 € L {S;H} e l'operatore duale di restrizione
7' € L{H';S'} legati dalla relazione

(v, mp)=(7w'v',p), VpeS.

Risultando Kerm = {o} CS , Immw = S, il teorema dell'immagine chiusa
assicura che Kern’ = (Imm)* = S*, Im7’' = (Kerw)* = S'. Pertanto
' € L{H'/S*;S'} ¢ biunivoca e si dimostra che ¢ una isometria. |

L'isomorfismo isometrico 7) della proposizione 9.18 consente in particolare
di pervenire ad un importante criterio di chiusura (vedi proposizione 11.10).

83



84

10 - SUPPLEMENTARI TOPOLOGICI

10. SUPPLEMENTARI TOPOLOGICI

Come applicazione dei risultati della sezione precedente mostriamo alcune
importanti proprieta della decomposizione di uno spazio lineare come somma
di sottospazi lineari. Premettiamo le seguenti definizioni.

B Diremo che due sottospazi lineari A e B di uno spazio lineare X' sono
supplementari algebrici se lo spazio X e laloro somma diretta e scriver-
emo

X=A+B,

X=A+4+B —
ANB = {o}.
B Diremo che due sottospazi lineari chiusi A e B di uno spazio di BANACH
X sono supplementari topologici se lo spazio X' é la loro somma diretta
e scriveremo
X=A+8,

X=A+B <=
{Am@:{o}.

B Diremo che un sottospazio lineare ha codimensione n se ammette un
supplementare algebrico di dimensione finita n.

Un operatore lineare P € L {X; X'} & un proiettore continuo se & idempotente
ecioése P2 =P.

Allora é evidente che due sottospazi lineari chiusi A e B di uno spazio di
BANACH X sono supplementari topologici se e solo se esistono due proiettori
P , e Py lineari e continui tali che

x =P x+Pgx Vxe X.

Infatti la proprieta A NB = {o} assicura che ogni x € X si puo scrivere in
modo unico come x =a+b con a € A, b € B. Inoltre, in forza del lemma
11.1, la chiusura di A + B = X assicura che esiste una costante c tale che

c|Pyx|l, <lxll,, clPgxl, <lxl,,

e pertanto i proiettori lineari P, e Py sono limitati.

In uno spazio di HILBERT ogni sottospazio lineare chiuso ammette un
supplementare topologico (basta prendere il complemento ortogonale). Cio
non accade in uno spazio di BANACH anche se riflessivo ([41] cap. 2, oss.
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8). Sussiste infatti il seguente risultato di LINDENSTRAUSS-TZAFRIRI ([41] teor.
V.14).

Proposizione 10.1. Suppplementari topologici. Uno spazio di BANACH in cui
ogni sottospazio chiuso ammette un supplementare topologico é di HILBERT, esiste cioe
uno norma hilbertiana equivalente alla norma iniziale. O

In uno spazio normato X i sottospazi di dimensione finita ammettono
invece sempre un supplementare topologico. Lo strumento dimostrativo é
basato sulla nozione di base duale.

W Sia A CX un sottospazio lineare di dimensione finita n e {e;,i =
1,...,n} unabasedi A.

e Diremo base duale della base {e;,i =1,...,n} labase {e,i=1,...,n}
costituita dai funzionali lineari e’ € A’ definiti dalla proprieta caratteris-
tica

<e71’ ek>:5ik’

che equivale alla proprieta

(e',x):=12", Vx=) a'e cA.
i=1

In virta del teorema di HAHN proposizione 5.4 € possibile estendere (in modo
non univoco) i funzionali lineari {e’ € A’',i = 1,...,n} a funzionali lineari
continui {f' € &',i=1,...,n} taliche

(ffoxy=ce,x) Vxed, [, =€,

I funzionali {f' € X’,i = 1,...,n} godono quindi anch’essi della proprieta
caratteristica

(Jﬂ»ek>: 51]{7’
e costituiscono una base duale di {e,,i =1,...,n} in X’.

W Viceversa, sia N' C X’ un sottospazio lineare di dimensione finita n e
{ffeX,i=1,...,n} unabasedi N .
Allora esiste una base duale {e,,i = 1,...,n} in X. Per mostrarlo si
osservi che ¢ suriettiva 'applicazione lineare F € L {X;R"} definita da

F(x) ::{(fl,x>,...,(fn,x>}.
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Infattise o, € #"\ ImF poniamo a = a,—Iley, con II proiettore ortogonale
su ImF in ®". Allorail vettorenonnullo oo = {a' € R, i =1,...,n} & tale

che

o¢-F(x):2:o/<fi,x>:07 Vxe X,
i=1

contro l'ipotesi di indipendenza lineare dei funzionali { f' € X', i=1,...,n}.
La suriettivita di F assicura che esiste uninsieme {e, € X', k=1,...,n}
di vettori tali che

<fivek>:6ik7

e tale insieme é linearmente indipendente in quanto

Zakek:O = (f, Zakek>zz ozk<fi,ek>:o/:O Vi=1,...,n.
=1 =1 =1

Possiamo ora dimostrare un primo risultato.

Proposizione 10.2. Dimensione finita. In uno spazio normato X ogni sottospazio
lineare A di dimensione finita n ammette un supplementare topologico.

Dim. Sia {e;,i = 1,...,n} unabasedi A ed N' C & il sottospazio lineare
generato da una base duale {f' € X’ ,i=1,...,n} in X".
Il sottospazio lineare chiuso

n
N = () Kerfic

i=1

é allora un supplementare topologico di .A. Risulta infatti
ANN -+ = {XEA S x)y=0 Vi:l,...,n} ={o}.

Definendo quindi il proiettore
P,x := Z(fk,x)ekefl, Vx e X,
k=1

si ha che
<fl7x_PAX>:<f27X>_<frl7ek><fk7x>zo'

Pertanto x — P ;x € N'" e dunque X = A+ A" con somma diretta. O
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Vale anche il risultato simmetrico.

Proposizione 10.3. Codimensione finita. Siz X uno spazio normato ed X’
lo spazio duale. Se N' C X' e un sottospazio lineare generato da un insieme finito
{f € X', i=1,...,n} di funzionali lineari continui linearmente indipendenti,
allora il sottospazio lineare chiuso

Nt ::ﬂ Kerf'c x,
i=1

ammette un supplementare topologico A CX di dimensione n.

Dim. Sia A CX il sottospazio generato da unabase {e, € X, k=1,...,n}
duale dellabase { f' € X', i=1,...,n} di N. Procedendo allora come nella
proposizione 10.2 si deduce che

ANt ={o}, X =A+N*,

e pertanto che X = A+ N7, O

Si noti anche il seguente risultato.

Proposizione 10.4. Chiusura dei sottospazi di codimensione finita. I uno
spazio normato X ognisottospazio lineare B di codimensione finita n eil complemento
ortogonale di un sottospazio lineare N € X' di dimensione finita n e quindi e chiuso.
Si ha cioe che

X=A+B, dmA=n = 3INCX, dimN=n, B=N" .

Dim. Sia X = A4 B con {e;,i =1,...,n} basedi A che definisce le compo-
nenti N
X = inei, Vxe A,
i=1

ed {f € X',i=1,...,n} labase dualein X’ ottenuta mediante I’estensione
per azzeramento su B dei funzionali della base duale {e’,i =1,...,n} in A’.
Essendo 2 = (€', x) possiamo dare la definizione

i x! VXEA,
(ffox) =
0 VxeB.
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L’estensione non altera la norma dei funzionali in quanto

i |<fzax>‘ |<eiax>|
1]l = sup ———— = sup ————

=€l ,-
xeX ||X||X xeA || ||X A

Al risultato si perviene infine osservando che B = N . Infatti & palese che
B C N*. Viceversa x c Nt = 2/ =0 Vi=1,....,n = x € B per cui
BON*. O

Siano X e X’ spazi normati in dualita.

B Diremo che due sottospazi lineari chiusi A €X e N € X’ sono sottospazi
duali se valgono le relazioni

AQNL:{O}Xa
NNA"={o},.

Ne segue che

X=A+N",
X =N+A .
Definiamo i proiettori lineari associati a tali decomposizioni

P=P,, Q=P,. in X,
P=P,, Q=P, in X.

Si ha che

Proposizione 10.5. Sottospazi duali. In uno spazio normato X se un sottospazio
lineare A €X ha dimensione finita n anche ogni sottospazio duale N € X' ha
dimensione finita n .

Dim. Sia {e;,i=1,...,n} unabase di A che definisce le componenti
n i
x=y 1'e VxeA,
i=1

ed {f' € X',i =1,...,n} lafamiglia linearmente indipendente di funzionali

di X' definiti da _
O
7 0 VxeNt.
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Allora per ogni x’ € A/ e per ogni x € X risulta

<x’,x>=<x’,Px>=<x’,;xiei>=§<x’,ei><fi,x>=x’i<fi,x>,

dove 2/, := (X', e;) e quindi
X/ _ Z x/i fl )
i=1
La famiglia {f' € &’,i=1,...,n} & dunque una base di N . O

Se X é uno spazio di HILBERT, € possibile scambiare il ruolo giocato dai
sottospazi lineari chiusi A €X e AN € X’ nella proposizione 10.5.

Valgono poi le relazioni di dualita

(x', Px)y=(P'x, x) Vxe X, Vx eX’,
(x', QxH)=(Q'x', x) Vxe X, Vx eX.

Infatti, posto

i P'x' = Z( /X/)ifiv

i=1

Px =Y (Px)e
i=1

risulta

(Px)i:<fiax>a (P/X/)q-,:(X',e.),

7
e quindi

(x',Px)=(x, > (Px)e)=>(x,e)(f,x),
i=1 i=1
Xy =( (P, foxy =X e ( f,x),

i=1 i=1

Analogamente si dimostra che

(x', Qx)y=(Q'¥, x) VxeX, vVx e
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11. PROPRIETA’ DI CHIUSURA

Dal teorema dell’applicazione aperta, proposizione 9.4, si deduce il
seguente fondamentale risultato (vedi [41] teorema I1.8).

Lemma 11.1. Limitazione delle componenti. Sia X' uno spazio di BANACH e
A CX e B C X sottospazilineari chiusi tali che la loro somma A+ e chiusa. Esiste
allora una costante ¢ > 0 tale che ogni x € A + B ammette una decomposizione del
tipo

x=a+b conacd beB, clal,<|x|,. clbl,<lxl,.

Dim. Dotiamo lo spazio prodotto X x X della norma

L'operatore lineare A € L{X x X; X} definito da
A{xy}i=x+y,

é allora continuo e suriettivo.

La proposizione 9.4 assicura allora che esiste una costante ¢ > 0 tale che
ogni x € A+Bcon || x|, < ¢ puoesserescritto x=a+bconac A, beB
e [laf, + [[b], <1.Peromogeneita si ha quindi che x € A + B ammette la
decomposizione x =a+bcona€ A, beBe [lal,+ [|b], < ! x|, O

La proprieta di decomposizione dimostrata nel lemma 11.1 puo essere equi-
valentemente formulata come segue.

Lemma 11.2. Formulazione alternativa. Sia X' uno spazio di BANACHe A CX
e B C X sottospazi lineari chiusi tali che la loro somma A+ B é chiusa. Esiste allora
una costante ¢ > 0 tale che

la+bl, > cllatpl,,
la+bl,=>cllb—p],.

i) V{a,b}e Ax B 3dp(a,b)e ANB : {

Se la somma A+ B é diretta, e cioe se ANB = {o}, allora p = o e quindi si ha che

, {Ila+b||X> clal,,
2
la+bll, > clbl,,

perogniac AebeB. O
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Un'ulteriore formulazione equivalente ai lemmi 11.1 e 11.2 puo essere for-
nita se lo spazio X € uno spazio di HILBERT.

Lemma 11.3. La proprieta di angolo finito.  Sia X uno spazio di HILBERT e
A CX e B C X sottospazi lineari chiusi tali che la loro somma A+ B é chiusa. Esiste
allora una costante 0 < 0 < 1 tale che

b—
ity) sup inf —2F# Plx g1,

(abteaxs peans @+t Pl [[D+pl, —

Selasomma A+ B e diretta, e cioe se ANB = {o}, allora p = o e quindi la formula
si semplifica in

b
iiy) sup (&, By <6<1,
(abteaxs llall, bl

che equivale a ciascuna delle diseguaglianze
[TLb|, <@[b], vbeB,
ily) 0<o<1,
IMgal, <@llaf, vac.A,

dove TI 4, X1z sono i proiettori ortogonalisu A and B. La chiusuradi A+ B esprime
quindi la richiesta che I’angolo tra i sottospazi lineari A e B sia inferiormente limitato
da una quantita positiva.

Dim. Basta dimostrare che le i) equivalgono alle ) della proposizione 11.2.
Per semplificare I'esposizione assumeremo che A NB = {o}.

i) = ii) Posto o =c?/2 siha
Ixa+b|% > o’ ([Aal’+[b]%) YAeR,
e dunque
M (1-a?) ||a||§(+(1—042)HbHi(+2/\(a, b)y >0 VAeR.
Imponendo che il discriminante sia non positivo si ottiene la diseguaglianza
[(a,b)x[ < (1—a?)all,[b],,

che equivale alla i) con =1 —a? =1—c?/2.
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i) = i) Sevalela i) ecioé|(a,b)y|<0af,|b],,siha
2 _ 2 2
la+bI% =llal + bl +2(a, by >
2 2
>[lall, + bl —26lal, (b, >
2 2
(L—6%)al’,

2 2
1—0) b2

. 2
in quanto ([ 0all, —[bll, )" =6*lal?, + bl —26la],[b], >0.
La diseguaglianza

(a, b)y = (a, Ib)y <|lafl, [T,b], <@al,[bl,,

mostra che ciascuna delle ii;) implica la 7i,). Viceversa la diseguaglianza

(a, I ,b)y (a, by
IT,b ], = sup A= =sup ———— <0|b]|,,
aca 2l aca llally
mostra che la ii,), implica ciascuna delle 7i,) . O

La dimostrazione dell'implicazione ii) = i) € dedotta da [49], quella
dell'implicazione i) = ii) € originale.

Dal lemma 11.1 si deduce la seguente proprieta concernente le distanze dai
sottospazi lineari A e B e dalla loro intersezione.

Lemma 11.4. Diseguaglianze tra le distanze. Sia X' uno spazio di HILBERT e
A CX e B C X sottospazi lineari chiusi tali che la loro somma A + B é chiusa.
Esiste allora una costante k > 0 tale che

[l Ix—all,+ kllat+b]|,, V{ab}ecAxB,

X/ANB <

dove a e b giocano un ruolo simmetrico. Si ha quindi che

D %l < %0yt BITLx],,,  Vxex,
i) %l e < %l + Il Vxex,
1) 1%y g © (HR) (%] 0+ %1y ) YxEX,

dove II , e IT , sono i proiettori ortogonalisu A e B in X.
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Dim. La proposizione 11.2, posto k& = ¢!, assicura che per ogni a € A e

b € B esiste p€ ANB taleche |[a+pll, < k|a+b], equindi
1%y 4o = Ix Pl <lx=al, +latpl, <lx-al,+klat+bl,.

Posto a = II ;x e prendendo I'estremo inferiore rispetto a b € B si ottiene la
diseguaglianza ¢). Analogamente per la 7).

La iii) si ottiene dalla i) mediante la diseguaglianza triangolare

1%l 4ns < 1My g+ F I < l1x = TLx |, + R x4+ b, <
< lx=Tx|l, + kx —ILx |, + kllx=b]|, <
< (L+R) [x = ILx|], + kl[x=b],,

e prendendo I'estremo inferiore rispettoa b € B. O

Le i) e ii) della proposizione 11.4 sono dovute all’autore [52].

La 4i) & dimostrata in [41] corollario I1.9 con riferimento a spazi di BANACH.
Le figg 11.1 e 11.2 forniscono una illustrazione grafica della proposizione 11.4.

Osservazione 11.1. Per ogni coppia {x,y} € X x X siha
(1P + 1y 12 < Dl IE< V2 (0P + Ly 1)

e pertanto le diseguaglianze nella proposizione 11.4 possono scriversi anche

2 = 2 2

1l s = € UG, I ) Vx € X,
2 T 2 2

%15 s < F (X IE, + ITLxR, ;) VX €,
2 7. 2 2

1% s < F CIXIE, 5 + IS, ) Vx €,

con ovvia definizione delle costanti. [ |
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Ix — T ||, + [ x - x|, >

> ¢! [x =TI px|, VxeX

ANB " Hnpx

Fig. 11.2

Lemma 11.5. Chiusura delle proiezioni. Siano A e B sottospazi lineari chiusi di
uno spazio di HILBERT X e A%, B i complementi ortogonali in X . Denotiamo con
I14,I1p i proiettori ortogonalisu A and B econ Il ;o =1 114, Iz =1 —-1lp
i proiettori complementari su A® and B®. Allora le sequenti affermazioni sono
equivalenti

i) A+ B chiusoin X,

i) 1%y g < ¢ Iy + Qe D I, ,, YxeX,
i I B chiusoin ¥ <= | bl > chHX/AmB Vb € B,
Iy A chiusoin X <= [z alf, > c||a||X/AmB Vae A,
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Dim. L'implicazione i) = i) & stata dimostrata nella proposizione 11.4.
Dimostriamo che i) = iii). Poiché i sottospazi lineari A e B giocano un
ruolo simmetrico é sufficiente provare che ii) <= iii,).

Ponendo x = b € B nella i) siha

bl < c'b]

X/ANB = X/A VbeB,

che, essendo A = KerII 4., € equivalente a

ITL. b, > c|b]| Vb € B,

X /(Ker II 4= NB)

che per la proposizione 9.16 ¢ equivalente alla chiusura di IT ;- B.
Dimostriamo ora che iii) = ). Perogni x € A+ B C X siha

x=a+08, acA, BeB

equindi x =a + 148 +11 . 3.
Se {x,} € una successione di CAUCHY in X si ha

‘Xnixk‘Q: |an+HA16n7(ak+HAﬁk) |2+|HA%ﬁn7HA‘ElBk|2HO‘

La successione {x,} converge ad un x,, € X ed, essendo A and B chiusi in
X, lesuccessioni {o, +I1403,} e {II ;- B} convergonoad o € A e a® € A¥
e dunque

xooza—l—ab.

La chiusura II ;- B implica che a® € II ;= B. Esiste alloraun 3 € B tale che
IT - B = a” e possiamo scrivere

Xo=a+IB=a-TI4B8+8, a-IIBcA, BebB.

Ogni punto limite x,, appartiene dunque a A + B che é pertanto chiuso. [J

La proposizione 11.5 & dovuta all’autore.
La seguente diretta conseguenza dellalemma 11.5 € utile nelle applicazioni.

Proposizione 11.6. Condizione sufficiente di chiusura. La somma di due sot-
tospazi lineari chiusi A e B di uno spazio di HILBERT X e chiusa se ¢ uguale alla
somma di due sottospazi lineari chiusi di cui almeno uno é di dimensione finita. Pitl in
generale A+ B é chiuso se é esprimibile come somma di uno di dimensione finita e di
un’altro incluso in A od in B.
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Dim. Basta osservare che la proiezione ortogonale su di un sottospazio di
dimensione finita ha dimensione finita e pertanto € un sottospazio chiuso. [J

Le relazioni di ortogonalita che seguono sono fondamentali.
Proposizione 11.7. Relazioni di ortogonalita.  Siano A e B due sottospazi

lineari di uno spazio normato X e A+, B* iloro complementi ortogonali nello spazio
normato duale X'. Allora

iy  A'NBt=(A+B)*,
ii)  (ANB): D AL+ B+,
iii) (ATNBH)t=(A+B)** D A+B,

ed inoltre
iv) (A'NBYHYr=A+B < A+ B chiusoin X.
Se A e B sono sottospazi lineari chiusi in X si ha poi che
v)  ANB = (A" +BYH,

vi)  (ANB): = (A +BYY D AL+ B,
vii) (ANB)t = A+ + B+ < A' + B+ chiusoin &”.

Dim. Se A & un sottoinsieme dello spazio normato X risulta A CA . Se A
& un sottospazio lineare di X’ siha A** = A dove A ¢éla chiusuradi A (vedi
proposizione 5.12). La i) e la ii) sono evidenti. La i) si ottiene prendendo i
complementi ortogonali in ¢). La v) € una diretta conseguenza della i) .
Per dimostrare la v) si osservi che AN B C (A" + B*)* in quanto per
ogni x € ANB ed f € (A +B*) siha (f, x) = 0. L'inclusione inversa segue
dall’ovvia inclusione A+ C A + B+ cosiche (A" + BH)* C A = A= A.
Analogamente (A*+B*)*" C B = B = B epertanto (A" +B*)" C ANB. La
vi) segue prendendo i complementi ortogonali nella v) ela vii) € una diretta
conseguenza della vi). O

Presentiamo ora un risultato pitt profondo (vedi [41] teorema II.15 per una
dimostrazione in spazi di BANACH).
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Proposizione 11.8. Chiusura della somma dei complementi ortogonali. Siano
A, B due sottospazi lineari di uno spazio di HILBERT X e A*, B* iloro complementi
ortogonali nello spazio di HILBERT duale X'. Allora

A+ B chiusoin X <= A"+ B chiusoin A",

e la costante che compare nella decomposizione stabilita dal lemma fondamentale 11.1,
rimane invariata sostituendo A* e B+ al postodi A edi B rispettivamente.

Dim. In forza del lemma 11.7 risulta

i) A+B chiuso <= A+B=(A"nBYH,
ii) A+ +B* chiuso <= A'+B*=(ANB)".

i) = i) Essendo (ANB)* D A" + B+ dimostriamo che

(AnB)" C At +B*.

Consideriamo un funzionale f € (ANB)* C &’ ed una qualsiasi decompo-
sizione di un elemento x € A+ B comesomma x =a+b conac AebecB.
Definiamo quindi il funzionale lineare ¢, on A+ B

<¢b7x>::<fva> VXGA‘FB

Notiamo chela definizione é indipendente dalla decomposizione di x in quanto
f € (ANB)*. Risulta quindi (¢, ,b)=0 VbeB.

Il funzionale ¢, € continuo. Infatti A+ B é chiuso per ipotesi e pertanto
il lemma 11.2 assicura che

la+bll, > clatpl,,

V{a,b} e Ax B 3Jp(a,b)e ANB : {
la+b|,=clb-pl,.

Essendo f € (ANB)* e p(a,b) € ANB, risulta (f,a)=(f, a+ p(a,b))e
quindi
(@, at+b)[=[cf,a)[=]|(f,at+p(ab))| <[ f],[a+pab)], <
<c £y la+bll,.
Estendiamo ¢,, ad un funzionale f, € X’ continuo su tutto X ponendo

(fy,x):=(¢,,IIx) VxelX,
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con IT proiettore ortogonale su A+ B in X'. Si ha quindi
By )| = (b Tx) | < e B, 1T, < e 8], X, Vxe .

Osserviamo infine che risulta
i 1
foeB -, f o :=f-f A .
Dunque f =f_ +f, € A" + B' el'inclusione ¢ dimostrata.

Se nella diseguaglianza
[(fy x| < e IE ], Ix], Vxex,

poniamo x =X con X € & tale che (f,,, X) = [[f}, |, [ X]|, eprocediamo in
modo analogo per f_, si perviene alle diseguaglianze

Iy Ly < MEly s clifall, <[l

X/? X/?

che sono perfettamente analoghe a quelle del lemma 11.1. Quest'ultima osser-
vazione é dovuta all’autore.

L'implicazione i7) = i) si dimostra in modo analogo facendo ricorso
all'isomorfismo isometrico di RIESz-FRECHET tra X e X”. O

Una ulteriore caratterizzazione della proprieta di chiusura della somma di
due sottospazi lineari chiusi é fornita dal seguente risultato dovuto all’autore.

Proposizione 11.9. Un’equivalenza tra proprieta di chiusura. Sia X' uno spazio
di BANACH e A, B sottospazi lineari di X con B chiuso.

Allora A+ B e chiuso in X se e solo se il sottospazio lineare (A + B) /B é chiuso nello
spazio quoziente X /B.

Dim. Se A+ B é chiusoin X esso € uno spazio di BANACH per la topologia
indotta da X e pertanto il sottospazio lineare (A + B)/B € chiuso nello spazio
di BaNACH X/B.

Siaora (A+B)/B chiusoin X /B. Unasuccessione di Caucny {a, +b, }
con a, € A and b, € B converge ad un elemento x € A e dobbiamo mostrare
che x € A+ B. A tal fine osserviamo che

la, +b, =, > inf &, =x+D|, = a, = x|,

La chiusura di (A + B)/B assicura che la successione {a, + B} C (A+ B)/B
convergea x + B € (A + B)/B. Ne segue che x € A+ B. O
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Dalle proposizioni 5.13, 11.9 e 11.17 si deduce un criterio di chiusura
dell'immagine di un operatore prodotto. Il risultato € dovuto all’autore.

Proposizione 11.10. Operatori prodotto. Siano X,) spazi lineari normatie H
uno spazio di BANACH. F € L{X;V} e G € L{Y;H} operatori lineari continui e
F eL{YV;X'}, G' e L{H;Y'} iloro duali.

Assumiamo che ImF C Y sia spazio di BANACH per la topologia indotta da ).
Sussiste allora I'equivalenza

Im(GF) chiusoinH <=

(KerGN ImF)" = (KerG)" + (ImF)" = ImG' + KerF’ chiusoin ).

Dim. In virtu della proposizione 5.13, tra lo spazio di BANAcH (ImF)’ duale
di ImF elo spazio di BaNacH )'/(ImF)* esiste un isomorfismo isometrico
che rende i due spazi lineari topologicamente equivalenti.

Consideriamo quindi

e l'operatore G, € L{ImF;H} restrizionedi G € L{Y;H} allo spazio di
BanacH ImF C Y, definito da

Gy :=Gy VyecImF,

e e l'operatore duale G/, € L{H;(ImF)'} = L{H;V'/KerF'} che, es-
sendo (ImF)* = Ker F’, puo essere definito come
G'h' :=G'h' + KerF' Vh' e H.
Infatti risulta
(G' )b, y)=(Gh + KerF',y):=(Gh+y ,y) =
=(G'h',y)=(h',G)y) Vy, € KerF' Vye€ ImF.
Il teorema dell'immagine chiusa, proposizione 11.17, mostra quindi che
e ImG,_ = ImGF e chiuso nello spazio di BANACH H se e solo se

ImG') = (ImG’ + KerF')/Ker F’,

é chiuso nello spazio di BANACH )’/ Ker F'.

Tale proprieta é infine equivalente alla chiusura di ImG’ + KerF’ in )’ in
virtu della proposizione 11.9. O
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Osservazione 11.2. Sinoti che la proposizione 11.10 fornisce un esempio in cui
la somma dei due sottospazi lineari Im G’ e KerF’ é chiusa nello spazio di
BANACH )’ anche se il sottospazio Im G’ non € chiuso. [

Proposizione 11.11. Un criterio di chiusura dell'immagine del prodotto tra
operatori. Siano X,Y,H spazi di BANacHe F € L{X;Y}, G € L{V;H}
operatori lineari continui. Sussiste allora l'implicazione

ImG chiusoin H,
ImF chiusoin ), = Im(GF) chiusoin H.

Ker G = {o},

Dim. Dalla proposizione 11.17 segue che la chiusura delle immagini degli ope-
ratori F € L{X; Y} e G € L{Y;H} equivale alle diseguaglianze

|| Gy”HZCG ||y||y/KerG1 vyeya

| Fxl, > cp | x| VxeX.

x/Kerr’

Se Ker G = {o} allora si deduce che vale la diseguaglianza
| GFx,, > cq | Px Il > e ep X | Kerp: VX E X

che, essendo Ker (GF) = KerF, equivale alla chiusuradi Im (GF) in H. O

Dimostriamo ora un’equivalenza tra proprieta di chiusura che ¢ di basilare

importanza in meccanica delle strutture.

Proposizione 11.12. Teorema fondamentale della meccanica. Sia X' uno spazio
normato, H uno spazio di BANAcH, A € L {X; H} un operatore lineare continuo
e A’ € L{H'; X'} il duale. Consideriamo quindi un sottospazio lineare L CX che
sia uno spazio di BANACH per la topologia indotta da X , l'operatore A, € L{L;H}
restrizione di A € L{X;H} ad L CX e l'operatore duale A', € L{H';L'}.
Allora sussiste I'equivalenza

ImA/, = (KerA,)" CH <= ImA'+L =(KerANnL)" CA"
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Dim. Supponiamo che sia ImA’, = (KerA,)*.

Notiamo preliminarmente che ogni funzionale x’[: = A’Kh' eImA’, Cr
con h' € H' puo essere esteso ad un funzionale x; € Im A’ C X" definito da

x;n =A'hcx = (x%,x) :=(h', Ax) VxecX.
Assegnato quindi un qualsiasi funzionale x' € (Ker A N £)* C X’ possiamo

considerarne la restrizione x/, € (Ker A ) definita da

(x.,x):=(x,x) VxeLl.
Per ipotesi risulta x’ﬁ € Im A’E C L'. Posto allora x’ﬁ = A’Lh’ con h' € H'
consideriamone I’estensione x’h = A'h C X' ed osserviamo che

/

/ / /
(X =X, X) = (X, —X,,

- x)=0 VxeLl < X —x, €L CX.

Ponendo x' = xi + (x' — x| ) si ha quindi che
x' €(KerANL)" C&x', x, €ImA', x'—x €L

Possiamo pertanto affermare che (Ker ANL)* C Im A’ + £+ C X",
Osservando infine che (Ker A N £)* D (Ker A)* + £+ D Im A’ + L* si
perviene all’eguaglianza

(KerANL)" = (KerA) 4+ £ =ImA' + £ C X'

Viceversa assumiamo chesia ImA’+ £t = (KerA N E)L Cc X'

Consideriamo un funzionale x|, € (Ker At C £'. 1l teorema di HAHN-

BANACH consente di considerarne un’estensione x’ € (Ker AN L))" C &”.
In forza dell’ipotesi risulta

/ / / 1 €L
xX=x,+tp, x, €ImA", pel,
e quindi
FheH  A'lh=x <+ (x,,x)=(h', Ax) Vxe4X.

Ne segue che
(x',x)=(x,,x)=(h", Ax) VxeL.

Dunque x', = A’.h’ € Im A’, per cui (KerA,)* C ImA’,.

Essendo (Ker A )" D Im A/, risulta ImA’, = (KerA,)". O
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Osservazione 11.3. La proposizione 11.12 fornisce un ulteriore esempio in cui la
somma di due sottospazi lineari Im A’ e £+ ¢é chiusa nello spazio di BANACH
X' anche se il sottospazio Im A’ non é chiuso.

Si noti a tal proposito che le condizioni

i) ImA,=AL chiusoin H < HAX”HZC”X”X/KerAmL VxeLl

i) ImA=AX chiusoin H < |Ax|, =c|x]| Vxedk,

X /Ker A

non sono equivalenti ed anzi che nessuna di esse implica I'altra.
Si noti inoltre che dalla dimostrazione della proposizione 11.12 si evince
che
ImA/, = (KerA,)" CH <«
ImA’ 4+ £ = (KerA)" 4+ £" = (KerANL)" C X'

In forza del teorema dell'immagine chiusa sussiste 1'equivalenza
AL chiusoinH <= ImA/ = (KerA,)* CH,
e dunque dalla proposizione 11.12 segue anche I'equivalenza

AL chiusoinH <=
(Ker ANL)" = (KerA)* + L5 = ImA'+ £ C &,

ma cid non implica che Im A’ = (Ker A)™*. |

Osservazione 11.4.
In meccanica delle strutture si presenta la seguente situazione caratteristica.
In uno spazio normato X sia G C X un sottospazio lineare che ¢ uno
spazio di BANACH per la topologia indotta da X e tale che la restrizione A, €
L{G;H} di A € L{X;H} soddisfile proprieta

a) ImA; = AG chiusoin H <= | Ax ||, vVxeg,

= CHX”KerAmg
b) dim KerA; < +oo0.

Allora il teorema dell'immagine chiusa in spazi di BANACH, proposizione 11.17,
assicura che

ImA; = AG chiusoin H < ImA = (KerAg)l.
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Se £ CG & un sottospazio lineare chiuso in G, dal teorema fondamentale,
proposizione 11.12, si deduce I'equivalenza

AL chiusoinH <= (KerA;NL)" =(KerAg)" +L"C¢,

che per la proposizione 11.8, formulata in spazi di BANACH, equivale a

AL chiusoin H <+~ KerA; + L chiusoin G.

Poiche dim Ker A; < + 0o la chiusura di Ker A, + L sussiste in forza della
proposizione 11.6 per ogni sottospazio lineare chiuso £ CG .

Condizioni equivalenti alle due condizioni caratteristiche a) e b) sono
discusse in dettaglio nella successiva sezione 12. |

I risultati di chiusura enunciati in precedenza sono adoperati nelle appli-
cazioni per stabilire la buona posizione dei problemi lineari e cioé I'esistenza
di soluzioni per ogni valore dei dati che soddisfi la condizione variazionale di
ortogonalita alle soluzioni del problema duale omogeneo.

La proprieta di chiusura della somma di due sottospazi lineari chiusi &
spesso invocata sotto una delle diverse forme equivalenti in cui essa puo essere
espressa.

E’ pertanto utile riassumere qui di seguito tali condizioni. Le prossime due
proposizioni siriferiscono rispettivamente al caso generale ed al caso particolare
(ma importante) in cui la somma dei due sottospazi lineari chiusi ¢ diretta.
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Proposizione 11.13. Condizioni equivalenti di chiusura. Sia X uno spazio
di HILBERT ¢ A CX e B C X sottospazi lineari chiusi in X . Allora le seguenti
proprieta sono tra loro equivalenti:

i) A+B chiusoin X <= A+B=(A'nBYH,
i) (A+B)/B chiusoin X/B,
iii) AT+ B chiusoin &' <= A*+B'=(ANB)*,

la+bll, > clatpl,,

w) Vae A,Ybe B, dp(a,b)c ANB : {
latbl,>clb-p],,
v) sup  inf (a+p,b—px

<f=1-c*2<1,
{abjedxs peans 2+l Ib+pll,

-1
1%y s < Iy e I YXEX,
Vi)
-1
=1, < xlly,z+ ¢ [Hgx]l,,, VxeX,
/ANB /B /A
1 1
%0y g <€ Xl + A+ D xl,, VxeX,
/ANB /A /B
vit)
HX”X/AQBSC HX||X/B+(1+C )||x||X/A Vxe X,
IT,. B chiusoin X <= ||1'IAOb||/,",2chH)(/Amlg Vb e B,
viii)
IT;. A chiusoin X <= HHBoaHchHaHX/AmB Vaec A.

Tutte le diseguaglianze espresse in termini di A e B valgono invariate e con gli stessi
valori delle costanti esprimendole in termini di A e B*.

Dim. Le equivalenze i) <= i) <= iii) sono state dimostrate nelle
proposizioni 11.4 e 11.9 .

Le implicazioni i) = iv) <= wv) = wvi) <= vii) sono state
dimostrate nelle proposizioni 11.2, 11.3 e 11.4.

Le implicazioni vii) = wviii) = i) sono state dimostrate nella propo-
sizione 11.5.
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L'ultima affermazione segue dalla proposizione 11.8. O

Proposizione 11.14. Condizioni equivalenti di chiusura. Sia X' uno spazio
di HILBERT e A CX e B C X sottospazi lineari chiusi in X tali che la la somma
A+ B ediretta. Allora le seguenti proprieta sono tra loro equivalenti:

i) A+B chiusoin ¥ <= A+B=(A"NBYH)*,
ii) A"+ B+ chiusoin X' <= A"+ B =(ANB)*,

a+b > clla
iii {” I 2l Vac A, VbebB,

la+bll,=clbll,
-1
) ||x‘|X§‘|XH){/A+C ||HAX||X/B VX€X>
()
—1
Ixlly < Il + ¢ x|, ¥x€X,
71 71
0 1%l <elixlly  + A+ lxl, ; VxeX,
Vit . i
Ixll, et lixlyz+Q+e D lxll,, Yxex,
b
) sup PN g 29,

fabteaxs 2l 1o, —

[ILb|, <@[bl, VbeB,
) { AT v 0<f<1,
ITigall, <6lall, VacA,
(ag, by (a, bg)y

iv) sup sup

_ e A — " >c>0
{as,b}eA®xB | as ||X | b ||X {a,bs }EAXB? |a ||X | ba ||X ’

. [Hye B chiusoinX < |II.bf,>clbf, VbeB,
viii
) Iz A chiusoin ¥ < |z af, >clal, VYaecA.

Dim. Basta specializzare le proprieta enunciate nella proposizione 11.13
tenendo presente che ANB = {o}. O

Osservazione 11.5. Un’importante applicazione delle condizioni equivalenti
concernenti la chiusura della somma di due sottospazi lineari chiusi é la
seguente.
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Nella ricerca di una soluzione approssimata di un problema lineare si con-
siderano famiglie infinite, ad un parametro, di sottospazi lineari di dimensione
finita costituiti dai campi che interpolano le variabili del problema.

Nel Metodo degli Elementi Finiti (M.E.F.) la famiglia di sottospazi lineari
interpolanti dipende da un parametro che misura la massima dimensione degli
elementi.

Le condizioni sufficienti per la convergenza della soluzione approssimata a
quella del problema originario riportate in letteratura consistono nel richiedere
che valgano talune diseguaglianze con costanti indipendenti dalla dimensione
degli elementi.

Allaluce dei risultati di chiusura riportati in questa sezione si riconosce che
tali diseguaglianze sono equivalenti a richiedere che lasomma di due sottospazi
lineari di dimensione finita sia uniformemente chiusa al tendere al limite del
parametro della famiglia.

Una condizione di questo tipo é nota in letteratura col nome di condizione
di (LADYZHENSKAYA-BABUSKA-BREZzI) (in sigla LBB). [24], [31], [32], [48]. =

11.1. Il teorema dell’immagine chiusa per operatori non limitati

In forza delle proposizioni 11.7 e 11.8 é possibile formulare il teorema della
immagine chiusa con un enunciato pit generale di quello adottato nella propo-
sizione 9.16.

La dimostrazione che segue fa riferimento a spazi di HILBERT ma il risultato
sussiste, con una dimostrazione piu difficile, anche in spazi di BANACH (vedi
[41] teorema 11.18).

Proposizione 11.15. Teorema dell’immagine chiusa. Siano X, X" e V,Y' spazi
di HILBERT duali. Si consideri un operatore lineare chiuso A : X — ) con dom A
densoin X edil duale A’ :Y' +— X'. Siha allora che

KerA' = (ImA)*, KerA = (ImA")",
e le sequenti proprieta sono tra loro equivalenti
i) ImA chiusoin ),
i1) ImA’ chiusoin A7,
iii) ImA = (Ker A")*,
iv) ImA’=(KerA)*.
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Dim. Definiamo gli spazi prodotto in dualita
X:i=xxYy, X :=x'x),
ed i seguenti sottospazi lineari
A =G(A) CcX, B :=X x{o}y CX,
A= [GA)]" c X/, B :={o}wx) CX.
Osserviamo che dalla proposizione 9.9 si trae
At = [GA)] = V'GA) = {{A'y,—y'} €X' x ) : y' € domA'}.
E’ allora facile verificare che
ANB = Ker A x {o}y CX,
A+B=Xx ImA CX,
A NB* = {o}x x KerA' C X,
At + Bt =ImA' x Y CX.

La proprieta i) della proposizione 11.7 mostra che vale la relazione di ortogo-
nalita
KerA' = (ImA)" < A'NB' =(A+B)".

Il sottospazio lineare B € evidentemente chiuso in in X. Anche il sottospazio
lineare A = G(A) risulta chiuso in X in quanto A & per ipotesi un operatore
chiuso.

Dunque la proprieta v) della proposizione 11.7 mostra che valela relazione
di ortogonalita

KerA = (ImA")" < ANB=(A"+B")".
Dalla proposizione 11.8 si deducono allora le equivalenze
ImA chiusoin Y <= A+ B chiusoin X +—
— A"+ B* chiusoin X' <= ImA’ chiusoin X’.

Le proprieta iv) e vii) della proposizione 11.7 consentono poi di estendere tali
equivalenze alle relazioni

{ImA—(KerA’)L — A+B=(A"nBYHY",
ImA’'= (KerA)" <= A" +B'=(A4AnB)",

e cio conclude la dimostrazione. i
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Proposizione 11.16. Operatori chiusi con immagine chiusa. Siano X, X’ e
Y, Y’ spazi di HILBERT duali. Un operatore lineare chiuso A : X +— Y ha immagine
chiusa in X se e solo se vale la diseguaglianza

||Ax||y2 C”XHX/KerA Vx € domACX.

Seinoltre dom A e densoin X l'operatore duale A’ : Y’ +— X' é chiuso e le sequenti

proprieta sono tra loro equivalenti

i) ImA chiusoin X,

i) IAX], 2 clxly e ¥XE domAC X,
i) ImA’ chiusoin X7,

i) JAY 2 ey |y gea VY € domA CY.

Dim. Adottiamo le notazioni della proposizione 11.15:

A=G(A)CX, B=2Xx{o}y.
I sottospazi lineari B ed A = G(A) sono chiusiin X in quanto A € per ipotesi
un operatore chiuso.

Mostriamo che i) = i)

Sevalela i) Il sottospazio lineare A+ B = X x Im A ¢ chiuso in X e quindi, in
forza della proposizione 11.4 e ricordando che Ker A x {o}y = ANB , risulta

dist {x, Ker A }= dist {{x,0}, ANB } <

¢ dist{{x,0}, A} + (14 ¢ ") dist {{x,0},B} =

= ¢ 'dist{{x,0}, A} + (1+c ") dist{{x,0},X x {o}y} =
= ¢ 'dist{{x,0}, {{¢,A¢} : £€ domA}} Vxe domA,

IN

in quanto dist {{x,0}, X x {o}y} = 0. In definitiva risulta
dist {x, Ker A} <c¢ ' inf {||x — ¢ Iy +IIAElL, €€ domA},

e ponendo & = x si deduce che || Ax||y > c|lx]|| Vx € domA.

x/Kera

Mostriamo ora che = 4i) = 1)
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Sia {Ax,} unasuccessione di CAucHYin ImA C Y con || Ax, — ¥ ||y — 0.
Risulta allora || Ax, — Ax,, Hy > cllxp —xp [, = 0. Sia [|x;, —xx ||, — 0.
Allora la proprieta di chiusura del grafico di A :
Ix =%, =0,
= Xoo € domA, y, = Ax.,
| Ax —ya |, — 0.
assicura che Im A & chiusoin Y.

Analogamente si dimostra che = iii) <= iv)

L'equivalenza tra ¢) e 4ii) € conseguenza della proposizione 11.15.
L'eguaglianza delle costanti che compaiono nelle diseguaglianze ii) e iv) si
trae dalla proposizione 11.8 che fa appello all’isomorfismo isometrico di R1ESz-
FRECHET. O

In spazi di BANACH il teorema dell'immagine chiusa ha la seguente formu-
lazione (vedi [29] VIL5, [41] teor. I1.18 e osserv. 20).

Proposizione 11.17. Teorema dell'immagine chiusa in spazi di BANACH. Siano
X, X" e Y,V coppie di spazi di BANACH duali. Allora per ogni coppia di operatori
duali A e L{X; Y} e A" € L{Y'; X'} leseguenti proprieti sono tra loro equivalenti

i) ImA chiusoin)y <= ImA = Ker(A')*,
ii) ImA’ chiusoin &' <= ImA’'= (KerA)*:,

iii) | Ax], > ca || x| vxe X,

X /Ker A
w) NAY [y zear Y lly era  YY €Y,
con cp , cus costanti positive. O

Osservazione 11.6. Si noti che l'eguaglianza delle costanti ¢, e ¢, di-
mostrata nella proposizione 11.16 non é qui perseguibile in quanto basata
sull’'isomorfismo isometrico di R1ESZ-FRECHET tra uno spazio di HILBERT ed
il duale. |

12. DISEGUALIANZE ASTRATTE

Un risultato astratto dovuto a Luc TARTAR (non pubblicato, vedi [35] pag.
25 e [38] pag. 126) fornisce uno strumento estremamente utile per stabilire
risultati di chiusura e di stima dell’errore di soluzioni approssimate.
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Le due sottosezioni che seguono sono rispettivamente dedicate a pre-
sentare le dimostrazioni del lemma di TARTAR e di un nuovo risultato il quale
stabilisce che sussiste anche I'implicazione inversa.

12.1. Il lemma di TARTAR

Premettiamo un semplice risultato che verra richiamato nella prossima
proposizione.

Proposizione 12.1. Sia H uno spazio di BANACH e A C H un sottospazio lineare
chiuso che ammette un supplementare topologico S. Allora detto P , il proiettore su
A subordinato alla decomposizione H = A+ S risulta

Ix—Pyx|, > %], >clx-P,xl,, Vxex.

X/ A

Dim. Poiché P,a=a Va e A dallaproposizione 11.1 segue che
Ix—all, > c| (x—a)—P, (x—a) |, = cl|x—P, x|, Vacd, Vxex,

che equivale a

x| >cl[x-Pyx|, VxeX.

X/A

Il risultato segue quindi osservando che la prima diseguaglianza € banale. [

Proposizione 12.2. Lemma di TARTAR. Sia H uno spazio di BANACH riflessivo,
E, E, spazilineari normatie A € L{H;E} un operatore lineare limitato. Se esiste
un operatore lineare limitato A € L{H; E,} tale che

i) A,e€L{H;E,} écompatto,
i) |[Aully+[[Aul, > affuf, VeeH,
allora risulta
a) dim(KerA)<+oo in H,

b) |Auf, > YVue H = ImA chiusoin H.

€A [u ||H/KerA
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Dim. Sinoti preliminarmente che la i) implica che Ker A N Ker A = {o}.
Iniziamo col mostrare che il sottospazio lineare chiuso Ker A ¢ di dimen-
sione finita. A tal fine osserviamo che dalla i7) si ha

ue KerA = [Aul, > alul,.

Dunque dalla proposizione 7.9 e dalla proprieta di compattezza i) si deduce

che
u, Suy in H,
} = [[A,(w, —ux) |, =0 =
{u,} C Ker A, ’

= ||un_u00||H—>07

e pertanto la proposizione 7.3, stante la riflessivita spazio di BANACH H, im-
pone che dim (KerA) < co.

Supponiamo ora che la b) sia falsa. Esisterebbe allora una successione
{u,} C H tale che

1, || Au, ||E—>O

[ HH/KerA =
Essendo dim Ker A < + oo in virtt della proposizione 10.2 esiste un supple-
mentare topologico S di Ker A esia P, il proiettore su Ker A subordinato
alla decomposizione H = A+ S. La proposizione 12.1 assicura che
1=y era = €l = Paual,.

La successione {u, — P,u,} ¢ dunque limitata in H. La compattezza
dell’operatore A, € L{H;E,} assicura quindi che ¢ possibile estrarre dalla
successione {A (u, — P,u,)} una successione {A (u; — P, uy;)} che é di
CAUCHY in E, . Inoltre, per ipotesi, la successione {Au,} € convergente in F
e pertanto la diseguaglianza i:) implica che la successione {u; — P u;} édi
CAucHY in H . La completezza dello spazio di BANACH H assicura allora che
essa converge ad un limite u,, € H . Malasuccessione {Au,} converge a zero
in £ e dunque uy € Ker A.

Ne segue che P, u, + u, € Ker A e dalla diseguaglianza ii) si evince
che

aHuk HH/KGI‘A S ||Auk HE + ||Ao(uk - PAuk _uoc) HF - 0’

e cio e assurdo in quanto || u, || = 1. Vale quindi la diseguaglianza b) .

H/Ker A
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Per mostrare infine che la diseguaglianza b) implica la chiusura di Im A
consideriamo una successione {Au,} convergente in ImA C E e notiamo
che dalla b) segue che

[Auw, —Au ||, =0 = [[u,—u, 0.

H/KerA
La completezza di H implica quella di H/Ker A (vedi sezione 1.4.7) e cio
assicura che esiste u,, € H/Ker A tale che

0.

[, — s ||H/KerA -

La continuitd di A conduce infine alla conclusione che
[Au, — Aux |, — 0,

e pertanto alla proprieta di chiusuradi Im A . O

Osservazione 12.1. La proposizione 12.2 ¢ riportata in [38] richiamando la
dimostrazione e l’enunciato riportati in [35] in cui lo spazio H € assunto essere
un arbitrario spazio di BANACH (anche non riflessivo).

In tale contesto non € pero possibile dimostrare la proprieta a) in quanto
il criterio di dimensionalita finita enunciato nella proposizione 7.3 non sussiste
in un arbitrario spazio di BANACH H .

Un controesempio € fornito dal teorema di SCHUR il quale stabilisce che,
nello spazio di BANAcCH di dimensione infinita H = I' costituito dalle suc-
cessioni reali assolutamente convergenti, ogni successione debolmente conver-
gente ¢ fortemente convergente (vedi [29] V.1 teorema 5 e [41] osservazione
I11.4).

Si noti inoltre che la dimostrazione della proprieta b) proposta in [35]
invoca la possibilita di estrarre una successione debolmente convergente da
una limitata. In forza del teorema di EBERLEIN-SHMULYAN, proposizione 7.8,
tale possibilita richiede l'ipotesi che lo spazio di BANACH H sia riflessivo.

La dimostrazione di b) qui proposta non richiede che lo spazio di BANACH
H siariflessivo. Essa fa ricorso ad una argomentazione diversa (e piti semplice)
basata sulla proprieta di completezza e comunicata all’autore dal prof. RENATO
FIORENZA. u
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12.2. Inverso del lemma di TARTAR

Mostriamo ora che il lemma di TARTAR puo essere completato stabilendo
che vale anche I'implicazione inversa. Le proposizioni di questa sezione sono
dovute all’autore [54].

Iniziamo con lo stabilire una utile diseguaglianza che é una variante di
quella dimostrata in [52].

Lemma 12.3. Diseguaglianza di proiezione. Sia H uno spazio di BANACHe E
ed F spazi lineari normati. Siano inoltre A € L{H;E} e L € L{H;F} operatori
lineari limitati tali che

i) J[Aufl,> cp fluf Vuc H,

H/Ker A

i) |[|[Luf,.= CL”u”H/KerL Yue KerA.

Se inoltre il sottospazio Ker A ammette un un supplementare topologico S, detto
P, il proiettore su Ker A subordinato alla decomposizione H = Ker A+ S, risulta

a) [Auf, +[[Lull, > oy [[Paul, 0, YueH.

Dim. Se a) fosse falsa si potrebbe trovare una successione {u,} C H tale che

IPav, ke, =15 1AW, [, =0, [[Lu, |, —0.
Ora dalla 7) e dalla proposizione 12.1 segue che
lAw, [, =0 = [u, =Pau,l, —0.
Inoltre risulta
[L[w, =Pau, [, > [ L, =Pu,)|,,
ILPu, |, < [[L(w, =Pauw,) |, +[|Lua, |
Dunque [|LPu, |, — 0 e perla ii)
H LPAun HF 2 H PAun ”H/KerL = || PAun HH/KerL - 07
il che € assurdo in quanto || P,u, ||, /KerL = 1. O
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Lemma 12.4. Una diseguaglianza astratta. Sia H uno spazio di BANACHe E,
F spazi lineari normati. Siano inoltre A € L{H;E} e L € L{H;F} operatori
lineari limitati tali che

i) [[Aull,> cp flul VucH,

H/Ker A

i) [|[Luf,> cp|[ulfl Yue KerA,

H/KerL
i1i) Ker A + KerL chiusoin H.

Assumiamo inoltre che il sottospazio Ker A ammetta un un supplementare topologico
S. Allora risulta

” Au ”E + H Lu HF = oL H u HH/(KerAmKerL) ’

Dim. Sommando la i) ela a) della proposizione 12.3 si ottiene

| Aull, + [ Tul, > a, (llullH/KerA+ ||PAu||H/KerL) VueH.
In virta della proposizione 11.4 la 4iz) implica che
lu—P,u ”H +k[[Pau ||H/KerL 2 cllu ||H/KerAﬁKerL , VueH.

Ricordando che ||u]| cllu—=Pyull, Vue H siottiene il risultato.

O

H/Ker A Z

La prossima proposizione fornisce il risultato chiave che consente di per-
venire al converso del lemma di TARTAR.

Proposizione 12.5. Lemma inverso. Sia H uno spazio di BANACH ed F', E
spazi lineari normati. Sia inoltre A € L{H; E} un operatore lineare limitato tale che

a) dim Ker A < + o0,

Allora per ogni L € L{H; F} risulta

HAUHE+||LU||FZ aL Hu”H/(KerAmKerL) VueH.
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Dim. Basta osservare che ogni sottospazio di dimensione finita ammette un un
supplementare topologico in H e che la condizione @) implica la validita delle
ii) e 4ii) della proposizione 12.4 per ogni L € L{H; F}. O

Osservazione 12.2. Sinoti che se £ € uno spazio di BANACH il teorema 11.16
assicura che

[Aull, > c||u||H/KerA Vue H < ImA chiusoin F.
In uno spazio normato non completo vale invece solo I'implicazione da sinistra
verso destra. |

Possiamo ora concludere enunciando una proposizione che riassume i
risultati presentati in questa sezione e consente di completare il lemma di TAR-
TAR con |’asserzione inversa e con I'equivalenza ad una nuova proprieta.

Proposizione 12.6. Diseguaglianze astratte equivalenti. Sia H uno spazio di
BaNacH riflessivo, E, F' spazilinearinormatie A € L {H : E} un operatore lineare
limitato.

Allora le seguenti proposizioni sono equivalenti:

dim Ker A < + 00,
Py)

I A, 2 eq e YuEH.

Esiste un operatore compatto A € L{H; E,}
P,) tale che Ker AN Ker A, = {o} e

| Aull, + | Aul, > alull, YueH.

dim Ker A < + 00,

Pyl Aull, + [ Lull, = o [|u]] Vue H,

F = H/(Ker AnKer L)

perogni L€ L{H;F}.
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Dim. Osserviamo che
e l'operatore di proiezione su un sottospazio lineare di dimensione finita &

compatto (proposizione 4.5).

Possiamo quindi assumere che A siail proiettore P, sulsottospaziolineare di
dimensione finita Ker A C H subordinato ad una decomposizione H = A+S.
Si ha dunque che

e P, = P, ponendo L=0.

e P, = P, per la proposizione 12.5 (Lemma inverso).

e P, = P, ponendo L=P,.

e P, = P, perla proposizione 12.2 (Lemma di TARTAR).

Si noti che quest’ultima € 1'unica implicazione che richiede la riflessivita dello
spazio di BANACH E. O

I risultati astratti presentati in questa sezione trovano applicazione nella
dimostrazione delle fondamentali diseguaglianze che saranno illustrate nella
sezione I1.6. Essi consentono infatti di dedurre in modo diretto le dis-
eguaglianze di POINCARE *! e di KORN ed i risultati di approssimazione della
sezione II.7.

12.3. Lemmi lineare e bilineare

I risultati che seguono sono una diretta conseguenza del lemma di TARTAR
e trovano anch’essi applicazione in teoria dell’approssimazione. In particolare
essi saranno richiamati nelle proposizioni I1.7.4 e I1.7.5 della sezione IL.7.

Lemma 12.7. Lemma lineare. Siano H, E, F spazi lineari normati e siano
A € L{H;E} e L € L{H;F} operatori lineari limitati tali che

i) Al = eqllull s Yu€EH,
ii) KerA C KerL,

allora risulta
ILIlAul, > cs [ Lul, VueH.

41 Henrr POINCARE (1854-1912) professore alla Sorbona, fisico e matematico dotato di gran-
dissima intuizione, ha dato amplissimi contributi alla teoria del potenziale ed allo studio anche
qualitativo delle equazioni differenziali.
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Dim. Basta osservare che

[T a ] LAl [Lull, VueH,

H/Ker A = H/KerL E

in quanto per la 4i) risulta || u|| O

H/Ker A z ” u ||H/KerL '

Lemma 12.8. Sia H uno spazio di BANACH riflessivoe E, E,, F spazi lineari
normati. Siano inoltre A e L{H;E}, Le L{H;F} e A, € L{H;E,} operatori
lineari limitati tali che

i) A,€L{H;E,} écompatto,
i) |Auf,+[Aull, > alul, YueH,
i) Ker A C KerL,

allora esiste una costante c, tale che

IL|[|Aull, > ¢, || Lul, VYueH.

Dim. E’ una diretta conseguenza della proposizione 12.2 e del lemma 12.7. [J

Ecco infine una semplice estensione del lemma 12.7 alle forme bilineari.
Lemma 12.9. Lemma bilineare. Siano X, Y, E, F spazi lineari normati e sia

a € L{X;V} una forma bilineare continuaed A € L{X;Y'}, A’ € L{Y; X'}
operatori lineari duali ad essa associati tramite l'identita

a(x,y)=(Ax,y)=(Ay ,x) VxeX Vyec).
Siano inoltre E € L{X;E}, F € L{Y;F} due operatori lineari continui tali che

i) Ex|, = cgllx]] Vxed,

X/KerE
@ NEY 2 cpllylly ker YYEY,
i) KerE C Ker A,
iv) KerF C KerA’,

allora risulta

lal I Ex[ [ Fyll, > cgeplalxy)| Vxe& Vyel.
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Dim. Osserviamo che in virtt della i) risulta

A, < [[A ]| A VxedX,

X/Ker A < X/KerE

per cui dalla 4) si evince che
g [[Ax ], < [[A[[[[Ex], VxeX,
che sostituita nella diseguaglianza di CAUCHY-SCHWARZ

la(x,y)|=|(Ax, y)| <[ Ax| VxeX Vyel,

v 1Y 1y er &/

fornisce

la(x,y) | <cg' [IAIIEx], |yl Vxed Vyel.

Y/Ker A’

Per la iv) segue quindi che

la(x,y)| < g IAIEx], [yl Vxed Vyel,

Y/KerF

e dalla i) che

la(x,y)| < g g [AIEx] [ Fx], VxeX Vye).

Per concludere basta notare che ||a|| =] A =] A’| . Infatd
a 1 A
HaH: sup ‘ (XaY)l = sup |: sup ‘( X,Y>| —
xexyey X Iyl yey LIV xex  [Ixl,

A"

= sup sup

|<A’y,x>]_ Ayl
vey LIy ly xex %Iy yey

2

Analogamente si mostra che ||a||=| A].
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1. MISURA E INTEGRAZIONE

Una chiara esposizione dei concetti e dei risultati pitt importanti della teoria
della misura e dell'integrazione € fornita in [45].

La nozione di integrale dipende da quella di misura.

La definizione di misura richiede di precisare 'insieme degli oggetti su cui
essa € definita e le proprieta caratteristiche.

A tal fine consideriamo un insieme (2 ed una famiglia M di sottoinsiemi
di {2. Se valgono le proprieta

NeM,

PeM = PC=0\PeM

P,PyeM = P, UP,eM,
la famiglia M ¢ detta un’algebra di sottoinsiemi.

La famiglia M & detta poi una o-algebra di sottoinsiemi se valgono le
proprieta
eM,

PeM = P =0\PeM

o]
Pa€M, a=12,...= [JP.eM.
a=1
L'ultima proprieta e detta di o-additivita.

Poiché ¢

Ure

a=1

3

ﬁpa =

a=1

una o-algebra M é chiusa anche rispetto all’ intersezione numerabile ( o finita).

B La coppia {2, M} e detta uno spazio misurabile.
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B I sottoinsiemi di {2 che appartengono ad M sono detti misurabili.

B Una funzione p : 2 — [0,00] & detta una misura se € numerabilmente
additiva ( o-additiva) sullo spazio misurabile {{2, M} e cioe se per ogni
successione {P,} diinsiemidi M a due a due disgiunti si ha

o (U Pa) = io: w(Pa) -
a=1 o=l

W Laterna {2, M, u} é detta uno spazio mensurale.

e Lo spazio mensurale {2, M, u} ¢ detto o-finito se (2 é esprimibile
come una unione numerabile di elementi P, € M taliche u(P,) < oo
per a=1,2,....

Gli insiemi P € M per cui risulta x(P) = 0 sono detti insiemi di misura
nulla o insiemi trascurabili.

Se una proprieta vale ovunque in {2 fatta eccezione per un insieme di
misura nulla si dice che essa vale quasi ovunque (q.0.) in 2.

In uno spazio mensurale {2, M, 1} vale la seguente proprieta.

e Se {Pn} & una successione crescente (decrescente) di elementi di M risulta
1 <U P) =lim u(P,), (u (ﬂ 73) = lim M(m)) :
n=1 n=1

Sia {{2, M} uno spazio misurabile e sia f : {2 — {— 00,4+ o0} una fun-
zione definita su (2.

B La funzione f & detta misurabile se, per ogni a € #, € misurabile il suo
insieme di livello a, cioé

{xe 2 : f(x)>a}.
Tale condizione equivale a richiedere che sia misurabile uno degli insiemi

{xe: fx)>a}, {xe2: f(x)<a}, {x€02: f(x)<a}.

Le funzioni misurabili godono delle seguenti proprieta.
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e f misurabile = —f,|f| misurabili.

e Se {f,} € una successione di funzioni misurabili, sono misurabili
anche le funzioni

1) := inf fu(x). fylx) 2= liminf £,(x),
fo(x) :=sup fu(x), [fy(x):=limsup f,(x).

e f, g misurabili = max{f,g}, min{f, ¢}, f+g, fg misurabili.
In particolare se f & misurabilile, sono misurabili le sue parti, positiva
e negativa

f*zmax{f,O}, fizfmin{fvo}'

Equivalentemente puo dirsi che una funzione f ¢ misurabile se
OcR aperto = f (O)eM.

Introduciamo ora la definizione di integrale.
Per ogni sottoinsieme P C (2 la funzione

1 sexeP,
Xp(x) = x(P;x) :={

0 sexe\P,

¢é detta la funzione caratteristica dell’insieme P.

Una funzione s : {2 — R ¢ detta una funzione semplice se assume

e valore costante e finito su ciascun insieme di una famiglia finita {P;, ¢ =
1,...,n} disottoinsiemi di {2 p-misurabili disgiunti,

e valorenullosu 2\ U/, Pa.

Ogni funzione semplice & una combinazione lineare di funzioni caratteristiche:
n
S(X):ZCiX(P¢§X)a 275]:>Ci7écj,
i=1

dove P, ={xe 2 : s(x)=¢}.
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Se una funzione semplice s definitain {2 € misurabilee P € M poniamo

n

173(5) = ; & w(P N P¢)7

escludendo dalla sommatoria i termini con ¢; = 0.
In corrispondenza di ogni funzione f : {2 +— RN esiste una successione s,

di funzioni semplici tali che

lim s, (x) = f(x) Vxe.

n—oo

Se [ & misurabile anche le s, possono essere scelte misurabili. Infatti per

f > 0 possiamo porre

n2" 4 _ 1

S”(X):Z:l on X(Ani ;%) +n x(Bn;x),
dove
Am:{xeﬁ : Z;Ll gf(x)g% , Bn,:{XE.Q : f(x)Zn}.

Se la funzione f ¢ limitata, la convergenza di s, ad f € uniforme.
Per ogni funzione definita in {2 non negativa e misurabile f definiamo

e l'integrale di f rispetto alla misura i esteso all'insieme P:

/f(x) du = sup {1,(s) |0 < s(x) < f(x) VxeP}.
P

Nel seguito useremo anche i simboli semplificati

[0, [
P P
per denotare l'integrale.

Se f éuna funzione misurabilein {2 sipone f = f*— f~ esiconsiderano

gli integrali
/f+ dp, /f’ dp.
P

P
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Se almeno uno di essi € finito, I'integrale di f e definito mediante la somma

/fdu:=/f+du—/f‘du-
P P P

e Lafunzione f definitaq.o. su {2 édetta y-integrabile o y-sommabile
su {2 se entrambi gli integrali a secondo membro sono finiti.

E’ fondamentale il seguente teorema di passaggio al limite sotto il segno di
integrale.

Proposizione 1.1. Teorema della convergenza monotona, di BEpPO LEVI. Sia
{fn} una successione crescente di funzioni non negative e misurabili in {2, M, u}.
Risulta

[ e du=tim [ £ du. vPe .
P P

dove f(x)=1lim, . fn(X) per x € P. O

Il teorema della convergenza monotona consente di dimostrare I'additivita
dell’integrale e precisamente che (vedi [45], teorema 12)

e Se f,f,€LYP) con P €M allora f = f, + f, € L'(P) erisulta

[ran=[sidu| .0
P P P

Si ha dunque che
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e Le funzioni p-integrabili su 2 formano uno spazio lineare £'(£2) e
I'integrale € una funzione lineare su tale spazio. La funzione

1l = [ 171 dn.
n

definisce una normain £'(£2).

Le principali proprieta delle funzioni integrabili sono le seguenti.

Sia P € M, allora:

e Se f & p-misurabile e limitata su P e u(P) < oo allora f € L1(P).
e Se f & y-misurabilesu P € M e |f| < g€ LY(P) allora f € L(P).
e Se f ¢ p-misurabile e ;(P) =0 allora f € L}(P) e risulta

/fd,uzO.
P

e Se u(P) <ocoese a< f(x)<b VxeP allora f € L!(P) erisulta

an(P) < [ fdu < bulP).
P
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Se feLY(P)e AeM con ACP allora f € L}(A).
Se f € LY(P) e a € R allora a f € LY(P) erisulta

/ozfduz oz/fd,u.
P P

Se f,g€ LYP) con f(x) <g(x) Vxe€P siha

/fdu S/gdu-

P P

Se f e LY(P) con f(x) >0 q.o.su P siha
/fduzo, con /fdu:() < f=0 qo.su P.
P P

Se f € £1(£2) allora

/fdu:() VPeM = f=0 qo.su (2.
P
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e Sia f una funzione non negativa e y-misurabile su (2. La funzione
v(P) ::/fdu, PeM,
P

risulta o-additiva, e cioé per ogni successione {P,} diinsiemidi M
a due a due disgiunti si ha

v (U Pa> = i v(P,).

=1

La funzione v & dunque una misura su {2, M}.
e Se f e L) allora | f| £ }(R2) erisulta

Q/fdu SZW du.

Dal teorema di BEPPO LEVI si deducono i seguenti fondamentali risultati.

Proposizione 1.2. Lemma di FaTou. Sia {f,} una successione di funzioni inte-
grabiliin {2, M, u}. Allora risulta

/fdugliminf/f"du, VP eM,
P P

dove f(x)=liminf, .. f,(x) per x € P. O

Proposizione 1.3. Teorema della convergenza dominata di LEBESGUE. Sia
{fn} una successione di funzioni misurabili in {2, M, u} Se esiste una funzione
g € LY(P) tale che

| fa(x)| < g(x) VxeP,

allora risulta

dove f(x) =1lim,_ fn(X) per x € P. O
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Siano u e v due misure sullo spazio misurabile {2, M} . Diremo che v
¢ assolutamente continua rispettoa u se

PeM: uP)=0= v(P)=0.

Abbiamo visto che, se f é una funzione non negativa e p-misurabile su (2,
allora la funzione

v(P) ::/fd,u7 PeM,
P

é una misura su {2, M}.

E’ chiaro che v ¢ assolutamente continua rispetto a x.

Sulla base dei teoremi di BEPPO LEVI sulla convergenza monotona e di
LEBESGUE sulla convergenza dominata € possibile dimostrare che ogni misura
assolutamente continua é di tale tipo. Precisamente si ha (vedi p.e. [45] sez. 7).

Proposizione 1.4. Teorema di RADON-NIKODYM.  Sia {2, M, u} uno spazio
mensurale o-finito e sia v una misura finita assolutamente continua rispetto a .
Allora esiste una una funzione non negativa f € L£'(2, M, p) tale che

vP) = [ fan.
P

perogni P € M. O

Se {2, M, u} e {2, M, '} sono due spazi mensurali o-finiti € possibile
definire lo spazio mensurale prodotto {2 x ', M xM ' u x p'} che risulta
anch’esso o-finito.

Vale allora il seguente risultato che compendia quelli dovuti a FUBINT 42

ed a TONELLI ** (vedi p.e. [29] cap.0.3 e [45] sez. 6).

Proposizione 1.5. Teorema di FUBINI-TONELLL.  Una funzione f misurabile su
M XM risulta integrabile su (2 x 2" se e solo se ¢ finito almeno uno degli integrali

doppi
/du/fdu’, /du’/fdu-
(o4 N

2 '

42 Guibo Fusint (1876-1943).
43 LEONIDA TONELLI (1885-1946).
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In tal caso vale la formula

/fd(uxu’) =/du/fdu’ =/du’/fdu,
2

2x N ol el

per lintegrale doppio di f su 2 x §2'. O

1.1. Misura ed integrale di Lebesgue

Detto P(R") l'insieme delle parti di R", la misura esterna di un insieme
di ®" éla funzione p* : P(R") — [0,00] definita da

p(P) = inf{i mis (I,) : P C U Ia} ,
a=1 a=1

dove I, € unintervallo di R" e mis(/,) € la sua misura.

Un insieme P di R" si dice misurabile secondo LEBESGUE ! se per ogni

e > 0 esistono un chiuso F' ed un aperto G tali che
FCPCG, p(G\F)<e.

Si dimostra che la famiglia M dei sottoinsiemi di R" misurabili secondo
LEBESGUE € una c-algebra e che la restrizione della misura esterna p* a M ¢
una misura.

Pertanto {R", M, u} € uno spazio mensurale e la misura x € detta misura
di LEBESGUE su R". L'integrabilitd di una funzione ed il relativo integrale
secondo LEBESGUE sono quindi definiti come nel caso generale.

Nel seguito quando la misura non € esplicitamente indicata nel simbolo di
integrale si sottintende che essa € la misura di LEBESGUE su R".

e Una funzione f : {2 — R & detta localmente integrabile in (2, e si
scrive f € L (£2), sela restrizione f i« appartiene a LY(K) per ogni
compatto K contenuto in 2.

' HeNrI LEBESGUE (1875-1941) allievo di BOREL e professore al College de France.
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Il seguente risultato é interessante di per se e riveste un ruolo importante
nella teoria delle distribuzioni.

Lemma 1.6. Unicita. Sia 2 CR" unapertoesia f € L (). Allora

loc

/fap du=0 VeeCr(2) = f=0 qo.in 2.
0

Dim. Vedi [41] corol. IV.24. O

2. SPAZI L£7(£2)

Sia {£2, M, 1} uno spazio mensurale con 2 C R? aperto e sia p € R tale
che 1 < p < co. Definiamo quindi lo spazio

LP(2) :={f:2+— R : f p-misurabilee | f|" € L'(2)}.

Nello spazio £P({2) si definisce una norma, assumendo di identificare due
funzioni che coincidono q.o0. in {2 e ponendo

1/p

151, =] [ 1P du
(0}

Vale infatti la diseguaglianza triangolare
< <
I f+al, <Dl +lgl,. ¥1<p<oo

che é detta diseguaglianza di MINKOWSKI.

Tale diseguaglianza & conseguenza del seguente risultato di HOLDER 5.

¥ Lupwic OTTO HOLDER (1859-1937) professore all'Universita di Lipsia.
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e diseguaglianza di HOLDER : per ogni 1 < p < oo siha
[1ssl au<isi,lgl,  vier@. voer'@),
0

dove p’ él’esponente coniugato di p, cioé tale che

+—-=1.

1
v

=

Per la dimostrazione vedi p.e. [29] sezione.1.3 o [41], sezione IV.2. o [33] cap.
1L

Definamo I’estremo superiore (inferiore) essenziale di f in (2.
supess(f) := inf{C : f(x) < C qo.in2}, infess :=—supess(—f).
e Lo spazio £*(f2) é costituito dalle funzioni essenzialmente limitate:
L2(2) :={f:2— R : f misurabile con supess(f) < oo}.
Nello spazio £*(f2) si definisce una norma ponendo
Il :=supess(f).
Vale infatti la diseguaglianza ([41], sezione IV.2)

[ f&) <l fIl, qo-in 2.

La notazione £({2) € giustificata dal fatto che, se u(§2) < oo, risulta
Lim f1£1], =1 F 1 -

Sussistono i seguenti fondamentali risultati dovuti a FISHER ¢ e Riesz. (vedi
[41], teor. IV.8 e corol. 1V.23).

Proposizione 2.1. Teorema di FISHER-RIESZ. Lo spazio L£P({2) é uno spazio di
BaNAcHper 1 < p < o0. O

46 ErnsT FIsHER (1875-1959) professore all’Universita di Colonia.
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Proposizione 2.2. Densita. Lo spazio C°(§2) e densoin LP(£2) per 1 <p < c0.
U

2.1. Spazio duale di £P(£2)

Per 1 < p < oo glispazi £P(2) e LV () sono legati da un isomorfismo
isometrico. Si ha infatti che (vedi p.e. [41], teor IV.11)

Proposizione 2.3. Teorema di rappresentazione di Riesz. Siz 1 <p < oo ¢
¢ € LP(R)'. Esiste allora un unico u € LV (£2) tale che

<¢,f>=/uf du YfeLre),

0
, _ ' X . ,
e risulta ||u||p, = [l ¢]ll, dove ||| - |||, &lanormain LP(£2)". O
Se p = 1 esiste un unisomorfismo isometrico tra glispazi £!(2)" e £L>({2).

Sussiste infatti un risultato analogo al precedente (vedi p.e. [41], teor IV.14)

Proposizione 2.4. Teorema di rappresentazione di Riesz. Sia ¢ € L1(Q2).
Esiste allora un unico w € L£L°(2) tale che

<¢,f>=/uf A VfeLr (),
0

erisulta [[ull = |[¢]ll, dove || - |||, élanormain L1(0). O

Si riassumono qui di seguito le principali proprieta ([41], sezione IV.3.).

spazio duale riflessivo separabile
LV, 1<p<oo cr si si
c L£>* no si
L 2L no no
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Particolare rilevanza nelle applicazioni ha lo spazio £*(£2) delle funzioni
di quadrato integrabile.

Lo spazio £2({2) é di HILBERT per il prodotto scalare

<f,g>:/n f(x)g(x) du Vf.g e £2(2).

3. DISTRIBUZIONI

Il concetto di funzioni generalizzate, introdotto da S. L. SOBOLEV *7 [6] nel
1938, ¢ stato sistematicamente sviluppato da L. ScHWARTZ ** [10] negli anni
1948-50. Una trattazione generale € fornita nel testo di Analisi funzionale di K.
Yosipa [29].

L'esigenza di introdurre le funzioni generalizzate o distribuzioni nasce
dal fatto che la modellazione matematica porta ad analizzare funzioni e campi
che, essendo discontinui, non sono derivabili nel senso classico.

Le distribuzioni godono, come vedremo, della magica proprieta di essere
indefinitamente derivabili. Esse consentono una trattazione matematica uni-
taria dei problemi con discontinuita.

47 SERrGEI LVOVICH SOBOLEV (1908-1989) matematico russo allievo di SMIRNOV e membro
dell’ Accademia Sovietica delle Scienze.

48 LAURENT SCHWARTZ (1915-) professore di matematica all’Ecole Polythecnique.
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3.1. Notazione multi-indiciale

Sia {2 un dominio di uno spazio euclideo di dimensione d. Un multi-

indice p ¢ unalista p = {p,,...,p,} diordine d le cui componenti sono numeri

interi. Adotteremo 'usuale notazione abbreviata

d ) Gld
= : D= —.
|p| ;pl ’ 8x11)1...ax§d

Ad esempio, nel caso di un dominio bidimensionale, si ha che d = 2 e ponendo
rispettivamente p = {2,0}, p = {1,1}, p={0,2} risulta |p|=p1 +p2 =2, €
si ottengono gli operatori alle derivate parziali del secondo ordine

2 2 2
pleoy . _ 9 poy .9 ploay . _ 9
oz, oz, 0z, ’ Dy’

Si consideri ora un campo vettoriale v € C"(£2)" di dimensione n con com-

ponenti {v*; a=1,...,n} sul dominio d-dimensionale (2.

Definiamo quindi il multi-indice vettoriale di dimensione n

p={p"; a=1,...,n} dove p" ={p],...,p}}.

Le relazioni |p|=m e |p| < m vanno allora intese per componenti

Definiamo infine nello spazio C"({2)

lpl=m < |p*|=m, {a=1,...,n},

lp|<m <= [p*|<m, {a=1,...,n}.

n

e la seminorma

e elanorma

dove
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3.2. Funzioni generalizzate

La definizione di funzione generalizzata, o distribuzione, viene effettuata
considerando i campi scalari ¢ € C°({2) indefinitamente derivabili in (2,
ciascuno dei quali é nullo al di fuori di un compatto P, contenuto in (2.

I campi ¢ € C;°(£2) sono detti a supporto compatto nell’aperto 2.

Il supporto di una funzione f: 2 +— R ¢ per definizione
e la chiusura dell'insieme {x € 2 : f(x) # 0}, ovvero

e il complemento del piti grande aperto su cui f si annulla.

Per dare la definizione di distribuzione e necessario dotare lo spazio
Co°(£2) diuna topologia e cioé di una nozione di convergenza.

Si denota con Dk (£2) lo spazio delle funzioni di C°(2) con supporto
contenuto nel compatto K C 2.

La nozione di convergenza in Dy (f2) é definita come convergenza delle
funzioni e di tutte le loro derivate in senso uniforme in .

Si dice quindi che una successione {g,} di funzioni di D (§2) tende ad
una funzione ¢ € D (2) se

lim ¢, =¢ <= sup|D"p,(x) — D"p(x)| =0 VY|p|<oo.

n—oo xell

Si denota inoltre con D(£2) lo spazio C;°(£2) dotato della seguente definizione
di convergenza.

e Si dice che una successione {¢;,} di funzioni di D({2) tende a zero
fm 1 =0

se accade che

e il supporto delle funzioni {¢;} € definitivamente contenuto in un
compatto K C {2,

e per ogni operatore differenziale D”, la successione {¢;} converge a
zero uniformemente in K.
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Si puo quindi dare la definizione di distribuzione.

e Unadistribuzionein {2 ¢ unfunzionalelineare T continuo sui campi,
scalari, vettoriali o tensoriali di D({2).

La condizione di continuita di una distribuzione su D({2) consiste nel
richiedere che

e per ogni compatto K C {2 esiste una costante ¢ ed un intero k tali che

(T, )< c sup |[D'p(x)| Ve eDg(92).

|p|<kxek

e L'insieme delle distribuzioniin {2 forma uno spazio vettoriale D' ({2).

Se feD(2) e TeD(N) il prodotto fT ¢ la distribuzione definita da
(fT,¢):=(T, f¢) VoeD(2).
La convergenza di una successione di distribuzioni T,, € I'({2) significa che
T,—T in D'(Q) <= (Tu,¢)—(T,¢) VD).
Si dimostra infatti che, se il limite di (T, , ¢) esiste ed & finito per ogni
v € D(£2), tale limite & lineare e continuo in ¢ € ID(f2) e pertanto & una
distribuzione.

E’ facile verificare che la convergenza di una successione in £?({2), in senso
forte o debole, implica quella nel senso delle distribuzioni. Si ha infatti che

Proposizione 3.1. Convergenza distribuzionale. La convergenza di una succes-
sione in L2(£2), in senso forte o debole, implica quella nel senso delle distribuzioni.

Dim. Sia f, C £*(£2) unasuccessione debolmente convergente ad un elemento
f € L£%(02) e cioe tale che

(o, V)= (f,v) VveLAND).
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Ponendo v = ¢ € D(2) si ha allora
(Ty, 00— (T, 0) VoeD(R),

che ¢ la convergenza nel senso delle distribuzioni. La convergenza forte in
L£3(2) implica quella debole in £*(£2) e quindi quella nel senso delle dis-
tribuzioni. O

Siricordi che un campo scalare f su {2 élocalmente integrabile, e si scrive
[ € L] (£2), se per ogni compatto K C {2 risulta

loc
/H@H<w-
K

Ad ogni campo f localmente integrabile su {2 siassocia una distribuzione Ty
definita da

<Tﬁ¢w=/ﬂww@> Vo eD(2).
2

La continuita di Ty : D(£2) — R & conseguenza della diseguaglianza

<Thww=vf@W&)S/f&H¢&)S
0 0

xe

gZWf(x>|<sup|¢xxn) Vi € Di(0).

o E’ usuale identificare il campo f e la distribuzione Ty .

1

Cio ¢ lecito in quanto per un campo f € £

(£2) vale I'implicazione

Tf=0= f=0 q.o.in (2.

Per la dimostrazione di tale risultato sirinvia a [29] sezione 1.8 o [41] corol. IV.24
(vedi anche il risultato qui enunciato alla fine della sezione 1.1).



I1 - SPAZI FUNZIONALI 137

3.3. Derivate generalizzate

Si vuole ora dare la definizione di derivata di una distribuzione. Tale
definizione é quella che ha motivato I'introduzione stessa del concetto di dis-
tribuzione.

Si consideri dapprima una distribuzione T; associata ad un campo scalare
f localmente integrabile su 2.

L'idea é quella di far ricorso alla formula di integrazioni per parti per
spostare I'operazione di derivazione dal campo scalare f sui campi scalari
© € C°(£2) che sono indefinitamente derivabili.

Il carattere locale dell’operazione di derivazione si conserva in quanto i
campi scalari ¢ € C;°(£2) hanno supporti compatti contenuti nell’aperto (2.

Pertanto nella formula di integrazioni per parti i valori al contorno del
campo f su 02 non compaiono.

La derivata D'T; della distribuzione T; associata ad un campo f
localmente integrabile su (2, detta derivata generalizzata o derivata dis-
tribuzionale di f, viene quindi definita da

(D'Ty, o) i= (~1)7! / f) D'o(x)  YeeD(®).
P

E’ importante ossservare che quando il campo f & di classe C'(£2) siha
DTy 01 i= = [ 10 Do) =[ D f) ex) Ve eD(@),
P P

Risulta pertanto ( DTy, ¢ ) = (Tppy, ¢ ) e, in virta dell’identificazione tra f
e T, la derivata distribuzionale coincide con quella usuale.

In generale la derivata DPT di un’arbitraria distribuzione T e definita
dalla formula

(DT, @) := (-1)IPI(T, D’p) VeeD({).
Se p, e p, sono due multi-indici e p = p, + p, si pone
(D'T, @) := (D" D”T, )= (D”D"T, ¢).

Una distribuzione T su {2 e pertanto indefinitamente differenziabile nel senso
delle distribuzioni.
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La prossime proposizione mostra che il gradiente distribuzionale ha grafico
chiuso nello spazio prodotto £2(£2) x £L2(£2).

Proposizione 3.2. Chiusura del gradiente distribuzionale. Il gradiente dis-
tribuzionale grad : £2(2) — L£2(£2)? con dom grad = H'(£2) é un operatore
lineare chiuso.

Dim. Si consideri una successione {u,} CL ?({2) convergentea u € £*(02) e
tale che i gradienti distribuzionali {gradu,} convergano ad un g € £%(£2)?.

Si ha dunque che

[w, —ul,—0, | gradu”_gH(l_)O'

0

Poiché u € dom grad si tratta di dimostrare che g = grad u.
La proposizione 3.1 assicura che la convergenza in £2(§2) implica quella
nel senso delle distribuzioni. Si ha quindi che

Tu, = Tu,
[w, —uf, =0 =
grad T,,, — grad Ty,

| gradu, —gl[, >0 = grad Ty, — Tg.

L'unicita del limite in D' implica che g = gradT, = gradu e pertanto
I'operatore grad e chiuso. O

Il risultato della proposizione 3.2 si estende banalmente a qualsiasi opera-
tore differenziale distribuzionale.

3.4. Impulsi e dipoli

Un fondamentale esempio di distribuzione e fornito dalla delta di DirAC
introdotta dal fisico PAUL DIRAC intorno al 1930.

La funzione delta ha innumerevoli applicazioni in fisica matematica ed
ha posto ai matematici il problema di una generalizzazione del concetto di
funzione.

La distribuzione di DIRAC Ty, , denotata anche semplicemente con dy, &
definita come un campionatore che ad ogni campo scalare ¢ € D(2) associa il
valore che esso assume nel punto x € 2

(0x, @) =(Ts, p) 1= @(x).
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Se Jt e l'asse reale, la distribuzione di DIRAC nel punto x si ottiene come
derivata distribuzionale della funzione gradino unitario di HEAVISIDE (1899)

Hz:(g) =

0, se (<.

{1, se £ >x,

Infatti risulta

(D'H,, ) = - / H,(€) D'o(€) dé = — / Do (€) dt = p(x)

ecioé §,=D'H,.

La distribuzione di DIRAC é detta anche un impulso unitario concentrato
nel punto z. Derivata a sua volta, la distribuzione di DIRAC fornisce la dis-
tribuzione

(Dléaza Q)= —{(0z, Dl@) = 7D1g0($)

che ¢é detta dipolo unitario concentrato nel punto .

La distribuzione D'§, associa ad ogni campo ¢ € D(R) I'opposto della
sua derivata nel punto x € R.

Analogamente si definiscono i dipoli di ordine superiore. Impusi e dipoli
concentrati sono comunemente considerati in meccanica ad esempio quando
su una struttura monodimensionale vengono applicate in punti discreti forze
0 coppie concentrate ovvero distorsioni angolari o di scorrimento relativo.

3.5. Gradiente e divergenza di una distribuzione

Sia 2 unapertodi R?. Il gradiente generalizzato gradP di una distri-

buzione scalare P € D({2)’ ¢ definito da

(gradP,v):= —(P, divv) VveD)".

Analogamente la divergenza generalizzata divT di una distribuzione
vettoriale T € [D(£2)']* & definita da

(divT, ¢):=—T, gradp) Vo eD(S).
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Ovviamente risulta

(gradT,v):=—(T, divv)=0 VveDR)?: divv=0.

Il reciproco di tale proprieta & anche vero come mostra il seguente profondo
risultato dovuto a GEORGES DE RHAM (vedasi DE RHAM [12] teorema 17’ a pag.
114) che fornisce una condizione variazionale per l'esistenza di un potenziale
distribuzionale.

Proposizione 3.3. Teorema di DE RHAM. Sia 2 unapertodi R e T € [IV'(£2)]".
Allora esiste una distribuzione P € ' (§2) tale che

T = gradP

seesoloserisulta  (T,v)=0 VYveD()?: divv=0. O

4. SPAZI di BEPPO LEVI e di SOBOLEV

Gli spazi di SOBOLEV costituiscono "ambiente lineare idoneo a trattare
le questioni di esistenza, unicita e regolarita delle soluzioni dei problemi dif-
ferenziali lineari. In vista delle applicazioni che saranno sviluppate, tratteremo
soltanto degli spazi di SOBOLEV che sono spazi di HILBERT.

Nel seguito per insieme aperto regolare si intendera un aperto la cui fron-
tiera & una varieta differenziabile sufficientemente regolare per garantire la
validita dei risultati.

4.1. Spazi di Beppo Levi

Nello spazio C"({2)" normato con || - |, si consideri l'insieme delle
successioni {u,} che soddisfano il criterio di convergenza di CAUCHY e cioé
tali che

fim Ju, — u], =0.

Si effettui quindi un’operazione detta di completamento dello spazio che con-
siste nel costruire un nuovo spazio vettoriale H™({2) i cui elementi sono classi
di equivalenza di successioni di CAUCHY definite dalla relazione

{w,} ={v,} < lim ||u,—v,|| =0

m
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In una successione di CAUCHY la norma degli elementi € convergente in quanto
[l = lae | <, —ag] -
Cio consente di definire nello spazio H™({2) la norma

[H{aa}

m

= lim [u, | .

Le operazioni lineari e la norma non dipendono dal rappresentante della classe
di equivalenza.

Le successioni di CAUCHY convergenti ad elementi di C"'(£2)" vengono
identificate con essi.

Nello spazio normato H™({2) le classi di equivalenza di successioni di
CAucCHY risultano convergenti e pertanto lo spazio H™(£2) € di BANAcH (vedi
[29] sezione 1.10).

In effetti H™({2) € uno spazio di HILBERT in quanto la norma € indotta dal
prodotto interno

(w, vy, := Y /Dpu(x)-Dpv(x).
e

o Gli spazi di HILBERT H™({2) sono detti spazi di BEPPO LEVL

Analogamente i completamenti di C°(£2)" e di C"(£2)" rispetto alla
norma || - || definiscono gli spazi di HILBERT

e H]'(£2) completamento di {u e C(£2)" : ||u||m} < +o0,
e H™(£2) completamentodi {ue C"(2)" : ||u| } <+oo.

m

4.2. Spazi di Sobolev

E’ possibile introdurre gli spazi H™({2) con una definizione alternativa
fondata sulla teoria delle distribuzioni.
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Tale definizione riveste particolare importanza nelle applicazioni ed e
dovuta a S. L. SOBOLEV [6] che I’ha formulata nel 1938.

Nel caso di domini regolari, essa coincide con la definizione fondata sul
completamento.

Si osservi preliminarmente che ogni funzione f € £*(f2) di quadrato
integrabile secondo LEBESGUE in un dominio 2, e cioé tale che

tﬂf@?<+w,
0

risulta integrabile in (2 e quindi a fortiori localmente integrabile in (2.
Infatti se f € £*(£2) la diseguaglianza di SCHWARTZ fornisce

/wwﬂgummﬂﬁ /U&W <+ oo,
2 2

dove meas {2 éla misura del dominio 2.
Quindi per ogni f € £*(£2) il funzionale

%w%f/ﬂM@@)V¢€M9L
(]

€ una distribuzione.

La distribuzione T; individua univocamente la funzione f € £*({2) in
quanto se T; é nullaallora f =0 € £*(£2) e quindi f énullaq.o. in 2.

Cio consente di identificare la distribuzione T, e la funzione f € £*(£2).

La p-derivata di una funzione di quadrato integrabile f € £?({2) viene
quindi definita come segue.

e La p-derivata di f € £*(£2) & la p-derivata distribuzionale DPT s
della distribuzione T, associataa f.

Se la distribuzione DT, puo essere identificata con una funzione di
quadrato integrabile g € £?({2), e cioé se

DTy 01 =T, ) i= [ 9(x) ¢(x) Ve D),
0
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si scrive che
D'f = D' =g,

e si dice che la p-derivata D”f di f e di quadrato integrabile in (2.
In forza della proposizione 1.6 la funzione g € £?(§2) se esiste € unica.

Si da ora la definizione di spazio di SOBOLEV.

e Un campo di n-vettori su {2 appartiene allo spazio di SOBOLEV
W™ (£2)" seeé diquadrato integrabile su (2 insieme alle sue p-derivate
distribuzionali di ordine |p| < m.

Lo spazio di SOBOLEV H™(f2)" é dotato del prodotto interno
(W, V)p := > /DPTU-DPTV Yu,veH,
[p|<m
Q

e quindi della corrispondente norma

=4/(u,u), VueH.

[[ufl

m

La completezza dello spazio £*(£2) implica che lo spazio W™ (£2)" & completo
rispetto alla metrica indotta dallanorma || - || e dunque che W™ (£2)" & uno
spazio di HILBERT.

Le derivate distribuzionali delle funzioni di C"'(£2) coincidono con quelle
classiche e pertanto il sottospazio

S ::{uecm(‘g) : ||u||m<+OO}7

appartiene a W (£2)".

Poiche W™ (£2)" & completo esiste un isomorfismo isometrico tra H™ (£2)",
che é il completamento di S, e la chiusura di S in W™(§2)". Identificando
H™(2)" con tale chiusura si puod concludere che

H’/VIV(‘Q)’/L g W'NL(Q)'/L .

Un teorema di N. MEYERS e J. SERRIN [17] mostra che tale inclusione & una
eguaglianza e cioé per ogni dominio (2 si ha che

H?H(Q)n — Wm (Q)’Il .
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La dimostrazione é riportata in [33] teorema 3.16.

La proprieta di continuita dei campi vettoriali di uno spazio di SOBOLEV
H™(£2)" possono essere dedotte dal seguente classico risultato.

Proposizione 4.1. Lemma di Sobolev.  Si consideri un dominio {2 regolare
e limitato nello spazio euclideo d-dimensionale £ con m > d/2. Vale allora la
disequaglianza

max lu(x)| < ¢lull , YueC"(2).

X<

I campi vettoriali di H™(§2) sono pertanto continui su 2 con tutte le derivate fino
all’ordine k-esimo, cioé
H™(2) c ch9),

purcheé sia soddisfatta la disequaglianza stretta

d
k _Z
<m 5

dove
k e l'ordine massimo delle derivate continue,
m é l'esponente dello spazio di SOBOLEV H™({2),

d ¢ la dimensione dello spazio euclideo £ .

Dim. Una sintetica dimostrazione della diseguaglianza é riportata nell’articolo
di FICHERA [26].

In virtu di tale diseguaglianza ogni successione in C"™(£2) che é di CaucHy
nella norma di H"({2) ¢é anche di CAucHY nella norma uniforme

[all, := sup [u(x)].
x€ef?
La successione convergera pertanto puntualmente ed uniformemente ad un

campo vettoriale continuo che ¢ il limite della successione nella norma di
H™ ( Q) . 0

5. OPERATORI ELLITTICI E SOLUZIONI DEBOLI

Si presenta ora un risultato fondamentale concernente le soluzioni deboli
di un sistema di equazioni differenziali.
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A tal fine si premettono le seguenti definizioni.
Sia L un operatore differenziale lineare di ordine v operante su campi
vettoriali a valori in uno spazio di dimensione n definito da

Lu(x) := > A (x) DPu(x),

pl<v

dove A (x) sono campi regolari di matrici n x n in §2.

e La parte principale L, di L & quella che coinvolge le sole derivate di
ordine massimo

Lu(x) := ‘ 2‘; A (x) DPu(x).

e L'operatore differenziale L é detto ellittico se

det Y A,(x) &P £0,

lpl=v
per ogni d-vettore £ e in ogni punto x € {2.
e L'operatore aggiunto formale L* di L, definito da

Lux) := Y (~1)P DP(AP(X) u(x)),

[pl<v

soddisfa I'identita

Jrut- 66 = ut) - Lot Yeecr@)r.

2 2

Si noti che se le matrici dei coefficienti A sono costanti le parti principali
degli operatori L e del suo aggiunto formale L* sono le stesse. Ne segue che
L risulta ellittico soloselo e L*.

L'operatore aggiunto consente di definire I'operatore differenziale dis-
tribuzionale associato ad L

L@ = [u)- Lok, YoeCr ().
(04

Un campo vettoriale u € L*(2)" costituisce una soluzione debole del sistema
differenziale
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con f € L*(2)" se risulta
(LTy) = T,

e cioé
/ u(x) - L' (x) = / £(x) - b(x), Ve C(Q)",
N (9]

Sussiste la seguente fondamentale proprieta.

Proposizione 5.1. Sistemi differenziali ellittici. Sia u una soluzione debole del
sistema differenziale ellittico Lu(x) = f(x) di ordine v. Allorase f € H™(£2)" si
ha che u € H™™ ()" in quanto risulta

lall,,., < cglIfll,

m+v T

Tale risultato puo essere enunciato dicendo che la soluzione debole é v volte piti regolare
dei dati. O

Grazie alle proposizioni 4.1 e 5.1 si perviene al seguente risultato concer-
nente le proprieta di continuita della soluzione di un sistema ellittico.

Proposizione 5.2. Regolarita della soluzione. Sia u una soluzione debole del
sistema ellittico Lu(x) = f(x) di ordine v. Allorase £ € H™(2)" con m > d/2
si ha che u € C"(2)" e dunque u & una soluzione in senso classico. In particolare se
f e ()" allora u € C*(0)".

Dim. In virti della proposizione 5.1 si ha che u € H™*"(£2)". La proposizione
4.1 assicura che f € C°(2)" e u € C"(2)". Pertanto, invocando l'identita di
GAUSs-GREEN risulta

[0 L 660) = Lutx) - ¢(x) = £6x) - 4.
02 2 2

per ogni ¢ € C,°(£2)". Per la continuita di Lu e di f il lemma fondamentale
del calcolo delle variazioni stabilisce che Lu = f. O

Ecco una conseguenza della proposizione 5.2.

Proposizione 5.3. Nucleo del gradiente. Sia (2 un aperto regolare e limitato
in € ed f € L} (82). Allora la distribuzione Ty € D'(§2) ha gradiente nullo se e
solo se f e eguale ad una costante in ogni componente connessa di 2.
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Dim. Per definizione si ha che

(gradT;,v) :=—(Ty, divv)= —/f divv Vv eD(R)?,
2

e quindi, ponendo v = grad ¢, la condizione grad T; = o implica che
(grad Ty, gradgm:—/f divgrade =0 Ve eD(£2).
9

L'operatore differenziale div grad é ellittico e quindil’equazione differenziale
div grad f = 0 ha soluzione debole f € C*(12).

Dunque grad f = o vale in senso classico e pertanto f € costante in ogni
componente connessa di (2. O

In modo analogo si dimostra il seguente importante risultato.

Proposizione 5.4. Nucleo della parte simmetrica del gradiente. Sia 2 un
aperto regolare ¢ limitato in £ ed u € L] _(2)*.

Allora la distribuzione vettoriale Ty € [D(£2)']* ha parte simmetrica del gradiente
nulla se e solo se u é un polinomio di primo grado in ogni componente connessa di (2.
Cio equivale a richiedere che il gradiente sia un tensore antisimmetrico e costante in
ogni componente connessa di (2.

symgradu=0 < u(x)=u(x,)+2x-x,], F=-Q.

Dim. La dimostrazione segue dall’osservare che

(divsymgradT,,w)= —(symgradT,, gradw) =

:/u- divgradw =0, VYweD(2)".
0
In virtu della proposizione 5.2 I'ellitticita dell'operatore differenziale div grad
implica che la soluzione debole u é di classe C*(£2).
Allora un risultato classico mostra che

symgradu(x) = O = grad gradu(x) =0 Vxe€ 2,
(vedi [40] cap. IIL.7 oppure [53] cap. I, prop. 5.2).
Dunque grad u é costante in ogni componente connessa di {2 e quindi u
€ un polinomio di primo grado.
La condizione sym gradu(x) = O implica infine che 2 = gradu € un
tensore antisimmetrico costante in ogni componente connessa di (2. O
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6. PRINCIPIO DI SELEZIONE E DISEGUAGLIANZE NOTEVOLI

Il principio di selezione di RELLICH fornisce un fondamentale risultato di
compattezza nella teoria gli spazi di SOBOLEV.

Da tale principio possono dedursi alcune basilari diseguaglianze che con-
sentono di stabilire l'esistenza della soluzione dei problemi variazionali della
meccanica delle strutture.

Si ricordi che un dominio € un aperto connesso.

Proposizione 6.1. Principio di selezione di RELLICH. Sia {2 un dominio rego-
lare ¢ limitato in £%. Limmersione di H™(£2) in H™ () & compatta. Da
ogni successione limitata in H™((2) se ne puo estrarre quindi una convergente in
H"($2).

Dim. Per la dimostrazione si veda p.e. [19] teor. 1.1.4, ovvero [26] teor. 2.IV.[J

Presentiamo ora un utile lemma che consente di stabilire che una funzione
con derivate generalizzate nulle oltre un certo ordine € un polinomio.

Lemma 6.2. Polinomi. Sia u € H™(§2) con DPu = 0 per ogni p tale che
|p| =m. Allora u é un polinomio di grado non maggiore di m — 1.

Dim. Perogni ¢ € C:°(12) siha

/Dpu(x) DP¢(x) = (—l)m/ u(x) DPDP¢(x) =0.
n

n

L'operatore L = DP DP ¢ ellittico e la proposizione 5.2 mostra che u € C*(2).
Il risultato segue allora dalla condizione DPu = o per [p|=m. O
6.1. Diseguaglianza di FRIEDRICHS

La seguente classica diseguaglianza € importante (vedi [19] teor. 1.1.1.).

Proposizione 6.3. Diseguaglianza di FRIEDRICHS. Sia {2 un dominio limitato
almeno in una direzione di £%. Esiste allora una costante « > 0 tale che

lal,, > aful , Yue H)' ().
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Dim. Basta stabilire la diseguaglianza per ogni u € ID({2). Sia « la coordinata
nella direzione in cui {2 € limitato e y il vettore delle altre coordinate.

Alla dimostrazione si perviene considerando una striscia di lato < @ in
direzione z che contiene (2. Allora

" d
u(l‘,y) :/au(§7y) dfa

e dalla diseguaglianza di SCHWARZ si ottiene

2

de.

"I d
fute) P =2 [ | ruten

Integrando in direzione x tra —a ed a siha che

a a d
[ 1unp =12 [ | Sutey

La diseguaglianza segue quindi integrando ancora rispetto alle restanti coordi-

2
dx.

nate in modo da includere il supporto compatto del campo u € D(£2). O

6.2. Diseguaglianza di POINCARE

Il principio di selezione di RELLICH consente di pervenire alla di-
mostrazione di una versione generalizzata della classica diseguaglianza di
POINCARE che é valida in C"(2).

Proposizione 6.4. Diseguaglianza di POINCARE. Sia 2 un dominio regolare e
limitato in £?. Esiste allora una costante o > 0 tale che

2
uf+ S| [DPu | 2 allul?, vueH" ().
n

pl<m
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Dim. Si procede per assurdo. Se non esistesse una tale costante a > 0 si
potrebbe trovare una successione {u,} € H™({2) tale che

la, [, =1,

lim |u, |, — 0, lim [ DPu,(x)—0 per |p|<m—1.
Q
Essendo la successione {u, } C H"(2) limitatain H"™({2), in forza del princi-
pio di selezione 6.1 possiamo supporre che essa sia convergente in H™'(12)

ad un limite u € H™ '(£2). Allora si ha
: 2 2\ _
7111_111;[0(” un —u ||m,71 + ‘ un |m> - 0 .

Pertanto {u,} convergein H"({2) a u € H"(f2) con |u|, = 0. Dal lemma
6.2 segue che u € un polinomio di grado < m — 1. Osserviamo ora che per la
diseguaglianza di SCHWARZ si ha

/Dp[un—qu) <lu,—ul| . per |pl<m—1,
0

e cheinoltre || u ul| |<|u,—u| percui|uf =1.

n | | m | | m m m

In definitiva quindi u € un polinomio di grado < m — 1 tale che
[ pruco=0. o<iplm-1,
Q

Allora deve essere u = o, il che ¢ impossibile essendo ||ul| =1. O

Si dimostra ora una fondamentale proprieta dell’operatore gradiente. Sia
R il sottospazio dei campi di £?({2) g.o. eguali in {2 ad un campo costante.

Corollario 6.5. Chiusura dell'immagine del gradiente. Sia 2 C R un dominio
limitato. Allora I'operatore gradiente distribuzionale grad € L {H'(£2); £*(£2)?}
ha immagine chiusa. In altri termini esiste una costante ¢ > 0 tale che

| gradul|; > c[[u]| Yue H'(2),

= HY Q)R

dove R = Ker grad.
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Dim. La diseguaglianza di POINCARE mostra che

I graduHi—F ‘/u
[7)

2
2
> aflu]?.

Sia M € L{H'(£2),H'(£2)} Toperatore lineare continuo che ad un campo
u € H'(2) associa il campo costante pari al suo valor medio. Risulta allora

2

2 2
> allu-Mu]*z aful?,,

2
I gracul?+| [u-Mlu .
(9]

e I'asserto € dimostrato in quanto / u—Mu]=o. O
0

Osservazione 6.1. 1l risultato della proposizione 6.5 pud anche essere anche
dedotto dalla diseguaglianza di POINCARE invocando il lemma di TARTAR,
proposizione 1.12.2.

Peraltro alla diseguaglianza di POINCARE si pud pervenire direttamente
dal principio di selezione di RELLICH, proposizione 6.1, richiamando il lemma
inverso, proposizione 1.12.5. Per mostrarlo consideriamo gli operatori

o A c L{H"(22);L£*(2)*} con k = card{p € N : |p| = m} operatore
lineare continuo definito da Au = {DPu}, con |p|=m,

e A, € L{H™(£2);H™ '(12)} operatore lineare compatto che effettua
l'iniezione canonica A u=u,

e L e L{H"(2);L*)"} con r = card{p € N : |p| < m} operatore
lineare continuo definito da

1
Lu={——— | DPux);, 0< <m-1.
{ reamg f. os<ipls

Si definiscano quindi
H:=H"(Q) E:=L£2)¢ E,:=H™'(Q) F:=,%Q),

cosi che
AEL{H;E} A, GL{H;EO} L EL{H;F}.
Sono soddisfatte le ipotesi della proposizione 1.12.5 in quanto

[Aul,+[[Aull, =[ul,,
A e€L{H;E,} écompatto.
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Poiché risulta
Ker AN KerL = {o},

si ha che
|Au|, + [ Lul[, > c|lull, YueH,

che equivale alla diseguaglianza di POINCARE:

[pl<m

2
FEEESS /Dpu(x) > aful’, vYueH"(®).
0

Si ponga invece
e LeL{H"(12);£*(f2)} eguale all'iniezione canonica.
Allora KerL = {o} ela diseguaglianza
[Aull, +[|Luf, > ¢[lul, YueH,
si scrive esplicitamente
[ul, +lul, = cllull,~ VueH"($2),

ed € una variante della diseguaglianza di POINCARE. u

6.3. Duali degli spazi H'(2) e H!(2)

Si denotino con
e H'()' lo spazio di HILBERT duale di H'(£2).
e H () lo spazio di HILBERT duale di H}(£2).

Se, come d’uso, si identifica £%(2) col suo duale, dalla proposizione 1.9.13 si

ha che

H'(2)c L) c H' (),
H,(2) C LX(2) C H (1),
con iniezioni continue e dense.

Si noti a tal proposito che banalmente

lall, > [lull, YueH'(%2),
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e che inoltre lanorma di u € £2(2) in H'(£2)' soddisfa la diseguaglianza

sup <U,V>< (u, v)

< sup < [lull;.
ety IV semi) 1V 1

Infatti il prodotto di dualita (u, v) in H'(£2) x H'(£2), essendo u € L£*(2)
e v e H () c LX) coincide con il prodotto interno (u, v), in £L3(2) e
quindi l'ultima diseguaglianza & quella di SCHWARZ in £?(£2).

o

Analogamente la norma di u € £*(2) in H '(£2) soddisfa la disegua-

glianza

(u, v) (u, v)
[ull , = sup sup

veHN(2) v Il verl(2) vl

< [lafl-

Dal corollario 6.5 si deduce il prossimo risultato che caratterizza il sottospazio

/

costituito dai funzionali di H'(£2)" a valor medio nullo su 2.

Proposizione 6.6. Sia 2 C R? un dominio limitato e ¢ € H' (). Allora il
problema variazionale

(8, f>=/u' grad f, ue (), VfeH\(9),
0

ammette almeno una soluzione se e solo se ¢ € R- C H'(02)'.

Dim. La proposizione 6.5 stabilisce che I'operatore lineare gradiente G =
grad € L{H'(£2),£*(12)’} ha immagine chiusa e la proposizione 5.3 assi-
cura che KerG = R C H'(£2). In forza del teorema dell'immagine chiusa,
proposizione 1.9.16, I'operatore duale G’ € L {£*(£2)%; H'(£2)'} definito dalla
relazione di dualita

<G’u,f>:<u,Gf>o:/u- grad f, ue (), VfeH (),
(]

ha anch’esso immagine chiusa e risulta
ImG' = (KerG)' =R c H'().

Dunque il problema variazionale ha soluzione se e solo se ¢ € Im G’ = R*. [
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Il prossimo risultato consente di caratterizzare lo spazio H'(£2) come lo
spazio della divergenza distribuzionale dei campi vettoriali di £2(£2)?.

Proposizione 6.7. Divergenza dei campi di £*(2)?. Sia 2 C R¢ un dominio

limitato. Per ogni ¢ € H'(£2) esiste almeno un u € L£L2(2)? tale che

¢ =divu <= (¢, f)= f/u-gradf:<divu,f>, VfeHN D).
2

L'operatore div € L{L*(2)% H ()} équindi suriettivo.
Dim. La diseguaglianza di FRIEDRICHS e la proposizione 5.3 assicurano che
l'operatore gradiente G = grad € L {H,(£2); £?(£2)?} ha immagine chiusa e

che
KerG =RNHN2) = {0} c H.().

L'operatore duale G’ € L{£*(2)% H '(£2)} ha quindi anch’esso immagine
chiusa in virtt del teorema dell'immagine chiusa, proposizione 1.9.16 ed € suri-
ettivo in quanto

ImG' = (KerG)" = {o}* = H '(92).

Resta da mostrare la relazione tra I'operatore duale G’ € L {£*(£2)%; H™'(£2)}
e l'operatore divergenza. A tal fine osserviamo che dalla definizione dis-
tribuzionale dell’operatore divergenza

( —divTy, ¢) :=(u,Gy), YpeD), ucl’n)?,
segue che
[(divTu, )| = |(u, grade) | <[| ull,[l¢ll, VeeD() Vue ()"

La densita di D(£2) in H}(£2) consente di estendere per continuita in modo
univoco il funzionale divT, € D'(£2) ad un funzionale lineare continuo su
H!(0) tale che

[cdivTa, f)=]cu, grad fyo| <|| ull [ fll, ¥fe€H,(2) YueL(2)"
Detta || - || | lanormain H(02) risulta

. (divTy, f) (u, grad f)
| divTu| = sup ————— = sup MSIIUIIO-

fEHUl(Q) ||fH1 f€H}(Q) Hf”l
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Dalla relazione di dualita
(Gu, fr=(u,Gf)y, VfeH)(2) Vue L),

si deduce che per ogni u € £2(2) il funzionale —G'u € H'(£2) é’estensione
per continuita ad H!() del funzionale divT, € I'(£2). Risulta che || G’ || <
1. Nell’enunciato si € posto divu = —G'u. O

In modo analogo si perviene al prossimo risultato.

Proposizione 6.8. Gradienti dei campi di £*(2). Sia 2 C R un dominio
limitato. Il gradiente distribuzionale di un campo f € L*(£2) appartienea H*(£2)?
e risulta

grad € L{£*(2); H '(2)"}.

Dim. Per definizione si ha che

[cgrad Ty, @) =|(f, divey| <| fl,llel, YeeD(2)?! VfeLl ().

La densita di D(2)? in H}(£2)? consente quindi di estendere per continuita
in modo univoco il funzionale gradT; ad un funzionale lineare continuo su
H!(02)? tale che

[(grad Ty, v)|=|(f, divvy | <| fll,IvI,, VveH,(2)"VfeL2).
Allora, detta || - || | lanormain H “1(2)?, vale la diseguaglianza
(eradT;, v) (f, divv)
| grad Ty = sup “BEESL = sup SR <
veHL () ”V”l veHL () I ”1

Dunque I'operatore grad : £*(2) — H'(£2)? ha per dominio I'intero spazio
L£%(£2), & limitato ed hanorma < 1. O

Si riporta ora un profondo risultato concernente il gradiente di una dis-
tribuzione (vedi TEMAM [36] proposizione 1.1.2, pag 14.).

Lemma 6.9. Proprieta del gradiente di una distribuzione. Sia {2 un aperto
limitato e regolare in R esia T € D'(§2) una distribuzione. Allora

i) Sussiste l'implicazione

gradT=ge L*(2) = T="T;, feL*N)),
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e vale la disequaglianza

|| grade ||£’2(Q)d Z CH f ||C2(!Z>/5R.

i1) Inoltre sussiste I'implicazione

gradT=gec H'(2)! = T=T;, feLlQ)),

e vale la diseguaglianza di NECAS

|| grade ||H71(Q),1 Z CH f”EZ(Q)/%

Dim. La proprieta i) € dimostrata in DENY-LIONS [13]. La fondamentale
proprieta ii) € dovuta a JINDRICH NECAS [18]. O

La prossima proposizione che € conseguenza della diseguaglianza di
NECAS, fornisce un risultato che, seppure in un contesto meno generale, & pit
completo di quello di DE RHAM (proposizione 3.3) in quanto comprende anche
la formulazione duale.

Proposizione 6.10. Chiusura dell’immagine del gradiente e della divergenza.
Sia £2 un aperto limitato e regolare di R¢. Allora gli operatori lineari duali

grad € L{L*(2); Hﬁl(Q)d} 5
div e L{H) ()% L2 (02)},

hanno immagine chiusa e soddisfano le relazioni di ortogonalita

{ Im grad = (Ker div)* ¢ H '(2)¢,
Im div = (Ker grad )" = R ¢ £(12).

Dim. Sia f € £*({2). Per definizione risulta

(gradT;, v) ::/—f(divv) Vv eD(R)?.
7
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Invocandoladensita di D(£2)? in H!(2)? ed identificando il prodotto di dualita
in H'(2)?x H}(£2)? conl'unica estensione per continuita del prodotto interno
in £2(2) si deduce che

( grad Ty, v) ::/—f(divv) Vve H () Vfel).
(7]

Poiché dom grad = £*(12), tale identita definisce in modo univoco I'operatore
div € L{H}(2)%; £*(2)} dualedi grad € L{L*(2); H '(£2)}.

La diseguaglianza di NECAS stabilisce che I'immagine dell’operatore lin-
eare grad € L {£*(2); H '(2)?} & chiusa. Risulta infatti

|| f H[)(Q)/% Z || gradf”H*l(_Q)d Z CH f HLIZ(Q)/H{.

L'asserto segue dal teorema dell'imagine chiusa, proposizione 1.9.16 e dalla
caratterizzazione Ker grad = R del nucleo dell’operatore gradiente dis-
tribuzionale fornita dalla proposizione 5.3. O

Osservazione 6.2. La proposizione 6.10 pud anche enunciarsi come segue

¢ ammette un potenziale f € £2({2) e cioe

e una distribuzione g € H ()
risulta
g= grad f,

se e solo se ¢ soddisfatta la condizione

(g, v)=0 VYveH{(2)?: divv=0,

e un campo f € L£*({2) é la divergenza distribuzionale di un campo u €
H(02)? e cioé risulta

o

f=divu,

se e solo se ha valor medio nullo. Infatti si ha che

(f,90=0 VgeR <:>/f:0,
(7]

inquanto g € £*(2), gradg=o0 < geR.

Ulteriori risultati ed una decomposizione ortogonale di £?({2) che consente di
generalizzare il classico teorema di HELMHOLTZ possono essere trovati in [44],
[50]. [ ]
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6.4. Diseguaglianze di KOrN

La diseguaglianza di NECAS, risultato i) della proposizione 6.9, consente
di pervenire in modo semplice alla celebrata seconda diseguaglianza di KORrN.

Su tale diseguaglianza sono basati i teoremi fondamentali della statica e
della cinematica in Meccanica delle Strutture ed i risultati di esistenza della
soluzione dei problemi di elastostatica lineare.

Lemma 6.11. Seconda diseguaglianza di KORN. Sia {2 un dominio limitato e
regolare di R?. Allora esiste una costante c tale che

K) | deful®+ul® > clul® VueH'(2),
dove def := sym grad.

Dim. Si consideri lo spazio di HILBERT £(f2) definito da
E(2) :={ue?() : defue £*(2)},

dove s = (d?+d)/2 ¢éla dimensione dello spazio dei tensori simmetrici su R7.

La completezza dello spazio £(f2) € assicurata dalla proposizione 3.2.
Lanormain £(2) ¢

2 _ 2 2
Juf? = [ful? + | defulp’.
La proposizione 6.8 assicura che, per ogni i, j,k € {1,...,d} siha

) d _
ucé(N) = defuc LN = 5, (defu); € H Y(9).

2

Si osservi che sussiste I’dentita

u, 0 9 9

3

Dalla diseguaglianza di NECAs del lemma 6.9 consegue quindi che

8211,- -1 au
? H Q 1
Oz 0z, © (@) = Oz,

J

€ L3(N),

e pertanto u € H*(02)?.
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Si puo allora concludere che £(£2) = H'(£2)? in senso algebrico.

Poicheé I'iniezione canonica da H'(£2)? in £(§2) é continua e suriettiva, il
teorema dell’inversa continua, proposizione1.9.5, assicura che anche 'iniezione
inversa da H'(2)? su £(£2) & continua e cid implica la validita della dise-
guaglianza di KorN. O

La dimostrazione del lemma 6.11 € sostanzialmente tratta da quella fornita
in [27], teorema II1.3.2, pag 111, da cui differisce per la conclusione.

Una dimostrazione lievemente diversa, fornita in [42], proposizione I.1.1,
pag 16, € basata sul seguente lemma riportato in [42] senza dimostrazione.

Lemma 6.12. Se p ¢ una seminorma continua su L>(£2)? che ¢ una norma su R?
e cioe se
Cllull, zp(u), ue R = p(u) =0,

allora per ogni u € L*(£2)? sussite l'implicazione

i) lgradull > cllull, = p() + | gradul > aful,.

Dim. La dimostrazione puo essere condotta in modo analogo a quello della
proposizione .12.5 osservando che per ogni successione {u,} C£ ?(£2)¢, detto
IT;, il proiettore ortogonale in £?(2)? su R?, risulta

p(Ilzu,) — 0 = [[Izu, |, — 0,
in quanto p € una norma continua sul sottospazio lineare %¢ che & di dimen-
sione finita e quindi ¢ ivi equivalente alla norma di £2(£2)?. O

Si puo allora dedurre la diseguaglianza di KORrN dalla diseguaglianza di
NECAS facendo ricorso all'implicazione i) del lemma 6.12. A tal fine
e siponga p(u) = [[uf|_,normain H'(£2)?,

e siponga gradu € £2(£2)"¢ al posto di u € £3(2)? nella i) del lemma
6.12,

e siricordi dalla proposizione 6.8 che | gradu| <[ ul|, Vue L2(02).

Dallidentita D segue inoltre che

| grad gradu|| < af| grad defuf| , Vue H'(02)*.
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Dalla 7) del lemma 6.12 si trae quindi che

| gradul| < ¢ Il gradu| | +| grad gradu Hq] <
< [H u HO + || grad defu ||71] <
< [Jlull, +| defuf ], VueH'(2).

Tale diseguaglianza equivale a quella di KORN.

La seconda diseguaglianza di KoRrRN fu dimostrata originariamente in
forma diversa da quella enunciata nel lemma 6.11.

Nella successiva proposizione 6.13 si considera tale forma originaria e se
ne dimostra I'equivalenza con quella del lemma 6.11.

Gli argomenti della dimostrazione sono presi dall’articolo di FICHERA [26],
sez. 12, pagg. 384-385. La trattazione qui di seguito sviluppata fornisce, con al-
cune lievi modifiche rispetto a quella condotta in [26], la dimostrazione esplicita
di tutti i risultati in essa richiamati.

Lemma 6.13. Forma originaria della seconda diseguaglianza di KOrN. Sia
2 un dominio, limitato e regolare di R?. Allora esiste una costante c tale che

K') || defull, > | gradul|, Yue H (%),

dove

H* () := {ueHl(Q)d ;/ giruO},
02

def := symgrad e gir := emigrad, cosiche gradu = defu+ giru.

Dim. Si stabilisca I'implicazionel K = K*.

Sisuppongavalidala diseguaglianza K dellemma 6.11 e falsala diseguaglianza
K* . Esiste allora una successione u, € H*({2) tale che

| gradu, ||, =1, [ defu,| —0.

Evidentemente € possibile assumere che gli elementi della successione abbiano

/un:O.

n

valor medio nullo e cioé che
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La diseguaglianza di POINCARE proposizione 6.4 con m = 1 mostra allora che

la, |, < k| gradu

n ||1 n HO

La successione {u,} € pertanto limitata e si puo assumere che essa converga
ad un limite u__, debolmente in H'(2) e fortemente in £*(£2).

Le successioni {u,} e {gradu,}, essendo convergenti, sono di CAUCHY
in £%(£2). La diseguaglianza K implica allora che la successione {u,} & di
CaucHY in H'(£2). Essa converge quindia u__ in H'(2) e pertanto

| defu, || — 0 = defu_=0.

n llg

La proposizione 5.4 assicura allora che il gradiente gradu_ € un tensore anti-
simmetrico costante nel connesso (2. Inoltre

/giru”:O :>/girux:0, /un:O é/uoo:(),
0 0 0 0

e dunque u_ énulloin 2. Cio contraddice I'ipotesi che || gradu 1.

nlly =
. . . . . . . * .
Si dimostri ora I'implicazione inversa K* = K;

Se fosse valida la diseguaglianza K* e falsa la diseguaglianza K, esisterebbe
una successione u, € H'(2) tale che

lu, =1, | defu, |+ u, [P 0.

nlly =

Si consideri allora il valor medio dei campi di H'(2)

1
med(u) I:m/u,
n

e sia M l'operatore lineare continuo che associa ad un campo u € H'(2) il
campo costante pari a med(u).
Si ponga quindi = u— M [u] cosiche M[u] =0 ecioé u € KerM.
Si osservi poi che per la diseguaglianza di CAUCHY-SCHWARZ risulta

| med(u) | meas 2 = ‘/M[u] ‘ < [[ul,meas 2,
0

161
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per cui
[u,ll, =0 = [[M[u,],=|med(u,) | vVmeas 2 — 0 = |[lq,| —0.
Essendo || gradu|| = || grad@ ||, si ha inoltre che
Jull, =1 < | gradi, [>=1—|u,|.
Poiche ||u, ||, — 0 esisteun 1 > > 0 tale che per n abbastanza grande risulti

I gradﬁn||321—s>0.

La proprieta della successione u, € H'({2) implica pertanto la proprieta

| gradi, 2> 1—c>0, | defa,|?+]a,|2—0.

Si mostri ora che la successione 1, converge in H'(£2).

A tal fine si consideri il sottospazio chiuso Ker M costituito dai campi di
H'(£2) avalor medio nullo.

La diseguaglianza di POINCARE assicura che

2
2
>alul?,

| gradu§+‘/u
n

e quindi la norma indotta su Ker M dal prodotto interno

|u,v| ::/ gradu* gradv, Yu,ve H(02)),
0

& equivalente a quella di H'(£2).
Si decomponga Ker M come somma diretta del sottospazio H*({2) N Ker M
e del suo complemento ortogonale R(f2) definito da

R(2) :={uec KerM : |u,v|=0, VveH(2)NnKerM} =
{ue KerM : |u,v|=0, VveH ()},

in quanto sommare a v € H*({2) un campo costante non altera la condizione
di ortogonalita. Come sara mostrato nel lemma 6.14, gli elementi di p € R({2)
godono della proprieta che def p = o e sono pertanto cinematismi rigidi sem-
plici in virtt della proposizione 5.4.
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Per ogni 1, € Ker M sussiste quindi la decomposizione univoca
u,=p,+v,, p,€R(2), v, cH (),

e risulta , , ,
e, Iy < 2w, I+ v, 115)
-2 2 2
| gradu, ||| = [l grad p, ||| + || grad v, || .

Si osservi ora che dalla diseguaglianza di POINCARE si trae che

< gradv||(2), VveH ().

ol VI < I gradv]+| [ giry
(0]

Dunque risulta

2 . 2
alfv,[[j < allv, I < | gradv, ||| < || gradu, ||| = | gradu, [[/ < 1.

2 2 2
n HO n ||0 n ”O

Poiche ||, ||, — 0 esiste un 7 > 0 tale che per n abbastanza grande risulti

lp, I} <2(n+1).
Si osservi ora che le norme || p, ||, e || p, ||, sono equivalenti in quanto p, €
Ker def e dim Ker def < 4 0.

La successione {p,} & pertanto limitata in H'({2) e si puo assumere che
essa sia convergente debolmente in H'(§2) e fortemente in £*(£2). Ma allora
{p,} sara anche fortemente convergente in H'({2) ad un limite u_ € H'(£2).

Dalla diseguaglianza K* si sa inoltre che

| defv, [, > el gradv, ||, > va cl|v, |, -
Essendo defp, =0 risulta defu, = defv, e quindi
2 a2
H defvn ||0 + H un ||0 - O *

Dunque {v,} converge a zero in H'({2) e pertanto @, converge in H'({2)
al limite u_ € R(£2). Poiché @, converge a zero in L£*({2) ne segue che
|u, ll, =0 e quindi anche [[u_ ||, =0.
Cio e impossibile in quanto dovrebbero sussistere entrambe le condizioni
. . 2
contradditorie [[u ||, =0e [[u |, > gradu Ho >1—e>0. O
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Si dimostrano ora i risultati richiamati nella dimostrazione del lemma 6.13.

Lemma 6.14. Caratterizzazione variazionale dei cinematismirigidi. Sia {2 un
dominio limitato e regolare di R¢. Allora per ogni u € H'(2) vale l'equivalenza

|[u,v|=0 VveH" () < defu=0.

Dim. L'implicazione
defu=0 = |u,v|=0 VveH (),
é una diretta conseguenza della proposizione 5.4 in cui si € mostrato che la
condizione defu = sym gradu(x) = O implica che gradu ¢ un tensore
antisimmetrico costante nel connesso (2. Quindi u é un cinematismo rigido
semplice che ammette la rappresentazione parametrica u(x) = Q2x+a con 2
campo tensoriale antisimmetrico costante ed a campo vettoriale costante.
Per dimostrare I'implicazione inversa

|lu,v|=0 VveH () = defu=0,
si consideri il campo u— W u con W u(x) = M| giru]x e notiamo che
gir(Wu) =M| giru],

cosi che

Mgir(u—Wu)]=M|giru]—-M|[giru]=0.
Dunque risulta u — Wu € H*({2) e deve essere

|lu,u—Wu|=|u,u|—||u,Wu|=0.

Osservando che grad = def + gir e che i valori locali dei campi def e gir
sono tra loro ortogonali, la condizione precedente si puo scrivere

/giru* giru —/ girux M| giru] +/ defux* defu=0.
Q Q Q

La somma dei primi due integrali & non negativa in virtt della diseguaglianza
(vedi lemma 6.15)

1 1 1
. > . . .
meas {2 / girux gt = <meas n / sl u) * (meas 2 / st u)
Q Q Q

Ne consegue che deve essere

/defu* defu=0,
9]

e dunque defu(x) =0 q.0.in 2. O
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Lemma 6.15. Una diseguaglianza tra medie. Sia (2 un apertodi R¢. Allora per

ogni campo tensoriale A € L*(£2) <4

1 1 1
> .
meas {2 /A*A - (measQ /A> * (meas!? /A>
Q Q

i

vale la disegquaglianza

Dim. In termini delle componenti cartesiane A, la diseguaglianza di
CAUCHY-SCHWARZ assicura che

1 1 2
A A > A g =1,...,d.
meas {2 / wtt = (meas()/ ”)’ bi=1..d
0 0

La sommatoria di ambo i membri rispetto agli indici ¢,j =1,...,d fornisce il

risultato. O

La diseguaglianza di KORN consente di mostrare cheI’operatore cinematico
del modello del continuo tridimensionale ha immagine chiusa. Poniamo

Vi=H(Q)?", H:=22)" ™H:=LY02).

Allora si ha

Proposizione 6.16. Chiusura dell'immagine dell’operatore cinematico.
L'operatore cinematico B = def = symgrad € L{V;H} soddisfa la dis-
eguaglianza

[Bull,, = cb [[u]l VucH,

V/KerB

e quindi ha immagine chiusa.
Dim. La continuita di B e la diseguaglianza di KORN consentono di scrivere
2 2 2 2
> > .
O llul? > [Bul? +ul’, > e [ul?  vuev
Possiamo allora dotare lo spazio V della norma equivalente
1/2
2 2
(1Bul? + ul?,)
Detto II il proiettore ortogonale su Ker B in H si deve dimostrare che

|Bull, > ¢|lu—Tu|, YueH.
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Rimpiazzando u con u ||u—ITu ”;11 , la diseguaglianza da dimostrare assume
la forma
[Bul,, =z c>0 VueV: |[u-Iu|,=1.

Si procede per assurdo. Se la diseguaglianza fosse falsa esisterebbe una succes-
sione {u,} in V tale che

[u, —Tu, ||, =1, }}E(}O”BU-NHH =0.
Poniamo w, = u,, — Iu,, cosi che

La diseguaglianza di KORN mostra che la successione {w,} € limitata in V.
Esiste quindi, per la proprieta di compattezza debole, proposizione 1.7.8, una
sottosuccessione debolmente convergente ad un elemento w € V.

Il funzionale || Bv ||i{ € continuo e convesso in V e pertanto debolmente
inferiormente semicontinuo in virta del teorema di MAZUR, cioé

{w,} 5w in V = liminf | Bw,|? > |Bw|? .
n—0o0 H H

Risulta dunque || Bw ||, =0 ecio¢ w € KerB. Allora w =IIw =o.

Il principio di selezione di RELLICH, proposizione 6.1, assicura che la im-
mersione di V in H € compatta. La convergenza debole a zero di {w,} in V
implica quindi la convergenza forte a zero di {w,} in H il che & assurdo in
quanto [[wy ||, =1. O

Osservazione 6.3. La dimostrazione della proposizione 6.16 € riprodotta da [27],
teorema II1.3.4. Tale risultato puo perd anche essere dedotto in modo diretto
dal lemma di TARTAR, proposizione 1.12.2 osservando che la diseguaglianza di
KORN puo scriversi

K) [IBul,, +[[Aou|, > clul, YueV,

e che
e A c€L{V;H} él'immersione compattadi V in H,
e BeL{V;H} écontinua.
Il lemma di TARTAR mostra inoltre che per la validita della seconda disegua-

glianza di KORN é necessario che il nucleo KerB sia di dimensione finita.
| ]
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Osservazione 6.4. Si noti che la formulazione originaria K* della dis-
eguaglianza di KORN puo essere dedotta da quella K del lemma 6.11 facendo
ricorso ai risultati presentati nella sezione 1.12.

La proposizione 1.12.5 mostra infatti che se vale la diseguaglianza di KORN
K con A, € L{V;H} immersione compatta, allora vale la diseguaglianza

2 2 2

H Bu HH + ” Lu ”H = ¢ H u HV/(KeerKerL) Vuev,
con L € L{V; F} operatore limitato scelto a piacere.

Definendo quindi L € L {V;H} come
Lu ::/ giru,
©
ed osservando che Ker BN KerL = R si ottiene che
[Bull,, +[|Luf, > cllul), 4 YueV.

Essendo quindi || u || > || grad ||, si perviene alla diseguaglianza

Y/

K*) [IBull,, = c[| gradu|, Vue€ KerL,

che é l'originaria forma K* della diseguaglianza di KORN. |

Osservazione 6.5.

Si denoti con T' l'operatore che associa ai campi di V i corrispondenti
valori al contorno (operatore di traccia).

Ponendo quindi L = T' ed osservando che KerT' = H](§2) e che pertanto
Ker BN Ker L = {o}, si perviene alla diseguaglianza

[Bul,, > cllull, Vue Kerl,

che € la prima diseguaglianza di KORN. [ |
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7. APPROSSIMAZIONE POLINOMIALE

La diseguaglianza di POINCARE gioca un ruolo basilare nella teoria della
approssimazione polinomiale che € basata sul seguente semplice corollario
della proposizione 6.4.

e Sidenoticon P, ({2) lospazio dei polinomi di grado < m che é uno spazio

m

lineare di dimensione finita con dim P, (£2) = (m + d)!/(m!d!).

Proposizione 7.1. Diseguaglianza della seminorma. Sia {2 un dominio rego-
lare e limitato in £ e u € H™(§2) con m > 1 tale che

/Dpu(x)zo, 0<|p|<m-1.
7

Allora vale la diseguaglianza

lul,, > alull ~ VueH"(£2),

m

con « costante positiva. O

Una diretta applicazione del lemma 7.1 consente di dimostrare 1’esistenza
di un polinomio approssimante.

Proposizione 7.2. Diseguglianza di approssimazione.  Sia {2 un dominio
regolare ¢ limitato in £/ e u € H™ () con m > 1. Allora esiste un polinomio
II, jueP, (1) taleche

lul, > afu-1I0, juf ~ Yue H"(2).

m —

Dim. Si puo prendere II,,_ u eguale all’'unico polinomio tale che

m—

/Dp(u—Hmflu)(x)zO, 0<|pl<m—1.
(7]

Dalla propositione 7.1 notando che

| u-— Hm—lu |m = | u |m )

si perviene al risultato. O
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Ecco una differente caratterizzazione del polinomio approssimante.

Proposition 7.3. Proiezione ortogonale su P, ,(f2). La seminorma | - |,

definisce nello spazio quoziente H™ (§2)/ P, _,(£2) una norma equivalente alla norma
standard mediante la disequaglianza

lul,, 2 al|[u=P, _ju| =~ Vue H™(02),

dove P, _, : H"(82) — H"™({2) é il proiettore ortogonale sul sottospazio chiuso

P, (R)C H™).

Dim. Lascelta P, u per il polinomio approssimante e ottimale in quanto

— : _ _ m
lu=P, jul, = _inf ju=pl, <[u-Pul, VueH"().
ed il risultato € conseguenza della proposizione 7.2.

Sinoti che la proiezione su P,, ,(£2) nellanormadi H™(f2) € equivalente
alla proiezione nella norma di H™*(2). O

Un utile corollario della proposizione 7.2 ¢ il seguente [30].

Proposition 7.4. Lemma di BRAMBLE-HILBERT. Sia f € H™(£2)" un funzionale
lineare continuo su H™(§2) tale che

(f,p)=0 VpeP, ,(02).
Allora si ha la disequaglianza

[(f,u)| < clu] Yue H"(2),

m

con ¢ dipendente da £ ed m.

Dim. Peripotesi (f, u)=(f, u—P,__ u). Quindila proposizione 7.2 mostra
che
[(f,wy[ <[ f]| lu—P, _u

m m

<a '], lul

m?

dove la norma del funzionale f é definita da

f(v
1t = sup [LOL

veH™(2) H v ”m,

Ponendo ¢ =o' || f ,, la diseguaglianza é dimostrata. O
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Osservazione 7.1. La proposizione 7.3 € immediatamente deducibile dal lemma

di TARTAR 1.12.2. Infatti siano

o AcL{H™2);L*2)M} con M = card{p € N : |p| = m} l'operatore

definito da Au = {DPu}, con |p|=m,

o A, L{H™(£2);H"(£2)} Toperatore compatto di immersione definito

da Aju=nu.
Si ha pertanto
KerA=P, (2), [Anu| =]ul

m’ m—1

[Aul, =[ul

m—1"

Dalla diseguaglianza elementare

1/2 m
fal, +lall, > (a2 +al? )7 =ul, vYueH"(R),

m—1 — m
segue che
[Aull;+[[Aoul;=>ul ~VuecH"(2).

Dunque per il lemma di TARTAR si ha

[Aufj=alfuf Vue H"(2),

H™(02)/Ker A
e cioé

lul, >aflu-P, juf VueH"(2),

m

che ¢ il risultato della proposizione 7.3.

Si osservi che l'ipotesi posta alla base del lemma di BRAMBLE-HILBERT

impone che Kerf O Ker A con Au = {DPu}, |p| = m. Pertanto il lemma

di BRAMBLE-HILBERT € una semplice conseguenza del pit generale risultato

enunciato nel lemma 1.12.7.

Si dimostra ora esplicitamente 1'estensione del lemma di BRAMBLE-

HILBERT (vedi [38]) che puo essere dedotta come caso particolare del lemma

[.12.9.

Proposizione 7.5. Lemma bilineare. Sin a € £{H"(2); H*(£2)} una forma

bilineare continua tale che
a(p,v)=0 VpeP

mo1(£2) Vve H'"(Q),
a(u,q)=0 VqeP, (2) YueH"(1).

Allora sussiste la diseguaglianza
la(u,v)| < clul,|v], YueH"(Q) VveH(Q),

m

con ¢ dipendenteda a, m e k.
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Dim. Nel lemma 1.12.9 si ponga
X=H"(2), Y=H'Q), E=LQ", F=r)~,

con M =card{p e N : |p| =m} K =card{p € N : |p| =k}, essendo
card la cardinalita dell’insieme.

Si ponga inoltre
Ee L{H™(02); L2(2)M},

Fe L{H"(12); L2(2)"},
definiti da
Eu= {DPu} con |p|=m,
Fu={DPu} con |p|=k.
Si considerino quindi gli operatori compatti di immersione
E, e L{H"(Q);H""(2)}, F,eL{H"Q);H" '(2)}.
Allora segue che
[Eull, + [ Eoully=full VuecH"(2),
IFuf + [ Fouly > flul, VueH Q).

Dunque per il lemma di TARTAR si ha

1Bully > ag [ allmg ke V0 EH™(12),
IFall, > ap [0 llh g e Y€ H ().
Poiche
KerE=P, ,(22), KerF=P, (),
tutte le ipotesi del lemma 1.12.9 sono soddisfatte. O

7.1. Diseguaglianza di ARONSZAJN-SMITH

Si vuole ora illustrare una diseguaglianza notevole dovuta a N. ARON-
szAJN e K. T. SmITH [15] e che gioca un ruolo analogo a quella di POINCARE
in quanto fornisce il risultato fondamentale nella teoria dell’approssimazione
con polinomi di cui € assegnato il grado massimo di ogni singola variabile.
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e Sidenoti con Q,,(£2) lo spazio dei polinomi di grado < m in ogni singola
variabile che € uno spazio lineare di dimensione finita con dimQ, (£2) =
(m+1)7.

Ponendo H = H™($2), E = L*(2)", E, = H" (), F = £L*(12), si consid-
erino gli operatori

e A € L{H™(£2);L£*(£2)"}, operatore lineare continuo definito da Au =
{DPu} con p={0,...,m,...,0},

e L, e L{H™(R);L£*(£2)}, immersione compatta con L,u = u.

La diseguaglianza di ARONSZAJN-SMITH puo allora sciversi in forma astratta
|Aull, +[Loul, > alull, YueH.

Dal lemma di TARTAR proposizione 1.12.2 di deduce che dim Ker A < + 00 e
che Im A ¢ chiusain H . Infatti Ker A =Q, (£2).

Osservazione 7.2. La diseguaglianza di ARONSZAJIN-SMITH afferma che la dise-
guaglianza di POINCARE continua a sussistere se si sostituisce la seminorma
|ul,, conquella [u] in cui si consideramo solo le derivate parziali di ordine
m rispetto alle singole variabili.

E’ pertanto possibile estendere il lemma di BRAMBLE-HILBERT, propo-
sizione 7.4, ed il lemma bilineare, proposizione 7.5, sostituendo i polinomi
P_(£2) conipolinomi Q (£2). [ |

m m

Si ponga ora

e LeL{H"(12);£*(£2)"} operatore lineare continuo definito da

" Z DPu(x) duf.

dove p appartiene all'insieme 7, dei multi-indici aventi le singole com-
ponenti non maggiori di m — 1 ed r ¢ la cardinalita di J

m*

Essendo Ker A N KerL = {o}, dalla proposizione 1.12.5 si deduce che vale la
diseguaglianza

che, per quanto risulti all’autore, € nuova [54].
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Per m = 2 la forma esplicita di questa nuova diseguaglianza, scritta per
semplicitd in dimensione due (d = 2), &

/(ufm-i-uﬁ/y)du—&— /ud,u + /u‘md,u + /u\ydﬂ >

N n N [0

2 2 2 2 2 2
Za/(u —l—u‘z—i—u‘y + ulm—f—u‘yy—i—2u‘zy) du,
2]

per ogni u € H*(2).
Nella corrispondente espressione della diseguaglianza di POINCARE il
primo integrale a sinistra sarebbe

(u2 +u? 42u? )du.
|2z lyy lzy
7]

Questo esempio pone in evidenza che per m = 2 la nuova diseguaglianza
é piu forte della corrispondente diseguaglianza di POINCARE. Per m =1 le
due diseguaglianze coincidono e per m > 2 le due diseguaglianze non sono
direttamente confrontabili.
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insieme convesso, 46
insieme debolmente chiuso, 61
insieme denso, 8

insieme di aderenza, 8
insieme diretto, 5

insieme equicontinuo, 26
insieme limitato, 9

insieme, frontiera di un, 8
insiemi aperti, 7

insiemi chiusi, 7

insiemi di misura nulla, 120
insiemi trascurabili, 120
integrabilita locale, 136
integrale, 122
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isomorfismo, 11
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localmente integrabile, 128
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meccanica, teorema fondamentale della, 100
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misurabile secondo LEBESGUE, 128

norma, 24, 45

norma di un operatore lineare, 27
normale, topologia, 9

norme equivalenti, 25

norme, criterio di equivalenza, 71
nucleo di un operatore lineare, 72
nucleo ed immagine, 74

nucleo ed immagine, ortogonalita tra, 44

omeomorfismo, 10

omeomorfismo lineare, 25

operatore, 6

operatore aggiunto, 58

operatore autoaggiunto, 58, 74
operatore coniugato, 42

operatore continuo, 9

operatore duale, 42, 73

operatore ellittico, 145

operatore lineare chiuso, 72

operatore lineare compatto, 28
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operatore simmetrico, 58, 74

operatori prodotto, chiusura dell'immagine, 98
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ortogonalita, relazioni di, 95

paradosso di BERTRAND RUSSELL, 4
parallelogramma, regola del, 45
parte principale, 145
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precompatto, insieme, 20
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principi di estensione, 23
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prodotto cartesiano, 5

prodotto di dualita, 30, 35, 76, 152
prodotto interno, 45

prodotto, di spazi, 58

proiettore continuo, 84

proiettore ortogonale, 47

proiezione ortogonale, 47

proiezione ortogonale, teorema della, 46
proiezione, diseguaglianza di, 112
proiezioni, chiusura delle, 95
proprieta di angolo finito, 90
proprieta di chiusura, 89

proprieta di compattezza debole, 63
proprieta di contrazione, 22, 48, 49, 82
proprieta di minima norma, 47
proprieta di separazione, 34, 60
proprieta geometrica, 33

proprieta topologica, 9, 21, 33

punto di accumulazione, 8

punto isolato, 8

punto limite, 8

punto unito, teorema del, 22

quasi ortogonalita, 29
quasi ovunque, 120
quoziente, spazio, 34

quoziente, spazio di HILBERT, 55

regola del parallelogramma, 45

relativa, topologia, 8

relativamente compatto, insieme, 13
relativamente sequenzialmente compatto, 20
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relazione di PARSEVAL, 54
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semicontinuita inferiore, 61

semicontinuita inferiore debole, 62, 63

seminorma, 17
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separabile, spazio metrico, 22
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separazione in senso largo, 38
separazione in senso stretto, 38
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sequenzialmente compatto, 20

sequenzialmente compatto, spazio, 12
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sottospazio denso, 33
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spazio topologico, 7

spazio topologico lineare, 9

spazio topologico localmente connesso, 16
spazio uniformemente convesso, 32

stella, convergenza debole, 67

stella, successione debolmente convergente, 66
stella, topologia debole, 66

sublineare, funzionale, 36

successione debolmente convergente, 60
successione debolmente stella convergente, 66
successione di CAUCHY, 20

successione ortonormale completa, 54
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trasformazioni lineari continue, 12

uniforme limitatezza, principio di, 69
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