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PREMESSA

Nel corso degli anni di insegnamento di Scienza delle Costruzioni presso la Facolt`a
di Ingegneria dell’Universit`a degli Studi di Napoli, ora intitolata a Federico II di Svevia,
ho sempre perseguito, attraverso continue modifiche e revisioni, il tentativo di dare al
corpo fondamentale della disciplina un’impostazione pi`u moderna.

La tradizione della scuola e la difficolt`a di contemperare le esigenze didattiche con
metodologie suggerite dall’attivit`a di ricerca scientifica hanno reso tale compito arduo
ma affascinante.

Finalmente, anche per le insistenze dei giovani colleghi che sono stati miei allievi,
ho deciso di dare alle stampe questo testo, pur nella convinzione che alcune parti sono
ancora svolte in modo non sufficientemente completo.

La trattazione fornisce un inquadramento della disciplina secondo un’angolazione
originale che propone un approccio decisamente innovativo in cui `e privilegiato il
contenuto metodologico e concettuale rispetto all’elencazione dei risultati.

Il libro consta di due volumi, Tomo I e Tomo II, pi`u un volume propedeutico e di
riferimento, il Tomo Zero. Questo primo volume `e dedicato all’analisi della cinematica
e dell’equilibrio.

La trattazione `e svolta con riferimento al continuo diCauchyma con un approccio
generale che fa riferimento a nozioni e metodi di geometria differenziale e consente
un’immediata estensione ai modelli strutturali continui mono e bi-dimensionali di travi,
piastre e gusci, ed ai modelli strutturali tri-dimensionali con microstruttura, quali i
continui dei fratelliCosserat ed i continui micromorfi.

Nel secondo volume `e svolta la trattazione della teoria dell’elasticit`a, della trave
di Saint Venant e dei criteri di verifica delle strutture.

Il testo è indirizzato sia agli allievi del corso che ai lettori esperti ma interessati
ad una presentazione rigorosa ed ingegneristica, e quindi non tradizionale, del corpo
fondamentale della disciplina.

Nel redigere il testo ho tentato di conciliare la scelta di adottare metodi ed approcci
moderni, adeguati anche alle esigenze dell’analisi dei problemi strutturali richiesta dal
ricorso a strumenti di calcolo automatico, e la necessit`a di non esigere dal lettore
conoscenze troppo avanzate.

Spero che tale intendimento sia stato raggiunto anche riservando alla trattazione
delle parti più impegnative le sezioni di complemento poste in coda ad ogni capitolo.

Le scelte effettuate sono state dettate sia dall’esperienza di insegnamento di Scienza
delle Costruzioni agli allievi ingegneri che dalla necessit`a di contenere i testi in dimen-
sioni ragionevoli. Certamente la trattazione di molti argomenti `e svolta in maniera pi`u
approfondita e dettagliata di quanto non possa essere illustrato in un corso di primo
livello.
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Ciò rende peraltro possibile una libera scelta del livello di approfondimento e
fornisce una documentazione esauriente su metodi e risultati nella modellazione del
continuo e nell’analisi delle strutture.

D’altro canto molti argomenti, anche di rilevante interesse, non hanno potuto
trovare spazio in questa prima stesura e saranno oggetto di ampliamenti futuri.

Diversi sono gli argomenti classici trattati in modo originale o con metodologie
non tradizionali. Il testo `e inoltre disseminato di contributi inediti e di risultati di studio
e di ricerca. In particolare la trattazione del problema dell’equilibrio `e basata su una
precisa definizione degli spazi funzionali topologici cui appartengono le grandezze che
entrano in gioco e costituisce il primo esempio di un attacco moderno al problema che
consente di non far ricorso alla classica ma oramai datata teoria diCauchy.

Gli strumenti attualmente resi disponibili dallo sviluppo dell’analisi funzionale
consentono infatti di dimostrare direttamente l’equivalenza tra la condizione varia-
zionale di equilibrio di un sistema di forze attive ed il principio dei lavori virtuali. Il
principio diviene pertanto un teorema e l’ipotesi dell’esistenza di uno stato tensionale
si traduce nel risultato del teorema.

La trattazione fa frequente riferimento a nozioni, definizioni e risultati di matema-
tica che sono indispensabili per una piena comprensione delle tematiche affrontate. Una
rapida rivisitazione di strumenti di base adoperati nel testo ed una documentazione su
alcuni aspetti complementari pi`u avanzati sono contenuti nel Tomo Zero.

Sotto il profilo didatticoè palese la necessit`a di accompagnare lo studio con lo
sviluppo di specifici esempi applicativi che costituiscono indispensabili verifiche della
padronanza dei concetti e dei metodi propri dell’analisi del continuo e dei modelli
strutturali.

Questo lavoro `e dedicato al mio carissimo fratelloManfredi cheè stato profes-
sore di Scienza delle Costruzioni, e direttore dell’Istituto di Scienza delle Costruzioni
dell’Università di Catania, gemello anche negli interessi, ispiratore di molte fondamen-
tali riflessioni ed ideatore di brillanti contributi teorici ed applicativi nella Meccanica
delle Strutture. La sua scomparsa prematura nel settembre del 1988 all’et`a di 47 anni
è stata per me fonte di grande sgomento, come pi`u di recente quella di mia madre.

Ringrazio i miei allievi ed amiciElio Sacco, Luciano Rosati, Francesco
Marotti de Sciarra eMarina Diaco per la preziosa collaborazione prestatami
in questi anni. AMarina Diaco va anche il riconoscimento di una costante e fattiva
assistenza nella redazione di questo testo e di utili rilievi critici.

A Chiara, Federica, Emanuela, Alessandra eGiulia affido una copia
di queste note per motivare almeno in parte tante giornate passate da solo a scrivere e
studiare.

Napoli, dicembre 2001 Giovanni Romano





I – CINEMATICA

Questo capitolo `e dedicato all’analisi della cinematica del continuo tridimensionale
di Cauchy che costituisce a tutt’oggi il modello di riferimento per l’interpretazione
delle prove sperimentali sui materiali. Questo modello svolge pertanto un ruolo privile-
giato rispetto agli altri, pi`u o meno sofisticati, proposti in letteratura per la descrizione del
comportamento di particolari tipologie strutturali. La trattazione `e svolta partendo dalle
nozioni generali concernenti la deformazione finita di un corpo continuo per affrontare
poi lo studio dei cinematismi, seguendo un approccio che consente di estendere i metodi
ed i risultati ad altri modelli di strutture continue. Si adottano le seguenti notazioni.

• V è lo spazio lineare tridimensionale delle traslazioni associato allo spazio
euclideoS , con prodotto internoa . b , a,b ∈ V .

• L(V ; V) è lo spazio dei tensori misti del secondo ordine su V dotato del
prodotto internoA : B = tr (ATB) .

• L+(V ; V) ⊂ L(V ; V) è lo spazio dei tensori con determinante positivo.

• Sym(V ; V), Emi(V ; V) ⊂ L(V ; V) sono i sottospazi dei tensori sim-
metrici ed emisimmetrici

Sym(V ; V) : =
{
A ∈ L(V ; V) : AT = A

}
,

Emi(V ; V) : =
{
A ∈ L(V ; V) : AT = −A

}
,

• Pos(V ; V), Psym(V ; V) ⊂ L(V ; V) sono i sottospazi dei tensori sim-
metrici, rispettivamente positivi e definiti positivi

Pos(V ; V) : =
{
A ∈ Sym(V ; V) : Ax . x ≥ 0 ∀x ∈ V

}
,

Psym(V ; V) : =
{
A ∈ Sym(V ; V) : Ax . x > 0 ∀x ∈ V \ {o}

}
.

• Negli integrali le misure di volume e di superficie saranno denotate rispetti-
vamente condv e da .

• L2(V ; �) : = L(V, V ; �) è lo spazio delle forme bilineari reali su V .

• Gen(v) ⊆ V è il sottospazio lineare generato dal vettorev ∈ V .

Nel seguito si adotter`a talvolta la notazione abbreviata Lin per L(V ; V) , Sym per
Sym(V ; V) etc. Si denoter`a poi con Sym ( Emi , Pos , Psym ) anche lo spazio dei
campi di tensori simmetrici (etc.) continui nel dominio di definizione.
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1. NOZIONI PRELIMINARI

Un insiemeΩ di punti dello spazio euclideoS èconnessose due qualsiasi punti
di Ω possono essere collegati da una curva giacente inΩ .

L’insieme Ω è semplicemente connessose ogni curva chiusa inΩ può essere
trasformata con continuit`a in un punto senza uscire daΩ .

Un insieme aperto e connesso `e detto unaregionedi S .
Una regioneΩ è regolarese la frontiera∂Ω di Ω è generalmente regolare nel

senso che `e costituita da un numero finito di superfici orientabili, ovvero di superfici su
cui è definita la normale uscente daΩ .

La chiusura diΩ è denotata daΩ = Ω ∪ ∂Ω .
Una superficie orientabile che delimita una regione regolareΩ (toroidale) è

mostrata in fig.1.1. Un classico esempio di superficie non orientabile, dovuto aF.
Klein 1 è riportato in fig.1.2.

Fig. 1.1 Superficie orientabile Fig. 1.2 La bottiglia diKlein

Nel seguito perdominiosi intenderà una regione regolare e limitata.

1.1. Partizioni e suddivisioni

Unapartizione finitadi Ω è una famiglia finitaP (Ω) di sottodomini

Pα ⊆ Ω {α = 1, . . . , n} ,

che gode delle seguenti propriet`a

• P (Ω) realizza un ricoprimento diΩ e cioè l’unione delle chiusurePα dei domini
Pα è pari alla chiusuraΩ di Ω

n⋃
α=1

Pα = Ω.

1 Felix Christian Klein (1849-1925). Professore di geometria a G¨ottingen e poi dal 1872 ad
Erlangen. Famoso `e il programma di Erlangen redatto nel 1872 in cui egli espresse le sue idee sui fondamenti
della geometria.
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• Il ricoprimento avviene senza sovrapposizioni il che significa che l’intersezione di
ogni coppia di sottodomini distinti `e vuota

Pα ∩ Pβ = ∅ ∀α 
= β.

La chiusuraPα di un sottodominioPα ⊆ Ω è detta unelementoottenuto daΩ per
sezionamento.

Ad ogni partizione finita corrisponde una suddivisione diΩ .

La suddivisioneT (Ω) associata ad una partizioneP (Ω) di Ω è la collezione
degli elementiPα di P (Ω)

T (Ω) : =
n∏

α=1

Pα =
{
P1,P2, · · · ,Pn

}
,

in cui l’ordinamento dellan uplaè inessenziale.

Si noti la diversa definizione di una partizioneP (Ω) e quella della corrispondente
suddivisioneT (Ω) .

• In P (Ω) ogni elementoPα è riguardato come un sottoinsieme diΩ e dunque la
parte comune∂Pαβ dei contorni di due elementi adiacentiPα e Pβ definita da

∂Pαβ : = ∂Pα ∩ ∂Pβ ,
è un unico sottoinsieme diΩ .

• In T (Ω) ogni elementoPα è riguardato invece come un dominio a se stante e
pertanto i contorni di due elementi adiacentiPα e Pβ vanno considerati come
insiemi distinti.

L’unione disgiunta dei contorni degli elementi di una suddivisioneT (Ω) costitu-
isce ilcontorno∂T (Ω) di T (Ω) .

L’insieme di tutte le possibili suddivisioni diΩ è parzialmente ordinato dalla
relazione d’ordinecosı̀ definita

Una suddivisioneT ∗(Ω) è più fitta di una suddivisioneT (Ω) se è possibile
ottenere gli elementi diT ∗(Ω) effettuando una suddivisione degli elementi di
T (Ω) e si scrive

T ∗(Ω) ≺ T (Ω) ovvero T (Ω)  T ∗(Ω).

Si dice anche che la suddivisioneT (Ω) è più radadi T ∗(Ω) .
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La dipendenza diT (Ω) da Ω verrà nel seguito talvolta omessa scrivendo soloT per
semplificare la notazione, quando ci`o non ingenera confusione.

E’ immediato verificare che sono soddisfatte le regole formali direlazione d’ordine

i) T ≺ T riflessività,

ii) T 1 ≺ T 2 , T 2 ≺ T 1 ⇒ T 1 = T 2 antisimmetria,

iii) T 1 ≺ T 2 , T 2 ≺ T 3 ⇒ T 1 ≺ T 3 transitività.

Si noti che la relazione d’ordine `eparzialeperchè non ordina totalmente la famiglia
delle suddivisioni diΩ . Esistono cio`e suddivisioni tra loro non confrontabili.

La relazione d’ordine `e poi non strettanel senso che, valendo la propriet`a di
riflessività, ogni suddivisione `e sia più fitta che più rada di se stessa.

Date due suddivisioniT 1 and T 2 esiste una suddivisione pi`u fine di entrambe,
detta lagriglia generata daT 1 e T 2 , e denotata con

T 1 ∨ T 2 .

Gli elementi della grigliaT 1 ∨ T 2 sono le chiusure delle intersezioni non vuote dei
sottodomini diT 1 e T 2

P ∈ T 1 ∨ T 2 ⇐⇒ P = P1 ∩ P2 
= ∅ , P1 ∈ T 1; P2 ∈ T 2.

Valgono le seguenti semplici propriet`a

T 1 ∨ T 2 ≺ T 1 , T 1 ∨ T 2 ≺ T 2 , (T ≺ T 1 e T ≺ T 2) ⇒ T ≺ T 1 ∨ T 2.

La griglia generata da due suddivisioni `e quindi la più rada suddivisione che risulta pi`u
fine di entrambe.

La più rada suddivisione diΩ in elementiè costituita dal singleton{Ω} .

• Un insieme finito di superfici regolari, orientabili e a due a due disgiunte

{Sα ⊆ Ω ; α = 1, . . . , n} , con Sα ∩ Sβ = ∅ per α 
= β ,

effettua untaglio di Ω se esiste almeno una suddivisioneTS(Ω) tale che

n⋃
α=1

Sα ⊆ ∂TS(Ω) .

Ad un assegnatotaglio di Ω corrisponde un’unica suddivisioneTS(Ω) se e solo se
l’inclusioneè una eguaglianza ed in tal caso si dice che le superfici effettuano untaglio
completo.
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Se il taglio nonè completo esistono infinite suddivisioniTS(Ω) anche tra loro
non confrontabili.

• Le interfaccetra gli elementi di una suddivisioneT (Ω) sono le superfici su cui
si appoggiano i contorni di due elementi adiacenti diT (Ω) .

• Le interfacce di tagliosono un insieme di superfici cui si appoggiano le coppie di
superfici adiacenti di un taglio.

• L’insieme delle interfacce corrispondenti ad una suddivisioneT (Ω) è deno-
tata conIT (Ω) .
Si indica inoltre conI(Ω) un generico insieme di interfacce inΩ e con
I(Ω) l’unione di I(Ω) e del contorno∂Ω del dominioΩ .

I contorni degli elementi adiacenti in corrispondenza di un’interfaccia sono detti
facce.

• Si denoter`a con Cm(Ω) lo spazio dei campi (scalari, vettoriali o tensoriali)
limitati e continui con le derivate fino all’ordinem sulla chiusuraΩ di Ω
(campi di classe Cm in Ω ).

• Un campo (scalare, vettoriale o tensoriale) `e di classe Cm a pezzisu Ω se
esiste una suddivisione diT (Ω) sui cui elementi la restrizione del campo `e
di classe Cm .

• Si denoter`a con Cm(T (Ω)) lo spazio dei campi (scalari, vettoriali o tenso-
riali) limitati e continui con le derivate fino all’ordinem in ogni elemento
P ∈ T (Ω) .

1.2. Localizzazione

Quando una condizione di tipo integrale viene trasformata in una puntuale si dice
che si effettua unalocalizzazione.

Lo strumento classico che consente di effettuare una localizzazione `e noto come
lemma fondamentale del calcolo delle variazioni.

Il lemma fondamentale, si applica a campi continui a pezzi nel dominio di
definizione e consente di dedurre l’annullarsi di un campo dalla condizione variazionale
che esprime l’annullarsi dell’integrale del prodotto del campo per ogni funzione di prova
variabile in un opportuno spazio.

Se il campo `e vettoriale anche le funzioni di prova sono vettoriali ed il prodotto va
inteso come prodotto interno tra i valori locali.
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Per precisare quale sia lo spazio delle funzioni di prova si considerino le seguenti
definizioni.

• Il supportodi un campov : Ω �→ V continuo a pezzi inΩ ⊂ S è per definizione
la chiusura del sottoinsieme diΩ su cui il campo `e diverso da zero.

• Lo spazio C∞o (Ω) è costituito dai campi vettoriali indefinitamente derivabili aventi
supporto compattocontenuto nell’apertoΩ .

Dunque i campi di C∞o (Ω) si annullano in uno strato compreso tra la frontiera∂Ω di
Ω e la frontiera del supporto del campo.

L’insieme dei campi di C∞o (Ω) nonè vuoto.

Un campo vettorialeϕ ∈ C∞o (Ω) con valori
locali in V può ottenersi ponendoϕ(ξ) =
mx(ξ)v con v ∈ V e mx : Ω �→ � fun-
zione scalare definita da

mx(ξ) =

 exp
[ 1
‖ ξ − x ‖2 − a2

]
, ξ ∈ Px

0, altrimenti

in cui a è il raggio dell’intorno sfericoPx

di x ∈ Ω .

Infatti la funzione esponenziale

mx(ξ) : = exp
[ 1
‖ ξ − x ‖2 − a2

]

gode delle seguenti propriet`a

• è indefinitamente derivabile,mx ∈ C∞o (Ω) ,

• è positiva all’interno dell’intorno sferico con centro inx e raggioa ,

• è nulla con tutte le sue derivate di qualsiasi ordine sulla sfera con centro inx e
raggio a che costituisce la frontiera del supporto compatto.

Un altro utile esempio di funzione di C∞o (Ω) è fornito da

mx(ξ)=


exp

[ 1
(‖ ξ − x ‖2 − a)2 − (b− a)2

]
exp

[ 1
(b− a)2

]
, a < ‖ ξ − x ‖2 < b

1, ‖ ξ − x ‖2 ≤ a

0, altrimenti
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La funzionemx(ξ) ∈ C∞o (Ω)
• vale 1 nell’intorno sfericoPa(x) di raggioa di

x ,

• è positiva nell’intorno sferico con centro inx e
raggio b ,

• è nulla con tutte le sue derivate sul contorno
dell’intorno sfericoPb(x) di raggio b di x ed
all’esterno di esso.

Una funzionemx(ξ) ∈ C∞o (Ω) è detta unmollificatorese ha valore unitario l’integrale
esteso al supporto dimx e cioè all’intorno sfericoPx di raggio a .

Proposizione 1.1. Lemma fondamentale del calcolo delle variazioni. Sia c un
campo vettoriale con valori inV e continuo a pezzi nel dominioΩ . Allora∫

Ω

c . ϕ dv = 0 , ∀ϕ ∈ C∞o (Ω) ⇒ c(x) = 0 , ∀x ∈ Ω .

Dim. Si ragionaper absurdum. Si supponga che esiste un puntox ∈ Ω di continuità
del campoc e tale chec(x) 
= o . Esistono allora un vettored 
= o ed un intorno
Px ⊂ Ω di x in cui vale la diseguaglianza

c(ξ) . d > 0 ∀ ξ ∈ Px.

Si scelga quindi come campo di prova il campo vettoriale parallelo ad

vx(ξ) = ϕx(ξ)d ,

dove ϕx(ξ) ∈ C∞o (Ω) è un mollificatore positivo inPx ed identicamente nullo al di
fuori di Px . Il teorema della permanenza del segno delle funzioni continue impone
che ∫

Px

c . vx dv > 0 , vx ∈ C∞o (Ω).

Ciò è contro l’ipotesi. Ne consegue che deve risultarec(x) = o in ogni punto di
continuità e quindi, in virtù della continuità a pezzi dic , in ogni punto diΩ .

Dimostrazioni analoghe conducono ai risultati seguenti.

Proposizione 1.2. Corollario. Sia c un campo continuo a pezzi sul contorno∂T (Ω)
di una suddivisione del dominioΩ . Allora vale l’equivalenza∫

∂T (Ω)

c . Γϕ da = 0 ∀ϕ ∈ C∞o (Ω) ⇐⇒ c(x) = o ∀x ∈ ∂T (Ω) ,

tra condizioni variazionali e puntuali.
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Si noti che il carattere locale del risultato enunciato nella proposizione 1.2 consente
di sostituire al contorno∂T (Ω) una qualsiasi sua parte regolare.

Proposizione 1.3. Corollario. Sianoc e v campi vettoriale continui a pezzi inΩ .
Allora la condizione variazionale∫

Ω

c . ϕ dv = 0 ∀ϕ ∈ C∞o (Ω) , ϕ(x) parallelo av(x) ∀x ∈ Ω ,

equivale alla condizione puntualec(x) . v(x) = 0 per ogni x ∈ Ω .

Dim. La dimostrazione `e analoga a quella della proposizione 1.1. Se infatti fosse
c(x) . v(x) > 0 in un punto di continuit`a, ponendoϕ(ξ) = mx(ξ)v(ξ) con
c(ξ) . v(ξ) > 0 nel supporto divx , risulterebbe∫

Ω

c . ϕ dv =
∫
Ω

mx(ξ) c(ξ) . v(ξ) dv > 0 ,

contro l’ipotesi.

Proposizione 1.4. Corollario. Sianoc e v campi vettoriale continui a pezzi sul con-
torno ∂T (Ω) di una suddivisione del dominioΩ . Allora la condizione variazionale∫

∂T (Ω)

c . Γϕ da = 0 ∀ϕ ∈ C∞o (Ω) , ϕ(x) parallelo av(x) ∀x ∈ ∂T (Ω)

equivale alla condizione puntualec(x) . v(x) = 0 per ogni x ∈ ∂T (Ω) .

Altri utili risultati di localizzazione sono i seguenti.

Proposizione 1.5. Lemma del valor medio. Sia c un campo continuo a pezzi inΩ .
Se ξ ∈ Ω è un punto di continuit̀a e P(ρ) è la palla chiusa di raggioρ e centro in
ξ , risulta

c(ξ) = lim
ρ→0

1
volP(ρ)

∫
P(ρ)

c dv ,

Ne segue che ∫
P(ρ)

c dv = o ∀P(ρ) ⊂ Ω ⇒ c(ξ) = o .

Se la condizione integrale vale per ogni intorno sferico dei puntiξ ∈ Ω in cui il campo
c è continuo, la continuit̀a a pezzi dic implica che siac = o in Ω .
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Dim. Basta osservare che∣∣∣∣ c(ξ)− 1
volP(ρ)

∫
P(ρ)

c dv
∣∣∣∣ ≤ sup

x∈P(ρ)
| c(ξ)− c(x) |

e che il sup tende a zero quandoρ → 0 poichè c è continuo inξ ∈ Ω .

In modo analogo si dimostra il prossimo risultato.

Proposizione 1.6. Valor medio sul contorno. Se c un campo continuo a pezzi sul
contorno∂T (Ω) di una suddivisione del dominioΩ , vale l’equivalenza

∫
∂Px∩∂T (Ω)

Γc da = 0 ∀Px ⊂ Ω ⇐⇒ Γc(x) = o ∀x ∈ ∂T (Ω) .

con Px intorno sferico dix contenuto inΩ .

1.3. Formula di Green

Una formula di trasformazione integrale dovuta aGeorge Green 2 svolge un
ruolo fondamentale nello sviluppo della teoria che sar`a illustrata.

La formula diGreen relativa all’operatore gradiente su di un dominioΩ , è una
identità integrale espressa in termini di un campo vettorialev e di un campo tensoriale
T entrambi di classe C1(Ω) .

2 George Green (1793-1841). Nato a Nottingham figlio di un fornaio anch’esso di nomeGeorge
Green. Dopo un solo anno di scuola a Nottingham and`o a lavorare col padre che nel 1807 compr`o un
terreno sul quale costru`ı un mulino a vento di 16 metri d’altezza e poi una casa.George Green junior
ebbe sette figli daJane Smith, figlia del conduttore del mulinoWilliam Smith, ma non si spos`o mai.
Tramite laNottingham Subscription Libraryebbe accesso aiTransactions of the Royal Society of London.
Studiò matematica da autodidatta e si interess`o alla teoria dell’elettricit`a leggendo la memoria del 1771 di
Henry Cavendish (1731-1810) , due memorie diPoisson of 1812 sull’elettricità di superficie e tre
sul magnetismo (1821-1823) e lavori diArago, Laplace, Fourier, Cauchy eT. Young. Nel 1828
pubblicò la sua opera fondamentale dal titoloAn Essay on the Application of Mathematical Analysis to the
theories of Electricity and Magnetismdedicata a Sua Grazia ilDuke of Newcastle. In essoGreen
sviluppò la teoria matematica del potenziale.Sir Edward Bromhead si accorse del talento matematico
di Green e si offrı̀ di inviare i suoi lavori alla Royal Society of London, alla Royal Society of Edinburgh e alla
Cambridge Philosophical Society. Nei seguenti tre anniGreen scrisse due lavori sull’elettricit`a pubblicati
nel 1833 e 1834 dalla Cambridge Philosophical Society ed un lavoro sull’idrodinamica pubblicato dalla Royal
Society of Edinburgh. Su consiglio diBromhead Green divenne studente a Cambridge nell’ottobre del
1833 all’età di 40 anni e si laure`o nel 1837, insieme aJames Joseph Sylvester (1814-1897) ed a
Duncan Farquharson Gregory (1813-1844). Negli anni 1838 and 1839 rimase Cambridge e si
dedicò alla ricerca. In quel periodo scrisse due lavori sull’idrodinamica, due sulla riflessione e rifrazione della
luce e due sulla rifrazione del suono, che furono pubblicati dalla Cambridge Philosophical Society.Green
si ammalò nel 1840 e mor`ı nel 1841 a Nottingham nella casa diJane Smith con i sette figli, l’ultimo nato
nel 1840. I contemporanei diGreen non capirono l’importanza delle sue idee ed egli stesso non ne fu
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La formula diGreen costituisce l’estensione della formula di integrazione per
parti al caso di un dominioΩ appartenente ad uno spazio di dimensione maggiore
dell’unità. L’estensione della formula diGreen al caso di campi discontinui sar`a
effettuata nella sezione II.2.6 (p. 185).

Proposizione 1.7. Formula di Green. Se un campo vettorialev ed un campo
tensorialeT sono di classeC1(Ω) sussiste l’identit̀a integrale

∫
∂Ω

(NT) . (Γv) da =
∫
Ω

( div T) . v dv +
∫
Ω

T : ( gradv) dv ,
∀v ∈ C1(Ω)3 ,

∀T ∈ C1(Ω)6 .

L’operatore lineareΓ è l’operatore dei valori al contorno che associa al campo vet-
toriale v ∈ C1(Ω)3 la sua restrizioneΓv = v|∂Ω al contorno∂Ω .
L’operatore lineare N è l’operatore del flusso al contorno che associa al campo
tensorialeT ∈ C1(Ω)6 il valore del corrispondente flusso uscenteNT = Tn dal
contorno∂Ω , con n versore della normale uscente daΩ .

Dim. Si fa ricorso al teorema del gradiente diGauss che costituisce l’estensione del
teorema fondamentale del calcolo al caso di domini appartenenti a spazi vettoriali di
dimensione maggiore di uno.

Il teorema del gradiente assicura che per ogni campo scalareϕ di classe C1(Ω)
vale la formula∫

∂Ω

ϕn dv =
∫
Ω

gradϕ da ⇐⇒
∫

∂Ω

ϕ ni da =
∫
Ω

ϕ/i dv , i = 1, 2, 3,

dove gli indici dopo il pedice/ indicano le corrispondenti derivate parziali.
Risulta allora∫

∂Ω

(σij nj) vi da =
∫

∂Ω

(σij vi) nj da =
∫
Ω

(σij vi)/j dv =

=
∫
Ω

(σij/j vi) dv +
∫
Ω

(σij vi/j) dv ,

∀v ∈ C1(Ω)3 ,

∀T ∈ C1(Ω)6 .

cheè l’espressione della formula diGreen in termini di componenti.

pienamente consapevole. Nel gennaio del 1845 (William Thomson, (Lord Kelvin)(1824-1907) si
laureò a Cambridge ed il suo tutoreWilliam Hopkins gli diede tre copie dell’Essaydi Green. Sessanta
anni dopoThomson ricordava ancora il suo entusiasmo e quello diJoseph Liouville (1809-1882) e
di Jacques Charles François Sturm (1803-1855), ai quali egli aveva mostrato il lavoro a Parigi
nell’estate del 1845. L’opera diGreen fu pubblicata postuma nel 1850 a Cambridge a cura diThomson.



I – CINEMATICA 11

L’operatore divergenza `e detto l’aggiunto formaledell’operatore gradiente in
quanto soddisfa l’identit`a

∫
Ω

(−div T) . ϕ dv =
∫
Ω

T : ( gradϕ) dv ,
∀ϕ ∈ C∞o (Ω)3 ,

∀T ∈ C1(Ω)6 .

Nel caso generale in cui l’operatore cinematico `e un operatore differenziale di
ordine m ≥ 1 i valori al contorno dei cinematismi sono costituiti sia dai valori che
i cinematismi assumono sul contorno sia dai valori delle loro derivate in direzione
normale al contorno fino all’ordinem− 1 .

Decomponendo il gradiente del cinematismo che compare nella formula diGreen
come somma delle parti simmetrica ed emisimmetrica, in virt`u della relazione di orto-
gonalità tra tensori simmetrici ed emisimmetrici

S ∈ Sym(V ; V) , A ∈ Emi(V ; V) ⇒ S : A = tr (SA) = 0 ,

si ha che

T : gradv = emiT : emi gradv + symT : sym gradv .

Per ogni campo tensorialeT ∈ C1(Ω)6∩ Sym e per ogniv ∈ C1(Ω)3 si ottiene
quindi l’identità

∫
∂Ω

(NT) . Γv da =
∫
Ω

( div T) . v dv +
∫
Ω

T : ( sym gradv) dv ,

cheè laformula diGreen per l’operatore differenziale sym grad .

Se i campiv e T sono di classe C1 a pezzisu Ω , sia T (Ω) una suddivisione
tale chev ∈ C1(T (Ω))3 e T ∈ C1(T (Ω))9 .

Applicando allora la formula diGreen a ciascun elemento diT (Ω) si perviene
alla formula

∫
∂T (Ω)

(NT) . Γv da =
∫

T (Ω)

( div T) . v dv +
∫

T (Ω)

T : ( sym gradv) dv ,
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2. CINEMATICA DEI CORPI CONTINUI

Il continuo diCauchy è un modello strutturale che descrive la cinematica di un
corpo tridimensionale costituito da particelle e fibre materiali.

In un processo evolutivo le particelle del corpo occupano, al variare del parametro
scalare che descrive l’evoluzione, regioni diverse dello spazio euclideo ambienteS =
E3 . Fissata un’origine, ogni punto dello spazio viene individuato da un vettore posizione
x ∈ V nello spazio vettoriale tridimensionale delle traslazioni V associato adE3 .

Per fornire una descrizione geometrica delle trasformazioni subite dal corpo in un
processo evolutivo, le particelle materiali vengono identificate con i punti di unaregione
(un aperto connesso) dello spazio euclideo ambienteS = E3 cheè laconfigurazione
materialeB del corpo.

La configurazione materialeB è quindi un simulacro che permette di dotare
l’insieme delle particelle di una struttura geometrica. Essa pu`o non essere mai occupata
dal corpo nel corso del processo evolutivo.

Nel seguito si identificheranno le particelle del corpo con le loro posizionip nella
configurazione materialeB . Una descrizione delle trasformazioni del corpo in termini
delle sue particellep ∈ B è dettadescrizione materiale.

Il modello di continuo diCauchy considera inoltre il corpo dotato di una struttura
geometrica locale costituita da un insieme di fibre lineari in corrispondenza di ogni
particellap ∈ B .

L’idea intuitiva difibra linearein corrispondenza di una particella del corpop ∈ B
è quella di un insieme orientato di particelle materiali disposte lungo un segmento
rettilineo con estremo iniziale inp ∈ B e contenuto in un intorno dip ∈ B .

Una fibra lineare pu`o essere rapresentata da una coppia{p, Gen(h)} costituita
da una particella che ne definisce il punto di applicazione (o punto base) e dalla retta
generata dal vettoreh che ne definisce la direzione.

E’ però più conveniente rapresentare le fibre lineari mediante coppie{p,h} costi-
tuite da una particella e da un vettore direttore.

Si attribuisce cos`ı alle fibre lineari una lunghezza ed un verso, richiedendo per`o che
le proprietà che descrivono modifiche della geometria delle fibre lineari prescindano
dalla lunghezza e dal verso del vettore rappresentativo.

In corrispondenza di ogni particellap interna aB l’insieme delle fibre lineari
orientate passanti perp costituisce uno spazio vettoriale tridimensionale denotato con
TB(p) e dettospazio tangentea B in p ∈ B , ovvero, con terminologia della geometria
differenziale,fibra tangentein p ∈ B .

L’unione disgiunta delle coppie{p, TB(p)} al variare dip ∈ B costituisce il
fibrato tangenteTB .

Nel seguito percorposi intenderà il fibrato tangenteTB .
La generica fibra lineare di uno spazio tangenteTB(p) viene indicata con i simboli

{p,h} ovverohp . Il punto p ∈ B ed il vettoreh ∈ TB(p) sono detti rispettivamente
baseedirettoredella fibra lineare orientata.

Quando dal contesto `e chiaro a quale particella ci si riferisca, o quando ci`o è
inessenziale, le fibre lineari saranno denotate dal simboloh .
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Osservazione 2.1.In generale sia la configurazione materialeB di una struttura che
lo spazio ambienteS in cui si evolve il processo possono esserevarietà differenziabili
modellate su uno spazio vettoriale di dimensione finita V. Si richiama qui la definizione
di varietà differenziabile modellata su V . Una trattazione pi`u completa pu`o essere
trovata in [61].

Un insiemeM è unavarietà differenziabiledi classe Ck modellata su V≡ �n se

su M è assegnato unatlante e cioè una famiglia dicarte locali o sistemi di
coordinateϕα : Uα �→ V , α ∈ A tali che

• domϕα = Uα , l’immagine ϕα(Uα) è un aperto in V e la corrispondenza tra
Uα ⊂ S e ϕα(Uα) ⊂ V è biunivoca.

• La famiglia {Uα , α ∈ A} effettua un ricoprimento diM e cioè
⋃

α∈A Uα = M .

• Per ogni coppia di carte localiϕα e ϕβ con Uα ∩ Uβ 
= ∅ si richiede che la
mappa di sovrapposizione

ϕβα : = ϕβ ◦ϕ−1
α

: ϕα(Uα ∩ Uβ) �→ ϕβ(Uα ∩ Uβ) ,

sia undiffeomorfismodi classe Ck e cioè una mappa invertibile e continua con le
derivate sino all’ordinek insieme all’inversa.

La mappa inversaϕ−1
α

: V �→ Uα è unaparametrizzazionelocale della variet`a M .

I vettori tangenti in un puntop ∈ M alla varietà M possono essere definiti in due
modi alternativi.

• Il primo approccio considera i vettori tangenti come vettori velocit`a lungo una
curva in M passante perp ∈ M .
Sia I ⊂ � un intervallo reale aperto con0 ∈ I . Una curva regolare passante per
p ∈ M è una mappac : I �→ Uα tale chec(0) = p .
Siano quindiϕα : Uα �→ V e ϕβ : Uβ �→ V sistemi di coordinate definiti in un
intorno di p con p ∈ Uα ∩ Uβ . Siano quindi

ϕα ◦ c : I �→ V , ϕβ ◦ c : I �→ V ,

le corrispondenti curve coordinate in V . La richiesta che la mappa di sovrappo-
sizione sia un diffeomorfismo, derivando la legge di composizione

ϕβ = ϕβα ◦ϕα ,

consente di instaturare tra i vettori tangentid (ϕα ◦ c)(0) e d (ϕβ ◦ c)(0) la
relazione di equivalenza

d (ϕβ ◦ c)(0) = dϕβα[ (d (ϕα ◦ c)(0) ] .

Un vettore tangente inp ∈ M alla curvac : I �→ Uα è allora definito come classe
di equivalenza di vettori tangenti in0 ∈ I alle corrispondenti curve coordinate ed
è denotato cond c(0) ∈ TM(p) .
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Il vettore tangente ad una curva in un punto `e definito a meno di un fattore scalare
positivo arbitrario. Infatti una diversa rappresentazione parametrica(c ◦ λ̂)(v) della
curva orientata, ottenuta tramite una funzione monotona crescenteλ = λ̂(v) , fornisce
il vettore tangente

d (c ◦ λ̂)(v) = d c(λ) ◦ d λ̂(v) .

con d λ̂(v) positiva, in virtù della stretta monotonia della funzionêλ .
L’insieme delle classi di equivalenza delle curve orientate passanti perp ∈ M

costituisce uno spazio vettoriale, lospazio tangentea M in p ∈ M .

• Il secondo approccio consiste nell’identificare un vettore tangentev ∈ TM(p)
con l’operatore lineare che ad ogni campo scalaref ∈ C1(M,p) associa la
corrispondente derivata direzionalev(f) . Lo spazio C1(M,p) è costituito dalle
funzioni reali che sono derivabili con continutit`a in un intorno dip ∈ M . La
proprietà caratteristica dell’operatore di derivazione `e costituita dalla regola di
Leibniz

v(fg)(p) = v(f) g(p) + f(p)v(g) .

Si dimostra che le derivazioni inp ∈ M costituiscono uno spazio lineare di
dimensionen cheè identificato con lospazio tangentea M in p ∈ M (vedi [50],
[53], [55], [61]).

Nel continuo tridimensionale diCauchy la configurazione materiale `e una regione
(un aperto connesso)B dello spazio euclideo ambienteS = E3 e pertanto le fibre
TB(p) tangenti in corrispondenza di particellep interne aB sono costituite da copie
dello spazio vettoriale V . Questa peculiarit`a del modello del continuo tridimensionale
di Cauchy porta spesso a confondere lo spazio tangente locale con lo spazio delle
traslazioni dello spazio euclideo ambiente. E’ per`o evidente l’opportunit`a di distinguere
anche in questo caso le due nozioni in quanto esse giocano ruoli del tutto diversi nella
formulazione della teoria.

Nelle sezioni IV.2 (p. 379) e IV.13 (p. 477) sar`a svolta una trattazione della
cinematica relativa nel caso in cui sia la configurazione materialeB della struttura che
lo spazio ambienteS sianovarietà differenziabilio sezioni divarietà differenziabili.
Nel capitolo IV sarà mostrato inoltre come la descrizione della cinematica dei modelli
della trave diTimoshenko, della piastra diReissner-Mindlin e del continuo polare
dei fratelliE. eF.Cosserat richieda di porsi in tale contesto geometrico pi`u generale.

2.1. Configurazioni

Le osservazioni sperimentali sul corpoTB sono condotte descrivendo i fenomeni
che si verificano in un processo evolutivo durante il quale il corpo assume posizioni
diverse nello spazio fisico ambienteS cheè assunto euclideo.

Una configurazione spazialedel corpo TB è un’applicazioneχ : B �→ S che
associa ad ogni particellap ∈ B dellaconfigurazione materialeB la posizione
spazialex = χ(p) che essa occupa nello spazio ambienteS .
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L’immagine Ω = χ(B) della mappaχ : B �→ S è detta unaposizione spazialeo
unposizionamento nello spaziodel corpo. Pertanto l’applicazioneχ : B �→ S è anche
dettamappa di posizionamento. Si assume che le posizioniΩ = χ(B) siano regioni,
non necessariamente limitate, dello spazio ambiente euclideoS . Si denoter`a con∂Ω
la frontiera diΩ e conΩ = Ω ∪ ∂Ω la sua chiusura.

Un processo evolutivoχ : B × I �→ S del corpoTB è una famiglia ad un para-
metro realet ∈ I ⊆ � di configurazioniχt : B �→ S che mappano il corpo nello
spazio ambiente.

Il parametro di evoluzionet ∈ I è unopseudo tempo, nel senso che esso svolge
il ruolo di ordinare totalmente l’insieme delle configurazioni del processo, ma non `e
necessariamente il tempo dinamico. Nel seguito si dir`a comunque spesso per brevit`a che
t ∈ I è il tempo. Una chiara distinzione tra tempo dinamico e parametro evolutivo `e in-
vece indispensabile nella trattazione delle equazioni fondamentali della dinamica (vedi
sezione II.11 (p. 258)). Il parametro reale tempo varia in unintervallo di osservazione
I = [ tin, tfin ] ⊆ � da un istante inizialetin ad uno finaletfin .

All’istante t ∈ I del periodo di osservazione, la posizione spazialeΩ(t) assunta
dal corpoTB è l’immagine dellaconfigurazione

χt : B → S ,

che ad ogni particellap ∈ B associa la posizionex = χt(p) = χ(p, t) che essa
occupa nello spazio ambienteS al tempot ∈ I .

• La configurazione spazialeassunta dal corpo al tempot ∈ I è quindi definita da

Ω(t) = χt(B) ,

• La traiettoriadel corpoTB nel motoχ è l’insieme di coppie di punti dello spazio
x ∈ S e di istanti t ∈ I in cui le particelle del corpo occupano tali punti

Fχ(B) : =
{
{x, t} ∈ S× I | x ∈ χt(B)

}
.

Affinché non si verifichino compenetrazioni delle particelle durante un processo evo-
lutivo, si richiede che∀ t ∈ I l’applicazioneχt sia invertibileda B su χt(B) .

• l’applicazione inversapt = χ−1
t

è dettamappa di riferimento.

Definendop : Fχ(B) → B con p(p, t) = pt(p) si ha dunque che

p(χ(p, t), t) = p , χ(p(x, t), t) = x .

La mappa p : Fχ(B) → B associa ad ogni elemento{x, t} ∈ Fχ(B) della
traiettoria la particellap(x, t) che all’istantet occupa la posizione spazialex ∈ Ω(t) .
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Nel seguito si scriver`a χ(p) al posto diχt(p) o χ(p, t) quando la dipendenza
dal tempo non gioca un ruolo essenziale.

Si consideri una curva orientatac(λ) nella configurazione materialeB .
Ad essa corrisponder`a una curva spaziale(χ ◦ c) (λ) nella posizione spaziale

χ(B) . Derivando rispetto al parametroλ si ottiene

d

dλ
(χ ◦ c) (λ) = d χ(c(λ))

dc(λ)
dλ

.

Si ponga quindi

p = c(λ) , h =
dc(λ)
dλ

.

B

χ(c ( λ ))

χ(B)

χ(p)

F (p) h

χ

c ( λ )

p
h ∈ TB(p)

La fibra lineare{p,h} avente per base il puntop ∈ B e per direttore il vettore
h ∈ TB(p) è pertanto trasformata nella fibra lineare

{χ(p), dχ(p;h)} ∈ Tχ(B) ,

e cioè nella fibra lineare avente per base il puntoχ(p) ∈ χ(B) e quale direttore il
vettore dχ(p;h) , derivata direzionale diχ nel punto p ∈ B lungo h ∈ TB(p) ,
definito dal limite

dχ(p;h) : =
d

dλ
(χ ◦ c)(λ) .

Sotto opportune ipotesi di continuit`a, la derivata direzionale dipende linearmente dal
vettoreh e si può quindi definire la derivatadχ(p) ∈ L(V ; V) come la mappa lineare
che soddisfa l’identit`a

dχ(p) [h ] : = dχ(p;h) , ∀h ∈ V .

La trasformazione tangenteTχ : TB �→ Tχ(B) è la mappa lineare definita da

(Tχ)({p,h}) = {χ(p), dχ(p) [h ]} ∀h ∈ TB(p) ,
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Nella meccanica dei continui si pone

Fχ(p) : = Tχ(p) .

In letteratura la trasformazione tangenteFχ(p) ∈ L(TB(p), Tχ(B)(χ(p))) è anche
dettagradiente della deformazionein p ∈ B associato alla mappa di configurazione
χ . In questo testo non si adotter`a tale denominazione ritenendo che il termine gradiente
vada riservato al vettore rappresentativo della derivata di un campo scalare.

Osservazione 2.2.Si assume che la configurazioneχ : B → S sia un’applicazione
derivabile con continuit`a e che l’applicazione tangenteTχ : TB → TS sia un isomor-
fismo (cioè una trasformazione lineare ed invertibile).

Il teorema della funzione inversa assicura allora che l’applicazioneχ : B → S è
localmente invertibile, che la trasformazione inversap(x) è anch’essa derivabile con
continuità e che risultadp(x) =

[
dχ(p(x))

]−1
in un intorno di χ(p) (cfr. ad es.

Dieudonné 3 [46] teorema 10.2.5.).
La cinematica dei continui `e fondata sull’ipotesi pi`u forte dell’invertibilità globale

della mappa di posizionamento e sulla continuit`a con la derivata prima dell’applicazione
χ : B → S e della sua inversa. In altri termini si assume che la mappa di posizionamento
sia undiffeomorfismoda B su χ(B) .

La trasformazione tangente descrive le modifiche che si producono nelle fibre
tangenti quando la configurazione materiale del corpoB è mappata nella posizione
spazialeχ(B) .

Poiché per ipotesi la funzioneχ è invertibile, il trasformazione tangenteFχ(p)
è non singolare ed il determinante detFχ(p) è diverso da zero in ognip ∈ B .

2.2. Flusso

Il flussoo mappa di evoluzionek : S× I× I �→ S individua la posizione spaziale
k (x, s, t) ∈ S al tempot dalla particellap = p(x, s) che al tempos occupa la
posizionex ∈ S

k (x, s, t) : = χ(p(x, s), t) , x ∈ S , s, t ∈ I ,

con {k (x, s, t), t} ∈ Fχ(B) , {x, s} ∈ Fχ(B) .

Adottando le notazionikt,s (x) = ks (x, t) = k (x, s, t) , si può scrivere

kt,s = χt ◦ ps .

3 Jean Alexandre Eugène Dieudonné (1906-1992). E’ stato, insieme aHenri Paul Cartan
(1904-) il maggiore contributore alla serie dei testi diBourbaki. Professore di matematica alla University
of Michigan ed alla Northwestern University e quindi dal 1964 all’Universit`a di Nizza.
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B

p =  ps( x)
k t,s ( x  ) = χt(ps( x) )

 Ω(t)u t,s( x )

Ω ( s )

x = χt(p)

χt

k  t,s
ps

Fig. 2.1

Vale la legge di determinismoo legge diChapman 4 -Kolmogorov 5

kτ,s = kτ,t ◦ kt,s, ks,s(x) = x .

Infatti si ha che

kτ,t ◦ kt,s = kτ,t ◦ χt ◦ ps = χτ ◦ pt ◦ χt ◦ ps = χτ ◦ ps = kτ,s .

La trasformazione tangentealla mappa di evoluzione `e per definizione

Ft,s(x) = Tkt,s(x) .

Se lo spazio ambienteS è euclideo, e quindi ha senso effettuare la differenza tra
due posizioni nello spazio. Si pu`o pertanto porre la seguente definizione.

• Lo spostamentodella particellap ∈ B nell’evoluzionekt,s dal tempos ∈ I al
tempo t ∈ I è il vettore

ut,s(x) = kt,s(x)− x ,

dove x = χs(p) ∈ S .

4 Sydney Chapman (1888-1970). Matematico inglese cui si devono importanti contributi alla teoria
della diffusione termica ed ai fondamenti della gasdinamica. Nel 1919 fu eletto alla Royal Society per
importanti studi sul magnetismo terrestre. Professore di matematica all’Imperial College di Londra dal 1924
succedendo aWhitehead e poi professore di Natural Philosophy a Oxford dal 1946. Nel 1953 si ritir`o
dedicandosi a ricerche su fenomeni magnetici, avendo quali basi il Geophysical Institute in Alaska e l’High
Altitude Observatory in Boulder, Colorado.

5 Andrey Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987). Illustre matematico russo cui si devono
contributi fondativi della moderna teoria della probabilit`a ed importanti risultati ed applicazioni in topologia,
geometria differenziale teoria dei flussi turbolenti, analisi funzionale e la storia e lo sviluppo della matema-
tica. Con il grande topologoPavel Sergeevich Aleksandrov (1896-1982) comprò una casa a
Komarovka, piccolo villaggio fuori Mosca, dove furono ospiti molti illustri matematici tra cuiHadamard,
Fréchet, Banach, Hopf, Kuratowski, Gnedenko
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Dunqueut,s(x) ∈ V . Derivando rispetto adx si ottiene la relazione

dut,s(x) = dkt,s(x)− I ,

dove I è la mappa identica su V .

Osservazione 2.3.Si noti che il campo di spostamento `e definito solo se lo spazio delle
configurazioniè uno spazio affine. Pi`u in generale lo spazio delle configurazioni pu`o
essere una variet`a differenziabile che non `e uno spazio affine. Tale `e lo spazio delle
configurazioni per il modello di trave diTimoshenko, per il modello di piastra di
Reissner-Mindlin e per il continuo diE. eF. Cosserat, che saranno trattati nel
capitolo IV. In questi casi non `e definita la differenza di due posizioni e dunque non `e
possibile considerare un campo di spostamento.

3. DEFORMAZIONE FINITA

Un cambiamento di configurazione provoca modificazioni delle posizioni delle
particelle e dei vettori rappresentativi delle fibre lineari in ogni punto del corpoTB .

La misurazione di tali modifiche `e l’oggetto dell’analisi della deformazione finita
di un corpo continuoTB .

Il terminedeformazione finitasta ad indicare che non vengono imposte restrizioni
a priori all’entità di tali modifiche.

Per contro, nella teoria linearizzata le deformazioni sono studiate adottando
un’approssimazione lineare e cio`e trascurando tutti i termini di ordine superiore al
primo in uno sviluppo in serie di potenze rispetto al parametro evolutivo.

I risultati ottenuti possono in tal caso ritenersi significativi solo per deformazioni
molto piccole in qualche senso da precisare. Si parla in tal caso dideformazioni
infinitesime.

L’aspetto fondamentale dell’analisi della deformazione consiste nello studio delle
modifiche che si verificano nelle fibre lineari del corpoTB .

Sono infatti tali modifiche, e precisamente quelle che inducono una distorsione
degli spazi tangenti, ad essere correlate allo stato di sforzo e agli effetti delle variazioni
di temperatura od ai fenomeni di ritiro o di espansione dovuti a reazioni chimiche che
si verificano nel corpo.

Il risultato fondamentale della cinematica dei continui `e costituito da una formula di
decomposizione, detta formula didecomposizione polare, che permette di esprimere la
trasformazione tangente come prodotto di composizione tra due trasformazioni lineari,
una che effettua la distorsione dello spazio tangente e l’altra che ruota lo spazio tangente
senza distorcerlo.

L’analisi inizia con il richiamare le propriet`a caratteristiche delle trasformazioni
che non alterano le lunghezze dei vettori dello spazio lineare su cui agiscono e perci`o
dettetrasformazioni isometriche.
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3.1. Isometrie

Sia {V,g} uno spazio lineare con prodotto interno definito da un tensore metrico
g (−,−) ∈ L2(V ; �) , simmetrico e definito positivo, cio`e tale che

g (u,v)= g (v,u) ∀u,v ∈ V ,

g (u,u)> 0 ∀u ∈ V \ {o} .

Per semplificare la notazione si adotter`a anche la notazioneg (u,v) = u . v .
Sia A ∈ L(V ; V) un operatore lineare.
L’ operatore lineare traspostoAT ∈ L(V ; V) è definito dalla identit`a

g (Ah1,h2) = g (ATh2,h1) ∀h1,h2 ∈ V .

Le trasformazioni isometriche in{V,g} sono operatori lineari che traggono il
nome dalla propriet`a definitoria di non alterare lalunghezzao normadei vettori u ∈
{V,g} , definita da

‖u ‖ : = [g (u,u)]1/2 .

Le isometriegiocano un ruolo fondamentale in meccanica e godono di peculiari pre-
rogative. Le propriet`a che caratterizzano le trasformazioni isometriche sono enunciate
nella successiva proposizione 3.1. La dimostrazione, che `e di natura algebrica, fa ricorso
al seguente semplice risultato.

Lemma 3.1. Sia {V,g} uno spazio lineare con prodotto interno eA ∈ L(V ; V) un
operatore lineare simmetrico. Allora

(Ah) . h = 0 ∀h ∈ V ⇐⇒ A = O .

Dim. Si ha che

(Ah) . h = 0 , ∀h ∈ V ⇒
⇒ A(h1 + λh2) . (h1 + λh2) , ∀λ ∈ � , ∀h1,h2 ∈ V ⇒
⇒ (Ah1) . h1 + λ2 (Ah2) . h2 + 2λ (Ah1) . h2 = 0 ⇒
⇒ (Ah1) . h2 = 0 , ∀h1,h2 ∈ V ⇒ A = O.

L’implicazione inversa `e banale.

Proposizione 3.2. Proprietà delle isometrie. Una trasformazione isometricaR ∈
L(V ; V) in un spazio vettoriale di dimensione finita{V,g} con prodotto internòe
caratterizzata dalle seguenti proprietà tra loro equivalenti

i) Le fibre lineari non cambiano lunghezza:‖Rh ‖ = ‖h ‖ , ∀h ∈ V .

ii) Il loro prodotto interno non cambia: Rh1 . Rh2 = h1 . h2 , ∀h1,h2 ∈ V .

iii) La trasposta e l’inversa diR coincidono:RT = R−1 .
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Dim. Si mostra chei) ⇐⇒ iii) ⇐⇒ ii) .

i) ⇐⇒ iii) Per ognih ∈ V si ha

‖Rh ‖2 = ‖h ‖2 ⇐⇒ Rh . Rh = h . h ⇐⇒ (RTR− I)h . h.

Per la simmetria diRTR , la proposizione 3.1. implica quindi cheRTR = I e cioè
che RT = R−1 .

iii) ⇐⇒ ii)

RT = R−1 ⇐⇒ Rh1
. Rh2 = h1

. RTRh2 = h1
. h2 , ∀h1,h2 ∈ V

e l’asserto `e dimostrato.

Dalla teoria spettrale degli operatori lineari (vedi [61]) `e noto che ad ogni isome-
tria di uno spazio lineare tridimensionale V pu`o associarsi una base ortonormale
{d1,d2,d3} tale che

• i versori {d1,d2} individuano unsottospazio bidimensionale invariante,

• il versore d3 è un autovettore con autovalore di modulo unitario che individua
l’ asse di rotazione.

Rispetto a tale base l’isometria assume laforma canonica

[R ] =


cosα − sinα 0

sinα cosα 0

0 0 ±1

 .

Se l’autovalore associato ad3 è pari a+1 l’isometria si dicepropria e rappresenta
unarotazioneattorno all’assed3 di ampiezzaα .

Se invece l’autovalore associato add3 è pari a−1 l’isometria comporta, oltre
alla rotazione, anche unariflessionenella direzione dell’assed3 .

Si osservi che dalla relazione detR = detRT segue che per ogni isometria risulta

( detR)2 = detR detRT = det(RTR) = detI = 1 .

Quindi detR = ±1 . L’isometriaè pertanto propria se e solo se detR = +1 .

L’insieme delle trasformazioni isometriche ha, rispetto all’operazione di compo-
sizione, la struttura algebrica di gruppo (non commutativo), denotato con Orth .
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Il gruppo Orth è dettogruppo delle isometriee gode delle propriet`a caratteristiche:

• esiste in Orth l’elemento neutro (`e la trasformazione identicaI ),

• esiste l’inversa di ogni isometriaR ∈ Orth (è l’isometria trasposta),

• il prodotto di composizione tra due isometrie `e ancora una isometria, infatti

(R1R2)−1 = R−1
2 R−1

1 = RT
2 RT

1 = (R1R2)T .

Il gruppo delle isometrie non `e commutativo in quanto in generale

R1R2 
= R2R1 .

Le isometrie proprieformano un sottogruppo Orth+ di Orth .

Se R ∈ Orth+ è una rotazione non identica, l’insieme dei vettorih ∈ V tali che
Rh = h forma un sottospazio lineare di dimensione 1 ed `e detto l’asse di rotazione.

Dalla forma canonica delle isometrie si deduce che l’invariante lineare di una
rotazioneR ∈ Orth+ , pari alla somma degli elementi sulla diagonale principale, vale
tr R = 2 cosα + 1 per cui

cosα = 1
2 ( tr R− 1).

Si osservi poi che la matrice della parte antisimmetricaΩ = 1
2 (R−RT ) di R ∈ Orth+

ha l’espresione

[Ω ] =


0 −senα 0

senα 0 0

0 0 0

 .

Pertanto il vettore assialeω = axialΩ e le sue componenti sono

ω = (senα)d3 , [ω ] = {0, 0, senα} .

Nota dunque la matrice associata ad una rotazioneR ∈ Orth+ rispetto ad un riferimento
arbitrario{a1,a2,a3} , l’asse attorno al quale avviene la rotazione, l’angolo di rotazione
ed il suo verso possono essere cos`ı valutati

• cosα si ottiene dall’invariante lineare diR ,

• l’asse di rotazione `e individuato dal vettore assialeω = axial 1
2 (R − RT ) di

intensità pari a senα .

Se si considera un riferimento ortonormale{e1, e2, e3} con e3 pari al versore diω
e con lo stesso orientamento di{a1,a2,a3} , il verso positivo diα è quello che porta
e1 su e2 descrivendo un angolo pari aπ/2 .

Si fornisce ora una fondamentale caratterizzazione dei processi evolutivi di tipo
isometrico.
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Proposizione 3.3. Processi isometrici. Una famiglia ad un parametroλ ∈ [ 0, 1 ]
di trasformazioni lineariQ(λ) è un processo isometrico se e solo seè soluzione dei
problemi differenziali lineari del primo ordine, tra loro equivalenti

i) Q′(λ) = W(λ)Q(λ) , Q(0) = Qo

ii) Q′(λ) = Q(λ)Wo(λ) , Q(0) = Qo

dove il valore inizialeQo è una isometria eW,Wo sono traformazioni antisimmet-
riche legate dalla relazioneW = QWoQT .
SeQo è una rotazione talèe Q(λ) per λ ∈ [ 0, 1 ] .

Dim. Una isometriaQ(λ) è caratterizzata dalla propriet`a

QQT = QT Q = I ,

e quindi derivando rispetto aλ si ha

Q′QT + Q (Q′)T = O , (Q′)T Q + QT Q′ = O.

Ne consegue cheW(Q) : = Q′QT e Wo(Q) : = QT Q′ sono trasformazioni
antisimmetriche.

Viceversa siaQ(λ) soluzione del problema differenzialei) .
Posto Z = QQT risulta Z(0) = QoQT

o = I e l’equazione differenziale del
primo ordine

Z′ = Q′QT + Q (Q′)T = WQQT −QQT W = WZ− ZW , Z(0) = I ,

ammette l’unica soluzioneZ(λ) = I . Ciò dimostra cheQ(λ) è una isometria. Se
Qo è una rotazione, per continuit`a detQ(λ) = detQo = +1 e pertantoQ(λ) è una
rotazione perλ ∈ [ 0, 1 ] . Analogamente perii) .

Il ruotato AR di un tensoreA mediante una rotazioneR è definito dalla formula

AR(Rh) : = R(Ah) ∀h ∈ V ,

ovvero come il tensore che associa al ruotato di ogni vettore il ruotato della sua immagine
tramite A . Risulta quindi

AR = RART .

E’ facile verificare che gli autovettori diAR sono i ruotati tramiteR di quelli di A
e che i loro autovalori coincidono.



24 3 – DEFORMAZIONE FINITA

3.2. Decomposizione polare

Un’evoluzionek : S × I × I �→ S del corpo TB provoca modificazioni delle
fibre lineari negli spazi tangenti ad ogni punto del corpoTB .

Si denotino con

• Ω e k(Ω) le posizioni occupate dal corpo ai tempis e t durante il processo
evolutivo. La mappakt,s : S �→ S è dettamappa di trasferimentoda Ω a k(Ω)
e per brevità si ponek = kt,s .

• TΩ(x) lo spazio delle fibre lineari tangenti nel puntox ∈ Ω e con

• Tk(Ω)(k(x)) lo spazio delle fibre lineari tangenti nel puntok(x) ∈ k(Ω) .

In generale ognuno degli spazi tangentiTΩ(x) viene modificato dalla trasformazione
k in modo diverso.

La modifica di ogni spazio tangente `e rappresentabile come l’effetto di due trasfor-
mazioni, una rotazione ed una distorsione dello spazio tangente.

La distorsione provoca variazioni delle lunghezze delle fibre lineari e degli angoli
che esse formano tra loro.

A tale risultato si giunge operando una opportuna decomposizione della trasfor-
mazione tangente

Fk : = Tk ,

in due operazioni lineari in cascata.
La metodologia che consente di effettuare tale decomposizione `e di natura pura-

mente algebrica ed `e sostanzialmente dovuta adA.L. Cauchy 6 [5], [8].
La dimostrazione richiede il seguente semplice risultato.

6 Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Nacque a Parigi all’inizio della rivoluzione francese.
Pierre-Simon Laplace (1749-1827) eJoseph-Louis Lagrange (1736-1813) frequentavano la
casa del padre eLagrange notò le doti matematiche del giovaneCauchy. Nel 1805 entr`o all’Ecole
Polytechnique dove ebbeAndré Marie Ampère (1775-1836) come tutore di analisi. Nel 1807 entr`o
alla Ecole des Ponts et Chauss´ees e quindi lavor`o come ingegnere a progetti di ingegneria idraulica (Canale
di Ourcq) dedicandosi nel contempo a ricerche matematiche. Nel 1813 divenne professore associato di
matematica all’Ecole Polytechnique. Nel 1817 prese il posto diJean-Baptiste Biot ( 1774-1862) al
Collège de France. Nel luglio del 1830Filippo d’Orleans con un colpo di stato spodest`o Carlo X
di Borbone dal trono di Francia.Cauchy, che era di sicura fede borbonica ed estremamente cattolico
e bigotto, rifiutò di prestare giuramento al nuovo re e dovette lasciare Parigi. Dopo un breve soggiorno in
Svizzera accett`o l’invito di re Carlo Alberto di Sardegna e nel 1831 divenne professore di fisica
all’Università di Torino. Nel 1833 lasci`o Torino per rispondere all’appello diCarlo X che da Praga lo
chiamò a dedicarsi all’educazione scientifica del figlio. Ritornato a Parigi nel 1838 riprese la sua posizione
al Collège de Francema fino al 1948 non potette insegnare n´e prendere il posto alBureau des Longitudes,
per il perdurante rifiuto di prestare giuramento al Re.Cauchy è stato uno dei maggiori e pi`u prolifici
matematici di ogni tempo. Egli ha pubblicato ben 789 lavori, di cui circa 500 negli ultimi vent’anni di vita,
ed ha contribuito in modo sostanziale al fondamento della moderna analisi matematica, della teoria delle
funzioni di variabili complesse e della meccanca dei corpi continui.
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Lemma 3.4. Sia {V,g} uno spazio lineare con prodotto interno eA ∈ L(V ; V) un
operatore lineare eAT ∈ L(V ; V) l’operatore trasposto. Allora l’operatore lineare
ATA ∈ L(V ; V) è simmetrico e positivo ed̀e definito positivo se e solo se l’operatore
A ∈ L(V ; V) è non singolare.

Dim. Si osservi che(ATA)T = ATA ed inoltre

(ATAh) . h = (Ah) . (Ah) = ‖Ah ‖2 ≥ 0 , ∀h ∈ V .

Se KerA = {o} allora ‖Ah ‖ = 0 ⇐⇒ h = 0 .

Proposizione 3.5. Decomposizione polare.Sia V uno spazio lineare di dimensione
finita. Un operatoreF ∈ L(V, V) non singolare pùo essere decomposto univocamente
in due modi alternativi

F = RU = VR
dove {

R è una isometria

U,V sono operatori simmetrici, definiti positivi.

SeF ha determinante positivo, l’isometriàe propria e ciòe è una rotazione.

Dim. L’operatoreU2 = FTF ∈ L(V, V) è simmetrico e definito positivo. Pu`o quindi
porsi

U = (FT F)1/2 .

La radice quadrata si estrae in modo univoco ponendoU2 = FT F in forma canonica e
valutando la radice quadrata aritmetica degli autovalori che, essendoFT F simmetrico
e definito positivo, sono reali e positivi.

Si ottiene cos`ı la forma canonica dell’operatoreU ∈ L(V, V) che risulta anch’esso
simmetrico e definito positivo e pertanto invertibile. Si pu`o allora definire l’operatore
lineare

R = FU−1 ∈ L(V, V) .

E’ immediato poi constatare che

• R è un isometria; infattiRT = U−TFT = U−1FT da cui

RRT = FU−1U−1FT = FU−2FT = F(FTF)−1FT = FF−1F−TFT = I .

• Se detF > 0 l’isometria R è propria. Infatti si ha che

detU = [ det(FTF)]1/2 = | detF | > 0

e quindi risulta detR = detF/ detU = +1 .

L’unicit à segue dall’osservare che se sussiste la decomposizione polareF = RU con
U simmetrico e positivo edR isometrico, allora

FTF = URTRU = U2 .
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L’unicit à di U segue dalla univocit`a dell’operazione di estrazione della radice quadrata
ed implica l’unicità di R = FU−1 .

In modo perfettamente analogo si dimostra cheF = VR , con V2 = FFT

simmetrico e definiti positivo eR = V−1F isometrico, univocamente definiti.
L’eguaglianzaR = R segue infine dall’implicazione

V = RURT ⇒ VR = UR = F ,

e dall’unicità della decomposizione polare.

Alla decomposizione polare di un arbitrario tensoreF ∈ L(V ; V) si può pervenire
ponendo un problema di minima distanza dal gruppo Orth delle isometrie, (vedi [37],
[38], [49] e [51] ex. I.2.7).

Si ottiene cos`ı un risultato più generale che consente di effettuare la decompo-
sizione polare di gradienti della deformazione anche singolari.

Una dimostrazione dovuta all’autore [58], che fornisce una caratterizzazione com-
pleta dell’insieme delle soluzioni del problema di minimo, `e riportata nella sezione
11.1 (p. 119).

Per la posizione occupata nella formula di decomposizione polare,

• U è dettotensore destrodi Cauchy,

• V è dettotensore sinistrodi Cauchy.

In base alla definizione i tensoriU e V risultano legati dalle relazioni

U = RTVR , V = RURT .

La simmetria diU e V assicura che esistono basi dello spazio costituite dai rispettivi
autovettori e che gli autovalori sono reali.

La definizione positiva diU e V implica che i rispettivi autovalori sono positivi.
Si osservi inoltre che{

Ua = λa ⇒ VRa = RUa = λRa ,

Vb = λb ⇒ URTb = RTVb = λRTb .

Si può dunque concludere che

• gli autovalori di U e V coincidono,

• gli autovettori diV si ottengono ruotando diR quelli di U ,

• gli autovettori diU si ottengono ruotando diRT quelli di V .
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3.3. Deformazione dello spazio tangente

Il teorema di decomposizione polare `e applicabile alla trasformazione tangente

Fk ∈ L(TΩ, Tk(Ω))

associata ad un trasferimentok : S �→ S del corpoTB dalla posizione spazialeΩ alla
posizione spazialek(Ω) . Nel seguito il pedicek denota i vettori ed i tensori relativi
allo spazio tangenteTk(Ω) .

Fanno eccezione i tensoriFk e Rk che operanoa cavallodegli spazi tangenti
TΩ e Tk(Ω) . Si ha quindi che

Tk = Fk = Rk U = Vk Rk , U2 = FT
k Fk , V2

k = Fk FT
k .

• Il tensore isometricoRk(x) ∈ L(TΩ(x) ; Tk(Ω)(k(x))) effettua una rotazione
rigida locale nel puntox ∈ Ω ed una traslazione ink(x) .

• I tensori
U(x) ∈ L(TΩ(x), TΩ(x)) ,

Vk(x) ∈ L(Tk(Ω)(k(x)) ; Tk(Ω)(k(x))) ,

inducono una deformazione locale in quanto provocano una variazione della
lunghezza delle fibre lineari e degli angoli tra le fibre lineari del corpo.

• Il tensoreU(x) opera sullo spazioTΩ(x) tangente nel puntox ∈ Ω ,

• il tensoreVk(x) opera sullo spazioTk(Ω)(k(x)) tangente ink(x) ∈ k(Ω) .

La duplice decomposizione polare della trasformazione tangenteFk si può enunciare
affermando che

• la trasformazione locale delle fibre lineari tangenti pu`o ottenersi componendo una
rotazione ed una deformazione, e ci`o in duplice modo facendo avvenire prima
l’una e poi l’altra o viceversa, come schematicamente mostrato in fig.3.1.

:
k

Fk = Rk Uk =Fk Vk RkFk = T k

Fig. 3.1
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3.4. Dilatazioni e scorrimenti angolari

Una generica fibra lineareh ∈ TΩ(x) viene portata dalla trasformazionek nella
fibra lineareFk(x)h ∈ Tk(Ω)(k(x)) .

Sia lo = ‖h ‖ la lunghezza dih ed l = ‖Fk h ‖ la lunghezza diFk h .

La dilatazionedella fibra lineareh è il rapporto tra l’aumento di lunghezza e la
lunghezza iniziale

εh : =
l − lo

lo
=
‖Fk h ‖ − ‖h ‖

‖h ‖ .

Essendo‖Fk h ‖ = ‖RUh ‖ = ‖Uh ‖ , se h è una fibra lineare principale perU
associata all’autovaloreλ , sarà

l = ‖Fkh ‖ = ‖Uh ‖ = λ‖h ‖ = λ lo.

Gli autovalori λ di U sono quindi pari al rapporto tra la lunghezza finale e quella
iniziale della corrispondente fibra lineare principale, per cui si ha che

λ =
l

lo
, ε =

l − lo
lo

= λ− 1,

dove ε è la dilatazione della fibra lineare principale.
Si considerino ora due fibre lineari non parallelen e m in TΩ(x) .
Sia quindi a il versore ortogonale ad entrambe e tale che la terna ordinata

{n,m,a} sia concorde con l’orientamento positivo dello spazio, cos`ı che risulta
∆(n,m,a) : = (n ×m) . a > 0 con ∆ funzione determinante normalizzata (vedi
sezione 3.5).

L’angolo α(n,m) che le fibre lineari formano tra loro pu`o essere determinato
valutandone il coseno ed il seno, forniti da

cosα(n,m) =
n . m

‖n ‖ ‖m ‖ , senα(n,m) =
(n×m) . a
‖n ‖ ‖m ‖ .

Il verso positivo dell’angoloα(n,m) è quello che portan su m con una rotazione
concorde all’orientamento determinato dalla terna ordinata{n,m,a} .

Se ad esempio l’orientamento `e levogiro, un osservatore che guarda parallelamente
ad a , ed in verso opposto ada , vede ruotaren in verso antiorario per portarsi sum .
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A seguito della trasformazionek l’angolo α(Fkn,Fkm) tra le corrispondenti
fibre lineari Fkn e Fkm in Tk(Ω)(k(x)) è individuato da


cosα (Fkn,Fk m) =

Un . Um
‖Un ‖ ‖Um ‖

senα (Fk n,Fk m) =
(Un×Um) . b
‖Un ‖ ‖Um ‖

dove

• b è il versore ortogonale alle fibre lineariUn e Um ed orientato in modo tale
che la terna{Un,Um,b} sia concorde all’orientamento della terna{n,m,a} .

Lo scorrimento angolaretra le fibre linearin e m indotto dalla trasformazione
k è la diminuzione di angolo tra le due fibre lineari

γ(n,m) = α(n,m)− α(Fk n,Fk m) .

Lo scorrimento angolare dipende solo dalla distorsioneU associata al trasfor-
mazione tangenteFk .

Si noti che le quantit`a che descrivono modifiche alla geometria delle fibre lineari del
corpo sono indipendenti dalla lunghezza iniziale del loro vettore rappresentativo.

3.5. Dilatazione volumetrica

Si consideri un trasferimentok : S �→ S del corpoTB dalla posizione spaziale
Ω alla posizione spazialek(Ω) . SiaP una qualsiasi parte connessa diΩ e k(P) la
corrispondente parte dik(Ω) .

La forma di volume∆ è la funzione determinante normalizzata rispetto alla met-
rica euclidea (vedi [61]), e cio`e l’unica forma trilineare alternante che ad ogni
terna ordinata di vettori dello spazio orientato associa il volume con segno del
corrispondente parallelepipedo orientato, il segno essendo+ o − a seconda che
l’orientamento dello spazio e del parallelepipedo siano concordi o discordi.

Se {e1, e2, e3} è una base ortonormale risulta∆(e1, e2, e3) = 1

Dunque il volume del parallelepipedo di lati{Fke1,Fke2,Fke3} è pari a

∆(Fke1,Fke2,Fke3) = ( detFk)∆(e1, e2, e3) = detFk .
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Il determinante della trasformazione lineareFk è dettodeterminante jacobiano
(o determinante diJacobi) 7 della trasformazionek e si denota con

J(k) = detFk ,

Ne segue che il volume dik(P) si calcola mediante la formula integrale

vol k(P) =
∫

k(P)

dvk =
∫
P

detFk dv .

Indicando con( detFk)med il valor medio del determinante diFk in P ed applicando
il teorema della media si ottiene

vol k(P) = ( detFk)med volP .

Si definiscedilatazione volumetrica mediadi P il rapporto

vol k(P)− volP
volP = ( detFk)med − 1 .

La dilatazione volumetrica localein corrispondenza di un puntox ∈ Ω può anche
valutarsi considerando gli intorni sfericiP di x di raggioρ(P) ed effettuando il limite
per ρ(P) → 0 della dilatazione volumetrica media.

Il limite, per la continuità di Fk rispetto adx , vale

lim
ρ(P)→0

vol k(P)− vol (P)
vol P = detFk(x)− 1.

In un processo di deformazione che fa passare il corpo dalla posizione spaziale
Ω al tempos ∈ I alla posizione spazialek(Ω) al tempo t ∈ I , la trasformazione
ks(x, t) è invertibile ad ogni istantet ∈ I e dunque risulta detFk(x, s, t) 
= 0 .

EssendoFk(x, s, s) = I risulta detFk(x, s, s) = 1 .

7 Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851). Illustre matematico tedesco di famiglia ebrea, profes-
sore alla Universit`a di Königsberg insieme aFranz Ernst Neumann (1798-1895) ed aFriedrich
Wilhelm Bessel (1784-1846). Le sue famose ricerche sulle funzioni ellittiche furono pubblicate nel
1829 nel lavoroFundamenta nova theoria functionum ellipticarum. Le parallele ed innovative ricerche del
geniale matematico norvegeseNiels Henrik Abel (1802-1829) sono del 1928. Entrambi ricevettero
l’ammirazione diAdrien-Marie Legendre e di Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
A ParigiJacobi incontròJean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) eSiméon-Denis Poisson
(1781-1840). Per la qualit`a e l’ampiezza dei suoi contributi alla matematica ed alla meccanicaJacobi può
essere paragonato aLeonhard Euler (1707-1783).
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La continuità rispetto aτ di Fk(x, s, t) e quindi di detFk(x, s, t) assicura poi
che detFk(x, s, t) > 0 per ogni t ∈ I .

Ciò implica che, se il volume diP è positivo, il volume dikt(P) è anch’esso
positivo per ognit ∈ I .

Sono dettetrasformazioni isocorele trasformazionik che non alterano il volume
di una qualsiasi parteP di Ω .

Le trasformazioni isocore sono caratterizzate dalla propriet`a

vol P = vol k(P) , ∀P ⊂ Ω

e quindi dalla condizione locale

detFk(x, s, t) = 1 , ∀x ∈ Ω , ∀ t ∈ I ,

e cioè da un campo di gradienti con determinante unitario.

3.6. Deformazione delle superfici

Sia k : Ω �→ S una trasformazione che mandaΩ su k(Ω) .

Una superficie regolareS ⊂ Ω viene allora trasformata nella superficie regolare

k(S) ⊂ k(Ω) .

Si vuole valutare la deformazione locale daS a k(S) indotta dak .

A tal fine si considerino due fibre lineari tangenti,a e b non parallele ed apparte-
nenti al piano tangente adS nel puntox ∈ S .

Per effetto della trasformazionek le fibre lineari diventano

a→ Fk(x)a , b→ Fk(x)b .

Se ∆ è la forma di volume associata ad un orientamento dello spazio, il prodotto
vettoriale traa e b è definito dalla propriet`a

(a× b) . h = ∆(a,b,h) ∀h ∈ V .

PonendoFk = Fk(x) e ricordando conJ(k) = detFk lo jacobiano dik , si deduce
che ∀h ∈ V risulta

(Fka× Fkb) . Fkh = ∆(Fka,Fkb,Fkh) =

= ( detFk)∆(a,b,h) = J(k) (a× b) . h .
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Dunque
FT

k
(Fka× Fkb) = J(k) (a× b) .

Si osservi ora che i versori

• n normale aS in x

• nk normale ak(S) in k(x)

hanno le espressioni

n =
a× b
‖a× b ‖ ,

nk =
Fka× Fkb
‖Fka× Fkb ‖

,

Le aree dei parallelogrammi di latia e b e Fka e Fkb sono date da

A = (a× b) . n = ‖a× b ‖ , Ak = (Fka× Fkb) . nk = ‖Fka× Fkb ‖ .

Risulta quindi
An = a× b , Ak nk = Fka× Fkb .

In virtù della relazione

FT
k

(Fka× Fkb) = J(k) (a× b) ,

si perviene quindi alla notevole (vedi [40] formula 20.8)

formuladi Nanson 8

(nk Ak)(k(x)) = (J(k)F−T
k

nA)(x) ,

che fornisce la regola di trasformazione del prodotto tra l’area ed il versore normale.

Effettuando il prodotto interno con il versorenk normale alla superficiek(S) , si
ottiene la seguente formula di trasformazione dell’area

Ak ◦ k = J(k) (F−1
k

nk ◦ k) . nA .

8 Edward John Nanson (1850-1936). Conseguita la laurea al Trinity college di Cambridge nel
1874 divenne Professore di Matematica Applicata al Royal Indian Engineering College nel Surrey e l’anno
successivo Professore di Matematica all’Universit`a di Melbourne dalla quale si ritir`o come Professore Emerito
nel 1922. La formula che porta il suo nome fu pubblicata nel 1878 in [22].Nanson è anche noto per le sue
idee di riforma elettorale che sostenevano la rappresentanza proporzionale ed il voto preferenziale.
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3.7. Trasformata di Piola e formula di Nanson

A G. Piola, [9] (1833),è dovuta l’ideazione di una trasformazione che consente
di esprimere l’equilibrio di un corpo continuo in termini di campi definiti sull’immagine
di una configurazione di riferimento.

La trattazione del problema dell’equilibrio in presenza di grandi deformazioni e
spostamenti sar`a svolta nel capitolo II, sezione II.13 (p. 284).

Come si vedr`a, la trasformata diPiola consente anche di pervenire in modo
alternativo alla formula diNanson.

Sia T (Ω) una suddivisione diΩ , k : Ω �→ S una trasformazione differenziabile
con l’inversa,αk(k(x)) un campo scalare ewk(k(x)) un campo vettoriale entrambi
di classe C1(T (Ω)) su k(Ω) .

I corrispondenti campi suΩ , definiti localmente dalla formula del cambiamento
di variabile, siano

α(x) : = αk(k(x)) , w(x) : = wk(k(x)) , ∀x ∈ Ω .

La trasformata diPiola 9 di un campo vettoriale, associata alla mappa di trasfe-
rimento k : S �→ S con Ω = domk , può essere definita come l’applicazione
lineare che ad ogni campo vettorialewk ∈ C1(k(T (Ω))) associa un campo
P [wk ] ∈ C1(T (Ω)) tale che, per ogniα ∈ C1(T (Ω)) , si abbia

∫
T (Ω)

(P [wk ] . gradα) dv =
∫

k(T (Ω))

(wk
. gradkαk) dvk ,

Essendoα = αk ◦ k e Fk = dk , dalla formula di derivazione a catena

dα[h ] = [(dkαk) ◦ k][Fkh ] ,

si deduce che
( gradα) . h = [( gradkαk) ◦ k] . (Fkh) ,

e quindi che
gradα = FT

k
( gradkαk) ◦ k .

9 Gabrio Piola (1791-1850). Di famiglia milanese nobile e benestante si dedic`o alle matematiche
per diletto epuro spirito filosofico. Nel 1831, quandoCauchy arrivò a Torino, lo introdusse agli intellettuali
cattolici milanesi tra cuiAlessandro Manzoni (1785-1873). Pubblicò negli Opuscoli Matematici e
Fisici, da lui fondati, la traduzione italiana, con note esplicative, dellaMémoire sur la ḿecanique ćeleste et
sur un nouveau calcul appelé calcul des limitespresentata daCauchy all’Accademia Torinese delle Scienze
nel 1831.



34 3 – DEFORMAZIONE FINITA

Essendo inoltredvk = J(k) dv , deve aversi che∫
T (Ω)

(P [wk ] . gradα) dv =
∫

T (Ω)

(J(k)F−1
k

wk ◦ k) . gradα dv .

Si ponga quindiα(x) = g . x , con g ∈ V , su P ∈ T (Ω) e α(x) = 0 altrove.

Stante l’arbitrariet`a di T (Ω) e di g ∈ V si perviene alla relazione

P [wk ] : = J(k)F−1
k

wk ◦ k ,

che definisce la trasformata diPiola di un campo vettoriale.

Dalla formula diGreen si ottiene quindi che, per ogniP ∈ T (Ω) ,∫
k(P)

(wk
. gradkαk) dvk = −

∫
k(P)

( div kwk) αk dvk +
∫

∂k(P)

(wk
. nk)αk dσk ,

∫
P

(P [wk ] . gradα) dv = −
∫
P

( div P [wk ])α dv +
∫
∂P

(P [wk ] . n)α dσ .

Imponendo l’eguaglianza delle espressioni per ogniα ∈ C∞o (Ω) e tenendo presente
che dvk = J(k) dv , dalla proposizione 1.1 (p. 7) si deduce che sussiste l’identità di
Piola

div P [wk ] = J(k) ( div kwk) ◦ k .

Si può concludere che gli integrali al contorno sono eguali e cio`e che∫
∂k(P)

(wk
. nk)αk dσk =

∫
∂P

(P [wk ] . n) α dσ =
∫
∂P

((J(k)F−1
k

wk ◦ k) . n)α dσ ,

ovvero che∫
∂k(P)

(αk wk) . (nk dσk) =
∫
∂P

(αk wk ◦ k) . (J(k)F−T
k

n dσ) .

Ponendoα ∈ C∞o (Ω) e w ∈ C1(T (Ω)) pari ad un arbitrario campo costante su
P ∈ T (Ω) si deduce che per ogniS ⊆ ∂P sussiste la relazione

∫
k(S)

nk dσk =
∫
S

J(k)F−T
k

n dσ ,

cheè laformula diNanson.
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Dall’eguaglianza degli integrali al contorno, ponendoα = 1 su P , si perviene
alla seguente propriet`a caratteristica che esprime l’eguaglianza dei flussi al contorno

∫
∂P

(P [wk ] . n) dσ =
∫

∂k(P)

(wk
. nk) dσk .

In letteratura tale eguaglianza `e assunta come definizione della trasformata diPiola
di un campo vettoriale.

Procedendo in perfetta analogia si introduce

la trasformata diPiola di un campo tensorialeTk ∈ C1(k(T (Ω))) , come il
campoP [Tk ] ∈ C1(T (Ω)) tale che, per ogniv ∈ C1(T (Ω)) , si abbia

∫
T (Ω)

(P [Tk ] : dv) dv =
∫

k(T (Ω))

(Tk : dkvk) dvk ,

Essendov = vk ◦ k con Fk = dk , dalla formula di derivazione a catena si ha
che

dv[h ] = dkvk[Fkh ] .

Sussiste pertanto l’eguaglianza∫
T (Ω)

(P [Tk ] : dv) dv =
∫

T (Ω)

(Tk ◦ k) (J(k)F−T
k

) : dv dv .

Ponendov(x) = G[x ] su P ∈ T (Ω) e v(x) = 0 altrove, stante l’arbitrariet`a
di T (Ω) e di G ∈ L(V ; V) si perviene alla relazione

P [Tk ] : = (Tk ◦ k) (J(k)F−T
k

) ,

che definisce la trasformata diPiola di un campo tensoriale.
Dalla formula diGreen si ottiene quindi che∫

k(P)

(Tk : dkvk) dvk = −
∫

k(P)

( div kTk)vk dvk +
∫

∂k(P)

(Tk nk) . vk dσk ,

∫
P

(P [Tk ] : dv) dv = −
∫
P

( div P [Tk ])v dv +
∫
∂P

(P [Tk ]n) . v dσ .
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Imponendo l’eguaglianza delle espressioni per ogniα ∈ C∞o (Ω) e tenendo presente
che dvk = J(k) dv , dalla proposizione 1.1 (p. 7) si deduce che sussiste l’identità di
Piola

div P [Tk ] = J(k) ( div kTk) ◦ k .

L’eguaglianza degli integrali al contorno implica poi che∫
∂k(P)

(Tk nk) . vk dσk =
∫
∂P

(P [Tk ]n) . v dσ =
∫
∂P

(Tk ◦ k)(J(k)F−T
k

n) . v dσ ,

e cioè che ∫
∂k(P)

(TT
k
vk) . (nk dσk) =

∫
∂P

(TT
k
vk ◦ k) . (J(k)F−T

k
n dσ) .

PonendoTT
k
vk ∈ C1(k(Ω)) pari ad un arbitrario campo costante con supporto com-

patto, si deduce nuovamente la formula diNanson

∫
k(S)

nk dσk =
∫
S

J(k)F−T
k

n dσ .

Dall’eguaglianza degli integrali al contorno, ponendov ∈ C1(T (Ω)) pari ad un arbi-
trario campo costante suP ∈ T (Ω) , si ritrova la propriet`a caratteristica della trasfor-
mata diPiola che esprime l’eguaglianza dei flussi al contorno

∫
∂P

(P [Tk ]) [n ] dσ =
∫

∂k(P)

(Tk nk) dσk .

4. DEFORMAZIONI OMOGENEE

Una trasformazionek : Ω �→ S di una posizione spazialeΩ del corpoTB induce
unadeformazione omogenease la trasformazione tangenteFk = Tk è costante inΩ .

Si noti che una deformazione omogenea diΩ può essere estesa a tutto lo spazio
S assumendo che la trasformazione tangente sia ovunque pari al valore costante che
assume inΩ . Si può quindi studiare una deformazione omogenea come se interessasse
l’intero spazio ambiente.

Nel seguito si assumer`a che la posizione spazialeΩ del corpoTB sia unaregione
e cioè un aperto connesso dello spazio ambiente euclideoS .

Sussiste allora la seguente semplice caratterizzazione.
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Proposizione 4.1. Mappa di trasferimento affine. La deformazionèe omogenea se
e solo se la mappa di trasferimentok : S �→ S è una funzione affine

k(y) = k(x) + Fk [y − x ] ∀x,y ∈ Ω .

Dim. Se la deformazione `e omogenea, integrando lungo una curvac(λ) in Ω con
λ ∈ [ 0, 1 ] ed estremi inx e y , si ha

k(y)− k(x) =

1∫
0

d

dλ
(k ◦ c)(λ) dλ =

1∫
0

Fk(c(λ))
dc(λ)
dλ

dλ =

= Fk

1∫
0

dc(λ)
dλ

dλ = Fk [y − x ] .

Viceversa, se la mappak : S �→ S è affine, la trasformazione tangente `e costante.

Il prossimo risultato, dovuto all’autore, mostra che per caratterizzare una trasfor-
mazione omogenea `e in effetti sufficiente richedere che la sola parte distorcente della
trasformazione tangente sia costante.

Proposizione 4.2. Distorsioni omogenee.Una trasformazionek : Ω �→ S di Ω è
omogenea se e solo se i campi tensoriali destro e sinistro diCauchyU e Vk sono
costanti inΩ .

Dim. Dal teorema di decomposizione polare diCauchy segue

Fk = Rk U , FT
k

= URT
k

, FT
k
Fk = URT

k
Rk U = U2.

SeU è costante `e costante ancheU2 e quindi, denotando cond la derivata direzionale
ed assumendo chek sia derivabile due volte con continuit`a, si ha

d(U2(x)a . b) c = 0 ∀a,b, c ∈ V .

Ora

d(U2(x)a . b)c = d(FT
k
(x)Fk(x)a . b)c =

= d(Fk(x)a . Fk(x)b)c = d(dk(x)a . dk(x)b)c =

= d2 k(x)ac . dk(x)b + dk(x)a . d2 k(x)bc = 0 .

Tale relazione ne genera altre due scambiandoa con c e b con c . Si ha quindi che

i) d2 k(x)ac . dk(x)b + dk(x)a . d2 k(x)bc = 0 ,

ii) d2 k(x)ca . dk(x)b + dk(x)c . d2 k(x)ba = 0 ,

iii) d2 k(x)ab . dk(x)c + dk(x)a . d2 k(x)cb = 0 .
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Da esse si deduce che

d2 k(x)ab . dk(x)c = 0 ∀a,b, c ∈ V ,

e quindi, essendodk(x) per ipotesi non singolare, segue che

d2 k(x)ab = o ∀a,b ∈ V ⇐⇒ d2 k(x) = O ∀x ∈ Ω .

Pertanto, in virt`u della connessione del dominioΩ , risulta

Fk(x) = Tk(x) = Fk = costante.

e l’enunciatoè dimostrato.

Si noti che seU è costante, risultando costanti siaFk che Rk , ancheVk sarà
costante. Analogamente seVk è costante lo saranno ancheFk , Rk e U .

E’ facile verificare che

• La composizionek = k1 ◦ k2 di due deformazioni omogeneek1 e k2 con
la trasformazioni tangentiFk1

e Fk2
è omogenea con trasformazione tangente

Fk1
Fk2

. Infatti la regola di derivazione delle funzioni composte

d(k1 ◦ k2)(x)h = dk1(k2(x)) dk2(x)h , ∀h ∈ TΩ(x) ,

equivale aTk = T (k1 ◦ k2) = Tk1 ◦ Tk2 . DunqueFk = Fk1
Fk2

.

Esempi importanti di deformazioni omogenee sono

• traslazioni,

• rotazioni,

• stiramenti,

• estensioni semplici,

• omotetie,

• trasformazioni rigide.

Tali trasformazioni sono definite e discusse nel seguito.
Se la deformazione `e omogenea tutti gli spazi tangenti sono deformati allo stesso

modo e la loro deformazione coincide con quella dell’intero spazioS .
In particolare le rette sono trasformate in rette.

4.1. Punti fissi, traslazioni, rotazioni e stiramenti

Un punto fissodi una trasformazionek : Ω �→ S è un puntoxo ∈ Ω tale che

k(xo) = xo .

Se un puntoxo ∈ Ω è fisso per due trasformazionik1 e k2 , lo è anche per la loro
composizionek1 ◦ k2 . Infatti{

k1(xo) = xo

k2(xo) = xo

⇒ (k1 ◦ k2)(xo) = k1(k2(xo)) = k1(xo) = xo .
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Una trasformazione omogeneak : Ω �→ S con trasformazione tangente pari
all’identità Fk = I è detta unatraslazione.

Essa induce un campo di spostamento costante nella posizione spazialeΩ del
corpo ed ha la forma

k(x) = x + a , u(x) = k(x)− x = a .

Se a = o la traslazione degenera nella trasformazione identicak(x) = x .
Le traslazioni non degeneri non ammettono ovviamente punti fissi.

Scelto ad arbitrio un puntoxo ∈ Ω , ogni deformazione omogenea

k(x) = k(xo) + Fk [x− xo ] ,

può essere univocamente realizzata mediante la composizione di una traslazione e di
una deformazione omogenea

ko(x) = xo + Fk [x− xo ] ,

con punto fissoxo e trasformazione tangenteTko eguale aFk .
Sussiste precisamente il seguente risultato.

Proposizione 4.3. Decomposizione delle deformazioni omogenee.Sia k : Ω �→ S
una deformazione omogenea diΩ con trasformazione tangenteFk e xo un punto
qualsiasi diΩ . Sussistono allora le decomposizioni univoche

k = ko ◦ kD = kS ◦ ko ,

dove ko è la deformazione omogenea con punto fissoxo e trasformazione tangente
Fko

= Fk data da
ko(x) = xo + Fk [x− xo ] .

e kD e kS sono le traslazioni destra e sinistra rispettivamente definite da

kD(x) = x + F−1
k

u(xo) , kS(x) = x + u(xo) ,

con u(xo) = k(xo)− xo .

Dim. La decomposizionek = ko ◦ kD impone che

k(xo) + Fk [x− xo ] = xo + Fk [x + a− xo ] , ∀x ∈ Ω .

Dunque

k(xo) = xo + Fka ⇐⇒ a = F−1
k

[k(xo)− xo ] = F−1
k

u(xo) ,

per cui latraslazione destradeve essere pari a

kD(x) = x + F−1
k

u(xo) .

La decomposizionek = kS ◦ ko impone invece che

k(xo) + Fk [x− xo ] = xo + Fk [x− xo ] + a ∀x ∈ Ω .

Quindi risultaa = k(xo)− xo = u(xo) e l’espressione dellatraslazione sinistrasarà
kS(x) = x + u(xo) .
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La decomposizione di una deformazione omogenea bidimensionale `e sche-
maticamente illustrata in fig.4.1.

x

y
xo k(xo)u(xo)

k

χD

ko kS

kD ko

Fig. 4.1

La posizione spazialeΩ è il rettangolo{0,−1/2}, {3,−1/2}, {3, 1/2}, {0, 1/2} e la
trasformazione `e

[k ] (

∣∣∣∣∣ x

y

∣∣∣∣∣) =

∣∣∣∣∣ 6

0

∣∣∣∣∣ + 2

[
1 0

0 1

] ∣∣∣∣∣ x

y

∣∣∣∣∣ .

La matrice [F k] della trasformazione tangente `e il doppio dell’identità e quindi tutte
le direzioni sono principali con autovalore2 .

Il punto fisso scelto, di coordinate[x o] = {1, 0} , per effetto di k si sposta
di [u (xo)] = {7, 0} . Gli spostamenti indotti dalle traslazioni destra e sinistra sono
uD(x) = {3.5, 0} e uS(x) = {7, 0} .

Sussiste la seguente propriet`a.

Proposizione 4.4. Caratterizzazione delle deformazioni omogenee.Una defor-
mazione omogeneak è univocamente definita assegnando un punto fissoxo ∈ Ω e la
trasformazione tangenteFk .

Dim. Infatti se k è omogenea, in virt`u della proposizione 4.1 si ha che

k(x) = k(xo) + Fk [x− xo ] ∀x ∈ Ω .

Inoltre, sexo è fisso, risultak(xo) = xo e quindi k(x) = xo + Fk [x− xo ] .

In particolare una deformazione omogenea

k(x) = xo + Rk [x− xo ] ,

con punto fissoxo e trasformazione tangente pari ad una isometria propriaRk è detta
unarotazioneattorno adxo .
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Una deformazione omogeneak : Ω �→ S del tipo

k(x) = xo + U [x− xo ]

con punto fissoxo e trasformazione tangenteU costante, simmetrica e definita positiva
è detta unostiramentoda xo .

Entrambe le tipologie sono illustrate in fig.4.2.

U

xo = k(xo) xo = k(xo)

Rk

Fig. 4.2

Uno stiramento `e anche detto unadeformazione purain quanto la deformazione
omogenea descritta dalla trasformazione tangenteFk è depurata dalla componente di
rotazioneRk . Ogni deformazione omogenea con punto fisso pu`o essere decomposta
in due successive operazioni di rotazione e di stiramento.

Proposizione 4.5. Decomposizione delle deformazioni omogenee con punto fisso.
Una deformazione omogeneak : Ω �→ S con punto fissoxo ∈ Ω e con trasformazione
tangenteFk può essere decomposta come

k = kR ◦ kU = kV ◦ kR ,

dovekR è una rotazione attorno axo con trasformazione tangenteRk

kR(x) = xo + Rk [x− xo ]

e kU e kV sono stiramenti daxo con gradienti rispettivamenteU e Vk

kU(x) = xo + U [x− xo ] , kV(x) = xo + Vk [x− xo ] ,

essendoFk = Rk U = Vk Rk la decomposizione polare diFk .

Dim. La trasformazionekR ◦kU , composta da deformazioni omogenee, `e omogenea
ed ha lo stsso punto fisso e la stessa trasformazione tangente dik . dunque il risultato
segue dalla proposizione 4.4. La stessa argomentazione vale perkV ◦ kR .

La dimostrazione della proposizione 4.5 pu`o anche condursi per verifica diretta e
tale esercizio `e lasciato al lettore.
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4.2. Estensioni semplici ed omotetie

Un esempio elementare di stiramento `e quello di unaestensione sempliceda xo

in direzioned con dilatazioneε

k(x) = xo +
[
I + ε (d⊗ d)

]
[x− xo ] ,

in cui d è un versore ed⊗ d è il proiettore ortogonale in direzioned .
La matrice associata adU = I + ε (d ⊗ d) in un riferimento ortonormale

{e1, e2,d} è data da

[U ] =


1 0 0

0 1 0

0 0 1 + ε

 .

Il campo di spostamenti dovuto all’estensionek è

u(x) =
[
ε (d⊗ d)

]
[x− xo ] .

Una estensione semplice viene ad esempio realizzata nella zona centrale di un provino
metallico quando si effettua la prova di trazione semplice per valutare il modulo di
elasticità longitudinale o modulo diYoung del materiale.

Si ha al riguardo la seguente notevole propriet`a delle deformazioni con punto fisso.

Proposizione 4.6. Decomposizione di uno stiramento.Uno stiramentok : Ω �→ S
da xo ∈ Ω con trasformazione tangenteU simmetrica e definita positiva può essere
rappresentato come una composizione di tre estensioni semplici daxo ∈ Ω . Le
direzioni e le dilatazioni ad esse associate sono i versori di una base di autovettori di
E = U− I ed i rispettivi autovalori.

Dim. EssendoE un operatore simmetrico e definito positivo, esiste una base ortonor-
male {d1,d2,d3} di autovettori diE (e di U ). La corrispondente rappresentazione
spettrale si scrive

E =
3∑

i=1
εi Πi ,

dove Πi = di ⊗ di è il proiettore ortogonale sull’autovettoredi ed εi è il relativo
autovalore. RisultandoΠi Πj = O per i 
= j e Πi Πi = Πi , postoUi = I + Ei si
ha che

U = I + E = I + E1 + E2 + E3 = (I + E1)(I + E2)(I + E3) = U1 U2 U3.

In forza della proposizione 4.4 la deformazione omogenea con punto fissoxo e trasfor-
mazione tangenteU è univocamente definita. Essa sar`a dunque la composizione delle
tre estensioni semplici con punto fissoxo

ki(x) = xo + Ui [x− xo ] , i = 1, 2, 3 ,

prese in un ordine qualsiasi. Quindik = kπ(1) ◦ kπ(2) ◦ kπ(3) con π arbitraria permu-
tazione di{1, 2, 3} .
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Un altro esempio di deformazioni omogenee con punto fisso `e fornito dalleomotetie
di ragioneα e centro inxo ∈ Ω

k(x) = xo + αI [x− xo ] = αx + (1− α)xo ,

a cui corrisponde lo spostamentou(x) = (α−1)(x−xo) . Esse sono quindi caratteriz-
zate dall’avere una trasformazione tangenteFk = α I proporzionale all’identit`a.

Tutte le fibre lineari subiscono una dilatazione pari aε = α− 1 .
Sono omotetiche le deformazioni di un corpo metallico soggetto a compressione

idrostatica e la deformazione termica di un materiale termicamente isotropo.
Le deformazioni omotetiche hanno importanti applicazioni in grafica. E’ infatti

omotetica la trasformazione che viene effettuata su disegni ed immagini quando si opera
unozoomrispetto ad un punto per aumentarne o ridurne la scala.

4.3. Trasformazioni rigide

Il corpo subisce una trasformazionerigida se il cambiamento di configurazione
non induce variazioni della distanza mutua tra le sue particelle.

La mappak di trasferimento daΩ soddisfa allora la propriet`a

‖k(y)− k(x) ‖ = ‖y − x ‖ , ∀x,y ∈ Ω .

La proposizione che segue mostra che tale propriet`a definitoria delle trasformazioni
rigide equivale a richiedere che la deformazione sia omogenea e che la trasformazione
tangente corrispondente sia una isometria.

Si perviene in tal modo a fornire una rappresentazione parametrica delle trasfor-
mazioni rigide.

Proposizione 4.7. Trasformazioni rigide. Una trasformazionek : Ω �→ S di
Ω è rigida se e solo se induce una deformazione omogenea inΩ e la trasformazione
tangentèe un’isometria propriaRk . Una trasformazione rigidàe quindi caratterizzata
dalle propriet̀a equivalenti

i) Fk(x) = Rk ∀x ∈ Ω ,

ii) U(x) = I ∀x ∈ Ω ,

iii) k(y) = k(x) + Rk [y − x ] ∀x,y ∈ Ω .

Dim. Se k è rigida, derivando due volte la relazione

‖k(y)− k(x) ‖2 = ‖y − x ‖2 ∀x,y ∈ Ω ,

prima rispetto adx in direzionea ∈ V e quindi rispetto ady in direzioneb ∈ V si
ottiene {

Fk(x)a .
[
k(y)− k(x)

]
= a .

[
y − x

]
∀a,b ∈ V,

Fk(x)a . Fk(y)b = a . b ∀x,y ∈ Ω .
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Ponendoy = x nella seconda, si ha cheFk(x)TFk(x) = I per cui Fk(x) è una
isometria. Ne consegue che

Fk(y)TFk(x) = Fk(y)−1Fk(x) = I ⇐⇒ Fk(x) = Fk(y) , ∀x,y ∈ Ω ,

per cui Fk è costante. Poich`e detFk(x) > 0 si conclude cheFk è una rotazione
costante. L’implicazione inversa `e evidente.

La caratterizzazione delle trasformazioni rigide fornita dalla proposizione 4.7 `e
di fondamentale importanza per poter definire una misura di deformazione (vedasi la
proposizione 5.1 (p. 48)). E’ facile vedere che nella caratterizzazione delle trasfor-
mazioni rigide la condizioneU(x) = I per ognix ∈ Ω posta in termini del tensore
destro diCauchy può essere sostituita da quella analogaVk(x) = I per ognix ∈ Ω
posta in termini del tensore sinistro diCauchy.

Si noti poi che il risultato fornito dalla proposizione 4.7 pu`o anche essere dedotto
come corollario della proposizione 4.2 (p. 37).

Sia c(λ) una curva regolare inΩ con λ ∈ [0, 1] e (k ◦ c)(λ) la curva in cui
essa `e trasformata dak . Denotando con un apice la derivata rispetto al parametroλ ,
le rispettive lunghezze sono date da

l(c) =

1∫
0

‖ c′(λ) ‖ dλ , l(k ◦ c) =

1∫
0

‖ (k ◦ c)′(λ) ‖ dλ .

Una trasformazione rigida pu`o anche essere definita richiedendo che non vari la
lunghezzal(c) di una arbitraria curvac ∈ Ω e cioè che

l(c) = l(k ◦ c) ∀ c ∈ Ω .

Sussiste infatti la seguente propriet`a.

Proposizione 4.8. Invarianza delle lunghezze.Una trasformazionek : Ω �→ S di
Ω è rigida se e solo se per ogni curvac ∈ Ω risulta

l(c) = l(k ◦ c) ∀ c ∈ Ω .

Dim. In virtù della proposizione 4.7 sek è rigida, risultaFk(x) = Rk e quindi
U(x) = I per ognix ∈ Ω. Quindi, essendo

(k ◦ c)′(λ) = Fk(c′(λ)) , ‖Fk(c′(λ)) ‖ = ‖U(c′(λ)) ‖ ,

ne segue che le curvec e (k ◦ c) hanno la stessa lunghezza.
Viceversa sel(c) = l(k ◦ c) dovrà essere

1∫
0

[
‖ (k ◦ c)′(λ) ‖ − ‖ c′(λ) ‖

]
dλ = 0 , ∀ c ∈ Ω .
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La continuità C1 delle funzionic e (k ◦ c) implica allora che

‖ (k ◦ c)′(λ) ‖ = ‖ c′(λ) ‖ , ∀λ ∈ [0, 1] ∀ c ∈ Ω .

Postox = c(λ) e h = c′(λ) , si ha quindi

‖Fk(x)h ‖ = ‖U(x)h ‖ = ‖h ‖ , ∀x ∈ Ω ∀h ∈ V ,

e pertantoU(x) è una isometria propria. La simmetria diU(x) implica quindi che
U(x) = U−1(x) e cioè cheU(x) = I per ognix ∈ Ω .

La proposizione 4.7 assicura allora chek è rigida.

Dalla proposizione 4.3 (p. 39) si deduce la seguente formula di decomposizione
di una trasformazione rigida in una traslazione ed una rotazione attorno ad un punto.

Proposizione 4.9. Prima formula di decomposizione. Scelto ad arbitrio un punto
xo ∈ S , una trasformazione rigidak : Ω �→ S può essere decomposta nella forma

k = kS ◦ kR = kR ◦ kD ,

con kR rotazione attorno al puntoxo

kR(x) = xo + Rk [x− xo ] ,

e kS e kD traslazioni sinistra e destra definite da

kD(x) = x + RT
k
u(xo) , kS(x) = x + u(xo) ,

essendou il campo di spostamenti associato alla trasformazionek .
Le decomposizioni

k = kR ◦ kD = kS ◦ kR ,

sono illustrate in fig.4.3 rispettivamente ai numeri1 e 2 doveα è l’angolo di rotazione
corrispondente aRk .

2

k(xo)

xo

u(xo)

α

k(xo)

xo

u(xo)

α
α

1
RT u(xo)k

Fig. 4.3
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Esiste inoltre un’altra possibilit`a di decomporre una trasformazione rigida, come
mostrato nella proposizione che segue, dovuta all’autore.

Proposizione 4.10. Seconda formula di decomposizione.Scelto ad arbitrio un punto
xo una trasformazione rigidak può essere decomposta nella forma

k = kS ◦ kR = kR ◦ kD ,

con kR rotazione attorno al puntok(xo ) definita da

kR(x) = k(xo) + Rk [x− k(xo) ] ,

e kS e kD traslazioni sinistra e destra definite da

kD(x) = x + u(xo) , kS(x) = x + Rk u(xo) .

Dim. PonendokS(x) = x + a si ha che

(kS ◦ kR)(x) = k(xo) + Rk [x− k(xo) ] + a .

La prima formula si ottiene osservando che, essendo

k(x) = k(xo) + Rk [x− xo ] ,

(kS ◦ kR) coincide conk se e solo sea = Rk [k(xo)− xo ] = Rk u(xo) .

Ponendo poikD(x) = x + a si ha che

(kR ◦ kD)(x) = k(xo) + Rk [x + a− k(xo) ] .

DunquekR ◦ kD risulta eguale ak se e solo sea = k(xo)− xo = u(xo) .

Si noti chekD = kS . Le decomposizioni

k = kR ◦ kD = kS ◦ kR ,

sono illustrate in fig.4.4 rispettivamente ai numeri1 e 2 .

2

k(xo)

xo

u(xo)

α
Rku(xo)xo

u(xo)

α

1

k(xo)

Fig. 4.4
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4.4. Synopsis cinematica

i) Fk = Tk = RkU = VkRk decomposizione polare

ii) k(x) = k(xo) + Fk [x− xo ] deformazione omogenea

k = ko ◦ kD = kS ◦ ko formula di decomposizione
ko = xo + Fk [x− xo ]

kD(x) = x + F−1
k

u(xo)

kS(x) = x + u(xo)

deformazione omogenea daxo

traslazione destra

traslazione sinistra

iii) k(x) = xo + Fk [x− xo ] deformazione omogenea daxo

k = kR ◦ kU = kV ◦ kR formula di decomposizione
kR(x) = xo + Rk [x− xo ]
kU(x) = xo + U [x− xo ]
kV(x) = xo + Vk [x− xo ]

rotazione attorno adxo

stiramento destro daxo

stiramento sinistro daxo{
u(x) =

[
ε (d⊗ d)

]
[x− xo ]

u(x) = (α− 1)(x− xo)

estensione semplice daxo

omotetia di ragioneα e centro inxo{
k = kπ(1) ◦ kπ(2) ◦ kπ(3)

ki(x) = xo + ε1 (di ⊗ di)) [x− xo ]

decomposizione dello stiramento

stiramento i-esimoi = 1, 2, 3

iv) ‖k(y)− k(x) ‖ = ‖y − x ‖ trasformazioni rigide
Fk(x) = Rk

U(x) = I

k(y) = k(x) + Rk (y − x)
l(c) = l(k ◦ c)

definizioni equivalenti


k = kS ◦ kR = kR ◦ kD

k = kS ◦ kR = kR ◦ kD

formule di decomposizione


kR(x) = xo + Rk [x− xo ]

kD(x) = x + RT
k
u(xo)

kS(x) = x + u(xo)

rotazione attorno adxo

traslazione destra

traslazione sinistra
kR(x) = k(xo) + Rk [x− k(xo) ]

kD(x) = x + u(xo)

kS(x) = x + Rk u(xo)

rotazione attorno ak(xo)
traslazione destra

traslazione sinistra
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5. MISURE DI DEFORMAZIONE

Si consideri la famiglia

K : =
{
k : S �→ S

}
,

delle mappe di trasferimentok che sono diffeomorfismi di classe Ck con k ≥ 1 da
una regioneΩ = domk ⊂ S dello spazio euclideo tridimensionale su un’altra regione
k(Ω) ⊂ S . Si denoter`a conk|P la restrizione dik ∈ K a P ⊂ Ω .

Sia quindi D un’applicazione che ad ogni elementok ∈ K associa un campo
D(k) (scalare, vettoriale o tensoriale) suΩ = domk o su k(Ω) .

• L’applicazioneD è unoperatore di deformazionese gode della propriet`a

D(k) = o ⇐⇒ ‖k(y)− k(x) ‖ = ‖y − x ‖ , ∀x,y ∈ Ω .

Il campo D(k) si deve quindi annullare se e solo se la trasformazionek ∈ K è
rigida. Il campoD(k) è detto allora unamisura di deformazione.

Con riferimento al continuo diCauchy si osservi che la trasformazionek ∈ K induce
in ogni puntox ∈ Ω una deformazione omogenea dello spazio tangenteTΩ(x) con
punto fisso nell’origine

kTΩ(x)(h) = Fk(x) [h ] , ∀h ∈ TΩ(x) .

In virtù del teorema di decomposizione polare tale deformazione omogenea pu`o essere
decomposta in una rotazione ed una deformazione pura

kTΩ(x)(h) = Rk(x)U(x) [h ] = Vk(k(x))Rk(x) [h ] , ∀h ∈ TΩ(x) .

La caratterizzazione delle trasformazioni rigide fornita nella proposizione 4.7 (p. 44) `e
alla base dello studio delle misure di deformazione. Essa equivale infatti alla seguente
affermazione.

Proposizione 5.1. Misure di deformazione. Una trasformazionek ∈ K è rigida
se e solo se per ognix ∈ Ω la trasformazione tangenteFk = Tk : TΩ �→ Tk(Ω) è
omogenea e rigida. Ciò equivale a richiedere che sia

U(x) = I , ∀x ∈ Ω ,

Vk(k(x)) = Ik , ∀x ∈ k(Ω) ,

e ciòe che i campi tensorialiU e Vk , destro e sinistro diCauchy, associati alla
trasformazione tangenteFk = Tk siano costanti e rispettivamente pari alle identità
I ∈ L

{
TΩ ; TΩ

}
e Ik ∈ L

{
Tk(Ω) ; Tk(Ω)

}
.
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I campi tensoriali simmetriciU− I e Vk − Ik costituiscono dunque misure di
deformazione.

I tensori destro e sinistro diCauchy U e Vk sono funzioni irrazionali della
trasformazione tangenteFk della mappa di trasferimentok in quanto rispettivamente
definiti come radice quadrata dei tensori

FT
k
Fk ∈ L(TΩ ; TΩ) ,

FkF
T
k
∈ L(Tk(Ω) ; Tk(Ω)) .

E’ più conveniente adottare misure di deformazione espresse in termini di tensori che
siano funzioni razionali della trasformazione tangente alla mapppa di trasferimento. A
tal fine si considerino i tensori

C = U2 = FT
k
Fk , tensore diPiola-Green,

Bk = V2
k

= FkF
T
k

, tensore diFinger,

C−1 = U−2 = F−1
k

F−T
k

, tensorePiola,

B−1
k

= V−2
k

= F−T
k

F−1
k

, tensore diCauchy.

• Il tensoreB−1
k

è stato introdotto daCauchy ([7], 1827).

• Il tensoreC−1 è stato introdotto daG. Piola ([9], 1833).

• Il tensoreC è stato introdotto daG. Piola ([10], 1836 e [14], 1848) e discusso
ed interpretato daG. Green ([11], 1841).

• Il tensoreBk è stato introdotto daJ. Finger ([27], 1894).

In letteratura tensoriC e Bk sono anche detti rispettivamentetensore destroe tensore
sinistrodi Cauchy-Green.

La misura di deformazione diGreen [11] E ∈ L(TΩ ; TΩ) è definita da

E = 1
2 (C− I) = 1

2 (U2 − I) .

L’espressione in termini del campo di spostamentou(x) = k(x)− x è

E = 1
2 (FT

k
Fk − I) = 1

2 ((du + I)T (du + I)− I) =

= 1
2

[
du + (du)T

]
+ 1

2 (du)T du ,

dove I(x) è l’identità sullo spazio tangenteTΩ .

L’approssimazione lineare diE è pari alla parte simmetrica della derivata del campo
di spostamenti

D = 1
2

[
du + (du)T

]
= sym(du) ,

edè detta tensore delladeformazione infinitesima.
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La misura di deformazione corrispondente al tensore diCauchy B−1
k

è stata
proposta daE. Almansi ([34], 1911).

La misura di deformazione diAlmansi Ak ∈ L(Tk(Ω) ; Tk(Ω)) è definita da

Ak = 1
2 (Ik − F−T

k
F−1

k
) = 1

2

[
dkuk + (dkuk)T

]
− 1

2 (dkuk)T (dkuk) ,

dove Ik(k(x)) è l’identità sullo spazio tangenteTk(Ω)(k(x)) e

uk(y) = y − k−1(y) , y ∈ k(Ω)

è il campo di spostamenti definito sulla posizione spaziale trasformatak(Ω) .

Osservazione 5.1.La definizione dell’operatore di deformazione pu`o essere general-
izzata formulandola in termini geometrici differenziali. Ci`o consente di pervenire a
risultati fondati sui concetti e sui metodi della geometria differenziale e di per rendere
applicabile la teoria al caso generale in cui il corpo `e una sottovariet`a differenziabile
di una varietà ambiente. L’operatore di deformazione `e allora un’applicazione definita
sull’insiemeK dei diffeomorfismi tra variet`a differenziabili.

Si premettono a tal fine alcune definizioni basilari, rinviando alla sezione
12 (p. 129) per approfondimenti e dimostrazioni. Siano

• M , N varietà differenziabili,

• k : M �→ N un diffeomorfismo daM su N ,

• u,v : M �→ TM una coppia di campi vettoriali tangenti alla variet`a M .

La mappa tangenteTk : TR �→ TR trasforma la fibra lineareu(x) ∈ TR(x) con
base inx ∈ M nella fibra lineareTk [u(x)] ∈ TN(k(x)) avente base nel punto
k(x) ∈ k(M) . Allora

La spintadi un campo scalaref : M �→ � è il campo scalarek∗f : N �→ �
definito da(k∗f) ◦ k : = f .

La spinta k∗u ∈ TN secondok : M �→ N del campo vettorialeu : M �→ TM è
il campo vettoriale costituito dai vettori tangenti trasformati dalla mappa tangente.
In termini della mappa tangente definita nella sezione 2.2 (p. 17), si ha che

(k∗u) ◦ k : = Tk [u] .

La spinta inversadi un campo vettorialeuk : N �→ TN lungo k : M �→ N è la
spinta secondo la mappa inversak−1 : N �→ M edè pertanto definita da

(k∗uk) ◦ k−1 : = (Tk)−1 [uk] .

La spintadi un campo tensorialea : M �→ L(TM, TM ; �) lungo k : M �→ N è
il campo tensorialek∗a : N �→ L(TN, TN ; �) definito da

(k∗a) (k∗u,k∗v) : = k∗[a (u,v)] =

= a (Tk [u], Tk [v]) , ∀u,v : M �→ TM .
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La spinta inversadi un campo tensorialeak : N �→ L(TN, TN ; �) lungo k :
M �→ N è il campo tensorialek∗ak : M �→ L(TM, TM ; �) definito da

(k∗ak) (k∗uk,k∗vk) : = k∗[ak (uk,vk)] =

= ak (Tk−1 [uk], Tk−1 [vk]) , ∀uk,vk : N �→ TN .

Le misure di deformazione diGreen e di Almansi sono suscettibili di una diretta
interpretazione in termini di spinte del tensore metrico.

Si consideri infatti

• uno spazio ambiente costituito da una variet`a diRiemann {R,g} con il campo
di tensori metricig : R �→ L(TR, TR ; �) ,

• una sottovariet`a M ⊂ R dotata della metrica indotta da quella di{R,g} ,

• k : R �→ R un diffeomorfismo da domk = M su k(M) .

Essendo per definizioneFk = Tk risulta

g (Fk u,Fk v) = g (FT
k
Fk u,v) , ∀u,v ∈ TM .

Pertanto la semidifferenza12 (k∗g− g) , tra la spinta inversa del tensore metrico ed il
tensore metrico, `e pari a

1
2

[
g (Fk u,Fk v)− g (u,v)

]
= 1

2 g ((FT
k
Fk − I)u,v) = 1

2 g ((C− I)u,v) =

= g (Eu,v) = e (u,v) , ∀u,v ∈ TM ,

dovee ∈ L(T2
M ; �) è la forma due volte covariante del tensoremisura di deformazione

di Green cheè dunque pari alla met`a della variazione di metrica locale prodotta dalla
trasformazionek .

Lamisura di deformazionediAlmansi è suscettibile di un’analoga interpretazione
facendo riferimento alla trasformazione inversak−1 .

Essendo infattiF−1
k

= Tk−1 , la semidifferenza1
2 (g−k∗g) tra il tensore metrico

e la spinta del tensore metrico `e data da

1
2

[
g (uk,vk)− g (F−1

k
uk,F−1

k
vk)

]
= 1

2 g ((Ik − F−T
k

F−1
k

)uk,vk) =

= g (Ak uk,vk) = ak (u,v) , ∀uk,vk ∈ Tk(Ω) ,

dove ak ∈ L(T2
Ω ; �) è la forma due volte covariante del tensore diAlmansi.

La misura di deformazione diAlmansi è dunque pari alla met`a della variazione
di metrica locale prodotta dalla trasformazione inversak−1 .

I campi tensoriali diGreen e diAlmansi sono uno la spinta dell’altro secondo
le trasformazionik e k−1 . Infatti, in termini dei tensori due volte covarianti, si ha che

e = k∗ak , ak = k∗e .

Si noti infine che le misure di deformazione basate sui tensori di deformazione di
Finger Bk e di Piola C−1 non sono sucettibili di interpretazione in termini di
spinte.
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5.1. Congruenza delle deformazioni finite

Si consideri un corpoTB , che per semplicit`a di rappresentazione si supporr`a
bidimensionale, e si immagini di suddividere il corpoTB in un gran numero di elementi
molto piccoli in guisa delle tessere di unmosaico, come mostrato in fig.5.1.

Ogni tessera costituisce un’approssimazione dello spazio di fibre lineari tangenti
al corpo in corrispondenza di una particella.

Fig. 5.1 Fig. 5.2

Se si deforma ogni tessera senza tener conto delle deformazioni delle altre, sar`a in
generale impossible ricomporre il mosaico mediante rotazioni e traslazioni delle tessere
senza che si verifichino vuoti o sovrapposizioni di tessere adiacenti.

E’ naturale allora chiedersi quale condizione dicongruenzadebba essere rispettata,
nel deformare le singole tessere, affinch`e ciò non si verifichi ed il mosaico appaia
continuo, come in fig. 5.2.

Per comprendere la rilevanza applicativa di tale questione si supponga che le tessere
siano elasticamente deformabili.

Se, deformate le tessere, il mosaico non pu`o essere ricomposto con mere trasfor-
mazioni rigide delle tessere, sar`a necessario forzare le tessere in modo che per via
della deformazione elastica vengano ricoperti i vuoti ed evitate le sovrapposizioni. Nel
mosaico ripristinato sar`a presente uno stato di coazione dovuto alle reciproche azioni
che si esercitano tra le tessere. Se invece, dopo la deformazione imposta alle tessere,
il mosaico pu`o essere ricomposto solo mediante trasformazioni rigide delle tessere, in
esso non si genera uno stato di coazione.

La problematica illustrata va sotto il nome dicongruenza internain quanto
l’attenzioneè rivolta solo alla posizione mutua delle tessere.
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E’ importante considerare un caso pi`u generale in cui il bordo del mosaico `e
vincolato, in tutto od in parte ad essere solidale ad una cornice rigida, eventualmente
soggetta ad una assegnata deformazione. Nel ricomporre il mosaico si avr`a in tal
caso meno libert`a d’azione. La condizione da imporre alle deformazioni delle tessere
risulterà infatti più stringente poich`e si dovrà tener conto, oltre che di quella interna,
anche dellacongruenza esternaper assicurare il rispetto del vincolo imposto dalla
cornice di bordo.

Queste osservazioni giocano, come si vedr`a, un ruolo di fondamentale impor-
tanza in meccanica delle strutture e saranno approfonditamente studiate nel seguito con
riferimento al caso particolare, ma di grande rilevanza nelle applicazioni, di piccole
deformazioni e spostamenti.

Si darà qui solo un cenno alla questione della congruenza interna in presenza di
deformazioni finite.

La trattazione generale richiede strumenti raffinati do geometria differenziale ed
il problema della congruenza in senso globale costituisce un problema ancora aperto.

Il problema della congruenza interna pu`o essere cos`ı formalizzato.
In una posizione spazialeTΩ del corpoTB si assegni il campo tensoriale simme-

trico e definito positivoC ∈ L(TΩ ; TΩ) che in ogni spazio tangenteTΩ(x) induce
la trasformazione delle fibre linearih ∈ TΩ(x)

h ∈ TΩ(x) → U(x)h ∈ TΩ(x) , con U = C1/2 .

Il tensoreC(x) agisce quindi localmente come un tensore di deformazione diPiola-
Green.

Il campo di deformazione indotto daC nelle fibre del corpo `econgruentese esiste
una trasformazionek che manda la posizione spazialeΩ nella posizione spaziale
k(Ω) in modo tale che il tensore di deformazione diPiola-Green ad essa associato
in ogni puntox ∈ Ω sia C(x) e cioè tale che

C = FT
k
Fk , Fk = Tk .

E’ naturale chiedersi allora quale sia la condizione da imporre al campo tensorialeC
affinchè sia congruente.

Una risposta a tale questione pu`o essere data, almeno in senso locale, mediante la
nozione di curvatura di una variet`a diRiemann 10 .

Seguendo tale approccio, la prossima proposizione fornisce un criterio locale di
congruenza della misura di deformazione finita secondoGreen.

Per una trattazione dettagliata si rinvia alla sezione 12.5 (p. 148), dove sono forniti
elementi di teoria delle variet`a differenziabili diRiemann, è svolta la dimostrazione
della necessit`a del criterio ed `e indicata la via dimostrativa della sufficienza della con-
dizione di congruenza. Ulteriori considerazioni e approfondimenti possono essere
trovati in [41], [45], [50], [52], [55], [53].

10 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). Allievo di Johann Carl Friedrich
Gauss (1777-1855) succedette aJohann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) come
professore di matematica a G¨ottingen. Fondamentali i suoi contributi alla geometria differenziale ed alla
teoria delle funzioni di variabile complessa.
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Proposizione 5.2. Condizione di congruenza locale. Il campo di deformazione
del corpo TB , rappresentato dal tensoreC definito nella posizione spazialeΩ , è
congruente in un intorno di ciascun puntox ∈ Ω se e solo se la varietà di Riemann
{Ω,C} con tensore metricoC è piatta e ciòe se il campo tensoriale di curvatura della
varietà di Riemann è nullo.

Le componenti del campo tensoriale curvatura sono fornite dalla formula

R[EA,EB,EC,ED ] = g (∇EA
∇EB

EC −∇EB
∇EA

EC −∇[EA,EB ] EC ,ED) ,

dove

• {EA} , A = 1, . . . , n è la base locale indotta dal sistema di coordinate,

• ∇ è la connessione diLevi-Civita (vedi sezione 12.6 (p. 149)) associata al
tensore metrico

g (h,h) : = (Ch) . h , ∀h ∈ V ,

• [EA,EB ] è laparentesi diJacobi-Lie (commutatore) relativa ai campi vettoriali
tangenti alle linee coordinate (vedi sezione 12.2 (p. 134)).

Si pone
RABCD : = R[EA,EB,EC,ED ] ,

GAB : = g (EA,EB) = CAB ,

ΓC
AB EC : = ∇EA

EB , simboli diChristoffel ,

dove∇EA
è laderivata covariantesecondo il campoEA . Tenendo conto che, in forza

della proposizione 12.7 (p. 138), risulta

[EA,EB ] = o ,

si ha che

RABCD =g (∇EA
(ΓE

BC EE)−∇EB
(ΓE

AC EE),ED) =

=g (ΓE
BC/A EE + ΓE

BC ΓF
AE EF − ΓE

AC/B EE − ΓE
AC ΓF

BE EF ,ED) =

=g (ΓE
BC/A EE + ΓF

BC ΓE
AF EE − ΓE

AC/B EE − ΓF
AC ΓE

BF EE,ED) =

=GED

[
ΓE

BC/A − ΓE
AC/B + ΓF

BC ΓE
AF − ΓF

AC ΓE
BF

]
.

Sostituendo le relazioni che forniscono i simboli diChristoffel in funzione del
tensore metrico

ΓD
ABGCD = GBC/A + GCA/B −GAB/C ,

si perviene alle espressioni delle componenti del tensore curvatura in termini delle
componenti del tensore metrico e delle sue derivate (vedi [41]).
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6. CAMBIAMENTO DI OSSERVATORE

Si considerino due osservatoriO e O∗ in moto relativo. Un medesimo processo
evolutivo di un corpoTB è visto in modo diverso dai due osservatori per i quali le leggi
di evoluzione risultano rispettivamenteχt : B �→ S e χ∗

t
: B �→ S .

Nell’ambito della meccanica classica i sistemi di riferimento solidali ai due osser-
vatori subiscono, l’uno rispetto all’altro, una trasformazione rigida variabile col tempo.

Le scale dei tempi sono le medesime per entrambi gli osservatori, a meno di una
inessenziale costante additiva che per semplicit`a si assume nulla.

All’istante t ∈ I la posizione dell’osservatoreO∗ rispetto all’osservatoreO è
caratterizzata da una traslazione−c(t) ∈ V e da un’isometria

QT (t) = Q−1(t) ∈ L(V ; V) .

Allora l’osservatoreO∗ vede lo spazio solidale all’osservatoreO subire la trasfor-
mazione rigidaξt : S �→ S descritta da

ξt(x) = c(t) + Q(t) [x ] , ∀x ∈ S .

La trasformazione rigidaξt(x) è caratterizzata da una traslazionect opposta a quella
dell’osservatoreO∗ rispetto all’osservatoreO e da un’isometriaQ(t) = QTT (t)
inversa di quella dell’osservatoreO∗ rispetto all’osservatoreO .

Le mappe di posizionamentoχt : B �→ S e χ∗
t

: B �→ S che descrivono
il processo evolutivo del corpoTB visto dai due osservatori, sono legate dalla
relazione

χ∗
t
(p) = ξt(χt(p)) ∀p ∈ B , ∀ t ∈ I ,

che esplicitamente si scrive

χ∗
t
(p) = c(t) + Q(t) [χt(p) ] , ∀p ∈ B .

Il processoχ∗
t

si ottiene quindi dal processoχt componendolo, istante per istante,
con la successiva trasformazione rigidaξt : S �→ S

χ∗
t

= ξt ◦ χt , ∀ t ∈ I .

Applicando la regola della derivazione a catena si ha

Tχ∗
t

= Tξt ◦ Tχt .

EssendoTξt = Q(t) e ponendoFχ = Tχt e F∗
χ

= Tχ∗
t

tra le due trasformazioni
tangenti sussiste la relazione

F∗
χ
(p) = Qt Fχ(p) .
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Si noti che, essendo detQ = 1 , risulta

detF∗
χ
(p) = detFχ(p) .

Dal teorema di decomposizione polare, proposizione 3.5 (p. 26), omettendo gli argo-
menti si ha poi che

Fχ = Rχ UB = Vχ Rχ ,

F∗
χ

= R∗
χ
U∗
B = V∗

χ
R∗

χ
,

dove
Fχ ∈ L(TB ; TS) ,

Rχ ∈ L(TB ; TS) ,

UB ∈ L(TB ; TB) ,

Vχ ∈ L(TS ; TS) .

Ne segue che
R∗

χ
U∗
B = QRχ UB .

Poichè QRχ è un’isometria propria, per l’unicit`a della decomposizione polare si ha
che

U∗
B = UB , R∗

χ
= QRχ ,

e quindi anche che

V∗
χ

= R∗
χ
U∗
B R∗T

χ
= QRχ UB RT

χ
QT = QVχ QT .

Dunque il tensore destro diCauchy è invariante rispetto ad un cambiamento di osser-
vatore daO ad O∗ mentre il tensore sinistro subisce una rotazioneQ(t) inversa di
quella dell’osservatoreO∗ rispetto all’osservatoreO .

Osservazione 6.1. Si noti che le posizionix e x∗ di una stessa particella vista
dagli osservatoriO e O∗ sono legate dalla trasformazione rigidax∗ = ξt(x) con
{x, t} ∈ Fχ(B) e {x∗, t} ∈ F∗

χ
(B) .

Si consideri ora un processo evolutivo descritto

• dall’osservatoreO come un flussokt,s(x) = k(x, s, t) ,

• dall’osservatoreO∗ come un flussok∗
t,s

(x) = k∗(x, s, t) .

L’evoluzione del processo ed il cambiamento di osservatore possono essere composti
in due modi alternativi tenendo conto prima dell’uno e poi dell’altro o viceversa.

Sia infatti x ∈ S la posizione di una particella vista dall’osservatoreO al tempos .
La posizione della stessa particella vista dall’osservatoreO∗ all’istante t può valutarsi
nei seguenti due modi.
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• Prima si effettua il cambiamento di osservatore daO ad O∗ e poi si segue il flusso
k∗

t,s
, cheè quello che appare all’osservatoreO∗ , oppure

• prima si segue il flussokt,s , cheè quello che appare all’osservatoreO , e poi si
effettua il cambiamento di osservatore daO ad O∗ .

Eguagliando i risultati delle due procedure si ottiene che

k∗
t,s

(ξs(x)) = ξt(kt,s(x)) , ∀x ∈ S ,

ovvero k∗
t,s
◦ ξs = ξt ◦ kt,s .

x   ks,s(x)=

ξ
s

ξ
t

O

O
�

xt kt,s(x)=

x� ξ
s

= (x)

x� ξ
t

= (xt)t

k

k
�

Alla relazione che lega le mappe tangenti dei flussikt,s e k∗
t,s

si perviene appli-
cando la regola di derivazione a catena

T k∗
t,s
◦ T ξs = T ξt ◦ T kt,s .

Osservando poi che
T k∗

t,s
= F∗

t,s
,

T kt,s = Ft,s ,

T ξt = Q(t) ,

T ξs = Q(s) ,

si deduce infine la relazione

F∗
t,s

Q(s) = Q(t)Ft,s ,

ovvero

F∗
t,s

= Q(t)Ft,s QT (s) .
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I tensori destro e sinistro diCauchy U e Vk , associati alla mappa di trasferimento
k , sono soggetti alle leggi di trasformazione

(U∗)2(x, t) = (F∗
t,s

)T (x)F∗
t,s

(x) =

=Q(s)FT
t,s

(x)QT (t)Q(t)Ft,s(x)QT (s) =

=Q(s)FT
t,s

(x)Ft,s(x)QT (s) = Q(s)U2(x, t)QT (s) ,

(V∗
k
)2(x, t) =F∗

t,s
(x) (F∗

t,s
)T (x) =

=Q(t)Ft,s(x)QT (s)Q(s)Ft,s(x)QT (t) =

=Q(t)Ft,s(x)FT
t,s(x)QT (t) = Q(t)V2

k
(x)QT (t) .

Tali leggi di trasformazione sono in accordo con quelle cui obbediscono i tensori destro
e sinistro diCauchyUB e Vχ associati alla mappa di posizionamentoχ .
Infatti

• il tensore destroU(x, t) misurato dall’osservatoreO differisce da quello
U∗(x, t) misurato dall’osservatoreO∗ solo per l’effetto della rotazione relativa
iniziale (al tempos ) tra i due osservatori.

• Il tensore sinistroVk(x, t) misurato dall’osservatoreO differisce invece da
quello V∗

k
(x, t) misurato dall’osservatoreO∗ per l’effetto della rotazione rel-

ativa attuale (al tempos ) tra i due osservatori.

DunqueU è invariante, mentreVk ruota.

Ne segue che, al cambiare dell’osservatore, i tensori di deformazione diPiola-
Green C = U2 e diFinger Bk = V2

k
si trasformano secondo le leggi

C∗(x, t) = Q(s)C(x, t)QT (s) , B∗
k
(x, t) = Q(t)Bk(x, t)QT (t) .

DunqueC è invariante, mentreBk ruota.
Dalla definizione

E = 1
2 (C− I) = 1

2 (U2 − I) ,

si deduce che il tensore diGreen è invariante, e cio`e che

E∗(x, t) = Q(s)E(x, t)QT (s) .



I – CINEMATICA 59

6.1. Punti di vista in movimento relativo

Per approfondire l’argomento pu`o interessare la breve storia di un esperimento

cinematico condotto dal professorHomer e dal suo allievoBart nel laboratorio
di casaSimpson.

SIMPSON MECHANICS
Attenti a quei due! Homer Marge Bart Lisa Maggie

Un giorno,Homer e Bart decidono di effettuare un esperimento di de-
formazione mentre sono in moto relativo e di confrontare le misure ottenute.

Procuratisi un corpo progettano di ricavarne un provino da sottoporre ad un
processo di deformazione omogenea.

Homer è nel laboratorio al banco di sperimentazione.

Bart si infila in una bolla di sapone e viaggia nello spazio.

Al tempo prestabilitoHomer invia aBart il segnale di inizio della misura-

zione delle fibre lineari del corpo , trasmettendo i dati sulla rotazioneQT
o della bolla

di sapone in tale istante.

Trascorso il tempo di osservazioneHomer lancia aBart il messaggio

di misurazione finale delle fibre del corpo deformato , trasmettendo i dati sulla
rotazioneQT della bolla di sapone.

Domanda: In cosa differiscono le misurazioni diHomer eBart ?

Risposta: Indichiamo con una stella le quantit`a misurate daBart .

Homer ha misurato nell’intervallo di tempo la deformazioneF in quanto
ogni fibra lineareh ∈ TΩ si è trasformata inFh ∈ Tk(Ω) .

Bart invece ha osservato che ogni fibrah∗ ∈ TΩ∗ è divenuta al tempo finale
pari a F∗ h∗ ∈ Tk∗(Ω∗) .

Riflettendo sul fatto che i direttori delle fibre misurate rispettivamente daBart

e daHomer erano correlati

• all’istante iniziale dah∗ = Qoh ed

• all’istante finale daF∗h∗ = QFh ,

Bart comunica aHomer il risultato dell’esperimento mediante la seguente
tabella di correlazione delle misure effettuate
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Homer Bart

F F∗ = QFQT
o

Homer non è d’accordo e fa osservare che, per rendere significativo il con-

fronto,Bart avrebbe dovuto tener conto dell’iniziale rotazione relativaQo .
A tal fine la deformazioneF∗ andava ruotata dell’inverso e cio`e di Q−1

o = QT
o .

Bart , cheè allievo diHomer , esegue senza discutere la correzione valu-
tando la deformazione efficace:

F∗eff : = QT
o F∗Qo.

Con un semplice calcolo ricava quindi che:

F∗eff = (QT
o Q)F(QT

o Qo) = (QT
o Q)F

in quantoQT
o Qo = I .

Definendo la rotazione efficaceQeff : = QT
o Q pari a quella finaleQ seguita

dalla correzioneQT
o inversa della rotazione iniziale, decide che la risposta corretta che

deve dare aHomer è la seguente:

Homer Bart

F F∗eff = QeffFeff

Homer si congratula conBart per la correttezza dei suoi calcoli ma gli fa
osservare che a tale risultato si poteva giungere pi`u semplicemente se entrambi avessero
iniziato le misurazioni osservando il provino dallo stesso punto di vista e cio`e facendo
in modo che risultasseQo = I e dunqueQeff = Q .

La questione sar`a ulteriormente discussa nel capitolo V con riferimento alla richi-
esta di invarianza delle relazioni costitutive.
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7. MOTI E TRAIETTORIE

Si considerino un moto del corpoTB descritto dalla mappa di posizionamento

χ : B × I → S ,

e la traiettoriaFχ(B) del corpoTB nel motoχ

Fχ(B) : =
{
{x, t} ∈ S× I | x ∈ χt(B)

}
.

La velocit̀a di una particellap ∈ B al tempot ∈ I è la derivata della mappa di
posizionamentoχ(p, t) rispetto al tempo

χ̇(p, t) : =
d

dτ
χ(p, τ)

∣∣∣∣
τ=t

L’ accelerazionedi una particellap ∈ B al tempo t ∈ I è la derivata seconda
della mappa di posizionamentoχ(p, τ) rispetto al tempo

χ̈(p, t) : =
d2

dτ 2 χ(p, τ)
∣∣∣∣

τ=t

=
d

dτ
χ̇(p, τ)

∣∣∣∣
τ=t

7.1. Descrizioni materiale e spaziale

• Un campo spazialèe un campoΦ(x, t) , scalare, vettoriale o tensoriale, definito
su di una traiettoriaFχ(B) .

• Uncampo materialèe un campoΦm(p, t) , scalare, vettoriale o tensoriale, definito
sul prodotto cartesianoB × I .

La descrizione materialedi un campo spaziale consiste nella trasformazione

Φm(p, t) : = Φ(χ(p, t), t) , ∀ {p, t} ∈ B × I ,

che sinteticamente pu`o scriversi

Φm,t : = Φt ◦ χt ,

La descrizione spazialedi un campo materiale consiste nella trasformazione

Φ(x, t) : = Φm(p(x, t), t) ,

dove p : Fχ(B) → B è la mappa di riferimento. In forma sintetica si ha che

Φt : = Φm,t ◦ χ−1
t

= Φm,t ◦ pt .

• La velocit̀a spazialeè la descrizione spaziale del campo di velocit`a (che per
definizioneè un campo materiale). Dunque `e data da

v(x, t) : = χ̇(p(x, t), t) ,

ovvero
vt : = χ̇t ◦ pt ,
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Si notino le seguenti definizioni.

La derivata spazialerispetto al tempo di un campo spazialeΦ(x, t) è definita da

Φ′(x, t) : =
∂

∂τ
Φ(x, τ)

∣∣∣∣
τ=t

Laderivata materialerispetto al tempo di un campo materialeΦm(p, t) è definita
da

Φ̇m(p, t) : =
∂

∂τ
Φm(p, τ)

∣∣∣∣
τ=t

La derivata materialerispetto al tempo di un campo spazialeΦt(x) è definita da

Φ̇t(x) : =
[
(Φt ◦ χt)̇ ◦ pt

]
(x) .

La derivata materiale di un campo spazialeΦ(x, t) consiste quindi nell’effettuare
le seguenti operazioni

• si considera la descrizione materiale del campo spaziale,

• si effettua la derivata temporale,

• si trasforma la derivata nella descrizione spaziale.

La regola di derivazione delle funzioni composte e la formula diLeibniz (o regola di
derivazione delle forme bilineari) mostrano che per i campi spaziali valgono le seguenti

φ̇ = φ′ + (dφ) [v ] = φ′ + ( gradφ) . v per un campo scalareφ ,

u̇ = u′ + (du) [v ] per un campo vettorialeu ,

Ṫ = T′ + (dT) [v ] per un campo tensorialeT .

Infatti si ha che

φ̇(χ(p, t), t) = φ′(χ(p, t), t) + gradφ(χ(p, t), t) . χ̇(p, t) ,

e quindi
φ̇(x, t) = φ′(x, t) + gradφ(x, t) . χ̇(p(x, t), t) .

Analogamente si dimostrano le altre due formule.
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Le relazioni precedenti sono note comeformule diEuler 11 [3] (1770).

Osservazione 7.1.Si consideri un sistema di coordinate curvilinee con una base di
vettori tangentiei , i = 1, . . . , n ed una base dualeei , i = 1, . . . , n di vettori cotan-
genti. In termini di componenti le formule diEuler per campi vettoriali e tensoriali
si scrivono allora

u̇= (uiei)̇ = u̇k ek + ui (ei)̇ =
[
(uk )̇ + Γk

ij ui vj
]
ek =

=
[
(uk)′ + (uk

/j + Γk
ij ui) vj

]
ek =

[
(uk)′ + (uk

; j vj
]
ek ,

Ṫ= (T i. j ei ⊗ ej )̇ = (T i. j )̇ ei ⊗ ej + T i
j (ei ⊗ ej )̇ =

=
[
(T i. j )̇ +

[
Tp. j Γ i

pk − T i. p Γ p
jk

]
vk

]
ei ⊗ ej =

=
[
(T i. j)

′ +
[
T i. j/k + Tp. j Γ i

pk − T i. p Γ p
jk

]
vk

]
ei ⊗ ej =

=
[
(T i. j)

′ + T i. j; k vk
]
ei ⊗ ej ,

dove il simbolo (−)i
; k denota la componentei-esima della derivata covariante in

direzione k e Γk
ij è il simbolo di Christoffel definito da (vedi la sezione

12.5 (p. 148))
∇ei [ ej ] = Γk

ji ek .

Il segno− nell’espresione diṪ discende dalla formula

∇ei [ ek ] = −Γ i
kj ej .

Per ricavarla basta derivare la condizione di dualit`a 〈 ei , ej 〉 = δi
j per dedurre che

〈 ∇ei [ ek ] , ej 〉 + 〈 ei , ∇ej [ ek ] 〉 = 0 .

e quindi che〈 ∇ei [ ek ] , ej 〉 = −Γs
kj 〈 e

i , es 〉 = −Γ i
kj .

11 Leonhard Euler (1707-1783). Il padrePaul Euler eJohann Bernoulli (1667-1748),
entrambi studenti all’Universit`a di Basilea, vissero insieme nella casa diJacob Bernoulli (1654-1705),
fratello maggiore diJohann. Nel 1720, a 14 anni,Leonhard entrò all’Università di Basilea dove fu
allievo diJohann Bernoulli e studiò i lavori diVarignon, Descartes, Newton, Galileo, von
Schooten, Jacob Bernoulli, Hermann, Taylor e Wallis. Nel 1725Catherina I, moglie
di Pietro il Grande, fondò l’Accademia delle Scienze di St. Pietroburgo e fece chiamare ad insegnare
Nicolaus II Bernoulli eDaniel Bernoulli, figli di Johann. Nel 1727, scomparso prematuramente
Nicolaus II Bernoulli, per interessamento diJohann Bernoulli il posto fu assegnato aEuler
che poi nel 1733 succedette nella cattedra di matematica all’amicoDaniel Bernoulli che era tornato
a Basilea. Nel 1741Euler fu chiamato a Berlino daFederico di Prussia e nel 1744 pass`o alla
nascente Accademia delle Scienze di Berlino conMaupertuis direttore. QuandoMaupertuis lasciò
Berlino 1753,Federico offrı̀ aD’Alembert la presidenza dell’Accademia, e rinnov`o l’invito nel 1764,
maD’Alembert rifiutò entrambe le volte, caldeggiando la condidatura diEuler. Nel 1766Euler lasciò
Berlino e ritornò a St. Pietroburgo e poco dopo divenne totalmente cieco a seguito di una malattia. La
prodigiosa memoria gli consent`ı di continuare a lavorare ed egli produsse quasi met`a dei suoi lavori in questo
periodo.Euler è stato il più prolifico matematico di ogni tempo e certamente tra i pi`u geniali. AdEuler
è dovuta una mole immensa di risultati fondamentali per lo sviluppo della fisica matematica e delle sue
applicazioni.
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Sia u(x, t) è un campo vettoriale spaziale definito sulla traiettoriaFχ(B) e

um(p, t) : = u(χ(p, t), t) ,

la corrispondente descrizione materiale. Denotando condm e con d le derivate ma-
teriali e spaziali rispetto alla posizione, la regola della derivazione a catena mostra
che

dmum = (du)m ◦ Fχ ,

ed esplicitamente

dmum(p, t) =
[
(du)m(p, t)

]
◦ Fχ(p, t) .

Ponendovm(p, t) : = χ̇(p, t) risulta dunque

Ḟχ(p, t) = dχ̇(p, t) = dmvm(p, t) =
[
(dv)m(p, t)

]
◦ Fχ(p, t) .

Considerando il gradiente spaziale di velocit`a

L(x, t) : = dv(x, t) ,

e la relativa descrizione materialeLm = L ◦ χ si ha che

Ḟχ = (L ◦ χ)Fχ ⇐⇒ (L ◦ χ) = Ḟχ F−1
χ

.

Le linee di correntesono le traiettorie dalle particelle diB , ossia le curve definite
dallamappa di posizionamentoχ : B × I → S mediante la relazione

c(t) = χ(p, t) , p ∈ B .

Una linea di corrente passante perx al tempo s ∈ I è soluzione dell’equazione
differenziale di evoluzione

ċ(t) = v(c(t), t) , c(s) = x .

Infatti si ha che
ċ(t) = χ̇(p, t) = v(χ(p, t), t) = v(c(t), t) .

Viceversa ogni soluzione di tale equazione differenziale `e una linea di corrente.

Appare opportuno richiamare alcune nozioni introdotte nella sezione 2.2 (p. 17).

Il flussoo mappa di evoluzionek : S × I × I �→ S individua la posizione
k (x, s, t) ∈ S al tempo t dalla particellap = p(x, s) che al tempos occupa la
posizionex ∈ S . Se l’evoluzione `e assegnata mediante una mappa di posizionamento
χ : B × I → S , l’operatore di evoluzione `e espresso da

kt,s : = χt ◦ ps = χt ◦ χ−1
s

, s, t ∈ I ,

dove kt,s(x) = kt(x, s) = k(x, s, t) .
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Ne segue che il flusso `e soluzione dell’equazione differenziale

d

dt
kt,s(x) = v(kt,s(x), t) = vt(kt,s(x)) , ks,s(x) = x .

Infatti, essendops(x) = pt(kt,s(x)) , si ha che

d

dt
kt,s(x) =

d

dt
χ(ps(x), t) = vm(ps(x), t) = vm(pt(kt,s(x)), t) =

=v(kt,s(x), t) = vt(kt,s(x)) .

dalla relazionekt,s = χt ◦ ps si deduce lalegge di determinismodi Chapman-
Kolmogorov:

kτ,t ◦ kt,s = kτ,s , ks,s = identità, s, t, τ ∈ I .

Il gradiente della mappa di evoluzioneè

Ft,s(x) = Tkt,s(x) .

Derivando rispetto al tempot ∈ I si ottiene cheḞt,s(x) = Tkt,s(x)̇ . Invertendo
quindi l’ordine di derivazione temporale e spaziale, l’equazione di evoluzione fornisce
la relazione

Ḟt,s(x) = dk̇t,s(x) = d(vt ◦ kt,s)(x) .

Invocando infine la regola di derivazione a catena, si ottiene

Ḟt,s(x) = (Lt ◦ Ft,s)(x) ,

dove Lt : = dvt .

Le linee di flussosono le curve inviluppo del campo di velocit`a spaziale del corpo
B in un fissato istante di tempo, ossia le curve che sono soluzioni massimali
dell’equazione differenziale

ċ(λ) = v(c(λ), t) .

Un moto stazionariosi ha quando il corpoB occupa la stessa configurazione
spazialeΩ ad ogni istante ed il campo spaziale di velocit`a non varia nel tempo e
cioè v′(x, t) = o . Risulta quindiχ(B, t) = Ω per ogni t ∈ I e v′(x, t) = o
sulla traiettoriaFχ(B) .

In un moto stazionario le linee di corrente e le linee di flusso soddisfano la stessa
equazione differenziale autonoma (cio`e indipendente dal tempo)

ṡ(λ) = v(s(λ)) .

Pertanto, in forza dell’unicit`a della soluzione massimale dell’equazione differenziale,
le linee di corrente e le linee di flusso coincidono.

La condizione necessaria e sufficiente affinch´e si abbia coincidenza tra linee di
corrente e linee di flusso in un moto non stazionario `e fornita dal criterio diHelmholtz-
Zorawski che sar`a illustrato nella proposizione 8.6 (p. 74).
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Osservazione 7.2.Il campo di spostamentou(x, τ) del corpo misurato a partire dalla
posizioneΩ(t) nella traiettoria, `e definito da

u(x, τ) = kt(x, τ)− x , ∀x ∈ Ω(t) , ∀ τ ∈ I ,

dove kt(x, τ) = χ(p(x, t), τ) .
Si noti che il campo di spostamento non `e un campo spaziale in quanto non `e definito

sulla traiettoriaFχ(B) ma piuttosto suΩ(t)× I . Analoga considerazione vale per la
mappa di trasferimentokt : Ω(t) �→ Ω(τ) . Derivare il campo di spostamentiu(x, τ)
rispetto al tempo

u̇(x, t) =
∂

∂τ
kt(x, τ)

∣∣∣∣
τ=t

,

equivale a derivare rispetto aτ il campo materialeχ(p, τ) ed a considerarne la de-
scrizione spaziale al tempot . Dunqueu̇(x, t) = v(x, t) = χ̇(p(x, t), t) .

La formula che esprime iltasso di variazione di un volume materialesi ottiene
effettuando la derivata temporale del determinante jacobiano detFk della mappa
di trasferimentok . Sia ∆ la forma di volume e{a1,a2,a3} una terna di vettori
di V . Dalla definizione di determinante di una trasformazione lineare si ha

∆{Fka1,Fka2,Fka3} = ( detFk) ∆{a1,a2,a3} .

Derivando rispetto al tempo e tenendo conto della multilinearit`a della funzione
determinante e della relazionėFk = LFk , si ottiene

( detF)̇ ∆{a1,a2,a3} =
d

dt
∆{Fa1,Fa2,Fa3}

∆{Ḟa1,Fa2,Fa3}+ ∆{Fa1, Ḟa2,Fa3}+ ∆{Fa1,Fa2, Ḟa3} =

∆{LFa1,Fa2,Fa3}+ ∆{Fa1,LFa2,Fa3}+ ∆{Fa1,Fa2,LFa3} =

( tr L)
[
∆{Fa1,Fa2,Fa3}

]
= ( tr L) ( detF)

[
∆{a1,a2,a3}

]
,

dove siè scrittoF al posto diFk per semplificare la notazione.

Dunque risulta
( detFk)̇ = detFk tr (L) = detFk ( div v) .

Denotando conJ(k) : = detFk il determinante jacobiano, si ha

J̇(k) = J(k) ( div v) .

E’ questa laformula di espansione diEuler [1] (1757) che fornisce la velocit`a di
variazione del volume in termini dello jacobiano della mappa di trasferimento.
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La formula che esprime iltasso di variazione di una superficie materialesi ottiene
derivando rispetto al tempo la formula diNanson nk Ak = (J(k)F−T

k
)nA

(nk Ak)̇ = J̇(k)F−T
k

nA + J(k) (Ḟ−T
k

)nA .

Allora, essendo

(FT
k
F−T

k
)̇ = FT

k
(F−T

k
)̇ + ḞT

k
F−T

k
= O ,

risulta (F−T
k

)̇ = −F−T
k

ḞT
k
F−T

k
.

Dalla relazioneḞk = LFk si deduce inoltre chėFT
k

= FT
k
LT e dunque

Ḟ−T
k

= −F−T
k

FT
k
LT F−T

k
= −LT F−T

k
.

Ne segue che(nk Ak)̇ =
[
J̇(k) I− J(k)LT

]
F−T

k
nA .

Dunque dalla formulaJ̇(k) = J(k) div v si ottiene

(nk Ak)̇ =
[
( div v) I− LT

]
J(k)F−T

k
nA ,

e quindi in definitiva si perviene allaformula diLamb 12 [21] (1877).

(nk Ak)̇ =
[
( div v) I− (dv)T

]
nk Ak .

Il tasso di variazione di una linea materialesi ottiene derivando rispetto al tempo
un vettore tangente alla curva. Siac(λ) l’equazione parametrica della curva e
h(λ) = dc(λ) un vettore tangente. La curva trasformata ha equazione parametrica

ck(λ, t) : = k(c(λ), t) .

Dunque
hk(λ, t) = dλck(λ, t) = Fk(c(λ), t)h(λ) .

Derivando rispetto al tempo si conclude che sussiste la seguenteformula diEuler
[2] (1761)

ḣk = Ḟk h = LFk h .

12 Horace Lamb (1849-1934). Professore a Cambridge pubblic`o nel 1879 ilTreatise on the Mathe-
matical Theory of the Motion of Fluidsche sanc`ı l’accettazione del metodo analitico a Cambridge.
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8. TEOREMI DEL TRASPORTO

Si può ora dimostrare un importante risultato, enunciato daO. Reynolds 13 nel
1903, che consente di calcolare il tasso di variazione lungo una traiettoria dell’integrale
di un campo spaziale scalareφ : Fχ(B) �→ � .

Proposizione 8.1. Teorema del trasporto di Reynolds.Siaφ(x, t) un campo spaziale
scalare definito sulla traiettoriaFχ(B) del corpo TB e regolare suχ(B, t) . Allora
vale la formula

d

dt

∫
χ(B,t)

φ dv =
∫

χ(B,t)

(
φ̇ + φ div v

)
dv =

∫
χ(B,t)

(
φ′ + div (φv)

)
dv .

Dim. Dalla formula( detFχ)̇ = detFχ tr (ḞχF−1
χ) = detFχ tr (L) e dalla formula

di cambiamento delle variabili di integrazione

dv = ( detFχ) dvB = J(χ) dvB ,

si evince che

d

dt

∫
χ(B,t)

φ dv =
∫
B

(
φ detFχ

)̇
dvB =

∫
P

(
φ̇ + φ div v

)
m detFχ dvB =

=
∫

χ(B,t)

(
φ̇ + φ div v

)
dv .

Osservando poi che, per la regola diLeibniz 14 risulta

div (φv) = φ div v + gradφ . v ,

e cheφ̇ = φ′ + ( gradφ) . v si deduce che

φ̇ + φ div v = φ′ + ( gradφ) . v + φ div v = φ′ + div (φv) ,

e quindi la seconda formula.

13 Osborne Reynolds (1842-1912). Ingegnere e scienziato inglese famoso per i contributi dati
all’idrodinamica e per l’introduzione del parametro adimensionale detto numero diReynolds.

14 Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716). Scienziato e pensatore nato a Lipsia in Sas-
sonia. E’ considerato, insieme adIsaac Newton (1643-1727), il fondatore del calcolo infinitesimale.
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Una formulazione generale del teorema del trasporto relativa a flussi di variet`a
materiali in varietà spaziali sar`a illustrata nella proposizione 12.15 (p. 147).

Si noti che

il teorema del trasporto continua a sussistere se al corpoB viene sostituita una
qualsiasi sua parteP ⊂ B regolare.
Il dominio χ(P, t) è detto unvolume materiale.

Facendo ricorso al teorema della divergenza, la seconda formula diReynolds può
anche riscriversi esprimendo il tasso di variazione dell’integrale del campo nel volume
materiale come somma di

• un integrale di volume del tasso di variazione spaziale del campo e

• un integrale sul contorno del prodotto del campo per il flusso di velocit`a uscente

d

dt

∫
χ(B,t)

φ dv =
∫

χ(B,t)

φ′ dv +
∫

∂χ(B,t)

φv . n da .

Il primo termine a secondo membro costituisce il contributo del tasso di variazione
spaziale del campo nel volume, mentre il secondo termine tiene conto del fatto che la
superficie di contorno, spostandosi verso l’esterno con la componente normale della
velocità, tende ad inglobare nuovi volumi spaziali occupati dal campo.

Al teorema del trasporto per un campo spaziale vettorialeu : Fχ(B) �→ V e per un
campo spaziale tensorialeT : Fχ(B) �→ L(V ; V) si perviene con una dimostrazione
perfettamente analoga, basata sull’applicazione della regola diLeibniz

div (u⊗ v) = (du) [v ] + u ( div v) ,

div (T⊗ v) = (dT) [v ] + T ( div v) ,

e sulle formule

u̇ = u′ + (du) [v ] per un campo vettorialeu : Fχ(B) �→ V ,

Ṫ = T′ + (dT) [v ] per un campo tensorialeT : Fχ(B) �→ L(V ; V) .

I prodotti tensoriali sono definiti da

(u⊗ v)n : = u (v . n) , (T⊗ v)n : = T (v . n) , ∀n ∈ V .

Valgono pertanto le formule

d

dt

∫
χ(B,t)

u dv =
∫

χ(B,t)

(
u̇ + u div v

)
dv =

∫
χ(B,t)

(
u′ + div (u⊗ v)

)
dv ,
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d

dt

∫
χ(B,t)

T dv =
∫

χ(B,t)

(
Ṫ + T div v

)
dv =

∫
χ(B,t)

(
T′ + div (T⊗ v)

)
dv .

Applicando il teorema della divergenza si ottengono le formule

d

dt

∫
χ(B,t)

u dv =
∫

χ(B,t)

u′ dv +
∫

∂χ(B,t)

u (v . n) da ,

d

dt

∫
χ(B,t)

T dv =
∫

χ(B,t)

T′ dv +
∫

∂χ(B,t)

T (v . n) da .

Come caso particolare del teorema diReynolds si deduce il seguente risultato concer-
nente imoti isocori, cioè quelli che non provocano variazioni di volume e sono pertanto
caratterizzati dalla propriet`a

[
vol χ(P, t)

]̇
= 0 , ∀P ⊆ B ∀ t ∈ I .

Proposizione 8.2. Moti isocori. Il moto di un corpoTB è isocoro se e solo se vale
una delle seguenti proprietà equivalenti

i) ( detFt,s)̇ = 0 ⇐⇒ detFt,s(x, t) = 1 , ∀ {x, t} ∈ Fχ(B) ,

ii) div v(x, t) = 0 , ∀ {x, t} ∈ Fχ(B) ,

iii)
∫

∂k(P,t)

v . n da = 0 , ∀P ⊆ B , ∀ t ∈ I .

Dim. Ponendoφ = 1 la formula diReynolds si riduce alla seguente formula del
trasporto del volume

d

dt

∫
χ(P,t)

dv =
∫

χ(P,t)

div v dv =
∫

∂χ(P,t)

v . n da .

Basta quindi ricordare che( detFχ)̇ = detFχ ( div v)m e che detFχ > 0 .
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La ii) è dovuta adEuler [2] (1761). Casi particolari erano stati formulati in
precedenza daD’Alembert 15 .

8.1. Curve e superfici materiali

Sia cB : [ 0, 1 ] �→ B una curva nella configurazione materiale del corpo. Durante
il moto alla curvacB corrisponde una famiglia di curve.

Ad ogni valore del parametro evolutivot ∈ I corrisponde la curva composta con
la mappa di posizionamentoχt : B �→ S e definita da

ct(λ) = (χt ◦ cB)(λ) , λ ∈ [ 0, 1 ] .

Ciascuna curva della famiglia `e detta unacurva materiale.
Analogamente siaSB : [ 0, 1 ] × [ 0, 1 ] �→ B una superficie nella configurazione
materiale del corpo. Allora ciascuna superficie della famiglia

St(λ, v) = (χt ◦ SB)(λ, v) , {λ, v} ∈ [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ] ,

è detta unasuperficie materiale.

Per formulare criteri che consentano di stabilire se una curva o una superficie
siano o meno materiali si fa ricorso ai seguenti teoremi di trasporto che forniscono
l’espressione della derivata temporale dell’integrale di un campo scalare, vettoriale o
tensoriale, lungo curve e superfici materiali.

15 Jean-Baptiste Le Rond D’Alembert (1717-1783). Figlio illegittimo di Mme de Tencin
e di un ufficiale di artiglieria,Louis-Camus Destouches. Nato mentre il padre era assente da Parigi,
fu abbandonato sulle scale della chiesa di St Jean Le Rond, da cui prese il nome. Tornato a Parigi il padre
si prese cura del figlio affidandolo aMme Rousseau, moglie di un vetraio, che fu perD’Alembert la
vera madre. Il padre mor`ı quandoD’Alembert aveva 9 anni, lasciandogli un’eredit`a sufficiente per la sua
educazione. Entrato nel Coll`ege des Quatre Nations cambi`o il suo nome daJean-Baptiste Daremberg
in Jean Baptiste D’Alembert. Nel 1739 present`o il primo lavoro all’Accademia delle Scienze di
Parigi di cui divenne membro nel 1741. Nel 1743 pubblic`o il famosoTraité de dynamiquein cui espose
il suo principio della dinamica entrando in rivalit`a conAlexis Claude Clairaut (1713-1765) che
leggeva lezioni di dinamica all’Accademia. Nel 1744 pubblic`o il Traité de l’equilibre et du mouvement
des fluidesproponendo un approccio diverso da quello diDaniel Bernoulli (1700-1782). Dal 1746
iniziò conDenis Diderot (1713-1784) la redazione della monumentaleEncycloṕedie. Nel 1754 fu
eletto all’Accademia di Francia e nel 1772 ne divenne segretario perpetuo. Fu invitato daFederico II di
Prussia a presiedere l’Accademia delle Scienze di Berlino nel 1753 e nel 1764, ma rifiut`o sostenendo la
canditatura diLeonhard Euler (1707-1783). Declinò anche l’invito diCatherine II di Russia che
lo voleva come tutore del figlio. Nell’ultima parte della sua vita gli interessi diD’Alembert si rivolsero
principalmente alla letteratura ed alla filosofia come testimomiano iMélanges de litt́erature et de philosophie
apparsi tra il 1753 ed il 1767.D’Alembert fu principalmente un matematico amante del rigore e della
sistemazione formale pi`u che un fisico. Preziosi sono stati i suoi contributi al calcolo integrale, al moto dei
fluidi ed alla dinamica.
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Proposizione 8.3. Trasporto lineare. Sianoφ(x, t) , u(x, t) , T(x, t) campi spaziali
scalare, vettoriale e tensoriale, definiti sulla traiettoriaFχ(B) del corpoTB . Allora
per ogni curva materialecB , postoh(λ, t) = dλct(λ) , si ha che

i)
d

dt

∫
ct

φh dλ =
∫
ct

(
φ̇ I + φ dv

)
h dλ ,

ii)
d

dt

∫
ct

u . h dλ =
∫
ct

(
u̇ + (dv)Tu

)
. h dλ ,

iii)
d

dt

∫
ct

Th dλ =
∫
ct

(
Ṫ + T dv

)
[h ] dλ .

Dim. Basta notare la relazione(h dλ)̇ = Lh dλ = ( dv) [h ] dλ che si deduce
dalla formula diEuler (vedi sezione 7.1 (p. 61)).

Proposizione 8.4. Trasporto superficiale. Siano φ(x, t) , u(x, t) , T(x, t) campi
spaziali scalare, vettoriale e tensoriale, definiti sulla traiettoriaFχ(B) del corpoTB .
Allora per ogni superficie materialeSB in B , postoSt = χt ◦SB , valgono le formule

i)
d

dt

∫
St

φn da =
∫
St

[
(φ̇ + φ div v) I− (dv)T

]
n da ,

ii1)
d

dt

∫
St

u . n da =
∫
St

[
u̇ + ( div v)u− (dv) [u ]

]
. n da ,

iii)
d

dt

∫
St

Tn da =
∫
St

[
Ṫ + ( div v)T−T (dv)T

]
[n ] da .

Dim. Basta notare la relazione(n da)̇ =
[
( div v) I − (dv)T

]
n da che esprime la

formula diLamb (vedi sezione 7.1 (p. 61)).

Si noti che essendo

rot(u× v)i =εijk(u× v)k/j = εijkεkpq(upvq)/j = (uivj)/j − (ujvi)/j =

=ui/jvj + uivj/j − uj/jvi − ujvi/j ,

sussiste l’identit`a

rot(u× v) = (du) [v ] + ( div v)u− (dv) [u ]− ( div u)v ,
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Allora, dalla relazioneu̇ = u′ + (du) [v ] si deduce l’eguaglianza

a) u̇ + ( div v)u− (dv) [u ] = u′ + rot(u× v) + ( div u)v .

Pertanto laii1) si può riscrivere

ii2)
d

dt

∫
St

u . n da =
∫
St

[
u′ + rot(u× v) + ( div u)v

]
. n da .

Orientando il bordoct della superficieSt in modo congruente all’orientamento
adottato per il vettore assiale rot e denotando cont il relativo versore della tangente
a ct , si può applicare la trasformazione diKelvin (teorema diStokes) per porre la
ii2) nella forma

ii3)
d

dt

∫
St

u . n da =
∫
St

[
u′ − ( div u)v

]
. n da +

∮
ct

(u× v) . t ds .

Dalle ii1) e ii2) si possono dedurre immediatamente due notevoli risultati impli-
citi in lavori di Helmholtz 16 (1858) e diNanson (1874) e formalmente enunciati
daZorawski 17 nel 1900.

Proposizione 8.5. Lemma di Helmholtz-Zorawski. Un campo vettoriale spaziale
u(x, t) definito sulla traiettoriaFχ(B) del corpo TB ha flusso costante nel tempo
attraverso una qualsiasi superficie materialeSB se e solo se soddisfa l’equazione

u̇ + ( div v)u− (dv) [u ] = o

ovvero

u′ + rot(u× v) + ( div u)v = o

Dim. La sufficienza segue immediatamente dalleii1) e ii2) . La necessariet`a è con-
seguenza dell’arbitrariet`a della superficie materiale.

16 Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894). Medico, fisiologo e fisico
matematico tedesco. I suoi importanti contributi occupano tutti i campi della fisica matematica, meccanica,
acustica, ottica, termodinamica ed elettromagnetismo.

17 Kasimierz Zorawski (1866-1953). Matematico polacco svolse conStanislaw Zaremba
(1863-1942) un ruolo fondamentale nello sviluppo della matematica in Polonia dopo la prima guerra
mondiale.
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Proposizione 8.6. Criterio di Helmholtz-Zorawski. Le curve integrali di un campo
vettoriale spazialeu(x, t) definito sulla traiettoriaFχ(B) del corpoTB sono curve
materiali se e solo sèe soddisfatta la condizione

[
u̇− (dv) [u ]

]
× u = o , ∀ t ∈ I ,

o equivalentemente

[
u′ + rot(u× v) + ( div u)v

]
× u = o , ∀ t ∈ I .

Dim. Si osservi preliminarmente che le due condizioni sono equivalenti in virt`u della
a) e dell’eguaglianza[

u̇− (dv) [u ]
]
× u =

[
u̇ + ( div v)u− (dv) [u ]

]
× u .

Le due condizioni impongono che il vettore in parentesi quadre sia parallelo al
vettoreu e quindi ortogonale alla normalen ad una qualsiasi superficie che si appoggia
su di una curvac integrale diu .

In virtù della proposizione 8.5 ci`o implica che, se tali superfici sono materiali, il
flusso del campou è costante nel tempo. In particolare sar`a definitivamente nullo il
flusso attraverso una qualsiasi superficie materiale che all’istante iniziale si appoggia
sulla curva integralec . Ne segue che la curva integralec coincide con la curva
materiale intersezione di tali superfici materiali.

Una dimostrazione alternativa fa ricorso ad un’argomentazione pi`u diretta.
Per definizione una curva materialec è una curva integrale peru se e solo se

in ogni punto dic la tangente `e parallela al valore del campou in quel punto e ci`o
accade in ogni istante di tempo.

Posto allorat = dc(λ)/dλ deve essere

t× u = o , ∀ t ∈ I .

Derivando rispetto al tempo e notando cheṫ = dv [ t ] si ha che

(t× u)̇ = dv [ t ]× u + t× u̇ = o , ∀ t ∈ I .

Poichè t è parallelo au , tale condizione equivale a

(u̇− dv [u ])× u = o , ∀ t ∈ I .

L’implicazione inversa si deduce seguendo il ragionamento nel verso opposto ed osser-
vando che, set × u è costante nel tempo, il campot sarà costantemente parallelo al
campou se taleè all’istante iniziale.
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Ponendou = v e tenendo presente chėv − (dv) [v ] = v′ , il criterio di
Helmholtz-Zorawski fornisce la condizione

v′ × v = o , ∀ t ∈ I ,

necessaria e sufficiente affinch´e le linee di flusso coincidano con quelle di corrente.

Un classico criterio di materialit`a di una superficie dovuto aLagrange 18 [4]
(1783)è il seguente. La metodologia della dimostrazione `e diKelvin 19 [13] (1848).

Proposizione 8.7. Criterio di Lagrange. Una superficie spazialeS(t) di equazione
f(x, t) = 0 appartenente alla traiettoriaFχ(B) del corpo TB è una superficie
materiale se e solo sèe soddisfatta la condizione

ḟ = f ′ + (df) [v ] = o , ∀ t ∈ I .

Dim. Si consideri una traiettoria regolareψ : I �→ S di un punto che si muove nello
spazio rimanendo per ognit ∈ I sulla superficieS(t) di equazionef(x, t) = 0 cosı̀
che

ϕ(t) : = f(ψ(t), t) = o , ∀ t ∈ I .

Derivando rispetto al tempo e ponendox = ψ(t) e w = ψ̇(t) si ha che

ϕ̇(t) = f ′(x, t) + df(x, t) [w ] = o , ∀ t ∈ I .

La superficie spazialeS(t) è una superficie materiale se e solo se un osservatore
che si muove lungo la traiettoriaψ : I �→ S vede la particella che ad ogni istante
occupa la posizioneψ(t) muoversi con una velocit`a tangente alla superficieS(t) .

Dunque la condizione da imporre `e

(df) [v −w ] = o , ∀ t ∈ I .

Essendof ′ + (df) [w ] = o tale condizione equivale a

ḟ = f ′ + (df) [v ] = o , ∀ t ∈ I ,

ed il teorema `e dimostrato.

18 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813). Illustre matematico italo-francese. Nacque a Torino e fu
battezzatoGiuseppe Lodovico Lagrangia in quanto figlio diGiuseppe Francesco Lodovico
Lagrangia e diTeresa Grosso. L’origine francese dal lato paterno era dovuta ad un bisnonno capitano
di cavalleria francese che aveva servito ilDuca di Savoia. Lagrange contribuı̀ in modo decisivo a dare
un fondamento matematico alla meccanica estendendo e completando le ricerche diNewton. Famosa la
suaMécanique Analytique(1â ed.1788).

19 Sir William Thomson (Lord Kelvin) (1824-1907). Nato a Belfast da famiglia scozzese.
Eminente fisico matematico, professore a Glasgow. Il titolo di baronetto gli fu concesso per il fondamentale
contributo scientifico alla messa in opera del primo cavo sottomarino tra l’Irlanda e gli Stati Uniti d’America.
Autore conP.G. Tait delTreatise of Natural Philosophy.
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9. CINEMATISMI

Si ponga la seguente definizione.

Uncinematismodel corpoTB nella posizione spazialeΩ(t) è il campo divelocit̀a
in un processo evolutivoχ : B × I �→ S nel corso del quale il corpo attraversa la
posizioneΩ(t) al tempo t ∈ I.

Se il parametro evolutivo `e assunto adimensionale, i cinematismi hanno la dimensione
di una lunghezza e sono dettispostamenti virtualio spostamenti tangenti.

Nell’analisi della cinematica di un continuo `e irrilevante considerare quale
parametro evolutivo il tempo dinamico o uno pseudo tempo. Pertanto nel seguito il
parametro evolutivo sar`a detto semplicementetempo.

Nella Meccanica dei Continui l’analisi deicinematismicon cui un corpo pu`o tendere
ad allontanarsi da una prefissata configurazione, gioca un ruolo basilare.

Infatti, come si vedr`a nel capitolo II, i sistemi di forze agenti sul corpoTB in una
configurazioneΩ vengono definiti operativamente quali enti duali dei cinematismi ed
il concetto di equilibrioè basato sulla condizione che i sistemi di forze non compiano
potenza virtualeper i cinematismi rigidi (olavoro virtualeper gli spostamenti virtuali
rigidi).

Per la trattazione svolta in questo capitolo `e lecito porre la seguente definizione.

In una posizioneΩ del corpoTB lo spazio cinematicoV(Ω) è formato dai
campi cinematici di classe C1(Ω) e cioè dai campi vettoriali che inΩ sono
continui con la derivata prima.

Nel capitolo II si mostrer`a come, per sviluppare in modo coerente la teoria mecca-
nica di una struttura continua, sia necessario considerare cinematismi che inΩ possono
presentare discontinuit`a in corrispondenza delle interfacce relative ad una arbitraria sud-
divisione del dominio.

La dimostrazione dei teoremi di esistenza richiede poi di ampliare ancora lo spazio
cinematico per includere tutti i cinematismi di quadrato integrabile suΩ che siano
dotati di derivata distribuzionale rappresentabile a pezzi suΩ da campi di quadrato
integrabile.
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9.1. Cinematismi rigidi

I cinematismi rigidi semplicidi un corpoTB in una posizioneΩ(t) sono i cine-
matismi di classe C1(Ω) che non provocano velocit`a di variazione della distanza tra le
particelle del corpo.

Omettendo di esplicitare la dipendenza dal tempo, deve quindi risultare

‖k(y)− k(x) ‖ ˙= 0 ⇐⇒
[
v(y)− v(x)

]
. (y − x) = 0 , ∀x,y ∈ Ω ,

dove siè omessa la dipendenza dal tempo del campo di velocit`a.
Tale proprietà caratteristica dei cinematismi rigidi semplici `e dettaproprietà di

equiproiettivit̀a.
Essa impone infatti che le velocit`a di due punti scelti ad arbitrio inΩ abbiano

eguale proiezione sul segmento congiungente i due punti.
Il risultato enunciato nella proposizione seguente fornisce la classica rap-

presentazione parametrica dei cinematismi rigidi semplici.

Proposizione 9.1. Caratterizzazione dei cinematismi rigidi.Un cinematismo rigido
semplice di un corpoTB in una posizione semplicemente connessaΩ è caratterizzato
dal fatto che il gradientèe costante ed emisimmetrico. In altri termini le seguenti due
proprietà sono equivalenti

i) [v(y)− v(x)] . (y − x) = 0 , ∀x,y ∈ Ω equiproiettivit̀a,

ii) v(y) = v(x) + ω × (y − x) , ∀x,y ∈ Ω forma parametrica.

Dim.

La i) implica la ii) .
Derivando lai) prima rispetto alla posizionex ∈ Ω in direzionea ∈ V e poi
rispetto alla posizioney ∈ Ω in direzioneb ∈ V si ha

dv(y)b . a + dv(x)a . b = 0 ∀a,b ∈ V, ∀x,y ∈ Ω .

Ponendox = y si ottiene

dv(x)b . a + dv(x)a . b = 0 ⇐⇒ sym gradv(x) = O ∀x ∈ Ω .

L’emisimmetria didv(x) comporta quindi che

dv(y)b . a = dv(x)b . a ⇐⇒ dv(y) = dv(x) ∀x,y ∈ Ω

e cioè che gradv = Ω con Ω campo tensoriale emisimmetrico costante.
Ponendo quindiω = axialΩ si perviene allaii) .

La ii) implica la i) .
Dalla ii) si deduce chev(y) − v(x) = Ω [y − x ] e quindi moltiplicando
scalarmente ambo i membri perv(y)− v(x) in virtù dell’emisimmetria diΩ si
ottiene lai) .
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Ad ogni cinematismo rigido corrisponde dunque un’espressione parametrica della
forma

v(x) = vo + ω × (x− xo) , ∀x ∈ Ω ,

in funzione di duevettori caratteristici,

• la velocità di traslazionevo ,

• la velocità angolareω .

L’insieme Vrig(Ω) dei cinematismi rigidi semplici costituisce un sot-
tospazio di dimensione6 dello spazio cinematicoV(Ω) .

Ad ogni base{e1, e2, e3} dello spazio tridimensionaleS corrisponde infatti una
base diVrig(Ω) costituita da tre cinematismi di traslazione e tre cinematismi di ro-
tazione attorno adxo ∈ S

v1(x) = e1 ,

v2(x) = e2 ,

v3(x) = e3 ,


v4(x) = e1 × (x− xo) ,

v5(x) = e2 × (x− xo) ,

v6(x) = e3 × (x− xo) .

che costituiscono un generatore linearmente indipendente.

9.2. Rotazione e deformazione tangenti

Il risultato che segue mostra che le parti simmetrica ed emisimmetrica del gradiente
di un cinematismo rappresentano rispettivamente l’atto di deformazione e l’atto di
rotazione delle fibre del corpo.

Proposizione 9.2. Parti simmetrica ed antisimmetrica. Sotto le stesse ipotesi del
teorema di decomposizione polare diCauchy si ha che

L = Ḟt = Ṙt + U̇t = Ṙt + V̇t = W + D ,

doveD = U̇t = V̇t e W = Ṙt sono rispettivamente le parti simmetrica ed emisim-
metrica del gradiente spaziale del cinematismoḞt = gradv e ciòe

D = U̇t = V̇t =
1
2
[Ḟt + ḞT

t
] =

1
2
[ gradv + gradvT ] = sym gradv ,

W = Ṙ =
1
2
[Ḟ− ḞT ] =

1
2
[ gradv − gradvT ] = emi gradv .



I – CINEMATICA 79

Dim. Derivando rispetto al tempoτ ∈ I la formula Ft = Rt Ut e ponendoτ = t si
ha

Ḟt = ṘtUt + RtU̇t = Ṙt + U̇t .

in quanto le trasformazioniUt e Rt , valutate nella posizione iniziale all’istantet ,
sono pari all’identità.

La linearità dell’operatore derivata assicura che emiU̇t = ( emiUt)˙= O e cioè
che U̇t è simmetrica.

EssendoRt una isometria, risultaRt R
T
t

= I . Derivando rispetto al tempo
all’istante inizialet si ha che

Rt Ṙ
T
t

+ Ṙt R
T
t

= W + WT = 0 ,

e quindi W è emisimmetrica.

Le parti simmetrica ed antisimmetrica del gradiente gradv del cinematismo
v ∈ V(Ω) in una posizioneΩ(t) rappresentano pertanto rispettivamente l’atto di
deformazione e l’atto di rotazione locali in un processo evolutivo che parte daΩ(t) .

• Il tensore simmetrico

D : = U̇t = V̇t = sym gradv ,

è dettoatto di deformazioneo deformazione tangentecorrispondente al cinema-
tismo v ∈ V(Ω) .

• Il tensore emisimmetrico

W : = sym gradv ,

descrive l’atto di rotazioneo rotazione tangenteo vorticità corrispondente al cine-
matismov ∈ V(Ω) .
Spesso `e conveniente rappresentareW con il vettore assiale ad esso associato

ω = axialW ⇐⇒ Wh = ω × h ∀h ∈ TΩ(x) ,

cheè il vettorevelocit̀a angolaredell’atto di rotazione locale.

A partire da una posizione di riferimentoΩ si consideri ora una mappa di trasferimento
k : Ω × I �→ S con k(Ω, t) = Ω(t) .

Sia quindi Fk = dk = Rk Uk la decomposizione polare della trasformazione
tangente alla mappa di trasferimento.

Denotando con un punto sovrapposto la derivata rispetto al tempot ∈ I , risulta

W −WR = F−T
k

emi(UkU̇k)F−1
k

,

D = F−T
k

sym(UkU̇k)F−1
k

,

dove siè postoWR = Ṙk RT
k

.
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Si noti che, essendoRk RT
k

= I , si ha che

(Rk RT
k
)̇ = Rk ṘT

k
+ Ṙk RT

k
= 0 ,

e quindi il tensoreWR è emisimmetrico.

9.3. Trasporto della circolazione e della vorticità

Una curva nello spazioS è una mappacS : [ 0, 1 ] �→ S differenziabile a tratti.
La curvaè chiusa secS(0) = cS(1) .

Dalla proposizione 8.3 (p. 72) si deduce il seguente notevole risultato [51].

Proposizione 9.3. Trasporto della circolazione. Sia cB : [ 0, 1 ] �→ B una curva
materiale chiusa inB , χ : B×I �→ S un processo evolutivo diB e v il corrispondente
campo spaziale di velocità al tempot ∈ I . Allora lungo la traiettoria risulta

d

dt

∮
ct

v . h dλ =
∮
ct

v̇ . h dλ ,

doveh = dc/dλ è la tangente alla curva trascinata dal processo, definita dact(λ) =
χt(cB(λ)) , avendo postoχt(p) = χ(p, t) .

Dim. Nella proposizione 8.3 (p. 72) `e stata stabilita la formula

d

dt

∫
ct

u . h dλ =
∫
ct

(
u̇ + (dv)Tu

)
. h dλ .

Ponendou = v ed osservando che∮
ct

(dv)Tv . h dλ =
∮
ct

v . (dv)h dλ =
∮
ct

v . dv
dλ

dλ =
∮
ct

d

dλ
( 1

2 v . v) dλ = 0 ,

si perviene al risultato.

La proposizione 9.3 pu`o enunciarsi affermando che

• in ogni processo evolutivoχ : B× I �→ S il tasso di variazione della circolazione
lungo un circuito materiale `e pari alla circuitazione dell’accelerazione.

Un importante corollario `e dovuto aLord Kelvin.

Proposizione 9.4. Invarianza della circolazione.Il processo conserva la circolazione
lungo circuiti materiali se e solo se il campo di accelerazioneè il gradiente di un
potenziale:

v̇ = gradα ⇒ d

dt

∮
ct

v . h dλ = 0 .
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Dim. Ponendov̇ = gradα nella formula della proposizione 9.3 si ha

d

dt

∮
ct

v . h dλ =
∮
ct

v̇ . h dλ =
∮
ct

gradα . h dλ =
∮
ct

d(α ◦ c)
dλ

dλ = 0 ,

e quindi si perviene alla condizione sufficiente.

Valutando la derivata materiale rispetto al tempo del gradiente spaziale di velocit`a,
si perviene al seguente interessante risultato (vedi [51]).

Proposizione 9.5. Trasporto della vorticità. La vorticità W soddisfa le seguenti
equazioni differenziali

(FTWmF)̇ = FTJmF ,

Ẇ + WD + DW = J ,

doveJ = anti(dv̇) .

Dim. Derivando la formulaḞ = LmF si ha che
..

F = dmv̇m = (dv̇)m F . Allora dalla
eguaglianza

2FTWmF = FT (Lm − LT
m)F = FT Ḟ− ḞTF ,

derivando rispetto al tempo si ha che

2 (FTWF)̇ = FT
..

F−
..

F
T
F = FT dv̇mF− FT dv̇T

mF = 2FTJmF .

Per ottenere la seconda formula si derivi rispetto al tempo l’eguaglianzaLm = ḞF−1 ,
tenendo presente la formula per la derivata dell’inversa (vedi [61])

(F−1)̇ = −F−1ḞF−1 .

Si ottiene allora

L̇m =
..

FF−1 + Ḟ (F−1)̇ =
..

FF−1 − (Ḟ F−1)2 =
..

FF−1 − L2
m .

Osservando poi che
..

F = dmv̇m = (dv̇)m F si ha che
..

FF−1 = (dv̇)m e quindi

L̇ = dv̇ − L2 .

Prendendo la parte antisimmetrica diL̇ ed osservando cheW = antiL , si giunge
alla formula

Ẇ + 1
2

[
L2 − (LT )2] = J .

Essendo
L2 − (LT )2 = (D + W)2 − (D−W)2 = WD + DW ,

dalla formula precedente si ottiene

Ẇ + WD + DW = J ,

cheè il risultato cercato.
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Come corollario si deduce il seguente notevole risultato dovuto aLagrange e
Cauchy.

Proposizione 9.6. Teorema di Lagrange-Cauchy. Se il campo di accelerazionèe
il gradiente di un potenziale allora la parte antisimmetrica del gradiente di velocità è
nulla durante tutto il moto se si annulla in un istante.

Dim. Se v̇ = gradα allora J = O e quindi risulta

Ẇ + WD + DW = O .

PostoW(0) = O l’unicit à della soluzione dell’equazione differenziale mostra che la
soluzioneW(t) è identicamente nulla.

Una curva dello spaziocS : [ 0, 1 ] �→ S è unalinea di vorticeseè tangente in
ogni punto al vettore assiale della vorticit`a in quel punto. Dunque deve essere

W
dc
dλ

= w × dc
dλ

= o .

Sussiste il seguente risultato.

Proposizione 9.7. Teorema di Helmholtz. Se il campo di accelerazioneè il gradiente
di un potenziale allora le linee di vortice sono trasportate dal moto.

Dim. Sia cB : [ 0, 1 ] �→ B una curva materiale ect(λ) = (χt ◦ cB)(λ) , la curva
trascinata dal processo al tempot ∈ I .

SiahB(λ) la tangente alla curvacB in λ ∈ [ 0, 1 ] e ht(λ) = FhB(λ) la tangente
alla curva trascinata dal moto.

Se la curvact = χt ◦ cB è unalinea di vorticesi ha che

Wt ht = FT
t
Wt Ft hB = o ,

e dunque cheFT
t
Wt Ft hB = o .

In forza della proposizione 9.5 il tensoreFT
t
Wt Ft è costante nel tempo. Pertanto

sarà ancheFT
τ
Wτ Fτ hB = o e quindi

Wτ Fτ hB = Wτ hτ = o ,

per ogni τ ∈ I , e ciò fornisce il risultato.

La trattazione delle propriet`a dei vortici può essere svolta, in alternativa, sulla
base di una formula notevole che consente di applicare il teorema del trasporto super-
ficiale della proposizione 8.4 (p. 72) ed il criterio diHelmholtz-Zorawski della
proposizione 8.6 (p. 74).

Si premette il seguente lemma.

Proposizione 9.8. Un’identita differenziale. Sia v ∈ C2(Ω) un campo vettoriale
spaziale nel dominioΩ . Allora sussiste l’identit̀a

rot(dv[v ]) = rot
[
( rotv)× v

]
.
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Dim. Si noti che, essendo rot= 2 axial emi grad , risulta

( rotv)× v = 2 ( emi gradv)[v ] = dv[v ]− (dv)T [v ] .

Si tratta quindi di mostrare che

rot(dv[v ]) = rot
[
dv[v ]− (dv)T [v ]

]
,

e cioè che
rot

[
(dv)T [v ]

]
= o .

A tal fine si osservi che, per ognia,h ∈ V si ha

d
[
(dv)T [v ] . a

]
[h ] = d

[
(dv)[a ] . v

]
[h ] = d2v[a,h ] . v + (dv)[a ] . (dv)[h ] .

Il risultato è pertanto una diretta conseguenza della evidente simmetria di tale forma
bilineare rispetto alla coppia di campi costantia,h ∈ V .

Dalla proposizione 9.8 si deduce la seguente formula notevole [41].

rot v̇ = ( rotv)′ + rot(dv[v ]) = ( rotv)′ + rot
[
( rotv)× v

]
.

Allora dal teorema diStokes∮
ct

v . h dλ =
∮
St

rotv . h da ,

e dal teorema del trasporto superficiale (proposizione 8.4 (p. 72)) ponendou = rotv
e tenendo presente che divu = div rotv = 0 si deduce che

d

dt

∮
ct

v . h dλ =
d

dt

∮
St

rotv . h da =
∫
St

[
( rotv)′ + rot( rotv × v)

]
. n da =

=
∫
St

( rot v̇) . n da .

Dunque

la circolazione `e invariante se e solo se rotv̇ = o e cioè se l’accelerazionėv
ammette un potenziale.

Inoltre, ponendou = rotv , la condizione diHelmholtz-Zorawski (proposizione
8.6 (p. 74)) assume la forma

rot v̇ × rotv = o ,

e ciò assicura che se l’accelerazionev̇ ammette un potenziale allora le linee vorticose
sono linee materiali. Si ritrova cos`ı il teorema diHelmholtz, proposizione 9.7.
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9.4. Operatore cinematico

SiaH(Ω) uno spazio lineare i cui elementi siano campi vettoriali suΩ .

Unoperatore cinematicòe un operatore lineareB ∈ L(V(Ω),H(Ω)) che ad ogni
cinematismov ∈ V(Ω) del corpoTB in Ω associa un campoBv ∈ H(Ω) su
Ω che gode della seguente propriet`a caratteristica

• i cinematismi rigidi v ∈ Vrig(Ω) in Ω sono quelli cui corrisponde un campo
vettorialeBv ∈ H(Ω) identicamente nullo suΩ .

In altri termini si richiede che il sottospazio dei cinematismi rigidi costituisca il nucleo
dell’operatore cinematico e cio`e che risulti

Vrig(Ω) = KerB .

Nel modello del continuo diCauchy l’operatore cinematico `e l’operatore dif-
ferenzialesymgradche ad ogni cinematismov ∈ V(Ω) = C1(Ω) associa il
campo di tensori simmetrici sym gradv ∈ H(Ω) = C0(Ω) .

Per mostrare che l’operatore differenzialesymgradgode della propriet`a caratteristica
di un operatore cinematico si fa ricorso al seguente fondamentale risultato, analogo
a quello enunciato nella proposizione 4.2 (p. 37) con riferimento alla deformazione
finita di un corpo.

Proposizione 9.9. Atti di deformazione omogenea. Se il campo tensoriale simme-
trico D = sym gradv è costante, risultano costanti anche il gradienteL = gradv
e la sua parte emisimmetricaW = emi gradv .

Dim. Se sym gradv è costante, denotando condv(x)h la derivata direzionale inx
lungo h , risulta

dv(x)h1
. h2 + dv(x)h2

. h1 = costante ∀h1, h2 ∈ TΩ(x).

Derivando in direzioneh3 ∈ TΩ(x) si ha

i) d2 v(x)h1h3
. h2 + d2 v(x)h2h3

. h1 = 0 ,

ii) d2 v(x)h1h3
. h2 + d2 v(x)h2h1

. h3 = 0 ,

iii) d2 v(x)h1h2
. h3 + d2 v(x)h3h2

. h1 = 0 .

in cui ii) e iii) sono ottenute dai) scambiando gli indici 1 e 3 e gli indici 2 e 3.
Dalle relazioni precedenti si deduce che

d2 v(x)h1h2
. h3 = 0 ∀h1h2h3 ∈ TΩ(x) ⇐⇒ d2 v(x) = 0 ∀x ∈ Ω.

Poichè il dominio Ω è per definizione connesso, il gradienteL = gradv risulta
costante e l’asserto `e dimostrato.
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Si può ora enunciare un basilarecriterio dovuto aEuler (1761) [2].

Proposizione 9.10. Criterio di Euler. Un cinematismov ∈ V(Ω) del corpo TB
in Ω è un cinematismo rigido semplice se e solo se la parte simmetrica del gradiente
spazialeè nulla

sym gradv(x) = o ∀x ∈ Ω ⇐⇒ v(y) = v(x) + ω × (y − x) ∀x,y ∈ Ω .

Dim. Dalla proposizione 9.9 si deduce che dalla condizione

sym gradv(x) = o ∀x ∈ Ω ,

segue che il gradiente gradv del cinematismov è emisimmetrico e costante e cio´e
che per ognix ∈ Ω risulta gradv(x) = W con WT = −W . Dunque

v(y) = v(x) + W [y − x ] = v(x) + ω × (y − x) ∀x,y ∈ Ω .

L’implicazione inversa `e evidente.

Ecco ora una forma alternativa della proposizione 9.10.

Proposizione 9.11. Stazionariet`a della lunghezza. Un cinematismov ∈ V(Ω) del
corpo TB in Ω non tende a far variare la lunghezza di una qualsiasi curva materiale
se e solo se la parte simmetrica del suo gradiente spazialeè nulla

d

dt

∫
ct

ds = 0 , ∀ c ⊂ Ω ⇐⇒ sym gradv(x) = o , ∀x ∈ Ω .

dovect = χ(cB, t) e cB ⊂ B è un’arbitraria curva materiale regolare.

Dim. Sia t il versore tangente ac . Ponendou = t nella ii) della proposizione
8.3 (p. 72), la formula diEuler (sezione 7.1 (p. 61)) e la relazionėt . t = o
implicano che

d

dt

∫
χ(cB ,t)

ds =
∫

χ(cB ,t)

[
ṫ + (dv)T [ t ]

]
. t ds =

∫
χ(cB ,t)

[
ṫ . t + (Dt) . t

]
ds =

∫
χ(cB ,t)

(Dt) . t ds ,

dove D = 1
2 (L + LT ) = sym gradv . L’arbitrarietà di t ∈ V implica il risultato.
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Osservazione 9.1.A W. Killing 20 (1892) [26]è dovuto un criterio che generalizza
quello diEuler al caso in cui la struttura `e costituita da una sottovariet`a N ⊂ M di
una varietà diRiemann {S,g} con tensore metricog ∈ L2(TS ; �) (vedi [52], [53]).

La formula diKilling esprime la deformazione tangente in termini della derivata
di Lie del tensore metrico lungo il flusso indotto dal campo di velocit`a v : S �→ TS

Bv = 1
2 Lv g : = 1

2
d

dt

∣∣∣∣
t=s

k∗
t,s

g .

Il flusso kt,s associato al cinematismov : S �→ TS è soluzione dell’equazione dif-
ferenziale

d

dt
kt,s(x) = v(kt,s(x), t) = vt(kt,s(x)) , ks,s(x) = x .

L’espressione della deformazione tangente per il continuo diEuler-Cauchy può
essere dedotta derivando rispetto al tempo le misure di deformazione finita diGreen
e diAlmansi e valutando la derivata all’istante iniziale. Infatti si ha che

d

dt

∣∣∣∣
t=s

Et,s = 1
2

d

dt

∣∣∣∣
t=s

(FT
t,s Ft,s) = 1

2 (ḞT + Ḟ) = symḞ = symL = D .

Analogamente, essendo(F−1)̇ = −Ḟ , si ha che

d

dt

∣∣∣∣
t=s

At,s = − 1
2

d

dt

∣∣∣∣
t=s

(F−T
t,s

F−1
t,s

) = − sym(F−1)̇ = symL = D .

Alle stesse espressioni si pu`o giungere applicando la formula diKilling alle misure di
deformazione finita diGreen e diAlmansi espresse in termini di spinte del tensore
metrico. Infatti per la misura diGreen 1

2 (k∗g − g) si ha che

1
2 Lv g(h,h) = 1

2
d

dt

∣∣∣∣
t=s

(k∗
t,s

g)(h,h) = 1
2

d

dt

∣∣∣∣
t=s

g(Ft,sh,Ft,sh) = g(Dh,h) .

Dunque
1
2 Lv g = 1

2
d

dt

∣∣∣∣
t=s

k∗
t,s

g = d ,

dove d ∈ L2(V ; �) è la forma due volte covariante del tensore mistoD ∈ L(V ; V) .

20 Wilhelm Karl Joseph Killing (1847-1923). Allievo di Weierstrass a Berlino portò
contributi originali alla geometria non euclidea. Le algebre introdotte daLie intorno al 1870 furono definite
indipendentemente daKilling nel 1883 insieme ai concetti ora noti come subalgebre e matrici diCartan
sulle quali egli fond`o la classificazione delle algebre diLie semplici. A Killing è dovuto il termine
equazione caratteristicadi una matrice.
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Osservando chek∗
s,t

g = kt,s∗g , per la misura diAlmansi 1
2 (g − k∗g) si ha

− 1
2 Lv g(h,h) = − 1

2
d

dt

∣∣∣∣
t=s

(k∗
s,t

g)(h,h) =

= − 1
2

d

dt

∣∣∣∣
t=s

g(F−1
t,s

h,F−1
t,s

h) = g(Dh,h) ,

dove v = −ks,t∗vt è il campo di velocit`a associato al flusso inverso (vedi sezione

12.1 (p. 130)) e si `e fatto ricorso alla formula(F−1)̇ = −Ḟ .

La formula diKilling è ulteriormente illustrata nella sezione 12.7 (p. 156)).
Nella sezione IV.2 (p. 379) si far`a ricorso alla formula diKilling per dedurre
un’espressione generale della deformazione tangente di modelli strutturali che sono
sottovarietà di una variet`a ambiente. La formula generale `e quindi applicata alla de-
scrizione della statica delle funi e delle membrane che infatti sono sottovariet`a dello
spazio euclideo.

9.5. Velocità di dilatazione e di scorrimento angolare

Si consideri, in corrispondenza di un puntox ∈ Ω(t) del corpo nella configu-
razione Ω(t) , una fibra lineareh ∈ TΩ(t)(x) che, per semplificare le formule, si
suppone di norma unitaria.

Se il corpo subisce un trasferimentok dalla posizione spazialeΩ(t) alla posizione
spazialeΩ(τ) con gradienteFt = gradk ,

• il punto x ∈ Ω(t) si porta nel puntok(x, τ) ∈ Ω(τ) e

• la fibra lineareh ∈ TΩ(t)(x) si trasforma di conseguenza nella fibra lineare
Ft h ∈ TΩ(τ)(k(x, τ)).

La fibra lineare subisce quindi una dilatazione pari a

εh(x, τ) =
‖Ft(x, τ)h ‖ − ‖h ‖

‖h ‖ = ‖Ft(x, τ)h ‖ − 1 .

La velocità di dilatazione inΩ si ottiene derivando rispetto aτ per τ = t

ε̇h(x, t) =
d

dτ
‖Ft(x, t)h ‖

∣∣∣∣
τ=t

= ‖Ft(x, t)h ‖ ˙.
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Omettendo gli argomenti ed esplicitando la derivata, si ha

‖Fth ‖
.

=
(√

Fth . Fth
).

=
(√

Uth . Uth
).

=

=
1

2
√

Uth . Uth
(Uh . Uth)

.
=

=
1
2

[
(U̇th) . h + h . (U̇th)

]
=

= (U̇th) . h = (Dh) . h .

La velocit̀a di dilatazione della fibra lineare h ∈ TΩ(t)(x) , ha pertanto
l’espressione

ε̇(h) = (Dh) . h ,

in cui si è adottata la notazione alternativaε̇(h) = ε̇h .
La velocità di dilatazione `e quindi la restrizione alla sfera unitaria (costituita dai

versori h ) della forma quadratica associata al tensoreD .

Si considerino ora due fibre linearin e m in TΩ(t)(x) di norma unitaria e non
parallele. Nella posizione spazialeΩ(τ) esse formano un angoloαnm(τ) il cui coseno
vale

cosαnm(τ) =
Ft(τ)n . Ft(τ)m

‖Ft(τ)n ‖‖Ft(τ)m ‖ =
Ut(τ)n . Ut(τ)m

‖Ut(τ)n ‖ ‖Ut(τ)m ‖ ,

e, derivando rispetto aτ per τ = t , si ottiene l’espressione

−[senαnm(t)] α̇nm(t) =
d

dτ

(
Ut(τ)n . Ut(τ)m

‖Ut(τ)n ‖ ‖Ut(τ)m ‖

) ∣∣∣∣
τ=t

.

Essendo poi

d

dτ

(
1

‖Ut(τ)n ‖ ‖Ut(τ)m ‖

) ∣∣∣∣
τ=t

= ‖Utn ‖ ˙+ ‖Utm ‖ ˙,

‖Utn ‖ ˙= 1
2

(Utn . Utn)̇
‖Utn ‖

=
U̇tn . Utn
‖Utn ‖

= (Dn) . n = ε̇n,

si perviene in definitiva alla formula che esprime la velocit`a di diminuzione dell’angolo
tra le fibre linearin ed m in TΩ(t)(x)

γ̇(n,m) = −α̇nm =
1

senαnm

[
2 (Dn) . m− (ε̇n + ε̇m) n . m

]
che viene dettavelocit̀a di scorrimento angolaretra le fibre linearin e m .
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Se le fibre linearin e m sono inizialmente ortogonali risulta

• n . m = 0 ,

• senαnm(t) = 1 ,

per cui la velocità di scorrimento angolare assume la forma semplice

γ̇(n,m) = 2 (Dn) . m .

La velocità di scorrimento angolare `e quindi pari al doppio del valore della forma
bilineare associata al tensoreD in corrispondenza dei versori ortogonalin e m .

9.6. Matrice della deformazione tangente

Gli elementi della matrice associata al tensore simmetrico della deformazione
tangenteD rispetto ad una base ortonormale{e1, e2, e3} di V hanno le espressioni

Dij = (D ej) . ei = (D ei) . ej .

Ricordando le formule che esprimono le velocit`a di dilatazione e di scorrimento angolare
si ha che

ε̇i = (D ei) . ei = Dii , γ̇ij = 2 (D ei) . ej = 2 Dij , i 
= j.

La matrice associata al tensoreD si scrive dunque

[D ] =


ε̇1

1
2
γ̇12

1
2
γ̇13

1
2
γ̇12 ε̇2

1
2
γ̇23

1
2
γ̇13

1
2
γ̇23 ε̇3

 .

• Gli elementi della diagonale principale della matrice rappresentano le velocit`a di
dilatazione delle fibre lineari parallele ai vettoriei della base,

• gli elementi fuori della diagonale principale rappresentano la met`a delle velocità
di scorrimento angolare che avvengono tra le corrispondenti fibre lineari.



90 9 – CINEMATISMI

La velocità di dilatazione di una fibra lineare di versoreh = {h1, h2, h3} è
espressa da

ε̇(h) = (Dh) . h = Dij hi hj =

= ε̇1 h2
1 + ε̇2 h2

2 + ε̇3 h2
3 + γ̇12 h1 h2 + γ̇23 h2 h3 + γ̇13 h1 h3.

Le componenti{h1, h2, h3} del versoreh sono coseni direttori e quindi, dettiαi i =
1, 2, 3 gli angoli cheh forma con gli assi del riferimento, si ha

h1 = cosα1

h2 = cosα2

h3 = cosα3

La velocità di scorrimento angolarėγ(n,m) tra due fibre lineari ortogonali rappresen-
tata dai versorin = {n1, n2, n3} e m = {m1, m2, m3} è data da

γ̇(n,m) = 2 (Dn) . m = 2Dij ni mj =

= 2 (ε̇1 n1 m1 + ε̇2 n2 m2 + ε̇3 n3 m3)+

+ γ̇12 (n1 m2 + m1 n2) + γ̇23( n2 m3 + m2 n3) + γ̇13(n1 m3 + m1 n3).

Se αi i = 1, 2, 3 e βi i = 1, 2, 3 sono gli angoli chen e m formano con gli assi
del riferimento, si ha 

n1 = cosα1

n2 = cosα2

n3 = cosα3


m1 = cosβ1

m2 = cosβ2

m3 = cosβ3

Un cinematismov induce in ogni puntox ∈ Ω un atto di deformazione locale
rappresentato dal tensore simmetricoD(x) = sym gradv(x) .

Le componenti della matrice del tensore simmetricoD(x) rispetto alla base
{e1, e2, e3} , espresse in termini delle derivate parziali del cinematismov , si scrivono
in forma indiciale come

Dij = 1
2 (vi,j + vj,i)

ed in forma esplicita

ε̇1 =
∂v̇1

∂x1
, ε̇2 =

∂v̇2

∂x2
, ε̇3 =

∂v̇3

∂x3
,

γ̇12 =
∂v̇1

∂x2
+

∂v̇2

∂x1
, γ̇13 =

∂v̇1

∂x3
+

∂v̇3

∂x1
, γ̇23 =

∂v̇2

∂x3
+

∂v̇3

∂x2
.
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9.7. Rappresentazione di Voigt

Per quanto detto in precedenza un atto di deformazioneD può essere rappresentato
come somma di tre atti di estensione e di tre atti di scorrimento angolare.

Siano dunquen e m due versori ortogonali in V . Allora

• l’ atto di estensionedi entità ε̇ in direzione della fibra linearen è il tensore

ε̇ (n⊗ n),

• l’ atto di scorrimentodi entità γ̇ tra le fibre linearin e m è il tensore

γ̇ sym(n⊗m).

Fissata quindi una base ortonormale{e1, e2, e3} in V sussiste la seguente formula di
rappresentazione

D =
3∑

i=1
ε̇i (ei ⊗ ei) +

3∑
i,j=1
i<j

γ̇ij sym(ei ⊗ ej).

Le matrici rappresentative die1 ⊗ e1 , e1 ⊗ e2 sono date da

[ e 1 ⊗ e1] =


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 , [ e 1 ⊗ e2] =


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ,

per cui la matrice rappresentativa di sym(e1 ⊗ e2) = 1
2 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) è

sym [ e 1 ⊗ e2] = 1
2


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 .

La formula di rappresentazione espressa in termini di matrici restituisce, sommando i
6 termini, la matrice[D ] dell’atto di deformazione.

Si noti che i tensori simmetriciei ⊗ ei e sym(ei ⊗ ej) con i < j sono tra
loro ortogonali per cui, in virt`u la formula di rappresentazione, l’insieme dei sei tensori
simmetrici 

e1 ⊗ e1 , e2 ⊗ e2 , e3 ⊗ e3 ,

1
2 (e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) ,

1
2 (e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1) ,

1
2 (e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2) ,

costituisce una base ortogonale per lo spazio di dimensione 6 di tutti i tensori simmetrici.
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Rispetto a tale base il tensoreD dell’atto di deformazione si scrive come un
vettore numerico

[D ] = {ε1, ε2, ε3, γ12, γ13, γ23} .

Questa rappresentazione del tensoreD è dettarappresentazione ingegneristicao rap-
presentazione diVoigt 21 ed è quella adottata nelle procedure di calcolo numerico
automatico.

Essa presenta infatti il vantaggio di ricondurre le operazioni tra tensori ad opera-
zioni di tipo vettoriale e di ottimizzare le informazioni necessarie a caratterizzare un
tensore simmetrico.

Le considerazioni svolte possono naturalmente essere estese anche a tensori non
simmetrici.

9.8. Valor medio della deformazione tangente

Dal teorema della divergenza si ha che∫
∂Ω

v̇i nj da =
∫
Ω

v̇i,j dv ⇐⇒
∫

∂Ω

v ⊗ n da =
∫
Ω

gradv dv ,

e quindi, prendendo la parte simmetrica di ambo i membri, si ottiene la formula

Dmed =
1

vol (Ω)

∫
Ω

sym gradv dv =
1

vol (Ω)

∫
∂Ω

sym(v ⊗ n) da ,

che consente di esprimere il valor medio dell’atto di deformazione in termini dei valori
al contorno del cinematismo.

9.9. Prima diseguaglianza di Korn

Nella sezione 9.4 (p. 83) si `e mostrato come un cinematismo dia luogo ad un
campo costante di deformazioni tangenti solo se il campo dei gradienti del cinematismo
è costante.

Più in generale vale il seguente risultato.

• Se il valor medio quadratico dell’atto di deformazione tende a zero, allora il valor
medio quadratico del cinematismo e del suo gradiente tendono a zero, a meno di
un atto di moto rigido.

21 Woldemar Voigt (1850-1919). Allievo di Franz Neumann a Königsberg e poi professore di
fisica teorica a G¨ottingen, ha portato importanti contributi sia teorici che sperimentali all’elasticit`a anisotropa.
A Voigt è dovuta la prova sperimentale che l’elasticit`a isotropa `e descritta da due costanti e l’introduzione
della nozione di tensore nella teoria dell’elasticit`a.
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In altri termini ciò significa che a piccoli atti di deformazione corrispondono piccoli
cinematismi e piccoli atti di rotazione locali.

Questa fondamentale propriet`a della cinematica di un corpo continuoTB è basata
su due fondamentali diseguaglianze dovute aA. Korn [31], [32], [33] e formulate nei
primi anni del 1900.

La dimostrazione della seconda diseguaglianza `e assai complessa ed `e basata su
risultati profondi di Analisi Funzionale e della teoria dei sistemi alle derivate parziali
di tipo ellittico.

Una trattazione completa pu`o trovarsi nell’articolo [48] (1972) diG. Fichera.
Una discussione dettagliata `e anche fornita nel volume [59] dell’autore.

Alla seconda diseguaglianza diKorn si farà riferimento nel capitolo VIII per
dimostrare la buona posizione del modello del continuo tridimensionale.

Si riporta di seguito la dimostrazione della prima diseguaglianza diKorn cheè
relativa al caso semplice in cui il cinematismo si annulla sul contorno del dominioΩ
(Gurtin [47], 1972).

Proposizione 9.12. Prima diseguaglianza di Korn. Si assume che il cinematismov
sia di classeC2(Ω) e che abbia valore nullo su∂Ω . Allora vale la diseguaglianza∫

Ω

‖ sym gradv ‖2 dv ≥ cK

∫
Ω

‖ gradv ‖2 dv .

Dim. Si osservi che sussistono le identit`a
‖ sym gradv ‖2 + ‖ emi gradu ‖2 = ‖ gradu ‖2 ,

‖ sym gradv ‖2 − ‖ emi gradu ‖2 = gradv : ( gradv)T ,

gradv : ( gradv)T = div
[
( gradv)v − ( div v)v

]
+ ( div v)2 .

Essendov = o su ∂Ω , dalla seconda e terza di tali identit`a e dal teorema della
divergenza si deduce che∫

Ω

‖ sym gradv ‖2 dv =
∫
Ω

‖ emi gradv ‖2 dv +
∫
Ω

( div v)2 dv .

Risulta allora∫
Ω

‖ gradv ‖2 dv =
∫
Ω

‖ sym gradv ‖2 dv +
∫
Ω

‖ emi gradv ‖2 dv =

= 2
∫
Ω

‖ sym gradv ‖2 dv −
∫
Ω

( div v)2 dv ,

e dunque la prima diseguaglianza diKorn sussiste concK = 1
2 .
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9.10. Analisi spettrale della deformazione tangente

La simmetria del tensore della deformazione tangenteD assicura che esso am-
mette solo autovalori reali e che esiste una base ortonormale dello spazio costituita da
autovettori diD .

Le direzioni degliautovettorisono dettedirezioni principalidella deformazione
tangente e gliautovalorisono dettivalori principali della deformazione tangente.

In dipendenza dellamolteplicit̀a degli autovalori, si possono distinguere tre situa-
zioni.

• Se tutte le velocit`a principali di deformazione sonosemplicila base principale `e
unica.

• Se una velocit`a principale di deformazione `e sempliceed unaè doppia, a quella
semplice si associa un’unica direzione principale mentre a quella doppia si associa
il piano principale ortogonale alla prima direzione.

• Se la velocità principale di deformazione `e tripla ogni direzione `e principale e la
deformazione tangente si dicesferica.

Sia n un versore principale eλ è il corrispondente autovalore. La velocit`a dilatazione
di una fibra lineare parallela an vale

ε̇(n) = (Dn) . n = λn . n = λ ,

mentre lo scorrimento tangente tra la fibra linearen e qualsiasi fibra linearem ad essa
ortogonale `e nullo

γ̇(n,m) = 2 (Dn) . m = 2λn . m = 0 .

In particolareè nullo lo scorrimento fra fibre materiali principali.
La matrice associata adD rispetto ad una base ortonormale di autovettori

{d1,d2,d3} assume pertanto la forma canonica

[D ] =


ε̇1 0 0

0 ε̇2 0

0 0 ε̇3

 ,

essendoγ̇12 = γ̇13 = γ̇23 = 0 .
Il tensore di deformazione tangenteD può essere rappresentato come somma di

tre atti di estensione lungo tre direzioni principali

D =
3∑

i=1
ε̇i (di ⊗ di) .

Tale formula consente di esprimere il tensoreD in funzione di autovalori ed autovettori
edè dettarappresentazione spettraledi D e l’insieme degli autovalori `e detto lospettro.
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9.11. Deformazione tangente triassiale, piana e monoassiale

In ogni puntox ∈ Ω il tensore di deformazione tangenteD(x) associa alla fibra
lineare h ∈ TΩ(x) il vettoreD(x)h che rappresenta la velocit`a di variazione della
fibra lineareh per effetto della deformazione tangente pura della fibraTΩ(x) .

La deformazione tangente in un puntox ∈ Ω si dicetridirezionaleo triassiale
se al variare della fibra lineareh ∈ TΩ(x) la velocità di variazioneD(x)h può
avere una direzione qualsiasi.

Ciò si verifica se a nessuna delle direzioni principali diD(x) corrisponde un
autovalore nullo.

La deformazione tangente in un puntox ∈ Ω si dicebidirezionaleo piano o
biassialese la velocità di variazioneD(x)h di ogni fibra lineareh ∈ TΩ(x)
appartiene ad un pianoπ dettopiano della deformazione tangente.

Ciò accade se la normalen al pianoπ è una direzione principale diD(x) ed il
corrispondente autovalore `e nullo.

Infatti risulta

(Dh) . n = (Dn) . h = 0 , ∀h ∈ π ⇐⇒ Dn = o.

La matrice dell’atto di deformazioneD(x) rispetto ad una base ortonormale
{e1, e2,d3} cond3 = n assume quindi la forma

[D ] =


ε̇1

1
2 γ̇12 0

1
2 γ̇12 ε̇2 0

0 0 0

 .

Al variare della fibra lineareh ∈ TΩ(x) la velocità di variazioneD(x)h rimane
sempre nel pianoπ pur variando di intensit`a e direzione, annullandosi perh ortogonale
al pianoπ .

La deformazione tangente in un puntox ∈ Ω si dice poiunidirezionaleo mono-
assialese la velocità di variazioneD(x)h di ogni fibra lineareh ∈ TΩ(x) è
proporzionale ad un vettored dettoasse della deformazione tangente.

Ciò si verifica se tutte le direzioni ortogonali ad sono autovettori diD(x) ed il
corrispondente autovalore `e nullo.

In tal caso la matrice associata aD rispetto ad una base ortonormale{d1,d2,d3}
con d1 = d assume la forma canonica

[D ] =


ε̇1 0 0

0 0 0

0 0 0
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Al variare della fibrah ∈ TΩ(x) la velocità di variazioneD(x)h appartiene sempre
alla retta di direttored pur variando di intensit`a e si annulla perh ortogonale ad .

Si può in definitiva affermare che una deformazione tangente della fibraTΩ(x)
in un puntox ∈ Ω è

• triassialese lo zero non `e un autovalore diD(x) ,

• biassialese lo zero `e un autovalore semplice diD(x) ,

• monoassialese lo zero `e un autovalore doppio diD(x) .

9.12. Deformazione tangente sferica e deviatorica

La deformazione tangenteD(x) della fibra TΩ(x) ad Ω in un puntox ∈ Ω
può essere decomposto additivamente in due parti

• la parte sfericaDS = sphD proporzionale all’identit`a,

• la parte deviatoricaDD = devD ad invariante lineare nullo,

cosı̀ definite

DS =
1
3

( tr D) I , DD = D−DS .

Risulta infatti trDD = tr
[
D −DS

]
= tr D − tr DS = tr D − tr D = 0 in quanto

tr I = 3 .
Detta s = tr D/3 la media delle velocit`a principali di deformazione, le matrici

associate aDS e DD rispetto ad una base ortonormale assumono la forma

[D S ] = s


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 [D D] =


ε̇1 − s 1

2 γ̇12
1
2 γ̇13

1
2 γ̇12 ε̇2 − s 1

2 γ̇23

1
2 γ̇13

1
2 γ̇23 ε̇3 − s


Si ha quindi che

• la velocità di dilatazione volumetrica corrispondente adDD è nulla,

• tutte le direzioni sono principali perDS con velocità principale di dilatazione
lineare pari ads ,

• le direzioni principali diDD e di D coincidono.

Le parti sferica e deviatorica di un tensore simmetrico sono tra loro ortogonali.
Si ha infatti che

DS : DD = tr (DS DD) =
1
3

( tr D) tr (DD) = 0 ,

ovvero, in termini di componenti

3∑
i,j=1

DSij DDij =
1
3

3∑
j=1

Djj

3∑
k=1

DDkk = 0 .
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• Il tensoreDS definisce una deformazione tangente omogenea di pura espansione
(sferico) che provoca nello spazio tangente una velocit`a di variazione di volume
ma non di forma.

• Il tensoreDD definisce una deformazione tangente deviatorico che provoca nello
spazio tangente una velocit`a divariazione di forma ma non di volume.

La decomposizione di un tensore in parti sferica e deviatorica riveste un ruolo importante
in molti problemi di meccanica.

Un esempio `e fornito, nell’ambito della teoria linearizzata, dalla decomposizione
dell’energia quadratica di deformazione elastica nelle due aliquote detteenergia di
formaedenergia di volume.

Un altro esempio di grande interesse applicativo concerne le piccole deformazioni
plastiche di materiali metallici cristallini che, verificandosi per effetto del propagarsi
delle dislocazioni nel reticolo cristallino con puri scorrimenti lungo piani cristallini
preferenziali (legge diSchmid), producono variazioni di forma ma non di volume.

Tale comportamento `e stato oggetto di notevoli conferme sperimentali da parte di
Bridgman 22 che, per le sue ricerche nel campo della fisica delle alte pressioni, ha
ottenuto il premioNobel 23 nel 1946.

9.13. Cinematica e cambiamento dell’osservatore

Si mostra ora come si trasformano le espressioni delle quantit`a cinematiche al
cambiare dell’osservatore.

Si considerino due osservatoriO e O∗ in moto relativo e si assuma che la posizione
occupata dal corpo in un determinato istantet ∈ I risulti Ω per O e Ω∗ per O∗ .

Poiché i due osservatoriO e O∗ sono in moto rigido relativo le posizioniΩ e
Ω∗ sono legate dalla relazione

Ω∗ = ξt(Ω) ,

essendoξt : S �→ S la trasformazione rigida descritta da

ξt(x) = c(t) + Q(t) [x ] , ∀x ∈ S .

Si noti che all’istantet ∈ I la posizione dell’osservatoreO∗ rispetto all’osservatore
O è caratterizzata da una traslazione−c(t) e da una rotazioneQT (t) .

I flussi kt,s : Ω �→ Ω e k∗
t,s

: Ω∗ �→ Ω∗ , che descrivono il processo evolutivo del
corpo TB visto dai due osservatori, sono legati dalla relazione

k∗
t,s

= ξt ◦ kt,s , ∀ t, s ∈ I ,

con ks,s(x) = x .

22 Percy Williams Bridgman (1882-1961). Fisico statunitense.

23 Alfred Bernhard Nobel (1833-1896). Industriale chimico svedese, produsse per primo la
dinamite rendendo praticamente utilizzabile la nitroglicerina.
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Esplicitamente si scrive

k∗
t,s

(x) = c(t) + Q(t) [kt,s(x) ] .

Si ponga
x∗ = k∗

s,s
(x) = ξs(x) , c = c(s) , Q = Q(s) .

Dunque
x∗ = c + Q [x ] .

Derivando rispetto al tempot ∈ I la relazione tra i flussi, si ottiene

d

dt
k∗

t,s
(x) = ċ(t) + Q̇(t) [kt,s(x) ] + Q(t)

[
d

dt
kt,s(x)

]
.

Sostituendo le espressioni delle velocit`a fornite dalle leggi di flusso

d

dt
kt,s(x) = vt ◦ kt,s(x) ,

d

dt
k∗

t,s
(x) = v∗

t
◦ k∗

t,s
(x) ,

si può scrivere

v∗
t
◦ k∗

t,s
(x) = ċ(t) + Q̇(t) [kt,s(x) ] + Q(t)

[
vt ◦ kt,s(x)

]
.

Valutando pert = s , ponendov = vs e v∗ = v∗
s

e tenendo presente la formula

d

dt

∣∣∣∣
t=s

k∗
t,s

(x) = v∗
s
◦ k∗

s,s
(x) = v∗(x∗) ,

si perviene alla relazione tra le velocit`a

v∗(x∗) = ċ + Q̇[x ] + Q [v(x) ] .

Sostituendo l’espressionex = QT [x∗ − c ] , si può anche scrivere

v∗(x∗) = ċ + WQ [x∗ − c ] + Q [v(x) ] ,

dove WQ = Q̇QT è il tensore emisimmetrico che misura l’atto di rotazione
dell’osservatoreO rispetto a quelloO∗ .
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Ai matematici polacchiZaremba eZorawski 24 è dovuto il seguente risultato.

Proposizione 9.13. Teorema di Zaremba-Zorawski. Gli atti di deformazione e di
rotazione rispetto a due osservatoriO e O∗ in moto relativo sono legati dalle formule
di trasformazione

D∗(x∗) = QD(x)QT ,

W∗(x∗) = WQ + QW(x)QT .

Dim. Dalla relazione tra i campi di velocit`a

v∗(x∗)−Q [v(x) ] = ċ + Q̇[x ] ,

valutando le derivate rispetto ax , la regola di derivazione a catena, ponendo

L∗(x∗) = dv∗(x∗) , L(x) = dv(x) ,

fornisce la relazione
L∗(x∗)Q = Q̇ + QL(x) ,

che può scriversi
L∗(x∗) = WQ + QL(x)QT .

Le formule enunciate si deducono eguagliando le parti simmetriche ed emisimmetriche
tenendo conto cheWQ = Q̇QT è un tensore emisimmetrico.

Si vuole ora dedurre la formula di trasformazione dell’accelerazione al cambiare
dell’osservatore. A tal fine si noti che per definizione l’accelerazione `e

a(x) = as(x) =
d2

dt2

∣∣∣∣
t=s

kt,s(x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

vt ◦ kt,s(x) =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=s

vt(x) + dv [v ](x) ,

a∗(x) = a∗
s
(x) =

d2

dt2

∣∣∣∣
t=s

k∗
t,s

(x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

v∗
t
◦ k∗

t,s
(x) =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=s

v∗
t
(x∗) + dv∗ [v∗ ](x∗) .

24 Stanislaw Zaremba (1863-1953) eKasimierz Zorawski (1863-1942). Matematici polac-
chi che fornirono un importante contributo allo sviluppo della matematica in Polonia dopo la prima guerra
mondiale.



100 9 – CINEMATISMI

Effettuando la derivata rispetto al tempo della relazione

d

dt
k∗

t,s
(x) = ċ(t) + Q̇(t) [kt,s(x) ] + Q(t)

[
d

dt
kt,s(x)

]
,

e valutando al tempot = s si ottiene allora che

a∗(x) =
..
c +

..

Q [x ] + 2 Q̇ [v(x) ] + Q [a(x) ] .

• Il termine
..
c +

..

Q [x ] è l’accelerazione di trascinamento,

• il termine 2 Q̇ [v(x) ] è l’accelerazione diCoriolis.

Si osservi ora che(QT )̇ = −QT Q̇QT e chex = QT [x∗ − c ] . Quindi

ẆQ = (Q̇QT )̇ =
..

QQT + Q̇ (QT )̇ =
..

QQT − Q̇QT Q̇QT =
..

QQT − (WQ)2 .

Ponendo poi
..

QQT = ẆQ + (WQ)2 , la formula precedente pu`o essere riscritta

a∗(x) =
..
c +

[
ẆQ + W2

Q

]
[x∗ − c ] + 2 Q̇ [v(x) ] + Q [a(x) ] .

Si noti ora che

Q [x ] = x∗ − c ,

v(x) = QT [v∗(x∗)− ċ ]−QT Q̇ [x ] ,

2 (Q̇QT ) [v∗(x∗)− ċ ] = 2ẆQ[v∗(x∗)− ċ ] ,

2 (Q̇QT ) Q̇ [x ] = 2 (Q̇QT ) (Q̇QT )Q [x ] = 2W2
Q

[x∗ − c ] .

La formula di trasformazione dell’accelerazione al cambiare dell’osservatore si pu`o
pertanto scrivere [44]

a∗(x) =
..
c +

(
ẆQ −W2

Q

)
[x∗ − c ] + 2ẆQ[v∗(x∗)− ċ ] + Q [a(x) ] .

Osservazione 9.2. Nella sezione 12.3 (p. 142) alla proposizione 12.13 (p. 145) `e
dedotta la formula di trasformazione tra i campi di velocit`a relativi ad un flusso su
di una varietà differenziabile ed al corrispondente flusso sulla variet`a differenziabile
trasformata mediante un diffeomorfismo dipendente dal tempo.

Nella sezione 12.8 (p. 158) alla proposizione 12.23 (p. 160) `e dedotta inoltre la
formula di trasformazione tra i campi di accelerazione relativi ad un flusso su di una
varietà diRiemann ed al corrispondente flusso sulla variet`a diRiemann isometrica
secondo un arbitrario diffeomorfismo dipendente dal tempo.

Tali formule costituiscono una generalizzazione di quelle dimostrate nella presente
sezione e trovano applicazione nella formulazione di una teoria meccanicacovariante
ed in meccanica relativistiva [52].
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10. CONGRUENZA INTERNA

Il problema della congruenza che, per un campo di deformazione finita, `e stato
illustrato nella sezione 5.1 (p. 51), viene qui affrontato con riferimento ad un campo
di deformazione tangente.

Per illustrare la questione si consideri unmosaicoformato da numerosissime pic-
coletessereperfettamente combacianti le une alle altre e si immagini quindi di imporre
in modo arbitrario una velocit`a di distorsione a ciascuna delle tessere del mosaico.

In generale nel mosaico si verificheranno tra le tessere velocit`a di distacco o di
compenetrazione che non sono ricomponibili assegnando opportuni atti di moto rigido
alle tessere. E’ importante allora chiedersi quali siano le regole da seguire nell’assegnare
le velocità di distorsione delle tessere del mosaico affinch`e ciò non accada.

Se le velocità di distacco o di compenetrazione sono ricomponibili assegnando
opportuni atti di moto rigido alle tessere, si dice che gli atti di distorsione imposti alle
tessere sono tra loro congruenti ointernamente congruenti.

Per analizzare il problema si consideri una configurazioneΩ di un corpo ed
un campo tensoriale simmetricoD che agisce sulle fibre lineari{x,h} ∈ TΩ(x)
inducendo su di esse la velocit`a di trasformazioneD(x)h .

Si vuole ora stabilire una condizione necessaria e sufficiente affinch´e un assegnato
campo di deformazione tangenteD sia compatibile. Ci`o significa che esistono un
campo di velocit`a di rotazioneW ed un cinematismov tali che

D + W = gradv ,

e cioè che sussista la relazione cinematicaD = sym gradv .
E’ questo un problema di integrabilit`a che pu`o essere affrontato con metodi classici

di teoria del potenziale. Un criterio diverso, di natura variazionale, che consente di tener
conto anche delle condizioni al contorno, sar`a illustrato nel successivo capitolo II.

Alcune delle idee fondamentali sulla questione della congruenza sono dovute a
Kirchhoff 25 (1859, [15]) mentre l’espressione esatta delle condizioni di compa-
tibilit à è stata fornita daSaint Venant 26 (1864, [16]).

25 Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887). Allievo di Friedrich Gauss a Göttingen e di
Franz Neumann a Königsberg e poi professore di fisica a Breslau (1850-54) e ad Heidelberg (1854-74)
dove insegnavano ancheRobert Wilhelm Bunsen (1811-1899) eHermann Ludwig Ferdinand
von Helmholtz (1821-1894). Nel 1854 enunci`o le leggi sui circuiti elettrici che estendono e general-
izzano quelle diGeorg Simon Ohm (1789-1854). Il suo studio sulla radiazione del corpo nero `e stato
fondamentale per lo sviluppo della teoria dei quanti. Basandosi sulla spettroscopiaKirchhoff spiegò per
primo la presenza delle bande nere (linee diFraunhofer) nella radiazione solare inaugurando una nuova
era nell’astrofisica. Insieme aBunsen scopr`ı gli elementi cesium e rubidium. Dal 1875 ricoperse la cattedra
di fisica matematica a Berlino.Kirchhoff era disabile e pass`o gran parte della vita con le grucce e sulla
sedia a rotelle.

26 Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886). Ha fornito contributi im-
portanti alla meccanica, all’elasticit`a, all’idrostatica ed all’idrodinamica. Le equazioni diNavier-Stokes
furono pubblicate nella forma definitiva daSaint-Venant nel 1843, due anni prima diGabriel Stokes
(1819-1903). A Saint-Venant è dovuto lo sviluppo di un calcolo vettoriale, ideato nel 1832 e pubblicato
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La dimostrazione della sufficienza delle condizioni di compatibilit`a per domini
semplicemente connessi `e stata fornita daEugenio Beltrami 27 (1886, [24]).

Al matematico napoletanoErnesto Cesàro 28 (1906, [30])è dovuta poi una
formula di integrazione esplicita che consente di calcolare il campo di velocit`a associato
ad una deformazione tangente congruente (vediSokolnikoff [39]).

L’espressione della condizione di congruenza diBeltrami in forma indipendente
dal sistema di riferimento `e dovuta aGurtin (1963, [42,47]).

L’approccio che sar`a seguito `e basato su di una versione modificata della trattazione
di Gurtin in cui la dimostrazione della necessit`a trae spunto da una comunicazione
privata diMichele Capurso 29 (1971).

La formula diCesàro viene qui presentata per la prima volta in forma vettoriale.
E’ inoltre sviluppata una versione modificata che consente di adottare percorsi di inte-
grazione non regolari. Si mostra inoltre come tramite la formula diCesàro si perviene
ad un’originale dimostrazione della condizione di congruenza, basata sull’applicazione
diretta della condizione di integrabilit`a diVito Volterra 30 (1913, [35]).

Alle condizioni differenziali di congruenza di un campo di deformazioni tangenti si
può pervenire anche linearizzando la condizione di congruenza che in deformazioni fi-
nite cheè espressa dall’annullarsi del tensore di curvatura diRiemann-Christoffel.
A tal fine basta sviluppare l’espressione del tensore curvatura riportata nella sezione
5.1 (p. 51) in termini di componenti, ponendo

G = C = 2E + I .

Trascurando tutti i termini non lineari nel campo tensoriale diGreen E si perviene
alle equazioni differenziali che impongono la congruenza del campo di deformazioni
tangenti (vedi [40] sect. 34 e [41]).

nel 1845, simile a quello diHermann Günter Grassmann (1809-1877) che lo pubblic`o nel 1844.
Famoso `e il lavoroDe la torsion des prismespresentato all’Accademia delle Scienze di Parigi nel 1853. A 71
anni succedette aJean Victor Poncelet (1788-1867) nella classe di meccanica dell’Acad´emie des
Sciences di Parigi. A 86 anni tradusse conFlamant dal tedesco in francese il libro sull’elasticit`a scritto nel
1862 daRudolf Friedrich Alfred Clebsch (1833-1872) dal titolo Theorie der Elasticiẗat ferster
Körper. La traduzione, dal titoloTheorie de l’́elasticit́e des corps solides, più che raddoppi`o, per le molte
note, il testo originale.

27 Eugenio Beltrami (1835-1900). Professore di matematica a Bologna ed in altre Universit`a
italiane. ConRudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) e Elwin Bruno Christoffel
(1829-1900) fu un prosecutore dell’opera diRiemann.

28 Ernesto Cesàro (1859-1906). Professore all’Universit`a di Napoli, ha dato notevoli contributi
all’analisi matematica.

29 Michele Capurso (1935-1987) di scuola napoletana. Professore di Scienza delle Costruzioni a
Bologna, ha dato contributi importanti a diversi problemi di meccanica strutturale.

30 Vito Volterra (1860-1940). Fu successore diBeltrami alla cattedra di fisica matematica a
Roma. Per primo contribu`ı a fondare la teoria generale delle equazioni integrali, cui poi diedero contributi
decisivi lo scedeseErik Ivar Fredholm (1866-1927) ed il tedescoDavid Hilbert (1862-1943).
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E’ però preferibile condurre una trattazione diretta del caso lineare anche perch`e
ciò consente di fornire una condizione necessaria e sufficiente e di pervenire alle formule
esplicite di integrazione diCesàro.

10.1. Condizione differenziale di congruenza

Per svolgere la trattazione della condizione di congruenza `e opportuno richiamare
alcune definizioni e formule notevoli di calcolo vettoriale.

Si ricorda inoltre cheD e W denotano rispettivamente la parte simmetrica e
quella emisimmetrica del campo tensorialeL = gradv .

Sia{i, j, k} una permutazione di{1, 2, 3} e conεijk il simbolo che in componenti
rispetto ad un riferimento cartesiano{e1, e2, e3} è definito da

εijk =

{
+1 se{i, j, k} è di classe pari,

−1 se{i, j, k} è di classe dispari,

e prende il nome di alternatore o tensore diRicci 31 .

Si notino le definizioni

ω : = axialW ⇐⇒ ωi = 1
2 εijkWkj

W : = antiω ⇐⇒ Wij = −εijkωk

div v : = tr gradv = vi/i

rotv : = 2 axial emi gradv ⇐⇒
[

rotv
]
i = εijkvk/j

[
div A

]
. a : = div

[
ATa

]
∀a ∈ V ⇐⇒

[
div A

]
i = Aij/j[

rotA
]T [a ] : = rot

[
AT a

]
∀a ∈ V ⇐⇒

[
rotA

]
ij = εjksAis/k

31 Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925). Allievo di Enrico Betti (1823-1892) e di
Ulisse Dini (1845-1918) alla Scuola Normale Superiore di Pisa e professore di fisica matematica
all’Università di Padova. In quattro note del periodo 1888 e 1892 sviluppo i fondamenti del calcolo dif-
ferenziale assoluto su variet`a n-dimensionali. A questi risultati ed a quelli ottenuti dopo il 1900 con l’allievo
Tullio Levi-civita (1873-1941) fece ricorsoAlbert Einstein (1879-1955) per formulare la teoria
generale della relativit`a.
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e le proprietà notevoli[
rot gradv

]
= O ⇐⇒

[
rot gradv

]
ij = εjksvi/ks = 0

rot
[

gradv
]T =

[
grad rotv

]T ⇐⇒

⇐⇒
[

rot
[

gradv
]T

]
ij = εjskvk/si =

[
grad rotv

]
ji

div rotv = 0 ⇐⇒
[

rotv
]
i/i = εijkvk/ji = 0

div rotA = o ⇐⇒
[

rotA
]
ij/j = εjksAis/kj = 0

tr rotD =
[

rotD
]
ii = εiksDis/k = 0

rotW =
[

div ω
]
I−

[
gradω

]T ⇐⇒[
rotW

]
ij = εjksW is/k = εjksεipsωp/k = (δijδpk − δikδjp)ωp/k =

= δijωk/k − ωj/i

doveI è il tensore identit`a.
Si premette un risultato concernente la condizione di integrabilit`a di un campo

tensoriale.

Proposizione 10.1. Campi tensoriali irrotazionali. Sia A un campo tensoriale di
classeCn su Ω che soddisfi la condizione di irrotazionalità

rotA = O ∀x ∈ Ω .

Allora esiste un campo vettorialeu di classeCn−1 su Ω tale che

A = gradu ∀x ∈ Ω .

Dim. Sia {ei, i = 1, 2, 3} una base ortonormale. Dalla relazione
[

rotA
]T [ ei ] =

rot
[
ATei

]
= o si deduce che esiste un campo scalareui tale cheATei = gradui .

Allora ponendou = uiei si ha cheui = u . ei . Essendo grad(u . ei) =
( gradu)T [ ei ] ne segue cheA = gradu .

Si può ora enunciare il teorema fondamentale.

Proposizione 10.2. Condizione differenziale di congruenza.Affinch̀e un campo ten-
soriale simmetrico di velocità di deformazioneD di classeC2 in Ω sia internamente
congruentèe necessario che sia soddisfatta la condizione tensoriale di integrabilità

rot [ rotD]T = O .

La condizionèe sufficiente sotto l’ulteriore ipotesi che il dominioΩ sia semplicemente
connesso.
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Dim. La condizione `enecessaria.
Sia v un campo di velocit`a di classe C3 in Ω e si ponga

{
D : = sym gradv ,

ω : = 1
2 rotv .

Invocando l’dentità
rot gradv = O ,

risulta

rotD : = rot sym gradv = rot 1
2

[
gradv + [ gradv]T

]
=

= 1
2

[
rot gradv + rot [ gradv]T

]
= 1

2 rot [ gradv]T =

= 1
2

[
grad rotv

]T =
[

grad 1
2 rotv

]T =
[

gradω
]T

,

e quindi [
rotD

]T = gradω .

Calcolando il rotore di entrambi i membri ed invocando ancora l’dentit`a

rot gradω = O ,

si ottiene il risultato
rot

[
rotD

]T = O .

La condizione `esufficiente.
A tal fine si osservi che, essendo il dominioΩ semplicemente connesso, la con-

dizione di integrabilità

rot
[

rotD
]T = O ,

implica l’esistenza di un campo vettorialeω di classe C3 tale che[
rotD

]T = gradω .

Ponendo quindiW = anti ω , dall’identità[
gradω

]T + rotW = ( div ω) I ,

si ottiene la relazione
rot

[
D + W

]
= ( div ω) I .
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Per la simmetria diD risulta però

tr rotD = 0 ,

e quindi ne segue che
tr rotW = 3 div ω .

Peraltro dalla medesima identit`a

rotW =
[

div ω
]
I−

[
gradω

]T
,

segue anche che
tr rotW = 2 div ω ,

per cui deve necessariamente risultare

div ω = 0 .

In conclusione sussister`a la relazione

rot
[
D + W

]
= O .

Se il dominioΩ è semplicemente connesso, questa condizione di integrabilit`a assicura
l’esistenza di un campo vettorialev di classe C3 tale che

D + W = gradv ∀x ∈ Ω ,

e quindi, in virtù della emisimmetria diW , risulta

D = sym gradv ,

e la dimostrazione `e conclusa.

Si osservi che il campo di velocit`a che soddisfa la condizione di congruenza
sym gradv = D è unico a meno di un atto di moto rigido dell’intero corpo.

Il campo tensoriale emisimmetricoW associato aD è pertanto unico a meno di
un campo tensoriale emisimmetrico costante.

Dalla definizione di rotore di un campo tensorialeA si trae la seguente espressione
cartesiana del tensore rot[ rotA]T (x)[

rot
[

rotA
]T

]
ij = εjsk

[[
rotA

]T
]

ik/s = εiqpεjksAkq/ps.

La proprietà di alternanza del tensore diRicci e la simmetria della derivata seconda
mostrano che

A simmetrico ⇒ rot
[

rotA
]T

simmetrico.
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Se A è simmetrico si ha che
[

rot
[

rotA
]T

]
ij = εiqpεjksAqk/ps .

Tale risultato consente di affermare che per il campo tensoriale simmetrico velocit`a di
deformazioneD risulta

rot
[

rotD
]T =

[
rot

[
rotD

]T
]T

.

La condizione di congruenza del campo di velocit`a di deformazione

rot
[

rotD
]T = O ,

espressa in termini di componenti cartesiane fornisce quindi6 equazioni differenziali
scalari alle derivate parziali

εiqpεjksDqk/ps , i ≥ j , i, j = 1, 2, 3 ,

ed esplicitamente



D22/33 + D33/22 − 2 D23/23 = 0 ,

D11/33 + D33/11 − 2 D13/13 = 0 ,

D11/22 + D22/11 − 2 D12/12 = 0 ,

D12/13 + D13/12 −D11/23 −D23/11 = 0 ,

D13/23 + D23/13 −D33/12 −D12/33 = 0 ,

D12/23 + D23/12 −D22/13 −D13/22 = 0 .

Le 6 equazioni differenziali scalari di congruenza non sono funzionalmente in-
dipendenti.

Nella prossima sezione si mostrer`a che esistono tra esse3 identità differenziali
scalari.

Ciò è in accordo con l’argomentazione euristica che le6 condizioni differenziali
devono individuare, nello spazio dei6 campi scalari incogniti costituiti dalle com-
ponenti del campo tensore simmetrico di deformazione tangente, una variet`a cheè
parametricamente rappresentata da3 campi scalari costituiti dalle componenti di un
campo cinematico.
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10.1.1. Campi tensoriali solenoidali e funzioni di sforzo

Sussiste il seguente risultato.

Proposizione 10.3. SeΦ è un campo tensoriale di classeC3 in Ω , allora il campo
tensoriale di classeC1 definito da

S = rot
[

rotΦ
]T

,

soddisfa inΩ la condizione di divergenza nulla

div S = o ,

edè detto solenoidale.

Dim. Per dimostrare l’identit`a

div rot
[

rotΦ
]T = o ,

si fa ricorso all’espressione in termini di componenti cartesiane che fornisce[
div rot

[
rotΦ

]T
]

i =
[

rot
[

rotΦ
]T

]
ij/j = εiqpεjksΦkq/psj = 0 ,

in quanto nella sommatoria la derivazione `e simmetrica rispetto agli indicis, j mentre
il tensore diRicci è alternante.

Come siè visto nella sezione precedente, se il campo tensorialeΦ è simmetrico,
il campo tensorialeS risulta anch’esso simmetrico. In tal casoΦ è detto una funzione
di sforzo.

La proposizione conΦ simmetricoè dovuta aBeltrami (1892, [24]).
La prima soluzione dell’equazione divS = o con S simmetricoè dovuta ad

Airy (1863, [18]) per il caso bidimensionale (vedi sezione 10.3.1 (p. 116)).
Estensioni del risultato diAiry al contesto tridimensionale sono state ottenute da

Maxwell 32 (1868, [19]) e daMorera (1892, [25]) e costituiscono forme particolari
della soluzione diBeltrami.

• La versione tridimensionale della soluzione diAiry si ottiene assumendo cheΦ
sia un tensore simmetrico monoassiale

[Φ ] =


0 0 0

0 0 0

0 0 ϕ

 [S ] =


ϕ/22 −ϕ/12 0

−ϕ/12 ϕ/11 0

0 0 0

 .

32 James Clerk Maxwell (1831-1879). Fisico matematico scozzese, allievo con l’amicoTait del
Trinity college di Cambridge dove poi fu il professore di fisica e progett`o l’Henry Cavendish laboratory.
Straordinari furono i suoi contributi alla teoria dell’elettromagnetismo (Electricity and Magnetism, 1873),
all’ottica, alla teoria dell’elasticit`a ed alla teoria cinetica dei gas (teoria diMaxwell-Boltzmann).
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• La soluzione diMaxwell assume cheΦ sia un tensore diagonale

[Φ ] =


ϕ1 0 0

0 ϕ2 0

0 0 ϕ3



[S ] =


ϕ2/33 + ϕ3/22 −ϕ3/12 −ϕ2/13

−ϕ3/12 ϕ1/33 + ϕ3/11 −ϕ1/23

−ϕ2/13 −ϕ1/23 ϕ1/22 + ϕ2/11

 .

• La soluzione diMorera assume perΦ un tensore simmetrico di tipo deviatorico

[Φ ] =


0 ϕ3 ϕ2

ϕ3 0 ϕ1

ϕ2 ϕ1 0



e quindi la matrice[S ] è data da
−2 ϕ1/23 ϕ2/23 + ϕ1/13 − ϕ3/33 ϕ3/23 + ϕ1/12 − ϕ2/22

ϕ2/23 + ϕ1/13 − ϕ3/33 −2 ϕ2/13 ϕ3/13 + ϕ2/12 − ϕ1/11

ϕ3/23 + ϕ1/12 − ϕ2/22 ϕ3/13 + ϕ2/12 − ϕ1/11 −2 ϕ3/12

 .

10.2. Trattazione di Ces`aro

Una espressione esplicita del cinematismo corrispondente ad un atto di defor-
mazione congruente `e dovuta adErnesto Cesàro (1906, [30]).

In Sokolnikoff (1956, [39]) è riportata la dimostrazione della formula di
Cesàro in termini di componenti cartesiane.

Nel seguitoè fornita un’espressione del risultato diCesàro in forma tensoriale
ed una sua variante valida per percorsi di integrazione non regolari.

Una trattazione originale mostra inoltre come la formula diCesàro consenta di
dedurre la condizione differenziale di congruenza facendo ricorso alla condizione di
integrabilità diVolterra (1913, [35]).

La formula diCesàro fornisce un’espressione esplicita di un cinematismo di cui
sia nota la sola parte simmetrica del gradiente. Il cinematismo `e unico a meno di un
arbitrario atto di moto rigido addizionale.
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Proposizione 10.4. Formula di Ces`aro. Sia D l’atto di deformazione congruente
con un cinematismov(x) nel dominioΩ .
Vale allora la formula diCesàro

v(x) =v(xo) + ω(xo)× (x− xo) +

+

x∫
xo

D(ξ) [ dξ ] +

x∫
xo

(ξ − x)×
[
( rotD(ξ))T [ dξ ]

]
,

dove v(xo) e ω(xo) sono i vettori velocit̀a di traslazione e velocità angolare carat-
teristici di un arbitrario atto di moto rigido. Gli integrali vanno effettuati lungo una
qualsiasi curva regolare (e ciòe differenziabile) che uniscexo e x .

Dim. La dimostrazione della formula diCesàro si basa sull’applicazione diretta del
teorema fondamentale del calcolo integrale che fornisce la relazione

v(x)− v(xo) =

x∫
xo

( gradv(ξ)) [ dξ ] =

x∫
xo

(D(ξ) + W(ξ)) [ dξ ] .

Per pervenire al risultato occorre trovare una espressione dell’integrale diW(x) in
termini diD(x).

A tal fine si osservi cheWa = ω × a per ognia ∈ V e pertanto

x∫
xo

W(ξ) [ dξ ] =

x∫
xo

ω(ξ)× dξ =

x∫
xo

ω(ξ)× d(ξ − x) .

La regolarità della curva che uniscexo e x consente di effettuare un’unica integrazione
per parti per ottenere

x∫
xo

W(ξ) dξ = ω(ξ)× (ξ − x)
∣∣∣∣ x

xo

+

x∫
xo

(ξ − x)×
[
( gradω(ξ)) [ dξ ]

]
=

= ω(xo)× (x− xo) +

x∫
xo

(ξ − x)×
[
( gradω(ξ)) [ dξ ]

]
.

Ricordando infine che gradω(ξ) =
[

rotD(ξ)
]T

si ottiene l’espressione

x∫
xo

W(ξ) [ dξ ] = ω(xo)× (x− xo) +

x∫
xo

(ξ − x)×
[
( rotD(ξ))T [ dξ ]

]
,

e pertanto il risultato `e dimostrato.
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Osservazione 10.1.Se la curva daxo a x , lungo la quale si effettua l’integrazione di
W , ha n punti singolariè necessario effettuaren+1 integrazioni per parti. Ponendo
xn+1 = x si ottiene allora l’espressione

x∫
xo

W(ξ) dξ =
n∑

i=0

{
ω(xi)× (xi+1 − xi) +

xi+1∫
xi

(ξ − xi+1)×
[

gradω(ξ) [ dξ ]
]}

.

Si osservi ora che
n∑

i=0
ω(xi)× (xi+1 − xi) = ω(xo)× (x− xo) +

n∑
i=1

[
ω(xi)− ω(xo)

]
× (xi+1 − xi) ,

e che peri = 1, . . . , n risulta

ω(xi)− ω(xo) =

xi∫
xo

gradω(ξ) [ dξ ] =

xi∫
xo

[
rotD(ξ)

]T [ dξ ] .

La formula diCesàro assume quindi l’espressione

v(x) = v(xo) + ω(xo)× (x− xo) +

x∫
xo

D(ξ) [ dξ ] +

+
n∑

i=0

xi+1∫
xi

(ξ − xi+1)×
[[

rotD(ξ)
]T [ dξ ]

]
+

+
n∑

i=1

xi∫
xo

[
rotD(ξ)

]T [ dξ ]× (xi+1 − xi) .

Una applicazione di questa formula, che `e dovuta all’autore, `e condotta in [62] nel
capitolo in cuiè svolta la trattazione della flessione delle travi.

Si moltiplichino scalarmente ambo i membri della formula diCesàro per un
arbitrario campo vettoriale costantea ∈ V ignorando l’inessenziale termine relativo
all’atto di moto rigido

v(x) . a =

x∫
xo

D(ξ) dξ . a +

x∫
xo

(ξ − x)×
[[

rotD(ξ)
]T dξ

]
. a =

=

x∫
xo

D(ξ)a . dξ +

x∫
xo

[
rotD(ξ)

][
a× (ξ − x)

]
. dξ .
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Introducendo l’operatore di traslazioneτx(ξ) : = ξ − x , la formula diCesàro si
può scrivere

v(x) . a =

x∫
xo

[
Da + ( rotD)

[
a× τx

]]
(ξ) . dξ , ∀a ∈ V .

Si mostra ora come la condizione differenziale di congruenza possa ottenersi applicando
la condizione di integrabilit`a di Volterra alla formula diCesàro. Si premette un
risultato dovuto all’autore.

Proposizione 10.5. Una identit`a notevole. Sia A un campo tensoriale di classeC1

in Ω ed a è un campo vettoriale costante. Vale la formula

rot
[
A(a× τx)

]
=

[
rotAT

]T (a× τx) +
[

tr A
]
a−ATa .

Dim. Si osservi che in termini di componenti cartesiane risulta[
rot

[
A(a× τx)

]]
i = εijk

[
Aksεspqapτ q

]
/j = εijkεspq

[
Aksδqjap + Aks/japτ q

]
,

dove siè postoτ q = (τx)q . Ora il primo termine vale

εijk εspj Aks ap = εkij εspj Aks ap = Akk ai −Aki ak = ( tr A) ai − (ATa)i

ed il secondo termine vale

εijk εspq Aks/jτ q ap = εijk Aks/j (a× τx)s=

= εijk AT
sk/j

(a× τx)s =
[

rotAT
]
T
is

(a× τx)s.

Sommando i due termini si ottiene il risultato.

Per dedurre la condizione differenziale di congruenza si ponga la formula di
Cesàro in forma scalare. Affinch`e il cinematismov sia ben definito, l’integrale
deve risultare indipendente dal percorso di integrazione per ogni scelta del vettorea .

Se il dominio Ω è semplimente connesso, la condizione di integrabilit`a di
Volterra assicura che ci`o si verifica se e solo se il campo vettoriale integrando
nella formula diCesàro ha rotore nullo

rot
[
Da

]
+ rot

[[
rotD

][
a× τx

]]
= o , ∀a ∈ V .

PonendoA = rotD nell’identità stabilita dalla proposizione 10.5, si ottiene la re-
lazione

rot
[[

rotD
]
(a× τx)

]
=

[
rot

[
rotD

]T ]T (a× τx)+

+
[

tr rotD
]
a−

[
rotD

]Ta .
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Si osservi poi che, in virt`u della simmetria diD , risulta

{
tr rotD = 0 ,[
rotD

]Ta = rot
[
Da

]
,

per cui la formula precedente pu`o riscriversi

rot
[[

rotD
]
(a× τx)

]
=

[
rot

[
rotD

]T ]T (a× τx)− rot
[
Da

]
.

La condizione di integrabilit`a diVolterra assume dunque la forma

[
rot

[
rotD

]T ]T [
a× τx

]
= o ,

in cui x ∈ S è costante. Tale condizione, dovendo valere per ognia ∈ V ed ogni
fissatox ∈ S , equivale ad imporre che

rot
[

rotD
]T = O .

Si è cosi ritrovata per altra via la condizione differenziale di congruenza.

10.3. Congruenza in dimensione due

Nella meccanica dei continui bidimensionali si pone il problema della congruenza
di un campo di atti di deformazione in modo analogo a quanto visto nel caso tridimen-
sionale. Le definizioni, le propriet`a ed i risultati vanno per`o opportunamente riformulati.

Si denoti con{i, j} una permutazione di{1, 2} e con ε l’alternatore bidimen-
sionale che ha componenti cartesiane

εij =


+1 se{i, j} è di classe pari,

−1 se{i, j} è di classe dispari,

0 se gli indicii, j sono uguali.

Denotando conR il tensore che effettua una rotazione diπ/2 in senso antiorario

[R ] =

[
0 −1

1 0

]

risulta ε = −R = RT = R−1 .
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Si pongano ora le definizioni

ω = axialW : = 1
2 tr

[
RTW

]
⇐⇒ ω = 1

2 εij W ji = W 21

W = antiω : = ωR ⇐⇒ Wij = −ω εij

div v : = tr gradv = vi/i

rotv : = 2 axial emi gradv ⇐⇒ rotv = εij vj/i[
div A

]
. a : = div

[
ATa

]
∀a ⇐⇒

[
div A

]
i = Aij/j[

rotA
]

. a : = rot
[
ATa

]
∀a ⇐⇒

[
rotA

]
i = εjk Aik/j

e si osservino le propriet`a notevoli

rotv = div
[
RTv

]
= R ∗ gradv ⇐⇒ rotv = Rji vj/i

div v = I ∗ gradv ⇐⇒ div v = Iji vj/i = vi/i

rotA = div (AR) ⇐⇒
[

rotA
]
i = (Aik Rkj)/j

rot gradv = o ⇐⇒
[

rot gradv
]
i = εjk vi/jk = 0

rot
[

gradv
]T =

[
grad rotv

]
⇐⇒

⇐⇒
[

rot
[

gradv
]T

]
i = εjk vk/ji =

[
grad rotv

]
i

rotW = −gradω ⇐⇒[
rotW

]
i = εjkW ik/j = −εjk εik ω/j = −δij ω/j = −ω/i

Si può allora enunciare il seguente teorema.

Teorema 10.6. Condizione di congruenza bidimensionale. Un campo tensoriale
simmetrico di velocit̀a di deformazioneD di classeC2 sul dominio pianoΩ è con-
gruente se e solo sèe soddisfatta la condizione scalare di integrabilità

rot rotD = 0 ∀x ∈ Ω .

La condizionèe sufficiente sotto l’ulteriore ipotesi che il dominio pianoΩ sia semplice-
mente connesso.
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Dim. La condizione `e necessaria. Infatti sia v un campo di velocit`a di classe C3 in
Ω e si ponga {

D : = sym gradv ,

ω : = 1
2 rotv .

Osservando che
rot gradv = O ,

risulta

rotD : = rot sym gradv = rot 1
2

[
gradv + [ gradv]T

]
=

= 1
2

[
rot gradv + rot [ gradv]T

]
= 1

2 rot
[

gradv
]T =

= 1
2 grad rotv = grad 1

2 rotv = gradω

e quindi, dalla propriet`a
rot gradω = 0,

si ottiene il risultato
rot rotD = 0 .

La condizione `esufficiente. A tal fine si osservi che, in un dominio pianoΩ semplice-
mente connesso, la condizione di integrabilit`a

rot rotD = 0 ,

implica l’esistenza di un campo scalareω di classe C3 tale che

rotD = gradω.

PonendoW = antiω, dalla relazione

gradω = − rotW ,

si ottiene
rot

[
D + W

]
= o .

Se il dominioΩ è semplicemente connesso, questa condizione di integrabilit`a assicura
l’esistenza di un campo vettorialev di classe C3 tale che

D + W = gradv ,

e quindi, in virtù della emisimmetria diW , risulterà

sym gradv = D ,

e la dimostrazione `e conclusa.
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Si osservi esplicitamente che la condizione di integrabilit`a del campo di velocit`a
di deformazione

rot rotD = 0

consiste in un’unica equazione differenziale alle derivate parziali.
Dalla definizione di rotore di un campo tensoriale si trae la seguente espressione

cartesiana del campo scalare rot rotD

rot rotD = εik

[
rotD

]
k/i = εikεjsDks/ji

ed esplicitamente

rot rotD = D11/22 + D22/11 − 2 D12/12.

Si osservi infine che sussiste l’identit`a

rot rotD = (RT
ik

DksRsj)/ji = div div (RTDR).

10.3.1. La funzione di Airy

Se ϕ è un arbitrario campo scalare di classe C3 , si definisca il campo tensoriale
simmetrico

Φij = εikεjsϕ/ks ,

ovvero
Φ = RT

[
grad gradϕ

]
R = −R

[
grad gradϕ

]
R ,

ed in termini matriciali

[Φ ] =

 ϕ/22 −ϕ/12

−ϕ/21 ϕ/11

 .

Sussiste allora la seguente notevole identit`a

div Φ = o .

Infatti risulta [
div Φ

]
i =

[
Φ

]
ij/j = εikεjsϕ/ksj = 0 .

In altri termini ogni campo tensoriale del tipoΦ = R
[

grad gradϕ
]
R risulta

solenoidale.
Tale risultatoè dovuto adAiry 33 (1863) e la funzione scalareϕ è nota come

funzione diAiry.

33 George Biddell Airy (1801-1892). Dal 1826 svolse la sua attivit`a scientifica a Cambridge dove
fu professore di matematica e di astronomia nonch´e direttore dell’Osservatorio. Nel 1835 divenne astronomo
reale e direttore dell’Osservatorio di Greewich.
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10.3.2. Trattazione di Ces`aro bidimensionale

Modificando opportunamente la trattazione svolta nel caso tridimensionale si pos-
sono ricavare analoghi risultati per un continuo bidimensionale.

Proposizione 10.7. Formula di Ces`aro bidimensionale. Sia D l’atto di deforma-
zione congruente con un cinematismov nel dominio pianoΩ . Vale allora la formula

v(x) = v(xo) + ω(xo)R (x− xo) +

x∫
xo

D(ξ) [ dξ ]−
x∫

xo

[[
R(ξ− x)

]
⊗ rotD(ξ)

]
[ dξ ]

dovev(xo) è il vettore velocit̀a di traslazione edω(xo) è lo scalare velocit̀a angolare
che caratterizzano un arbitrario atto di moto rigido nel piano.

Dim. La dimostrazione della formula diCesàro si basa sull’applicazione diretta del
teorema fondamentale del calcolo integrale che fornisce la relazione

v(x)− v(xo) =

x∫
xo

[
gradv(ξ)

]
[ dξ ] =

x∫
xo

[
D(ξ) + W(ξ)

]
[ dξ ].

Per pervenire al risultato occorre quindi trovare una espressione dell’integrale diW(x)
in termini di D(x) .

A tal fine si noti che

x∫
xo

W(ξ) [ dξ ] =

x∫
xo

ω(ξ)R [ dξ ] =

x∫
xo

ω(ξ)R [ d(ξ − x) ].

Una integrazione per parti mostra che

x∫
xo

W(ξ) dξ = ω(ξ)R (ξ − x)
∣∣∣∣ x

xo

−
x∫

xo

[[
R (ξ − x)

]
⊗ gradω(ξ)

]
[ dξ ] =

= ω(xo)R (x− xo)−
x∫

xo

[[
R (ξ − x)

]
⊗ gradω(ξ)

]
[ dξ ] ,

e, ricordando che gradω(x) = rotD(x) si ottiene

x∫
xo

W(ξ) [ dξ ] = ω(xo)R (x− xo)−
x∫

xo

[[
R(ξ − x)

]
⊗ rotD(ξ)

]
[ dξ ] ,

e pertanto il risultato.
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La condizione differenziale di congruenza pu`o ottenersi applicando la condizione
di integrabilità diVolterra alla formula diCesàro.

Si farà ricorso al seguente risultato preliminare dovuto all’autore.

Proposizione 10.8. Una identit`a notevole. Sev è un arbitrario campo vettoriale di
classeC1 in Ω vale l’identità

rot
[
Rx⊗ v(x)

]
= v(x) +

[
rotv(x)

]
Rx , ∀x ∈ Ω.

Dim. Si osservi che in termini di componenti cartesiane risulta

rot
[
Rx⊗ v(x)

]
i = div

[[
Rx⊗ v(x)

]
R

]
i = (RisxsvkRkj)/j =

= RijvkRkj + Risxsvk/jRkj .

Il primo termine, ricordando che−RR = RTR = I , vale

−Rij Rjk vk = vi

ed il secondo termine vale

Rkj vk/j Ris xs =
[
R ∗ gradv(x)

]
(Rx)i =

[
rotv(x)

]
(Rx)i .

Sommando i due termini si ottiene il risultato.

Per dedurre la condizione di congruenza interna si osservi che, affinch`e il cine-
matismov sia ben definito, l’integrale che compare nella formula diCesàro deve
risultare indipendente dal percorso di integrazione.

Se il dominio pianoΩ occupato dal corpo `e semplimente connesso, l’indipendenza
dal percorso di integrazione sussiste se e solo se il rotore del campo vettoriale da integrare
è nullo:

rotD(ξ)− rot
[[

R(ξ − x)
]
⊗ rotD(ξ)

]
= o .

Si ricordi quindi che per ogni campo vettorialev(x) vale l’identità

rot
[
Rx⊗ v(x)

]
= v(x) +

[
rotv(x)

]
Rx.

Da essa, ponendo
v(x) = rotD(x),

si ottiene

rot
[
R(ξ − x)⊗ rotD(ξ)

]
= rotD(ξ) +

[
rot rotD(ξ)

]
R(ξ − x).

In definitiva la condizione di integrabilit`a assume la forma[
rot rotD(ξ)

]
R(ξ − x) = o

che, dovendo valere per ogniξ e per ogni fissatox ∈ S , equivale ad imporre che

rot rotD(ξ) = 0 ∀ ξ ∈ Ω.

Siè cos`ı ritrovata la condizione scalare di congruenza interna per il continuo diCauchy
bidimensionale.
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11. COMPLEMENTI

Questa sezione `e dedicata alla presentazione di altri risultati ed all’approfondimen-
to di alcune tematiche trattate.

11.1. Forma generale della decomposizione polare

Nella sezione 3.2 (p. 23) `e stata dimostrata la formula di decomposizione polare
per una trasformazione lineareF ∈ L(V ; V) non singolare.

Alla validità della decomposizione polare per un’arbitraria trasformazione lineare
F ∈ L(V ; V) si perviene mostrando che essa equivale alla soluzione di un problema
di minima distanza dal gruppo Orth delle isometrie.

Si premette una propriet`a cheè una diretta conseguenza della forma canonica delle
isometrie.

Proposizione 11.1. Vettori invarianti. Sia S un sottospazio diV . Si ponga il
problema di determinare una isometriaR ∈ Orth\ I tale che

Rh = h ∀h ∈ S \ {o} .

Si ha allora che

• se S = V non esiste alcuna soluzione inOrth\ I ,

• se dimS = 2 l’unica soluzione inOrth\ I è la riflessione rispetto adS ,

• se dimS = 1 le soluzioni inOrth\ I sono costituite dalle riflessioni rispetto ad un
qualsiasi sottospazio bidimensionale contenenteS e dalle rotazioni diα ∈ ] 0, 2 π [
attorno adS .

Si può ora dimostrare la seguente fondamentale propriet`a di stazionariet`a.

Proposizione 11.2. Principio di stazionariet`a. Per ogni operatoreF ∈ L(V ; V) si
consideri il funzionaleψ : Orth �→ � definito da

ψ(Q) = 1
2 ‖F−Q ‖2 ,

dove ‖F ‖ = ( tr (FT F))
1
2 è la norma euclidea inL(V ; V) . Allora le seguenti

proprietà sono equivalenti{
ψ(Q) = 1

2 ‖F−Q ‖2 è stazionario nel puntoR ∈ Orth,

F = RU = VR ,

doveU2 = FT F , V2 = FFT sono operatori simmetrici e positivi.

• Se detF 
= 0 allora l’isometria R ∈ Orth è univocamente determinata ed i tensori
U e V sono definiti positivi.

• Se il nucleo diF è al più monodimensionale ed il gruppo delle isometrieOrth è sosti-
tuito dal sottogruppo delle rotazioniOrth+ , la rotazioneR ∈ Orth+ è univocamente
determinata.
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Dim. Preliminarmente si osservi che la continuit`a della norma e la compattezza di Orth
assicurano l’esistenza di almeno una soluzione del problema di minimo. Si consideri
quindi la funzionef(λ) = 1

2 ‖F −Q(λ) ‖2 lungo una traiettoria regolareQ(λ) in
Orth che parte daR = Q(0) . La derivata

f ′(λ) =
( 1

2 ‖F−Q(λ) ‖2)′ = − (F−Q(λ)) ∗Q′(λ) ,

nel puntoλ = 0 vale
f ′(0) = − (F−R) ∗Q′(0) .

Per la proposizione 3.3 (p. 23) si ha cheQ′(0) = WR = RWo e dunque

(F−R) ∗Q′(0) = F ∗WR−R ∗WR = F ∗RWo −R ∗RWo .

Essendo poi {
R ∗WR = tr {WRRT} = tr {W} = 0 ,

R ∗RWo = tr {RT RWo} = tr {Wo} = 0 ,

l’annullarsi della derivata equivale ad imporre che{
F ∗WR = FRT ∗W = 0 ∀W ∈ Anti ⇐⇒ FRT = RFT ,

F ∗RWo = RT F ∗Wo = 0 ∀Wo ∈ Anti ⇐⇒ RT F = FT R .

Si possono pertanto definire i tensori simmetrici

V : = FRT = RFT , U : = RT F = FT R ,

cosı̀ che F = RU = VR .
Si può quindi affermare che la propriet`a di stazionariet`a di f(λ) nel punto λ = 0
conduce alla decomposizione polare diF .

I tensori simmetriciU e V sono univocamente definiti come radici quadrate dei
tensori

V2 = FRT RFT = FFT , U2 = FT RRT F = FT F ,

simmetrici e positivi in quanto{
(V2h) . h = (FFTh) . h = ‖FTh ‖2 ≥ 0 , ∀h ∈ V ,

(U2h) . h = (FT Fh) . h = ‖Fh ‖2 ≥ 0 , ∀h ∈ V .

Ne segue che

• I tensori U e V sono simmetrici e positivi.

• Se detF 
= 0 i tensori U e V sono definiti positivi, quindi invertibili, e
l’isometria R ∈ Orth è univocamente individuata daR = FU−1 = V−1 F .
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In generale la discussione dell’unicit`a dell’isometriaR che compare nella decom-
posizione polare si conduce assumendo che siaF = RU = RU . Allora risulta

(R
T
R)U = U . Ma R 
= R ⇐⇒ R

T
R 
= I .

La non unicità dell’isometriaR dipende dunque dall’esistenza di isometrie non
identicheQ 
= I tali che QU = U .

PonendoS = Im U e tenendo conto che KerF = KerU , la proposizione 11.1
consente di affermare che

• se dim KerF = 0 l’isometriaè unica,

• se dim KerF = 1 l’isometria è definita a meno di una riflessione rispetto al
sottospazio bidimensionaleS ,

• se dim KerF = 2 l’isometria è definita a meno delle riflessioni rispetto ad un
qualsiasi sottospazio bidimensionale contenente il sottospazio monodimensionale
S ed a meno di una rotazione diα ∈ ] 0, 2 π [ attorno adS .

Se detF > 0 risulta detR > 0 e l’isometriaè una rotazioneR ∈ Orth+ .

Il risultato della proposizione 11.2 sussiste se si sostituisce al gruppo Orth delle
isometrie il sottogruppo Orth+ delle rotazioni, con ovvie modificazioni concernenti la
discussione dell’unicit`a della rotazione.

La prima dimostrazione dell’equivalenza tra la propriet`a di minima distanza da
Orth+ e la formula di decomposizione polare `e dovuta aMartinsePodio Guidugli
[49].

L’argomentazione con la quale si mostra che i punti di stazionariet`a sono di minima
distanza `e dovuta aGurtin in [51] la cui trattazione fa riferimento al gruppo Orth+

delle rotazioni. Si riporta di seguito l’ovvia estensione al caso del gruppo Orth delle
isometrie.

Proposizione 11.3. Minima distanza dal gruppo delle isometrie.Per ogni operatore
lineare F ∈ L(V ; V) le seguenti propriet̀a sono equivalenti{‖F−R ‖ = min

{
‖F−Q ‖ : Q ∈ Orth

}
,

F = RU = VR .

Dim. In forza della proposizione 11.2 basta dimostrare che in ogni punto di stazionariet`a
R ∈ Orth la funzioneψ(Q) = 1

2 ‖F −Q ‖2 attinge un minimo assoluto su Orth .
Infatti dalla relazione

‖F−Q ‖2 = ‖F ‖2 − 2F . Q + 3 ,

postoF = RU , si ha

‖F−Q ‖2 − ‖F−R ‖2 = 2U ∗ (I−Qo) ,

con Qo = RTQ . EssendoU ∗Qo = U ∗ 1
2 (Qo + QT

o ) sussiste l’identit`a

2U ∗ (I−Qo) = U ∗ [(I−Qo) (I−Qo)T ] = tr
{
(I−Qo)T U (I−Qo)

}
≥ 0 ,

in quanto il tensore(I−Qo)T U (I−Qo) è positivo.
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Osservazione 11.1.Nello spazio L(V ; V) degli un operatori lineari su V si conside-
rino le norme che esprimono il valor medio quadratico dei vettori che sono le immagini
di quelli della sfera unitaria

S1(V) : =
{
h ∈ V : ‖h ‖ = 1

}
,

o del disco unitario
B1(V) : =

{
h ∈ V : ‖h ‖ ≤ 1

}
.

Tali norme sono definite da

‖A ‖S1
: =

[ ∫
S1

‖Ah ‖2 da
] 1

2
, ‖A ‖B1

: =
[ ∫
B1

‖Ah ‖2 dv
] 1

2
.

La norma‖A ‖B1
è il divario localedi Grioli [38].

La simmetria e la positivit`a di ATA assicurano che esiste una terna ortonormale
di autovettori{e1, e2, e3} cui corrispondono gli autovalori non negativi{λ1, λ2, λ3} .
Allora

‖A ‖2
S1

=
3∑

i=1
λi

∫
S1

(h . ei)
2 da , ‖A ‖2

B1
=

3∑
i=1

λi

∫
B1

(h . ei)
2 dv .

Risultando ∫
S1

3∑
i=1

(h . ei)
2 da = 4π ,

∫
B1

3∑
i=1

(h . ei)
2 dv =

4
5

π ,

in virtù della simmetria polare si deduce che∫
S1

(h . ei)
2 da =

4
3

π ,

∫
B1

(h . ei)
2 dv =

4
15

π .

Dall’espressione della norma euclidea‖A ‖2 = tr (ATA) =
3∑

i=1
λi seguono infine le

relazioni di proporzionalit`a

‖A ‖S1
=

√
4 π

3
‖A ‖ , ‖A ‖B1

=

√
4 π

15
‖A ‖ .

La proporzionalità tra le norme in media quadratica (superficiale e volumica) e la
norma euclidea mostra che la propriet`a di minimo enunciata nella proposizione 11.3
equivale a quella per le norme in media quadratica.
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Grioli in [38] ha per primo dimostrato che l’isometriaR ∈ Orth che realizza
la decomposizione polareF = RU è un punto di minimo assoluto per il funzionale
φ(Q) = ‖F−Q ‖B1

su Orth .

La dimostrazione originale diGrioli [38] è fondata sulla rappresentazione spet-
trale dell’operatore simmetrico e positivoU ∈ Sym ∩ Pos ed `e condotta osservando
che la diseguaglianza integrale∫

B1

‖ (F−R)h ‖2 dv ≤
∫
B1

‖ (F−Q)h ‖2 dv , ∀Q ∈ Orth,

equivale alla diseguaglianza∫
B1

Fh . Rh dv ≥
∫
B1

Fh . Qh dv , ∀Q ∈ Orth,

che, ponendoF = RU e Qo = QTR può scriversi∫
B1

RUh . Rh dv =
∫
B1

Uh . h dv ≥
∫
B1

RUh . Qh dv =
∫
B1

QoUh . h dv .

Sia {e1, e2, e3} una terna ortonormale principale perU ∈ Sym∩ Pos cui corrispon-
dono gli autovalori non negativi{λ1, λ2, λ3} . Allora risulta∫

B1

Uh . h dv =
3∑

i=1
λi

∫
B1

(h . ei)
2 dv .

∫
B1

QoUh . h dv =
3∑

i,k=1
λi (Qoei) . ek

∫
B1

(h . ei)(h . ek) dv .

Si noti ora che la terna ortonormale{e1, e2, e3} è principale per il tensore dei momenti
del secondo ordine del disco unitario. Dunque risulta∫

B1

(h . ei)(h . ek) dv = 0 per i 
= k .

Inoltre si ha che

‖ ei −Qoei ‖
2 ≥ 0 ⇒ (Qoei) . ei ≤ ‖ ei ‖

2 = 1 .

Pertanto si conclude che, per ogniQ ∈ Orth ,∫
B1

QoUh . h dv ≤
3∑

i=1
λi

∫
B1

(h . ei)
2 dv =

4 π

15
tr (U) =

∫
B1

Uh . h dv ,

cheè la diseguaglianza che dovevasi dimostrare.
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La formula di decomposizione polare per una trasformazione lineare, anche non re-
golare,F ∈ L(V ; V) trova un’interessante applicazione in Statica, nella dimostrazione
del teorema diDa Silva (vedi capitolo II, sezione II.14 (p. 289)).

11.2. Superfici singolari

Sia T (Ω) una suddivisione diΩ ed n il versore normale alla frontiera∂T (Ω)
orientata in modo che, per ogniPα ∈ T (Ω) ,

• sulle frontiere∂Pα ∩ ∂Ω abbia verso uscente da∂Pα ,

• in corrispondenza delle interfacce tra gli elementi diT (Ω) , detti (P)+ e (P)−

gli elementi adiacenti, sia diretta verso l’elemento positivo. Quindi, sen+ e n−

sono i versori normali uscenti da aP+
e P− , risulta n = −n+ = n− .

Detto I ⊂ � un intervallo reale, siac : I �→ Ω una curva regolare su di un’interfaccia
(P)+ ∩ (P)− di T (Ω) .

Si consideri quindi uncampo scalareΨ : Ω �→ � di classe Cm in T (Ω) .

Si dice che una superficieS ⊂ I(Ω) èsingolaredi ordinek se esiste una derivata
parziale di ordinek che presenta unsalto di discontinuit̀a attraversoS mentre
tutte le derivate parziale di ordine minore dik sono continue attraversoS .

Se m ≥ 1 la regola di derivazione a catena, applicata alla funzioneΨ ◦ c : I �→ � in
(P)+ e (P)− , fornisce le formule

d(Ψ+ ◦ c) = dΨ+(c) ◦ dc ,

d(Ψ− ◦ c) = dΨ−(c) ◦ dc .

La validità della regola di derivazione a catena in(P)+ e (P)− è nota in letteratura
comelemma diHadamard 34 [29]. Su di esso `e fondata l’intera teoria delle superfici
singolari (si veda [40] pag. 491).

Le derivated(Ψ+ ◦c) ( d(Ψ− ◦c) ) sono dettederivate tangenzialidi Ψ : Ω �→ �
lungo la curvac : I �→ Ω .

Sottraendo la seconda delle formule precedenti dalla prima, si perviene allacondizione
superficiale di compatibilit̀a[[

d(Ψ ◦ c)
]]

= d
[[

(Ψ ◦ c)
]]

=
[[

dΨ
]]

(c) ◦ dc .

34 Jacques Salomon Hadamard (1865-1963). Illustre matematico, professore di analisi allaÉcole
Polytechnique, dove fu successore diMarie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), e membro
dell’Accademia delle Scienze dove fu successore diJules Henri Poincaré (1854-1912). Famoso `e il
suo teorema sui numeri primi, il trattato del 1903Leçons sur la Propagation des Ondes et lesÉquations de
l’Hydrodynamiquee l’articoloLeçons sur le calcul des variationsdel 1910. Fondamentali anche i contributi
alla teoria dell’elasticit`a, all’ottica geometrica, all’idrodinamica ed ai problemi di valori al contorno.
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La condizione superficiale di compatibilit`a si esprime affermando che

• il salto della derivata tangenziale `e uguale alla derivata tangenziale del salto.

Se il salto
[[

Ψ
]]

è costante sull’interfaccia(P)+ ∩ (P)− risulta d
[[

(Ψ ◦ c)
]]

= 0 e
la condizione di compatibilit`a fornisce la relazione[[

dΨ
]]

(c) ◦ dc = 0 .

Dalla definizione del gradiente di un campo scalare

gradΨ . h = dΨ [h ] , ∀h ∈ V ,

si evince allora che il salto del gradiente
[[

gradΨ
]]

è ortogonale all’interfaccia.

Si è cos`ı dimostrato il seguente fondamentale risultato dovuto aMaxwell [20].

Proposizione 11.4. Teorema di Maxwell. Se il salto
[[

Ψ
]]

di un campo scalare
Ψ : Ω �→ � è costante attraverso una superficieS ⊂ I(Ω) , allora il salto del
gradienteè normale all’interfaccia[[

gradΨ
]]

= αn ,

dove

α =
[[

gradΨ
]]

. n =
[[

dΨ [n ]
]]

=
[[

dΨ/dn
]]

.

Il risultato sussiste a fortiori seΨ è continuo attraverso la superficieS .

Applicando il teorema diMaxwell a campi vettoriali si deduce il seguente
risultato dovutoJ. Weingarten 35 [28]

Proposizione 11.5. Teorema di Weingarten. Si assuma che il salto
[[

v
]]

di un
campo vettorialev : Ω �→ V sia costante attraverso una superficieS ⊂ I(Ω) .
Allora esiste un campo vettorialeα : S �→ V tale che[[

div v
]]

= α . n ,[[
rotv

]]
= α× n ,

α =
[[

div v
]]

n +
[[

rotv
]]
× n ,

35 Julius Weingarten (1836-1910). Nacque a Berlino da famiglia di emigranti polacchi.
All’Universit à di Berlino frequent`o lezioni di teoria del potenziale tenute daDirichlet. Nonostante dovesse
insegnare nelle scuole per guadagnarsi da vivere, nel 1857 ottenne un premio dall’Universit`a di Berlino per
un lavoro sulle linee di curvatura delle superfici. Lo studio della geometria differenziale delle superfici fu il
suo principale interesse di ricerca eDarboux paragon`o la qualità dei suoi risultati a quelli diGauss. Sullo
stesso argomentoWeingarten ebbe una numerosa corrispondenza conLuigi Bianchi (1856-1928).
Nel 1894 vinse il Grand Prix della Acad´emie des Sciences di Parigi per un lavoro sulla determinazione di
tutte le superfici isometriche ad una data superficie, in cui riconduceva il problema a quello di trovare tutte le
soluzioni di un’equzione differenziale alle derivate parziale del tipo diMonge-Ampère.



126 11 – COMPLEMENTI

Dim. Dal teorema diMaxwell, ponendoΨ = v . a con a : Ω �→ V campo
vettoriale costante, si deduce che[[

grad(v . a)
]]

= (α . a)n , ∀a ∈ V ,

dove
α . a : =

[[
grad(v . a)

]]
. n =

[[
dv

]]
[n ] . a , ∀a ∈ V .

Inoltre per ogni coppiaa,h : Ω �→ V di campi vettoriali costanti, si ha che[[
grad(v . a)

]]
. h =

[[
dv

]]
[h ] . a = (α . a) (n . h) = (α⊗ n) [h ] . a .

Pertanto

α =
[[

dv
]]

[n ] ,
[[

dv
]]

= α⊗ n .

Ne segue che [[
div v

]]
=

[[
tr dv

]]
= tr (α⊗ n) = α . n ,[[

rotv
]]

=
[[

2 axial emidv
]]

= −α× n .

Dall’identità

(α× n)× n = (α . n)n− (n . n)α = (n⊗ n)α−α ,

si ha infine che
α =

[[
div v

]]
n +

[[
rotv

]]
× n ,

ed il risultatoè provato.

Osservazione 11.2.Si consideri un campo vettorialev : Ω �→ V che sia il gradiente
di un campo scalareΨ : Ω �→ � . Si assuma inoltre che il campoΨ sia continuo
attraverso la superficieS o presenti un salto costante di discontinuit`a attraverso la
superficieS .

Dal teorema diMaxwell si deduce allora che[[
v
]]

=
[[

gradΨ
]]

= αn ,

e quindi che

• la componente tangenziale del campo vettoriale potenzialev : Ω �→ V deve
essere continua attraverso la superficieS .

Si consideri ora un campo vettoriale solenoidalev = rotw con un potenziale vettore
w : Ω �→ V anch’esso solenoidale. Si assuma inoltre che il potenziale vettorew
sia continuo attraverso la superficieS o presenti un salto costante di discontinuit`a
attraverso la superficieS .

Dal teorema diWeingarten si deduce allora che[[
v
]]

=
[[

rotw
]]

= α× n , ⇒
[[

v . n
]]

= 0 ,

e quindi che

• la componente normale del campo vettoriale solenoidalev : Ω �→ V deve essere
continua attraverso la superficieS .
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11.3. Trasporto con superfici di discontinuità

Il teorema diReynolds della sezione 8 (p. 67) pu`o essere esteso per trattare il
caso più generale in cui esistono nella configurazioneΩ(t) superfici di discontinuit`a
del campo da integrare e del campo di velocit`a.

Le superfici di discontinuit`a si propagarsi attraverso il corpo se la commponente
normale della loro velocit`aè diversa da quella delle particelle del corpo istantaneamente
ubicate su di essa.

In tal caso si dice che esse sonosuperfici di propagazione delle discontinuità.
Sussiste in proposito il seguente risultato ottenuto dall’autore generalizzando il

teor. 1.8 del capitolo 2 di [52].

Proposizione 11.6. Teorema del trasporto con propagazione di discontinuit`a. Sia
φ(x, t) un campo spaziale a valori scalari definito sulla traiettoriaFχ(B) di un corpo
TB e regolare a pezzi suΩ = χ(B, t) . Allora vale la formula

d

dt

∫
Ω

φ dv =
∫

T (Ω)

φ′ dv +
∫

∂Ω

φv . n da −
∫

∂I(Ω)

[[
φ
]]

w . n da =

=
∫

T (Ω)

φ′ dv +
∫

∂T (Ω)

φv . n da +
∫

∂I(Ω)

[[
φ (v −w)

]]
. n da =

dove:

• la suddivisioneT (Ω) è il supporto di regolarit̀a del campo scalareφ e del campo di
velocit̀a spazialev nella configurazioneΩ = χ(B, t) ,

• gli integrali estesi aT (Ω) sono per definizione somma di quelli estesi agli elementi
della suddivisioneT (Ω) ,

• ∂I(Ω) è l’insieme delle interfacce tra gli elementi diT (Ω) ,

• w è il campo di velocit̀a con cui si muovono le interfacce,

• i salti di discontinuit̀a sono definiti da
[[

φ
]]

: =
[
φ+ − φ−

]
e

[[
φ (v − w)

]]
: =[

φ+ (v+ −w)− φ− (v− −w)
]

.

La normalen alla frontiera ∂Pα ∈ T (Ω) è orientata assumendo che

• sulla frontiera ∂Pα ∩ ∂Ω abbia verso uscente,

• in corrispondenza delle interfacce tra gli elementi diT (Ω) sia diretta verso la parte
positiva (quella su cui si calcolaφ+ ).

Dim. Per ogni elementoPα ∈ T (Ω) , si denotino con∂Pαβ = ∂Pα ∩ ∂Pβ la parte
di frontiera comune aPα e Pβ , con wαβ la velocità di ∂Pαβ , con nα la normale
uscente daPα e convα la restrizione del campo di velocit`a v all’elementoPα .
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Si estenda il campo vettoriale definito, sul contorno∂Pα , dai campi

wαβ su
⋃

Pβ∈T (Ω)
β 
=α

∂Pαβ e vα su ∂Pα ∩ ∂Ω ,

ad un campo vettorialewα sull’elementoPα .
Applicando all’elementoPα ∈ T (Ω) il teorema del trasporto diReynolds

(proposizione 8.1 (p. 68)) lungo il flusso generato dal campo di velocit`a wα , si ottiene

d

dt

∫
Pα

φα dv =
∫
Pα

φ′α dv +
∫

∂Pα∩∂Ω

φα vα
. nα da +

∑
Pβ∈T (Ω)
Pβ 
=Pα

∫
∂Pαβ

φα wαβ
. nα da =

=
∫
Pα

φ′α dv +
∫

∂Pα

φα vα
. nα da +

∑
Pβ∈T (Ω)
Pβ 
=Pα

∫
∂Pαβ

φα (wαβ − vα) . nα da .

Si sommino quindi i contributi di tutti gli elementi diT (Ω) e, in corrispondenza
di ogni interfaccia, si orienti la normalen verso la faccia positiva cos`ı che risulti
n = −n+ = n− . Si ha cos`ı che

d

dt

∫
Ω

φ dv =
∫

T (Ω)

φ′ dv +
∫

∂Ω

φv . n da −
∫

∂I(Ω)

[[
φ
]]

w . n da =

=
∫

T (Ω)

φ′ dv +
∫

∂T (Ω)

φv . n da +
∫

∂I(Ω)

[[
φ (v −w)

]]
. n da ,

e l’enunciatoè dimostrato.

In modo analogo a quanto visto nella sezione 8 (p. 67), alla formula di trasporto
si possono dare le seguenti espressioni alternative.

d

dt

∫
Ω

φ dv =
∫

T (Ω)

[
φ′ + div (φv)

]
dv +

∫
∂I(Ω)

[[
φ (v −w)

]]
. n da =

=
∫

T (Ω)

[
φ̇ + φ div (v)

]
dv +

∫
∂I(Ω)

[[
φ (v −w)

]]
. n da =

Il teorema di trasporto con propagazione di discontinuit`a può essere formulato con ovvie
modifiche per campi vettoriali e tensoriali. Esso costituisce uno strumento fondamentale
nella teoria della propagazione delle onde e delle onde d’urto [41], [52].
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11.4. Forma variazionale del teorema del trasporto

La forma variazionale del teorema del trasporto consente di valutare il tasso di
variazione nel tempo dell’integrale del prodotto interno tra un campo vettoriale spaziale
u dipendente dal tempo ed un campo vettoriale di provaδv indipendente dal tempo.

Procedendo come nella dimostrazione del teorema diReynolds, proposizione
8.1 (p. 68), tenendo conto dell’identit`a

div (u⊗ v) = du [v ] + u div v ,

dalla formula di espansione diEuler J̇(χ) = J(χ) ( div v) si ottiene che

d

dt

∫
χ(B,t)

u . δv dv =
∫
B

(J(χ)u)̇ . δv dvB =
∫
B

(u̇ + u div v
)

. δv J(χ) dvB =

=
∫

χ(B,t)

(
u̇ + u div v

)
. δv dv =

∫
χ(B,t)

[
u′ + div (u⊗ v)

]
. δv dv =

=
∫

χ(B,t)

u′ . δv dv +
∫

∂χ(B,t)

(v . n) (u . δv) da .

Assumendo cheδv sia un qualsiasi campo vettoriale costante, si riottiene in particolare
la formula del trasporto di un campo vettoriale spaziale.

La forma variazionale del teorema del trasporto si pu`o immediatemente estendere
per considerare campi tensoriali invece che vettoriali considerando come integrando il
prodotto internoT : δS di un campo tensorialeT dipendente dal tempo per un campo
tensoriale di provaδS indipendente dal tempo.

Si noti infine che la forma variazionale del teorema del trasporto consente di
estendere il risultato relativo a campi vettoriali e tensoriali al caso generale in cui lo
spazio ambiente delle configurazioni della struttura `e una variet`a differenziabile (si veda
la trattazione svolta nella sezione 12.4 (p. 146)).

12. CINEMATICA SU VARIETA’

In questa sezione si illustrano le nozioni e i risultati di geometria differenziale
che forniscono gli strumenti di base per l’analisi della cinematica di strutture che sono
sottovarietà di una variet`a ambiente.

In particolare tali strumenti trovano applicazione nella trattazione del problema
della congruenza in deformazioni finite e nella definizione dei modelli strutturali delle
funi, delle membrane e dei continui con struttura (vedi capitolo IV).
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Si illustra preliminarmente la nozione dispintaindotta da un diffeomorfismo tra
varietà, con riferimento a campi scalari, campi di vettori tangenti, campi di vettori
cotangenti e campi di tensori su di una variet`a.

Gli elementi essenziali di tale nozione, che sono gi`a stati introdotti nella sezione
5 (p. 48), vengono qui estesi e completati.

Le proprietà delle spinte, dirette ed inverse, sono propedeutiche alla definizione
ed allo studio delle propriet`a delladerivata diLie.

Sono introdotti il concetto di flusso su una variet`a e di derivata diLie lungo un
flusso e sono dimostrate le relative principali propriet`a.

La trattazione `e quindi estesa per includere il caso generale in cui siano esplicita-
mente dipendenti dal paramentro evolutivo sia il campo vettoriale che genera il flusso,
sia il campo tensoriale di cui si effettua la derivata diLie. Si mostra in particolare
come la nozione di derivata diLie consenta di formulare il teorema del trasporto di
Reynolds per campi scalari dipendenti dal tempo e definiti su variet`a differenziabili.

Viene poi introdotta la definizione di variet`a di Riemann, i relativi simboli di
Christoffel e la connessione diLevi-Civita.

Tali nozioni consentono di definire la derivata covariante di campi vettoriali e
tensoriali e di stabilirne le principali propriet`a.

La definizione di Hessiano di un campo scalare e di derivata covariante secon-
da di un campo tensoriale conduce quindi alla nozione di curvatura di una variet`a di
Riemann. A tal riguardo sono illustrate e dimostrate le propriet`a di simmetria ed
emisimmetria del tensore curvatura e le identit`a diBianchi.

Si mostra infine come per un continuo diCauchy l’annullarsi della curvatura
della varietà diRiemann definita dal tensore metrico diGreen fornisca la condizione
differenziale di congruenza locale in deformazioni finite.

Nozioni introduttive riguardanti le variet`a differenziabili possono essere trovate in
[61]. Per trattazioni pi`u esaurienti e specialistiche si pu`o consultare ad esempio [50],
[55], [57].

12.1. Flussi e spinte

Si consideri una variet`a differenziabileM ed il fibrato tangenteTM ad essa
associato, e cio`e l’unione disgiunta degli spazi tangenti nei punti diM .

Si denoter`a con T∗M il fibrato cotangente, unione disgiunta degli spazi duali di
quelli tangenti nei punti diM .

Un campo vettoriale tangentead M è una funzione

X : M �→ TM ,

tale che per ognix ∈ M sia X(x) = {x,Xx} con Xx ∈ TM(x) .
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Ad ogni campo vettoriale tangente adM può associarsi un insieme di curve
integrali soluzioni dell’equazione differenziale

dc
dt

= X(c(t)) , t ∈ I = [−ε, +ε ] , ε > 0 ,

con la condizione inizialec(0) = x .

Il flusso del campo vettorialeX : M �→ TM è l’applicazionek : M×I �→ M tale
che per ognix ∈ M la funzionekx(−) = k(x,−) : I �→ M sia una curva integrale
del campo e cio`e risulti

d

dt
(kx(t)) = X(kx(t)) , kx(0) = k(x, 0) = x , ∀x ∈ M .

E’ conveniente porrekt(x) = k(x, t) .

L’unicit à delle curve integrali implica che vale laproprietà di gruppo

kτ ◦ kt = kt+τ .

Si ha quindi chek−t = kt
−1 in quantokt ◦ k−t = k0 è l’identità.

Sia oraN un’altra varietà differenziabile eTN il fibrato tangente ad essa associato.
Si assuma che le variet`a M e N siano diffeomorfe e cio`e che esista un’applicazione

biiettiva ϕ : M �→ N differenziabile con l’inversa,
E’ allora possibile trasformare campi scalari, vettoriali o tensoriali, suM in

analoghi campi suN e viceversa mediante operazioni di spinta. La spinta di un campo
scalare consiste in un semplice cambiamento di variabile, quella di un campo vettoriale
o tensoriale `e indotta dalla trasformazione tangente associata al diffeomorfismo.

La spinta secondoϕ di un campo scalaref : M �→ � è il campo scalare
(ϕ∗f) : N �→ � definito da

(ϕ∗f) ◦ϕ : = f ⇐⇒ ϕ∗f : = f ◦ϕ−1 .

Sia oraTϕ : TM �→ TN la mappa tangente associata al diffeomorfismoϕ : M �→ N
e definita da

(Tϕ)({x,X}) : = {ϕ(x), dϕ(x) ◦X} , ∀x ∈ M , ∀X : M �→ TM .

La spintasecondoϕ di uncampo vettorialeX : M �→ TM è il campo vettoriale
(ϕ∗X) : N �→ TN definito da

ϕ∗X ◦ϕ : = (Tϕ) ◦X ⇐⇒ ϕ∗X : = (Tϕ) ◦X ◦ϕ−1 .

La spinta inversàe la spinta secondo la mappa inversaϕ−1 : N �→ M .
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Le spinte inverse dei campi scalareg : N �→ � e vettorialeY : N �→ TN sono quindi
i campi ϕ∗g : M �→ � e (ϕ∗Y) : M �→ TM definiti da

ϕ∗g = g ◦ϕ , ϕ∗Y : = (Tϕ)−1 ◦Y ◦ϕ .

Risulta pertanto
ϕ∗(ϕ∗g) = g , ϕ∗(ϕ∗f) = f ,

ϕ∗(ϕ∗Y) = Y , ϕ∗(ϕ∗X) = X .

Le spinte, diretta ed inversa dicampi covettorialiα : M �→ T∗M e β : N �→ T∗N
sono i campi covettoriali definiti da

(ϕ∗α)(ϕ∗X) : = ϕ∗
(
α(X)

)
, ∀X : M �→ TM ,

(ϕ∗β)(ϕ∗Y) : = ϕ∗
(
β(Y)

)
, ∀Y : N �→ TN ,

ovvero
(ϕ∗α)(Y) : = ϕ∗

(
α(ϕ∗Y)

)
, ∀Y : N �→ TN ,

(ϕ∗β)(X) : = ϕ∗
(
β(ϕ∗X)

)
, ∀X : M �→ TM .

Quindi
ϕ∗(ϕ∗β) = β , ϕ∗(ϕ∗α) = α .

Le spinte, diretta ed inversa, deicampi tensorialiA : M �→ L(TM, T∗M ; �) e
B : N �→ L(TN, T∗N ; �) sono i campi tensoriali definiti da

(ϕ∗A)(ϕ∗X,ϕ∗α) : = ϕ∗
(
A(X,α)

)
, ∀X : M �→ TM , ∀α : M �→ T∗M ,

(ϕ∗B)(ϕ∗Y,ϕ∗β) : = ϕ∗
(
B(Y,β)

)
, ∀Y : N �→ TN , ∀β : N �→ T∗N ,

ovvero

(ϕ∗A)(Y,β) : = ϕ∗
(
A(ϕ∗Y,ϕ∗β)

)
, ∀Y : N �→ TN , ∀β : N �→ T∗N ,

(ϕ∗B)(X,α) : = ϕ∗
(
B(ϕ∗X,ϕ∗α)

)
, ∀X : M �→ TM , ∀α : M �→ T∗M .

Quindi
ϕ∗(ϕ∗B) = B , ϕ∗(ϕ∗A) = A .

Si noti che seϕ : M �→ N e φ : N �→ R sono diffeomorfismi risulta

(φ ◦ϕ)∗ = φ∗ ◦ϕ∗ ,

e quindi
(φ ◦ϕ)∗ = ((φ ◦ϕ)−1)∗ = (ϕ−1 ◦ φ−1)∗ = ϕ∗ ◦ φ∗ .

Proposizione 12.1. Flussi delle spinte.Per ogni diffeomorfismoϕ : M �→ N sussiste
l’equivalenza

Tϕ ◦X = Y ◦ϕ ⇐⇒ ϕ ◦ kX = kY ◦ϕ ,

dovekX e kY sono i flussi dei campi vettorialiX : M �→ TM e Y : N �→ TN .
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Dim. Derivando rispetto al tempo l’espressioneϕ ◦ kX = kY ◦ϕ si ha che

(ϕ ◦ kX)̇ = Tϕ ◦ k̇X = Tϕ ◦X ◦ kX ,

(kY ◦ϕ)̇ = k̇Y ◦ϕ = Y ◦ kY ◦ϕ = Y ◦ϕ ◦ kX .

Eguagliando si ottiene cheTϕ ◦X = Y ◦ϕ .

Viceversa, se vale tale eguaglianza, si ha che

(ϕ ◦ kX)̇ = Tϕ ◦ k̇X = Tϕ ◦X ◦ kX = Y ◦ (ϕ ◦ kX) .

Quindi (ϕ ◦ kX)(x) con x ∈ M è la curva integrale del campoY passante per
ϕ(x) ∈ N . L’unicità dell’integrale implica allora cheϕ ◦ kX = kY ◦ϕ .

Sia kX un flusso suM e ϕ : M �→ N un diffeomorfismo. E’ allora naturale
porre la seguente definizione (vedi fig. 12.1)

• la spinta del flussokX medianteϕ è il flussokY su N definito da

kY = ϕ ◦ kX ◦ϕ−1 .

ϕ

ϕ−1

kY

kX

Dalla proposizione 12.1 segue poi immediatamente che

Y = ϕ∗X = Tϕ ◦X ◦ϕ−1 ⇐⇒ kY = ϕ ◦ kX ◦ϕ−1 ,

Vale dunque la seguente propriet`a.

Il flusso della spinta `e uguale alla spinta del flusso.

PonendoY = X si deduce che

X = ϕ∗X = Tϕ ◦X ◦ϕ−1 ⇐⇒ kX ◦ϕ = ϕ ◦ kX ,

e cioè che la spinta lascia invariato il campo vettoriale se e solo se il diffeomorfismo
commuta con il flusso del campo.

In particolare perϕ = kX si ottiene che

• il campo viene trascinato dal proprio flusso e cio`e X = kX∗X = kX
∗Y .
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Il risultato della prossima proposizione si enuncia affermando che la derivata di-
rezionaleènaturalerispetto alla spinta.

Proposizione 12.2. Spinta della derivata direzionale. Siano ϕ : M �→ N un
diffeomorfismo,f : M �→ � , g : N �→ � funzioni scalari eX : M �→ TM ,
Y : N �→ TN campi vettoriali. Allora risulta

ϕ∗(dX f) = dϕ∗X
(ϕ∗f) , ∀X : M �→ TM ,

ϕ∗(dY g) = dϕ∗Y (ϕ∗g) , ∀Y : N �→ TN .

Dim. Applicando la regola di derivazione a catena in termini di mappe tangenti, e
ponendoY = Tϕ ◦X ◦ϕ−1 = ϕ∗X si ha che

T (f ◦ϕ−1) ◦Y = Tf ◦ Tϕ−1 ◦Y = Tf ◦X ◦ϕ−1 ,

cheè la prima eguaglianza. La seconda si dimostra con analoga procedura.
Dalla definizione di spinta di un campo tensoriale segue allora che

(ϕ∗d f) [ϕ∗X ] = ϕ∗(d f [X ]) = d (ϕ∗f) [ϕ∗X ] , ∀X : M �→ TM ,

e cioè ϕ∗d f = d (ϕ∗f) . Analogamente si mostra cheϕ∗d g = d (ϕ∗g) .

12.2. Derivata di Lie

Sia A : M �→ L(TM, T∗M ; �) un campo tensoriale di tipo(1, 1) e cioè una volta
controvariante ed una volta covariante.

La derivata diLie 36 del campo tensorialeA : M �→ L(TM, T∗M ; �) secondo
il campo vettorialeY : M �→ TM è il tasso iniziale di variazione della spinta
inversa del campo tensoriale lungo il flussokt : M× I �→ M di Y : M �→ TM .

La derivata diLie è quindi definita da

LYA : =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

kt
∗A ,

36 Marius Sophus Lie (1842-1899). Nato in Norvegia, frequent`o l’Università di Christiania (ora
Oslo) dove, sotto la guida diPeter Ludwig Mejdell Sylow (1832-1918), studiò le teorie diNiels
Henrik Abel (1802-1829) eEvariste Galois (1811-1832) sulle equazioni algebriche. In Germania
ebbe contatti con i matematiciTheodor Reye (1838-1919)eRudolf Friedrich Alfred Clebsch
(1833-1872) a Göttingen eLeopold Kronecker (1823-1891), Ernst Eduard Kummer (1810-
1893), Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1810-1893) e Felix Klein (1849-1925) a
Berlino. ConKlein iniziò una lunga amicizia e collaborazione scientifica per la comunanza di interessi.
A Parigi incontrò Jean Gaston Darboux (1842-1917), Michel Chasles (1793-1880) eMarie
Ennemond Camille Jordan (1838-1922). I suoi principali contributi sono raccolti nell’operaTheorie
der Transformationsgruppenin tre volumi scritti tra il 1888 ed il 1893 in collaborazione conFriedrich
Engel, allievo diKlein.
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ovvero

(LYA)(X,α) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

kt
∗A(kt∗X,kt∗α) ,

{
∀X : M �→ TM ,

∀α : M �→ T∗M ,

dove, per definizione,(ϕ∗α) [Y ] = ϕ∗α [ϕ∗Y ] .

In modo analogo si definisce la derivata diLie di un campo scalare e di un campo
vettoriale.

Si noti che la derivata diLie di un campo scalaref : M �→ � coincide con la
derivata direzionale. Infatti la regola di derivazione a catena mostra che

LYf : =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

kt
∗f =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f ◦ kt = d f [Y ] = Y[ f ] .

Una proprietà fondamentale `e la seguente.

Proposizione 12.3. Teorema della derivata di Lie. Lungo il flussok : M× I �→ M
del campoY : M �→ TM vale la formula

kt
∗(LYA) =

d

dt
(kt

∗A) .

Dim. Ricordando che

kt+τ
∗A =

(
kτ ◦ kt

)∗A = kt
∗(kτ

∗A
)
,

ed osservando che

d

dt
(kt

∗A) =
d

dτ

∣∣∣∣
τ=0

k∗
t+τ

A = kt
∗ d

dτ

∣∣∣∣
τ=0

kτ
∗A = kt

∗(LYA) ,

si perviene al risultato.

Dalla proposizione 12.3 segue che, se la derivata diLie LYA è identicamente
nulla sul dominio temporale del flusso, risulta

d

dt
(kt

∗A) = o .

Dunque
kt
∗A = k0

∗A = A , kt∗A = A , ∀ t ∈ I ,

Pertanto seLYA = o il campo tensorialeA : M �→ L(TM, T∗M ; �) è trascinato
lungo il flusso.

Proposizione 12.4. Regola di Leibniz. Per la derivata diLie vale la formula di
Leibniz:

LY(A [X,α ]) = (LYA) [X,α ] + A [LYX,α ] + A [X,LYα ] ,

∀X : M �→ TM , ∀ Y : M �→ TM , ∀ α : M �→ T∗M .
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Dim. Basta osservare che

(k∗A) [k∗X,k∗α ] = k∗(A [X,α ]) ,

ed applicare le regole della derivazione parziale e della derivazione a catena.

Proposizione 12.5. Derivata di Lie della spinta. Siano A : M �→ L(TM, T∗M ; �)
un campo tensoriale eY : M �→ TM un campo vettoriale sulla varietà M . Per ogni
diffeomorfismoϕ : M �→ N vale allora la formula

ϕ∗(LYA) = Lϕ∗Y
ϕ∗A ,

doveZ = ϕ∗Y è il vettore tangente al flussokZ = ϕ ◦ kY ◦ϕ−1 .

Dim. Basta osservare che

k∗
Z

(ϕ∗A) = (ϕ ◦ k−1
Y
◦ϕ−1 ◦ϕ)∗A = (ϕ ◦ k−1

Y
)∗A = ϕ∗(k∗YA) ,

e la formula segue dalla definizione della derivata diLie.

Il risultato della proposizione 12.5 si enuncia affermando che

la derivata diLie ènaturalerispetto alla spinta.

La derivata diLie LYX è evidentemente lineare nel campo vettorialeX .

La prossima proposizione fornisce una fondamentale caratterizzazione della
derivata diLie di un campo vettoriale.

Proposizione 12.6. Parentesi di Lie. Sia f : M �→ � una funzione differenziabile
e X : M �→ TM , Y : M �→ TM campi vettoriali suM . Si denoti conX [ f ] =
d f [X ] = LX f la derivata direzionale secondo il campo vettorialeX : M �→ TM .
Vale allora la formula

(LY X) [ f ] = [Y,X ] [ f ] , ∀ f : M �→ � ,

dove la parentesi diLie [Y,X ] è definita da

[Y,X ] [ f ] : = Y [X [ f ] ]−X [Y [ f ] ] , ∀ f : M �→ � .
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Dim. Si ponga

(−)̇ =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(−) ,

e osservi preliminarmente che, sekt è il flusso diY , risulta (kt)̇ = Y . Dunque

(LY X) [ f ] =
(

d

dt

∣∣∣∣
t=0

k∗
t
X

)
[ f ] =

d

dt

∣∣∣∣
t=0
L(k∗tX) f =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0
L(k∗tX) k

∗
t
(k∗−t

f) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

k∗
t
LX (k∗−t

f) =

=LY LX f + LX

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(k∗−t
f) = LY LX f + LX (f ◦ k−t)̇ =

=LY LX f + LX d f [−(kt)̇ ] = (LY LX − LX LY) f ,

dove siè fatto ricorso alla formula

d

dt
(k−t) = −k−t ◦

(
d

dt
kt

)
◦ k−t ,

che fornisce la derivata dell’inversa.

Dalla proposizione 12.6 segue in particolare che

• la derivata diLie LY X è �-lineare inY e cioe che per ogniY1,Y2 : M �→ TM
e per ogniα ∈ � si ha che

i) L(Y1+Y2)X = LY1
(X) + LY2

(X) ,

ii) LαY(X) = αLY(X) ,

Inoltre dall’emisimmetria del commutatore segue cheLY Y = [Y,Y ] = o .
Si noti che banalmente la derivata diLie LY X è �-lineare inX .

Si consideri lo spazio V∞(M) dei campi vettorialiY : M �→ TM di classe
C∞(M) con la struttura di spazio linerare sul campo dei numeri reali� . La parentesi
di Lie definisce allora un’algebra che gode delle seguenti propriet`a

i) [−,− ] è � bilineare,

ii) [Y,Y ] = o , ∀Y ∈ V∞(M) ,

iii) [X, [Y,Z ] ] + [Y, [Z,X ] ] + [Z, [X,Y ] ] = o , ∀X,Y,Z ∈ V∞(M) .

L’algebra cos`ı definitaè detta un’algebra diLie.
L’identità iii) è dettaidentità di Jacobi. La parentesi diLie è pertanto detta anche
parentesi diJacobi-Lie o commutatore.

La proprietà di esserenaturalerispetto alla spinta consente di determinare l’espres-
sione della derivata diLie in termini di coordinate.
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Si denoti con

{ZA, A = 1, . . . , n}

la base usuale in�n . Sia quindiϕ : U ⊆ M �→ �n una carta locale e si denoti con

{EA(x), A = 1, . . . , n} ,

la base indotta nello spazio tangente inx ∈ M . Per definizione si ha che

EA : = ϕ∗ZA , ZA = ϕ∗EA .

Adottando la convenzione diEinstein, si può scrivere

ϕ∗X = ϕ∗(XAEA) = XA (ϕ∗EA) = XA ZA .

Si noti la seguente propriet`a.

Proposizione 12.7. La parentesi diLie si annulla in corrispondenza di ogni coppia
di campi vettoriali coordinati. Risulta ciòe

[EA,EB ] = o , ∀A, B ∈ {1, . . . , n} .

Dim. Dalla proposizione 12.5 segue che

ϕ∗[EA,EB ] = [ϕ∗EA,ϕ∗EB ] = [ZA,ZB ] .

Denotando con C2(M,p) lo spazio costituito dalle funzioni reali che sono derivabili
due volte con continutit`a in un intorno dip ∈ M , la simmetria della derivata seconda
in �n implica che per ognif ∈ C2(M,p) sia

[ZA,ZB ] f = d2f [ZB ; ZA ]− d2f [ZA ; ZB ] = 0 .

Dunque[EA,EB ] = ϕ∗[ZA,ZB ] = o .

Il risultato che segue sar`a richiamato nella sezione 12.10 (p. 163).

Proposizione 12.8. Ogni n-upla di vettori di uno spazio tangenteXA(x) ∈ TM(x)
con A = 1, . . . , n può essere estesa ad unan-upla di campi vettorialiXA : M �→ TM
tale che risulti

[XA,XB ] = o , A, B = 1, . . . , n .
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Dim. Sia ϕ : U ⊆ M �→ �n una carta locale conx ∈ U e ϕ(x) = o ∈ �n .

EA(x) = (ϕ∗ZA)(x) = Tϕ−1 ◦ ZA ◦ϕ(x) , A = 1, . . . , n ,

la corrispondente base locale inx ∈ M .
Detta alloraL ∈ L(TM(x) ; TM(x)) la trasformazione dalla base{EA(x)} alla

base{XA(x)} , si consideri la matriceG ∈ L(�n ; �n) tale che

Tϕ−1 ◦G = L ◦ Tϕ−1 .

Allora la carta localek = G−1 ◦ϕ risolve il problema. Infatti risultak−1 = ϕ−1 ◦G
e quindi

Tk−1 = Tϕ−1 ◦G .

La corrispondente base locale inx ∈ M è costituita dallan-upla di vettori XA(x) .
Infatti, essendoϕ(x) = o ∈ �n e k(x) = G−1 ◦ϕ(x) = o ∈ �n , si ha che

(k∗ZA)(x) = Tk−1 ◦ ZA ◦ k(x) = Tϕ−1 ◦G ◦ ZA ◦ϕ(x) =

= L ◦ Tϕ−1 ◦ ZA ◦ϕ(x) = L ◦ (ϕ∗ZA)(x) = L ◦EA(x) = XA(x) .

Il risultato segue allora dalla proposizione 12.7.

Proposizione 12.9. Derivata di Lie in coordinate. La derivata diLie LYX in
termini di coordinate locali{U ,ϕ} si scrive

LYX = [Y,X ] = (XA
/B Y B − Y A

/B XB)EA .

Dim. Dalla proposizione 12.5 si deduce che

ϕ∗ (LYX) = ϕ∗ [Y,X ] = Lϕ∗Y
(ϕ∗X) = [ϕ∗Y , ϕ∗X ] .

Osservando quindi che

ϕ∗ [Y,X ] =
n∑

A=1

[
ϕ∗ [Y,X ]

]A ZA , ϕ∗Y =
n∑

A=1

[
ϕ∗Y

]A ZA =
n∑

A=1
Y A ZA ,

si ottiene l’espressione

[ϕ∗Y , ϕ∗X ] [ f ] = [Y B ZB, XA ZA ] [ f ] =

= d (d f [XAZA ]) [Y B ZB ]− d (d f [Y BZB ]) [XA ZA ] .
Si osservi quindi che

d f [XAZA ] = XA d f [ZA ] ,

e che inoltre risulta

d (XA d f [ZA ]) [ZB ]Y B = d2f [ZA ; ZB ]XA Y B + (d XA) [ZB ]Y B d f [ZA ] .

Dalla simmetria della derivata seconda mistad2f [ZA ; ZB ] segue che

[ϕ∗Y , ϕ∗X ] [ f ] = (d XA) [ZB ]Y B d f [ZA ]− (d Y A) [ZB ]XB d f [ZA ] .

Dunque essendo[ϕ∗Y , ϕ∗X ] [ f ] = [ϕ∗Y , ϕ∗X ]A d f [ZA ] , si ha

[ϕ∗Y , ϕ∗X ]A = (d XA) [ZB ]Y B − (d Y A) [ZB ]XB = XA
/B Y B − Y A

/B XB ,

cheè la formula cercata.
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La dimostrazione della proposizione 12.9 pu`o sintetizzarsi come segue.

Sia {U ,ϕ} con ϕ : U ⊆ M �→ �n una carta locale sulla variet`a {M,g} e si
denoti conX = ϕ∗X l’espressione diX in coordinate. Allora, stante la simmetria
della derivata seconda mista in�n , si ha che

[Y, X ] [ f ] = d
(
d f [X ]

)
[Y ]− d

(
d f [Y ]

)
[X ] =

= d2f [X, Y ]− d2f [Y, X ] + dY X [ f ]− dXY [ f ] =

=
(
dY X − dXY

)
[ f ] ,

e dunque
[Y, X ] =

(
dY X − dXY

)
.

La proposizione 12.3 (p. 135) consente di ricondurre la soluzione di un opportuno
sistema di equazioni differenziali alle derivate parziali alla soluzione di un sistema di
equazioni differenziali ordinarie. Si consideri infatti il sistema di equazioni scalari

d

dt
XA = (XA

/B Y B − Y A
/B XB) ,

con la condizione inizialeXA(0) = WA .
In forma vettoriale il sistema si scrive

d

dt
X = [Y,X ] = LYX ,

con la condizione inizialeX(0) = W . La soluzione `e data daX = k∗
Y
W .

Infatti si ha che
d

dt
X =

d

dt
(k∗

Y
W) = k∗

Y
(LYW) = Lk∗YY(k∗

Y
W) =

= LY(k∗
Y
W) = LYX = [Y,X ] .

Le curve integrali del campoY sono dettecurve caratteristichedel sistema e la
metodologia di soluzione `e dettametodo delle caratteristiche.

Si noti che la soluzioneX = k∗
Y
W è unica in forza del lemma diGronwall

(vedi [53]). L’unicità può anche mostrarsi considerando una carta locale{U ,ϕ} e
ponendo

E : =
∫

ϕ(U)

‖X1 −X2 ‖
2 dv .

Allora, essendoY continuo, in ogni compattoK ⊂ ϕ(U) risulta

Ė =
∫
K

2 (X1 −X2) . (Ẋ1 − Ẋ2) dv =
∫
K

2 (X1 −X2) . [Y, (X1 −X2) ] dv ≤

≤α

∫
K

‖X1 −X2 ‖
2 dv = α E .
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Integrando si ha cheE(t) ≤ E(0) exp(αt) e quindi E(t) = 0 essendoE(0) = 0 .

Proposizione 12.10. Derivazione.La derivata diLie LY(X) soddisfa la propriet̀a

LY(f X) = f LY(X) + XLY(f) ,

per ogni f : M �→ � differenziabile e per ogniX,Y : M �→ TM .

Dim. Dalla definizione di derivata diLie, dettokt,s il flusso del campo vettorialeX ,
si ha poi che

LY(f X) =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

kt,s
∗(f X)t =

d

dt

∣∣∣∣
t=s

(dkt,s)
−1 (f X)t ◦ kt,s =

= ft

d

dt

∣∣∣∣
t=s

(dkt,s)
−1 Xt ◦ kt,s + X

d

dt

∣∣∣∣
t=s

(dkt,s)
−1 ft ◦ kt,s =

= f LY(X) + XLY(f) ,

dove il secondo passaggio segue dalla regola diLeibniz in forza della bilinearit`a rispetto
a f e X .

Dalla proprietà di derivazione e dalla proposizione 12.6 (p. 137) segue il prossimo
risultato.

Proposizione 12.11. Formule notevoli. La parentesi diLie [X,Y ] soddisfa le
relazioni

i) L(g Y) f = gLYf ,

ii) [ f X,Y ] = f [X,Y ]− (LYf)X ,

iii) [ f X, g Y ] = f g [X,Y ] + (LXg) f Y − (LYf) g X ,

per ogni f g : M �→ � differenziabili e per ogniX,Y : M �→ TM .

Dim. La i) segue dalla definizione di derivata direzionale. Laii) equivale alla
proprietà di derivazione dimostrata nella proposizione 12.10. Infatti dall’antisimmetria
della parentesi diLie si deduce che

[ f X,Y ] = −[Y, f X ] = − LY(f X) = −f LY(X)− (LYf)X =

= f [X,Y ]− (LYf)X .

Dalle i) e ii) si ottiene

[ f X, g Y ] = f [X, g Y ]− (L(g Y)f)X = f [X, g Y ]− (LYf) g X =

= − f [ g Y,X ]− (LYf) g X =

= f g [X,Y ] + (LXg) f Y − (LYf) g X ,

cheè la formulaiii) .



142 12 – CINEMATICA SU VARIETA’

Dalla definizione della derivata diLie di un campo tensoriale si deduce che vale
la seguente formula di derivazione del prodotto tensoriale

LZ(α⊗ β) = (LZα⊗ β) + (α⊗ LZβ) .

dove α,β : M �→ T∗M .

Infatti, postoT = α ⊗ β nella formula della derivata diLie di un campo tensoriale,
essendo per definizione

(α⊗ β)(X,Y) = α(X) β(Y) ,

si ha che

[LZ(α⊗ β)](X,Y) = dZ[(α⊗ β)(X,Y)] +

− (α⊗ β)(LZX,Y)− (α⊗ β)(X,LZY) =

= dZ[(α(X)β(Y)]]−α(LZX) β(Y)−α(X)β(LZY) .

Applicando quindi la regola diLeibniz per la derivata direzionale si ha che

dZ[(α(X)β(Y)]] = dZ[α(X)]β(Y) + α(X) dZ[β(Y)] .

La proposizione 12.4 (p. 135) consente di applicare la regola diLeibniz alla derivata
di Lie per dedurre che

dZ[α(X)] = (LZα)(X) + α(LZX) .

Sostituendo si perviene alla formula cercata. E’ facile vedere che la formula della
derivata diLie del prodotto tensoriale vale anche per il prodotto tensoriale di due
tensori qualsiasi.

12.3. Campi dipendenti dal tempo

Si prenda ora in esame il caso generale di un campo vettoriale che dipende dal
parametro evolutivo (che per brevit`a sarà detto il tempo).

Il campo vettoriale `e dunque definito da un’applicazione

Y : M× I �→ TM

Si consideri l’insieme delle curve integrali soluzioni dell’equazione differenziale

dc
dt

= Y(c(t), t) , t ∈ I = [−ε, +ε ] , ε > 0 ,

con la condizione inizialec(0) = x ∈ M .
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Il flussoo operatore di evoluzionèe l’applicazione

k : M× I × I �→ M

tale che per ognix ∈ M la funzionekx,s = k(x, s,−) : I �→ TM sia una curva
integrale del campoY : M× I �→ TM .

Ponendokt,s(x) = k(x, s, t) e Yt(x) = Y(x, t) , il flusso è quindi definito
dall’equazione differenziale

d

dt
kt,s = Yt ◦ kt,s , ks,s(x) = x , ∀x ∈ M .

L’unicit à delle curve integrali implica la validit`a dellalegge di determinismo

kτ,t ◦ kt,s = kτ,s .

Dunqueè ks,t = k−1
t,s

in quantoks,s è la mappa identica e risulta

ks,t ◦ kt,s = ks,s .

Derivando rispetto al tempot si ottiene la relazione

( d

dt
ks,t

)
◦ kt,s + (Tks,t) ◦

d

dt
kt,s = o ,

ed essendo
d

dt
kt,s = Yt ◦ kt,s , si deduce che

d

dt
ks,t = −(Tks,t ◦Yt ◦ kt,s) ◦ ks,t = −(k∗

t,s
Yt) ◦ ks,t .

Dunque l’inverso del flusso di un campo `e il flusso corrispondente ad un campo vettoriale
cheè l’opposto della spinta inversa del campo lungo il flusso.

La derivata di Lie al tempo s di un campo tensoriale dipendente dal tempo
A : M × I �→ L(TM, T∗M ; �) secondo il campo vettorialeY : M × I �→ TM ,
anch’esso dipendente dal tempo, `e definita da

(LYA)s : =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

kt,s
∗At =

d

dt

∣∣∣∣
t=s

At +
d

dt

∣∣∣∣
t=s

kt,s
∗As ,

dove siè postoAt(x) = A(x, t) .
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• La derivata

(LYA)s : =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

kt,s
∗As ,

è dettaderivata autonoma diLie.

Ponendo

Ȧs : =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

At ,

vale dunque la formula
(LYA)s = Ȧs + (LYA)s .

Una proprietà fondamentale `e la seguente.

Proposizione 12.12. Teorema della derivata di Lie.Lungo il flussok : M×I×I �→
M del campoY : M× I �→ TM vale la formula

kt,s
∗(LYA)t =

d

dt
(kt,s

∗At) .

Dim. Ricordando che

kτ,s
∗Aτ =

(
kτ,t ◦ kt,s

)∗Aτ = kt,s
∗(kτ,t

∗Aτ

)
,

ed osservando che

d

dt
(kt,s

∗At) =
d

dτ

∣∣∣∣
τ=t

kτ,s
∗Aτ = kt,s

∗ d

dτ

∣∣∣∣
τ=t

kτ,t
∗Aτ = kt,s

∗(LYA)t ,

si perviene al risultato.

Dalla proposizione 12.3 (p. 135) segue che, se la derivata diLie LYA è identi-
camente nulla sul dominio temporale del flusso, risulta

d

dt
(kt,s

∗At) = o ,

e quindi che
kt,s

∗At = ks,s
∗As = As , ∀ t ∈ I ,

ovvero che
kt,s∗As = At , ∀ t ∈ I .

Dunque seLYA = o il campo tensorialeA : M× I �→ L(TM, T∗M ; �) è trascinato
lungo il flusso.

I risultati delle proposizioni 12.1 (p. 132) e 12.5 (p. 136) sono estesi al caso di
flussi di campi vettoriali dipendenti dal tempo nelle prossime proposizioni 12.13 e
12.14.
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Proposizione 12.13. Flussi delle spinte dipendenti dal tempo.Per ogni diffeomor-
fismoϕt : M �→ N dipendente dal tempo si consideri il flusso

φt,s : = ϕt ◦ϕ−1
s

: N �→ N ,

e sia Xt : N �→ TN il relativo campo vettoriale di velocità, cioè il campo tale che

d

dt
φt,s = Xt ◦ φt,s , φs,s(x) = x , ∀x ∈ N .

Siano inoltre Yt : M �→ TM e Zt : N �→ TN campi vettoriali. Sussiste allora
l’equivalenza

Zt = Xt + ϕt∗Yt ⇐⇒ ϕt ◦ kY(t,s) = kZ(t,s) ◦ϕs ,

dovekY(t,s) e kZ(t,s) sono i flussi dei campi vettorialiYt : M �→ TM e Zt : N �→ TN .

Dim. Derivando rispetto al tempo l’espressioneϕt ◦ kY(t,s) = kZ(t,s) ◦ϕs si ha che

(ϕt ◦ kY(t,s))̇ = ϕ̇t + Tϕt [ k̇Y(t,s) ] = Xt ◦ϕt + Tϕt [Y ] ◦ kY(t,s) ,

(kZ(t,s) ◦ϕs)̇ = k̇Z(t,s) ◦ϕs = Zt ◦ kZ(t,s) ◦ϕs = Zt ◦ϕt ◦ kY(t,s) .

Eguagliando si ottiene cheXt ◦ϕt + Tϕt[Yt ] = Zt ◦ϕt e cioè Xt + ϕt∗Yt = Zt .

Viceversa, se vale tale eguaglianza, si ha che

(ϕt ◦ kY(t,s))̇ = (Xt ◦ϕt + Tϕt [Y ]) ◦ kY(t,s) = Zt ◦ (ϕt ◦ kY(t,s)) .

Quindi (ϕt ◦ kY(t,s))(x) con x ∈ M è la curva integrale del campoZt passante al
tempos per ϕs(x) ∈ N .

L’unicit à dell’integrale implica allora cheϕt ◦ kY(t,s) = kZ(t,s) ◦ϕs .

Il risultato della proposizione 12.13, detti

• kZ(t,s) spinta del flussokY(t,s) ,

• φt,s flusso spingente,

si può enunciare affermando che

il campo tangente alla spinta di un flusso `e pari alla somma del campo tangente al
flusso spingente e della spinta del campo tangente al flusso.

Proposizione 12.14. Derivata di Lie della spinta dipendente dal tempo. Siano
At : M �→ L(TM, T∗M ; �) un campo tensoriale eYt : M �→ TM un campo vettoriale
sulla variet̀a M . Per ogni diffeomorfismoϕt : M �→ N vale allora la formula

LZt
(ϕt∗At) = ϕt∗(LYt

At) ,

doveZt = Xt + ϕt∗Yt è il campo tangente al flussokZ(t,s) = ϕt ◦ kY(t,s) ◦ϕ−1
s

.
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Dim. Notando che

k∗
Z(t,s) (ϕt∗At) = (ϕt ◦ kY(t,s) ◦ϕ−1

s
)∗(ϕt∗At) =

= (ϕs ◦ k−1
Y(t,s) ◦ϕ−1

t
)∗(ϕt∗At) =

=ϕs∗(k
∗
Y(t,s)At) ,

la formula segue dalla definizione della derivata diLie. Infatti si ha che

LZs
(ϕs∗As) : =

d

dt

∣∣∣∣
t=s

k∗
Z(t,s) (ϕt∗At) ,

ϕs∗(LYs
As) : =

d

dt

∣∣∣∣
t=s

ϕs∗(k
∗
Y(t,s)At) ,

e questo dimostra il risultato al generico tempos ∈ I .

La formula della proposizione 12.13 esprime in forma generalizzata la relazione
tra i campi di velocità misurati da due osservatori in moto relativo, gi`a illustrata nella
sezione 9.13 (p. 97).

La formula della proposizione 12.14 trova poi un’importante applicazione in mec-
canica, nel definire per il tensore dello sforzo derivate temporali che siano indipendenti
da un cambiamento di osservatore [52], [62].

12.4. Integrazione su variet`a e teorema del trasporto

L’integrale di unak-forma differenzialeα su di una variet`a k-dimensionaleN
si definisce considerando lak-forma di volume∆N sulla varietà N , cosı̀ che risulta
α = α ∆N . Si pone quindi ∫

N

α : =
∫
N

α dvN .

La nozione di derivata diLie consente di estendere il teorema del trasporto di
Reynolds a campi scalari dipendenti dal tempo e definiti su variet`a differenziabili
(vedi [53], pag. 471).

Per l’enunciato classico e la dimostrazione delteorema del trasportodiReynolds
in �n si veda la proposizione 8.1 (p. 68).

Si noti che non `e possibile formulare il teorema del trasporto per campi vettoriali e
tensoriali su variet`a differenziabili in quanto non ha senso l’integrale di tali campi sulla
varietà.

E’ necessario quindi in tal caso far riferimento alla forma variazionale del teorema
del trasporto introdotta nella sezione 11.4 (p. 128).
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Proposizione 12.15. Teorema del trasporto.Si consideri una varietà differenziabile
M di dimensionem e sia k : M × I × I �→ M il flusso di un campo vettoriale
X : M× I �→ TM . Sia quindiN ⊂ M una sottovariet̀a di dimensionek con k ≤ m .
Allora, se ω è unak-forma differenziale suN , risulta

d

dt

∫
kt,s(N)

ωt =
∫

kt,s(N)

(LX ω)t .

Dim. La formula da dimostrare equivale alla seguente:

d

dt

∣∣∣∣
t=s

∫
kt,s(N)

ωt =
∫
N

(LX ω)s .

Si osservi che, seES = {EA , A = 1, . . . , k} è una base locale e∆N è la k-forma di
volume suN , si ha che

(k∗
t,s

∆N)(ES) = ∆N(Tkt,s [ES ]) = ( detTkt,s) ∆N(ES) ,

Quindi ∫
kt,s(N)

ω =
∫
N

k∗
t,s

ω .

Derivando rispetto al tempo pert = s si perviene al risultato.

Sia ∆M la m-forma di volume sulla variet`a M .

La divergenza del campo vettorialeX : M× I �→ TM è definita da

LX(∆M) = ( div X)∆M .

Se M = �m tale definizione coincide con quella standard del calcolo vettoriale in�m

secondo la quale la divergenza `e la traccia della derivata: divX = tr (dX) .
Infatti la derivata diLie LX(∆M) è data da

d

dt

∣∣∣∣
t=s

(k∗
t,s

∆M)(EI) =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

k∗
t,s

[∆M(kt,s∗EI)] =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

[∆M(Tkt,s ◦EI)] .

Allora, essendo
d

dt

∣∣∣∣
t=s

kt,s = Xt ◦ kt,s ,

la regola di derivazione a catena in�n mostra che

d

dt

∣∣∣∣
t=s

Tkt,s = T
dkt,s

dt

∣∣∣∣
t=s

= dXt ◦ Tkt,s

∣∣∣∣
t=s

= dXs .
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Applicando la regola diLeibniz all’espressione della derivata diLie si ha infine che

LX(∆M) = tr (dX)∆M .

La forma classica del teorema diReynolds si ottiene dalla proposizione 12.15
ponendoω = f ∆M . Infatti, essendoḟ = f ′ + df [X ] , risulta

LX(f ∆M) = (LX f)∆M + f LX (∆M) =

= (LX f + f div X) ∆M = (f ′ + df [X ] + f div X)∆M =

= (f ′ + div (f X) ∆M = (ḟ + f div X) ∆M .

Sostituendo nella definizione di integrale si perviene all’espressione

d

dt

∣∣∣∣
t=s

∫
kt,s(M)

f dv =
∫
M

(f ′ + div (f X) dvM =
∫
M

(ḟ + f div X) dvM ,

cheè l’enunciato della formula diReynolds in �n .

12.5. Varietà di Riemann

Unavarietà di Riemann 37 {R,g} è una variet`a differenziabile tale che in ogni
punto {x, TR(x)} ∈ TR del fibrato tangente sia definito un tensore metrico e cio`e una
forma bilineare

gx (−,−) ∈ L2(TR(x) ; �) ,

a valori reali, simmetrica e definita positiva.

37 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). Nel 1846 entr`o all’università di
Göttingen dove fu allievo diGauss. Nel 1847 and`o a Berlino e studi`o conJakob Steiner (1796-
1863), Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), Lejeune Dirichlet (1805-1859), Ferdi-
nand Gotthold Max Eisenstein (1823-1852). Nel 1849 torn`o a Göttingen e present`o nel 1851 la
tesi di dottorato sulle propriet`a geometriche delle funzioni analitiche, e sulle trasformazioni conformi e la
connettività delle superfici, sotto la supervisione diGauss. La qualità e l’originalità delle idee contenute
nella tesi impressionaronoGauss che lo raccomand`o per un posto. La lezioneÜber die Hypothesen welche
der Geometrie zu Grunde liegen(Sulle ipotesi alla base della Geometria) cheRiemann tenne il 10 giugno
1854 per la sua abilitazione all’insegnamento divenne un classico della matematica.Gauss fu il solo in
grado di apprezzarne la profondit`a e, cosa straordinaria, comunic`o il suo entusiastico giudizio aWilhelm
Eduard Weber (1804-1891) che ricopriva la cattedra di fisica a Göttingen. Nel 1855 la cattedra di
Gauss a Göttingen fu presa daDirichlet. Nel 1857Riemann ottenne la cattedra e pubblic`o un’altro
lavoro magistrale concernente la teoria delle funzioni diAbel. ContemporaneamenteKarl Theodor
Wilhelm Weierstrass (1815-1897) aveva sottoposto all’Accademia di Berlino una trattazione gene-
rale delle funzioni diAbel, ma, letto il lavoro diRiemann sul Crelle’s Journal, decise di non pubblicare
il suo. Nel 1858Betti visitò Göttingen eRiemann discusse con lui le sue idee topologiche. Visit`o poi
Enrico Betti (1823-1892) in Italia in 1863. Nel 1859Dirichlet morı̀ e Riemann gli succedette
nella cattedra di matematica. Nello stesso anno venne eletto alla Accademia delle Scienze di Berlino su
proposta diErnst Eduard Kummer (1810-1893), Carl Wilhelm Borchardt (1817-1880) e
Weierstrass. Il lavoro che egli present`o all’Accademia costituisce un’altra opera magistrale sul tema dei
numeri primi minori di una assegnata grandezza. Negli anni dal 1862 al 1866 viaggi`o spesso in Italia dove
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Per ognif : R �→ � differenziabile, la derivata dif è un campo di co-vettori

df : R �→ T∗R .

Il campo vettoriale∇f : R �→ TR gradiente dif , è quindi definito da

df [Y ] = g (∇f,Y) , ∀Y : R �→ TR .

In assenza di una ulteriore struttura che consenta di correlare (o connettere) i valori dei
campi vettoriali in spazi tangenti in punti diversi, non `e possibile definire la derivata
direzionale di un campo vettoriale.

E’ perciò fondamentale il concetto di connessione che verr`a ora introdotto.

12.6. Connessione e derivate covarianti

Unaconnessione affinesulla varietà differenziabileR è una mappa

X �→ ∇X ,

che ad ogni campo vettorialeX : R �→ TR associa un campo tensoriale∇X :
R �→ L(TR ; TR) di tipo (1, 1) , tale che

i) ∇X [αY + β Z ] = α∇X [Y ] + β∇X [Z ] ,

ii)

{∇(X1 + X2) = ∇X1 +∇X2 ,

∇(f X) [Y ] = df [Y ]X + f ∇X [Y ]

∀ α, β, f : R �→ � , con f differenziabile e∀ X,Y,Z : R �→ TR .

Il campo vettoriale∇X [Y ] è laderivata covariantedi X secondoY . Si scrive
anche

∇YX = ∇X [Y ] .

• La proprietà i) assicura che derivata covariante∇YX è tensoriale inY e quindi
dipende solo dai valori puntuali diY .

• La proprietà ii)2 mostra invece che la derivata covariante non `e tensoriale inX
in quanto la mappaX �→ ∇YX è una derivazione.

• Se c : I �→ R è una curva inR si consideri la derivata covariante∇ċX .

incontrò Betti ed altri matematici italiani che avevano visitato Göttingen. La sua salute and`o rapidamente
deteriorando. Mor`ı sul Lago Maggiore il 16 giugno 1866.
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• Se la derivata covariante∇ċX di X lungo c : I �→ R è nulla si dice cheX è
parallelo ac : I �→ R .

Si consideri allora l’operatoreSt,s : TR(c(s)) �→ TR(c(t)) che effettua il trasporto
parallelo dac(s) a c(t) lungo c : I �→ R . La derivata covariante `e correlata al
trasporto parallelo dal seguente risultato.

Proposizione 12.16. Trasporto parallelo. Sia c : I �→ R una curva eX un campo
vettoriale definito suc . Vale allora la formula

∇ċ(t) X (c(t)) =
d

ds

∣∣∣∣
s=t

St,s X (c(s)) .

Dim. Vedi [52] prop.1.4.21.

Una connessione affine su una variet`a differenziabile diRiemann {R,g} è detta
connessione diLevi-Civita 38 se gode delle ulteriori propriet`a

iii) ∇XY −∇YX− [X,Y ] = o ,

iv) ∇Z (g (X,Y)) = dZ (g (X,Y)) = g (∇ZX,Y) + g (X,∇ZY) .

L’espressione
T(X,Y) : = (∇XY −∇YX)− [X,Y ]

è dettatorsione della connessione.
Il campo deltensore di torsionedel tipo (1, 2) T : R �→ L(TR, TR, T∗R ; �) è

definito da [45]

T [X,Y,α ] : = α(T(X,Y)) , ∀
{

X,Y : R �→ TR ,

α : R �→ T∗R .

La proprietà iii) può pertanto enunciarsi affermando che la connessione `e priva di
torsione. La tensorialit`a del campo di torsione sar`a dimostrata nella proposizione 12.19.

I simboli diChristoffel 39 relativi al riferimento{E1, . . . ,En} sono definiti
dalla relazione

ΓC
AB EC = ∇EA

EB .

38 Tullio Levi-Civita (1873-1941). Studiò all’Università di Padova. Fu allievo e successivamente
collaboratore diRicci con il quale nel 1900 pubblic`o la teoria dei tensori inMéthodes de calcul differential
absolu et leures applicationsin una forma che fu adoperata daEinstein 15 anni dopo. Dal 1898 al 1918
insegnò meccanica a Padova. Nel 1918 gli fu affidata la cattedra di Meccanica a Roma dove insegn`o per
circa 20 anni, finch`e il governo fascista, per discriminazioni razziali, lo rimosse dal suo incarico in quanto
discendente di ebrei. Mor`ı poco dopo.

39 Elwin Bruno Christoffel (1829-1900). Studiò all’Università di Berlino dal 1850 dove ebbe
come professoriBorchardt, Eisenstein, Ferdinand Joachimsthal (1818-1861), Steiner e
principalmenteDirichlet. A Christoffel sono dovuti importanti contributi in molti campi della matem-
atica maè particolarmente noto per gli studi sulla geometria differenziale dove per primo introdusse il concetto
di connessione e defin`ı i simboli che portano il suo nome.
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Sussiste il seguente risultato.

Proposizione 12.17. Simmetria dei simboli di Christoffel. La torsione della connes-
sioneè nulla se e solo se i simboli diChristoffel relativi ad un qualsiasi riferimento
{E1, . . . ,En} sono simmetrici rispetto agli indici inferiori e cioè risulta

ΓA
BC = ΓA

CB .

Dim. Al risultato si perviene direttamente partendo dalla formula[EA,EB ] = o
dimostrata nella proposizione12.9 (p. 139). Infatti si ha che

T(EA,EB) = (∇EA
EB −∇EB

EA)− [EA,EB ] = ∇EA
EB −∇EB

EA = o .

La proprietà di simmetria rispetto agli indici inferiori segue allora dalla definizione dei
simboli diChristoffel.

La proprietà iv) della connessione diLevi-Civita si enuncia affermando che il
trasposto parallelonon altera la metrica o che `e nulla la derivata covariante del tensore
metrico, come sar`a chiarito dalla proposizione 12.18.

Il teorema fondamentale della geometria diRiemann assicura che su di una
varietà diRiemann {R,g} esiste un’unica connessione diLevi-Civita.

Ciò discende direttamente dalla seguente notevoleformula diKoszul [57]

2g (∇XY,Z) = dX (g (Y,Z)) + dY (g (Z,X))− dZ (g (X,Y))+

+ g ([X,Y ],Z)− g ([Y,Z ],X) + g ([Z,X ],Y) ,

che consente di definire la derivata covariante in termini di quantit`a indipendenti dalla
connessione.

Si verifica infatti che la connessione definita dalla formula diKoszul è una
connessione diLevi-Civita e che ogni siffatta connessione soddisfa l’identit`a di
Koszul.

D’ora in poi si assumer`a che la derivata covariante sia quella definita dalla con-
nessione diLevi-Civita.

Dalla formula diKoszul si deduce immediatamente l’espressione dei simboli di
Christoffel in termini del tensore metrico.

Infatti, ricordando dalla proposizione 12.9 (p. 139) che[EA,EB ] = o , si deduce
direttamente che

2g (∇EA
EB,EC) =

= dEA
(g (EB,EC)) + dEB

(g (EC,EA))− dEC
(g (EA,EB)) ,

e cioè che

2 ΓD
ABGCD = GBC/A + GCA/B −GAB/C .
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La derivata covariante di un campo tensorialedi tipo (1, 1)

A : R �→ L(TR, T∗R ; �) ,

è il campo tensoriale∇A : R �→ L(TR, TR, T∗R ; �) di tipo (1, 2) definito, in
modo che valga la formula diLeibniz, dall’identità

(∇A) [Y,X,α ] = (∇Y A) [X,α ] : =

= dY (A [X,α ])−A [∇Y X,α ]−A [X,∇Y α ] .

La dipendenza daY : R �→ TR è tensoriale per la propriet`a i) della derivata covariante.

Per dimostrare la tensorialit`a della dipendenza dagli altri argomentiX : R �→ TR e
α : R �→ T∗R bisogna mostrare che, per ogni campo scalare differenziabilef : R �→ �
differenziabile, risulta

(∇A) [Y, f X,α ] = f (∇A) [Y,X,α ] ,

(∇A) [Y,X, f α ] = f (∇A) [Y,X,α ] .

Ciò segue da un calcolo diretto. Ad esempio si ha che

(∇A) [Y, f X,α ]= ∇Y (A [ f X,α ])−A [∇Y (f X),α ]−A [ f X,∇Y α ] =

= (∇Y f) (A [X,α ]) + f ∇Y (A [X,α ])− (∇Y f)A [X,α ]+

− f A [∇YX,α ]− f A [X,∇Y α ] = f (∇A) [Y,X,α ] .

Dalla definizione della derivata covariante di un campo tensoriale si evince che
vale la seguente formula di derivazione del prodotto tensoriale

∇Z(α⊗ β) = (∇Zα⊗ β) + (α⊗∇Zβ) .

dove α,β : R �→ T∗R .

Infatti, postoT = α⊗β nella formula della derivata covariante di un campo tensoriale,
essendo per definizione

(α⊗ β)(X,Y) = α(X) β(Y) ,

si ha che

[∇Z(α⊗ β)](X,Y) = dZ[(α⊗ β)(X,Y)] +

− (α⊗ β)(∇ZX,Y)− (α⊗ β)(X,∇ZY) =

= dZ[(α(X)β(Y)]]−α(∇ZX) β(Y)−α(X)β(∇ZY) .
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Dalla regola diLeibniz per la derivata direzionale segue poi che

dZ[(α(X)β(Y)]] = dZ[α(X)]β(Y) + α(X) dZ[β(Y)] ,

e dalla definizione della derivata covariante di un campo tensoriale, che

dZ[α(X)] = (∇Zα)(X) + α(∇ZX) .

Sostituendo si perviene alla formula cercata. E’ facile vedere che la formula del prodotto
tensoriale vale anche per il prodotto tensoriale di due tensori qualsiasi.

La proprietà iv) della connessione diLevi-Civita è motivata dalla seguente
conseguenza.

Proposizione 12.18. Derivata covariante del tensore metrico. Sia {R,g} una
varietà di Riemann con la connessione diLevi-Civita. Allora è nulla la derivata
covariante del campo tensoriale metricog : R �→ L(TR ; TR) .

Dim. Dalla definizione di derivata covariante di un campo tensoriale e dalla propriet`a
iv) della connessione diLevi-Civita si ha che

(∇X g){Y,Z} = ∇Z (g (X,Y))− g (∇ZX,Y)− g (X,∇ZY) = o ,

per ogniX,Y,Z : R �→ TR e cioè ∇g = O .

Proposizione 12.19. Tensorialit`a della torsione. Il campo di torsioneT [X,Y,α ] =
α(T(X,Y)) è un campo tensoriale. Sussiste infatti la formula

T(f X, g Y) = f g T(X,Y) .

Dim. Dalla proprietà i) e ii)2 della derivata covariante e dalla formula
iii) [ f X, g Y ] = f g [X,Y ] + (LX g) f Y − (LYf) g X della proposizione
12.11 (p. 141) segue che

T(f X, g Y) =∇(f X)(g Y)−∇(g Y)(f X)− [ f X, g Y ] =

= f g∇XY − f g∇YX− f g [X,Y ] = f g T(X,Y) .

La tensorialità della dipendenza diT [X,Y,α ] = α(T(X,Y)) da α : R �→ T∗R è
immediata.

Osservazione 12.1.Una definizione alternativa della derivata covariante di un campo
tensoriale fa ricorso al trasporto parallelo di un campo tensoriale definito da

(St,s A) [X,α ] : = A [Ss,t X, Ss,t α ] ,

dove il trasporto parallelo della 1-formaα ∈ T∗R è definito da

(St,s α) [Y ] = α [Ss,t Y ] .

Posto quindix = c(t) e Z = ċ(t) la derivata covariante `e definita da

∇A (x) [Z,X,α ] = ∇Z A (x) [X,α ] =
d

ds

∣∣∣∣
s=t

(St,s A) (c(s)) [X,α ] .
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La prossima proposizione fornisce l’espressione della derivata covariante in ter-
mini di coordinate.

Proposizione 12.20. Componenti della derivata covariante. Sia {R,g} una va-
rietà di Riemann. L’espressione della derivata covariante∇YX in termini delle
coordinate, definite da una carta localeϕ : U ⊆ R �→ �n , è data da

∇YX = Y B (XA
/B + ΓA

BCXC)EA ,

dove siè adottata la convenzione diEinstein.

Dim. Ponendo
X = XA EA , Y = Y B EB ,

dalle proprietà i) e ii) della connessione si ha che

∇Y X =∇
(Y B EB )

(XC EC) = Y B ∇EB
(XC EC) =

= Y B
[
(dEB

XC)EC + (∇EB
EC)XC

]
=

=Y B (XA
/B + ΓA

BCXC)EA ,

e quindi il risultato.

Ricordando dalla proposizione 12.9 (p. 139) che

[X,Y ] =
[
Y A

/B XB −XA
/B Y B

]
EA ,

si ottiene la relazione

∇XY −∇YX− [X,Y ] =

=
[
XB (Y A

/B + ΓA
BCY C)− Y B (XA

/B + ΓA
BCXC)−

[
Y A

/B XB −XA
/B Y B

]]
EA =

=
[
XB Y C ΓA

BC − Y B XC ΓA
BC

]
EA =

[
XB Y C

[
ΓA

BC − ΓA
CB

]]
EA .

Si ritrova cos`ı l’equivalenza tra l’annllarsi della torsione della connessione diLevi-
Civita e la proprietà di simmetria dei simboli diChristoffel rispetto agli indici
inferiori.

Sia {R,g} una varietà di Riemann con la connessione diLevi-Civita e M
una varietà differenziabile ad essa diffeomorfa tramiteϕ : R �→ M .

La varietà diRiemann {M,ϕ∗g} è dettaisometricaalla varietà {R,g} .

Sussiste allora il seguente notevole risultato.
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Proposizione 12.21. Derivate covarianti di campi vettoriali ed isometrie riemanni-
ane. Siano{R,g} e {M,ϕ∗g} varietà diRiemann isometriche. Allora le derivate
covarianti definite dalle rispettive connessioni diLevi-Civita godono della propriet̀a

a) ϕ∗(∇Y X) = ∇ϕ∗Y
(ϕ∗X) , ∀X,Y : R �→ TR .

Dim. La formula da stabilire si pu`o riscrivere imponendo che∀ X,Y,Z : R �→ TR
si abbia

b) (ϕ∗g) (∇ϕ∗Y
(ϕ∗X),ϕ∗Z) = ϕ∗

(
g (∇Y X,Z)

)
.

Infatti dalla definizione di spinta di un tensore si ha che

c) (ϕ∗g) (∇ϕ∗Y
(ϕ∗X),ϕ∗Z) = ϕ∗

(
g (ϕ∗∇ϕ∗Y

(ϕ∗X),Z)
)
.

Eguagliando i termini a destra delleb) e c) si ottiene laa) e viceversa.
Rimane da dimostrare che vale lab) .
A ciò si perviene osservando che il tensore metrico della variet`a diRiemann M

è ϕ∗g . Pertanto, applicando la formula diKoszul, l’espressione a sinistra nellab)
si può scrivere come somma di termini del tipo

d) dϕ∗Y

[
(ϕ∗g) (ϕ∗X,ϕ∗Z)

]
, e) (ϕ∗g) ([ϕ∗Y,ϕ∗X ],ϕ∗Z)

]
.

Per definizione di spinta si ha che

d) dϕ∗Y

[
(ϕ∗g) (ϕ∗X,ϕ∗Z)

]
= dϕ∗Y

[
ϕ∗

(
g (X,Z)

)]
,

e) (ϕ∗g) ([ϕ∗Y,ϕ∗X ],ϕ∗Z)
]

= ϕ∗
(
g (ϕ∗[ϕ∗Y,ϕ∗X ],Z)

)
.

Ora le proposizioni 12.2 (p. 134) e 12.5 (p. 136), assicurano che la derivata direzionale
e la parentesi diLie sono naturali rispetto alla spinta. Sussistono quindi le eguaglianze

d) dϕ∗Y

[
ϕ∗

(
g (X,Z)

)]
= ϕ∗

(
dY

[
g (X,Z)

])
,

e) ϕ∗
(
g (ϕ∗[ϕ∗Y,ϕ∗X ],Z)

)
= ϕ∗

(
g ([Y,X ],Z)

])
.

Una nuova applicazione della formula diKoszul consente di dedurre l’eguaglianza
tra le espressioni a sinistra ed a destra nellab) .

L’assertoè pertanto dimostrato.

Il risultato della proposizione 12.21 si pu`o enunciare affermando che

• la derivata covariante `enaturalerispetto alle isometrie riemanniane.

La prossima proposizione mostra che un’analoga propriet`a vale per i campi tensoriali.

Proposizione 12.22. Derivate covarianti di campi tensoriali ed isometrie riemanni-
ane. Siano{R,g} e {M,ϕ∗g} varietà di Riemann isometriche,Z : R �→ TR un
campo vettoriale eA : M �→ L(TM, TM ; �) un campo tensoriale. Allora le derivate
covarianti definite dalle rispettive connessioni diLevi-Civita godono della propriet̀a

a) ϕ∗(∇Z A) = ∇ϕ∗Z
(ϕ∗A) ,

{
∀Z : R �→ TR ,

∀A : R �→ L(TR, TR ; �) .
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Dim. Si osservi che dalle proposizioni 12.21 e 12.2 (p. 134), dalla definizione di spinta
di un campo tensoriale e dalla definizione di derivata covariante di un campo tensoriale
si deduce che per ogni coppia di campi vettorialiX,Y : R �→ TR valgono le propriet`a

ϕ∗(∇Y X) = ∇ϕ∗Y
(ϕ∗X) ,

ϕ∗[A(X,Y)] = (ϕ∗A)(ϕ∗X,ϕ∗Y) ,

ϕ∗[∇Z (A(X,Y)] = ∇(ϕ∗Z) ϕ∗[A(X,Y)] ,

(∇Z A) (X,Y) = ∇Z (A (X,Y))−A (∇Z X,Y)−A (X,∇Z Y) .

Ne segue che

[ϕ∗(∇Z A)] (ϕ∗X,ϕ∗Y) = ϕ∗[(∇Z A) (X,Y)] =

ϕ∗[∇Z (A (X,Y))]−ϕ∗[A(∇Z X,Y)]−ϕ∗[A(X,∇Z Y)] =

∇(ϕ∗Z) ϕ∗[A(X,Y)]− (ϕ∗A)(ϕ∗(∇Z X),ϕ∗Y)− (ϕ∗A)(ϕ∗X,ϕ∗(∇Z Y)) =

∇(ϕ∗Z) [(ϕ∗A)(ϕ∗X,ϕ∗Y)]− (ϕ∗A)(∇(ϕ∗Z) ϕ∗X,ϕ∗Y)−

(ϕ∗A)(ϕ∗X,∇(ϕ∗Z) ϕ∗Y)) = [∇(ϕ∗Z) (ϕ∗A)](ϕ∗X,ϕ∗Y)] .

e cioè cheϕ∗(∇Z A) = ∇(ϕ∗Z) (ϕ∗A) .

Sia {EA, A = 1, . . . , n} una base ortonormale suR .

La divergenza di un campo vettorialeY : R �→ TR è il campo scalare definito da

div Y : = tr (∇Y) =
n∑

A=1
g (∇EA

Y,EA) .

La divergenza di un campo tensorialedi tipo (1, 1) A : R �→ L(TR, T∗R ; �) è il
campo vettoriale definito da

( div A)[u ] : = C[u,v∗ ](∇wA)[u,v∗ ]) =
n∑

A=1
g ((∇EA

A)[u ],EA) .
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12.7. Campi vettoriali di Killing

Un campo vettorialeY : R × I �→ TR è detto uncampo diKilling su R se
risulta

LY g = o .

Ne segue che il flussokt,s di Y è una isometria. Infatti in virt`u della formula

kt,s
∗(LYA)t =

d

dt
(kt,s

∗At) ,

stabilita nella proposizione 12.3 (p. 135), si ha che per ognit ∈ I

d

dt
(kt,s

∗g)(X,Z) = o , ∀X,Z : R �→ TR .

Dunquekt,s
∗g = ks,s

∗g = g e cioè

(kt,s
∗g)(X,Z) = g(Tkt,s ◦X, Tkt,s ◦ Z) = g(X,Z) , ∀X,Z : R �→ TR .

Un campo diKilling è anche detto unaisometria infinitesimale.

La condizione diKilling LYg = o costituisce l’estensione dellacondizione
di Euler che stabilisce che un cinematismo `e rigido se e solo se si annulla la parte
simmetrica del suo gradiente spaziale (vedi proposizione 9.10 (p. 85)).

Per mostrarlo si esprima la derivata diLie del tensore metrico in funzione della
derivata covariante.

Dalla proposizione 12.4 (p. 135) si sa che per la derivata diLie vale la regola di
Leibniz, e cioè che per ogniX,Y,Z : R �→ TR risulta

(LY g)(X,Z) = LY (g (X,Z))− g (LYX,Z)− g (X,LYZ) .

La proprietà iii) della connessione diLevi-Civita assicura che la torsione `e nulla e
cioè cheLY X = [Y,X ] = (∇YX−∇XY) .

Sostituendo e tenendo presente che, per la propriet`a iv) della connessione di
Levi-Civita, risulta

LY (g (X,Z)) = g (∇YX,Z) + g (X,∇YZ) ,

si perviene alla formula

(LY g)(X,Z) = g (∇XY,Z) + g (X,∇ZY) , ∀X,Y,Z : R �→ TR .

Conviene trasformare ulteriormente la formula. A tal fine si noti che

(LY g)(X,Z) =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

g (kt,s∗Y,kt,s∗Z) =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

g (Ct,s X,Z) =

= g (Ċs,sX,Z) ,

dove Ct,s = (Tkt,s)
T Tkt,s .
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Si noti inoltre che

g (∇XY,Z) + g (X,∇ZY) = g (∇Y [X ],Z) + g (X,∇Y [Z ]) =

= 2g (( sym∇Y) [Z ],X) .

Pertanto la condizione diKilling si può scrivere

1
2 Ċs,s = sym∇Y = o .

Questa espressione della condizione diKilling rende evidente che essa costituisce
l’estensione della condizione diEuler al caso pi`u generale in cui allo spazio euclideo
si sostituisce una variet`a di Riemann. Se lo spazio ambiente `e euclideo, la derivata
covariante coincide con la derivata direzionale e si ritrova la classica formulazione di
Euler.

12.8. Accelerazioni e spinte

I risultati precedenti consentono di stabilire una formula generale che correla i
campi di accelerazione relativi a due flussi correlati da un diffeomorfismo tra varieta di
Riemann e generalizza il risultato esposto nella sezione 9.13 (p. 97).

Il contesto formale `e quello delle proposizioni 12.13 (p. 145) e 12.21.
Sia ϕt : M �→ N diffeomorfismo dipendente dal tempo tra le variet`a diRiemann

isometriche{M,g} e {N,ϕt∗g} . Si consideri quindi il flusso

φt,s : = ϕt ◦ϕ−1
s

: N �→ N ,

e siaXt : N �→ TN il relativo campo vettoriale di velocit`a, cioè il campo tale che

d

dt
φt,s = Xt ◦ φt,s , φs,s(x) = x , ∀x ∈ N .

Siano inoltre

• Yt : M �→ TM e Zt : N �→ TN campi vettoriali e

• kY(t,s) : M �→ M e kZ(t,s) : N �→ N i rispettivi flussi correlati dalla spinta

ϕt ◦ kY(t,s) = kZ(t,s) ◦ϕs .

L’ accelerazioneassociata ai campi di velocit`a

Xt : N �→ TN ,

Yt : M �→ TM ,

Zt : N �→ TN ,
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è la corrispondentederivata temporale materiale, definita da

Ẋt : = X′
t
+∇Xt

Xt : N �→ TN ,

Ẏt : = Y′
t
+∇Yt

Yt : M �→ TM ,

Żt : = Z′
t
+∇Zt

Zt : N �→ TN .

La derivata covariante∇Yt
Yt è associata alla connessione diLevi-Civita sulla va-

rietà di Riemann {M,g} , mentre le derivate covarianti∇Xt
Xt e ∇Zt

Zt sono
associate alla connessione diLevi-Civita sulla varietà di Riemann isometrica
{N,ϕt∗g} . Le derivate temporali spaziali sono poi definite da

Y′
t

: =
d

ds

∣∣∣∣
s=t

Ys ,

ed analogamente perX′ , Z′ . Si ha allora il seguente risultato [52].

Proposizione 12.23. Accelerazione della spinta.Sussiste la formula

Żt = ϕt∗Ẏt + Ẋt + 2∇(ϕt∗Yt)
Xt .

Il termine Ẋt è la generalizzazione della accelerazione di trascinamento mentre il
termine2∇(ϕt∗Yt)

Xt è la generalizzazione della accelerazione diCoriolis 40 .

Dim. La dimostrazione fa ricorso a molti risultati dimostrati in precedenza. Dalla
proposizione 12.13 (p. 145) si trae la relazione tra i campi di velocit`a

Zt = Xt + ϕt∗Yt .

Dall’espressione dell’accelerazione nel flussokY(t,s) : M �→ M operando la spinta
tramite ϕt : M �→ N si ha che

ϕt∗Ẏt = ϕt∗Y
′
t
+ ϕt∗(∇Yt

Yt) .

40 Gaspard Gustave de Coriolis (1792-1843). Entrò alla Ecole Polytechnique nel 1808 e poi
all’Ecole des Ponts et Chauss´ees. Nel 1816 divenne tutore di analisi all’Ecole Polytechnique su raccoman-
dazione diCauchy. Nel 1836Navier morı̀ eCoriolis gli succedette sulla cattedra all’Ecole des Ponts
and Chauss´ees e alla Acad´emie des Sciences. Le ricerche hanno riguardato la matematica applicata, la
meccanica ed in particolare l’attrito, l’idraulica, le prestazioni delle macchine e l’ergonomica.Coriolis
introdusse i termini ”lavoro” ed ”energia cinetica” nella loro accezione moderna (Du Calcul de l’effet des
machines (1829)). La nozione diaccelerazione di Coriolisfu introdotta nel lavoroSur leséquations du
mouvement relatif des systèmes de corps (1835). Nel 1835 scrisse anche laThéorie math́ematique des effets
du jeu de billiarde nel 1844 unTraité de la ḿecanique des corps solides (1844).
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In virtù della proposizione 12.21 (p. 155) si pu`o scrivere

ϕt∗(∇Yt
Yt) = ∇(ϕt∗Yt)

ϕt∗Yt = ∇(Zt−Xt)
(Zt −Xt) .

Si ha inoltre cheϕt∗ = φt,s∗ ◦ ϕs∗ = φs,t
∗ ◦ ϕs∗ e dunque

ϕt∗Y
′
t
= ϕt∗

d

ds

∣∣∣∣
s=t

Ys =
d

ds

∣∣∣∣
s=t

φs,t
∗ ◦ ϕs∗Ys =

= LXt
(ϕt∗Yt) = [Xt,ϕt∗Yt ] +

d

ds

∣∣∣∣
s=t

ϕs∗Ys =

= [Xt,Zt −Xt ] +
d

ds

∣∣∣∣
s=t

(Zs −Xs) =

= [Xt,Zt −Xt ] + Z′
t
−X′

t
.

La simmetria della connessione fornisce quindi la relazione

[Xt,Zt −Xt ] = ∇Xt
(Zt −Xt)−∇(Zt−Xt)

Xt .

In definitiva si ha pertanto che

ϕt∗Ẏt = ∇Xt
(Zt −Xt)−∇(Zt−Xt)

Xt + Z′
t
−X′

t
+∇(Zt−Xt)

(Zt −Xt) .

Raggruppando mediante le propriet`a della derivata covariante, si ottiene

ϕt∗Ẏt = −2∇(Zt−Xt)
Xt +∇(Zt−Xt)

Zt +∇Xt
(Zt −Xt) + Z′

t
−X′

t
=

= −2∇(Zt−Xt)
Xt +∇Zt

Zt −∇Xt
Xt + Z′

t
−X′

t
,

cheè la formula cercata.

Osservazione 12.2.Nelle formule generali di trasformazione dei campi di velocit`a e
di accelerazione

Zt = Xt + ϕt∗Yt , Żt = ϕt∗Ẏt + Ẋt + 2∇(ϕt∗Yt)
Xt ,

si assuma che il diffeomorfismoϕt : M �→ N sia una trasformazione rigida

ϕt(x) = c(t) + Q(t) [x ] , ∀x ∈ S .

Si ritrovano allora le formule speciali dedotte nella sezione 9.13 (p. 97).
Infatti, rinunciando ad esplicitare la dipendenza dal tempo, si ha che

ϕ∗Y = Tϕ ◦Y ◦ϕ−1 = QY ◦ϕ−1 , (X ◦ϕ)(x) = ċ + Q̇ [x ] ,

x∗ = ϕ(x) = c + Qx , X = ċ + Q̇ (QTx∗ + c) .

Dunque risulta

∇(ϕ∗Y)X = Q̇QT QY ◦ϕ−1 = Q̇Y ◦ϕ−1 ,

e le formule di trasformazione diventano rispettivamente

(Z ◦ϕ)(x) = ċ + Q̇ [x ] + QY(x) ,

(Ż ◦ϕ)(x) =
..
c +

..

Q [x ] + 2 Q̇Y(x) + QẎ(x) ,

e coincidono con quelle della sezione 9.13 (p. 97).
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12.9. Derivate seconde covarianti

La derivata covariante∇f ∈ TR di una funzione differenziabilef : R �→ � è
un campo vettoriale. E’ quindi naturale porre la seguente definizione.

L’ Hessiano41 ∇2f : R �→ L(TR ; TR) di un campo scalaref : R �→ � è
il campo di tensori di tipo(1, 1) definito dalla derivata covariante del campo
vettoriale∇f ∈ TR . L’Hessianoè quindi definito dall’identit`a

g (∇2f [Y ],X) : = g (∇Y∇f,X) , ∀X,Y : R �→ TR .

Proposizione 12.24. Simmetria dell’Hessiano.Sef : R �→ � è due volte differen-
ziabile, l’Hessiano∇2f : R �→ L(TR ; TR) è un campo di tensori simmetrici.

Dim. In virtù delle propriet`a iii) e iv) della connessione diLevi-Civita (vedasi la
sezione 12.6 (p. 149)) e della relazione

[X,Y ] [ f ] = d f [ [X,Y ] ] = L[X,Y ] f = dXdY f − dYdX f ,

valida per ogniX,Y : R �→ TR , si ha che

g (∇2f [X ],Y) =g (∇X∇f,Y) = ∇X

[
g (∇f,Y)

]
− g (∇f,∇XY) =

= dXdY f − d f [∇XY ] =

= dXdY f − d f [∇YX− [Y,X ] ] =

= dXdY f − d f [∇YX ] + d f [ [Y,X ] ] =

= dYdX f − d f [∇YX ] = g (∇Y∇f,X) = g (∇2f [Y ],X) ,

per ogniX,Y : R �→ TR .

L’Hessiano pu`o essere rappresentato come un campo tensoriale di tipo(0, 2)
definendo il campo tensoriale∇2

f : R �→ L(TR ; T∗R) mediante l’identità

∇2
XY f= 〈 ∇2

f [X ] , Y 〉 = g (∇2f [X ],Y) =

= g (∇X∇f,Y) , ∀Y,X : R �→ TR .

Si può allora scrivere

〈 ∇2
f [X ] , Y 〉 = ∇X

[
g (∇f,Y)

]
− g (∇f,∇XY) ,

41 Ludwig Otto Hesse (1811-1874). Allievo di Jacobi insegnò a Königsberg, ad Heidelberg ed
a Munich. Introdusse il determinante Hessiano in un lavoro del 1842 sulle curve quadratiche e cubiche.
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e cioè

∇2
XY f = ∇X∇Y f −∇∇XY f .

La derivata seconda covariante di un campo tensoriale `e naturalmente definita come
derivata covariante della derivata covariante. Dunque

Proposizione 12.25. Derivata seconda covariante.La derivata seconda covariante
di un campo tensoriale di tipo(0, 2) A : R �→ L(TR, TR ; �) è il campo tensoriale
∇2A : R �→ L(TR, TR, TR, TR ; �) di tipo (0, 4) definito da

(∇2 A)(X,Y,x,y) = (∇2
XY A)(x,y) : =

[
∇X (∇A)

]
(Y,x,y) ,

per ogni X,Y,x,y : R �→ TR e sussiste la formula

∇2
XY A = ∇X∇Y A−∇∇X Y A .

Dim. Ricordando la formula definitoria della derivata covariante

(∇A) [Y,x,y ] =(∇Y A) [x,y ] : =

= ∇Y (A [x,y ])−A [∇Y x,y ]−A [x,∇Y y ] ,

si ha che[
∇X (∇A)

]
(Y,x,y) =

=∇X

[
(∇A)(Y,x,y)

]
+

−(∇A)(∇X Y,x,y)− (∇A)(Y,∇X x,y)− (∇A)(Y,x,∇X y) =

=∇X

[
(∇Y A)(x,y)

]
+

−(∇∇X Y A)(x,y)− (∇Y A)(∇X x,y)− (∇Y A)(x,∇X y) .

Infine, osservando che

∇X

[
(∇Y A)(x,y)

]
− (∇Y A)(∇X x,y)− (∇Y A)(x,∇X y) =

= (∇X∇Y A)(x,y) ,

si perviene alla espressione della derivata seconda covariante

(∇2 A)(X,Y,x,y) = (∇2
XY A)(x,y) = (∇X∇Y A)(x,y)− (∇∇X Y A)(x,y) ,

che fornisce la formula dell’asserto.
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La differenza delle derivate seconde covarianti miste ha l’espressione

(∇2
XY A−∇2

YX
A) = (∇X∇Y A−∇Y∇X A)− (∇∇X Y A−∇∇Y X A) .

Osservando che

∇∇X Y A−∇∇Y X A = ∇(∇X Y−∇Y X) A = ∇[X,Y ] A ,

si perviene alla formula notevole

(∇2
XY A−∇2

YX
A) = ∇X∇Y A−∇Y∇X A−∇[X,Y ] A .

Il laplaciano di un campo scalaref : R �→ � è il campo scalare definito da

∆f : = div (∇f) = tr (∇(∇f)) =
n∑

A=1
∇2

EAEA
Y .

12.10. Tensore curvatura

Per ogni funzione differenziabilef : R �→ � vale la formula

X [Y [ f ] ]−Y [X [ f ] ] = [X,Y ] [ f ] ,

che può riscriversi

∇X∇Y f −∇Y∇X f = ∇[X,Y ] f .

E’ fondamentale notare che in generale tale formula non sussiste se al campo scalare
f : R �→ � si sostituisce un campo vettorialeZ : R �→ TR su {R,g} . Questa
mancanza di simmetria costituisce l’elemento che differenzia la geometria euclidea
dalle altre geometrie. Dunque ha senso porre la seguente definizione.

Il campo di curvaturaR : R �→ L(TR, TR, TR ; TR) è un campo di tensori di tipo
(1, 3) definito dalla formula

R[X,Y ]Z : = ∇X∇Y Z−∇Y∇X Z−∇[X,Y ] Z ,

per ogniX,Y,Z : R �→ TR .
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Identificando il campo vettorialeZ : R �→ TR con il campo tensoriale di tipo
(1, 0) Z : R �→ L(T∗R ; �) , dai risultati della sezione precedente si ottiene

R[X,Y ]Z(α) : = (∇2
XY Z)(α)− (∇2

YX Z)(α) ,
∀X,Y : R �→ TR ,

∀α : R �→ T∗R ,

ovvero

R[X,Y ]Z = ∇2
XY Z−∇2

YX Z , ∀X,Y,Z : R �→ TR .

Dunque, per ogni fissatoZ : R �→ TR si può concludere che la curvatura `e rappresentata
dal campo tensoriale di tipo(1, 2)

RZ [X,Y,α ] : = R[X,Y ]Z(α) ,
∀X,Y : R �→ TR ,

∀α : R �→ T∗R .

In effetti anche la dipendenza dal campoZ : R �→ TR è tensoriale. Infatti si consideri
la formula

R[X,Y ] (f Z) = ∇2
XY (f Z)−∇2

YX (f Z) ,

e l’espressione della derivata covariante seconda

∇2
XY (f Z) = ∇X∇Y (f Z)−∇∇X Y (f Z) .

Si ha che
∇X∇Y (f Z) = (∇X∇Y f)Z + (∇Y f) (∇X Z)+

= (∇X f) (∇Y Z) + f (∇X∇Y Z) ,

e che
∇∇X Y (f Z) = (∇∇X Y f)Z + f (∇∇X Y Z) .

Allora
R[X,Y ] (f Z) =

[
∇X∇Y f −∇Y∇X f −∇∇X Y f

]
Z+

+
[
∇X∇Y Z−∇Y∇X Z−∇∇X Y Z

]
f ,

e quindi

R[X,Y ] (f Z) =
[
∇2

XY Z−∇2
YX Z

]
f +

[
∇2

XY f −∇2
YX f

]
Z .

La simmetria dell’Hessiano dif : R �→ � stabilita nella proposizione 12.24 conduce
infine al risultato

R[X,Y ] (f Z) =
[
∇2

XY Z−∇2
YX Z

]
f = f R[X,Y ]Z .
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Ne segue che lacurvaturaè un campo tensoriale di tipo(1, 3) definito da

R[X,Y,Z,α ] : = (∇2
XY Z)(α)− (∇2

YX Z)(α) ,
∀X,Y,Z : R �→ TR ,

∀α : R �→ T∗R .

La derivata covariante seconda∇X∇Y Z è la derivata covariante lungoX della
derivata covariante lungoY del campoZ .

La curvatura pu`o essere espressa in termini del tensore metrico della variet`a di
Riemann {R,g} . A tal fine si consideri un campo vettorialeW : R �→ TR tale che
Z(α) = g (Z,W) per ognix : R �→ TR .

La curvaturaè allora rappresentata da un campo tensoriale di tipo(0, 4)

R : R �→ L(TR, TR, TR, TR ; �) ,

definito da

R[X,Y,Z,W ] : = g (∇2
XY Z ,W)− g (∇2

YX Z ,W) ,

ovvero

R[X,Y,Z,W ] : = g (∇X∇Y Z−∇Y∇X Z−∇[X,Y ] Z ,W) ,

per ogniX,Y,Z,W : R �→ TR .
Le componenti del campo tensoriale curvatura in un riferimento locale si deducono

dalla formula

R[EA,EB,EC,ED ] = g (∇EA
∇EB

EC −∇EB
∇EA

EC −∇[EA,EB ] EC ,ED) ,

e cioè, ricordando che[EA,EB ] = o ,

RABCD =g (∇EA
(ΓE

BC EE)−∇EB
(ΓE

AC EE),ED) =

=g (ΓE
BC/A EE + ΓE

BC ΓF
AE EF − ΓE

AC/B EE − ΓE
AC ΓF

BE EF ,ED) =

=g (ΓE
BC/A EE + ΓF

BC ΓE
AF EE − ΓE

AC/B EE − ΓF
AC ΓE

BF EE,ED) =

=GED

[
ΓE

BC/A − ΓE
AC/B + ΓF

BC ΓE
AF − ΓF

AC ΓE
BF

]
.

Sostituendo le relazioni

ΓD
ABGCD = GBC/A + GCA/B −GAB/C ,

si ottengono le espressioni delle componenti del tensore curvatura in termini delle
componenti del tensore metrico e delle sue derivate.
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Il campo tensorialeR[X,Y,Z,W ] gode delle seguenti propriet`a.

• R èantisimmetriconella prima e seconda coppia di argomenti

R[X,Y,Z,W ] = −R[Y,X,Z,W ] = R[Y,X,W,Z ] .

• R èsimmetricorispetto allo scambio tra la prima e seconda coppia di argomenti

R[X,Y,Z,W ] = R[Z,W,X,Y ] .

• R soddisfa laprima identit̀a di Bianchi 42

R[X,Y ]Z + R[Z,X ]Y + R[Y,Z ]X = o , ∀X,Y,Z : R �→ TR .

• R soddisfa laseconda identit̀a di Bianchi

(∇WR)[X,Y ]Z + (∇XR)[Y,W ]Z + (∇YR)[W,X ]Z = o .

Per completezza si riporta nel seguito la dimostrazione di tali propriet`a seguendo la
trattazione svolta in [57].

• L’antisimmetria di R[X,Y,Z,W ] nella prima coppia di argomenti `e una im-
mediata conseguenza della definizione.
L’antisimmetria nella seconda coppia di argomenti si deduce dal fatto che `e nulla
la forma quadratica associata al tensoreR[X,Y ] .

Ciò segue dalla formula

∇X∇Y f −∇Y∇X f = ∇[X,Y ] f .

Infatti l’annullarsi della derivata covariante del tensore metrico implica che

g (R[X,Y ]Z,Z) = g (∇X∇Y Z,Z)− g (∇Y∇X Z,Z)− g (∇[X,Y ] Z,Z) =

= ∇X[g (∇Y Z,Z)]− g (∇Y Z,∇X Z)−∇Y[g (∇X Z,Z)]+

+ g (∇X Z,∇Y Z)− 1
2 ∇[X,Y ][g (Z,Z)] =

= 1
2 (∇X∇Y −∇Y∇X −∇[X,Y ])[g (Z,Z)] =

= 1
2 R[X,Y ][g (Z,Z)] = 0 .

42 Luigi Bianchi (1856-1928). Allievo di Enrico Betti (1823-1892) e diUlisse Dini (1845-
1918) alla Scuola Normale Superiore di Pisa. Dopo la laurea conseguita nel 1877, svolse attivit`a di ricerca
a Pisa ed a Göttingen conFelix Klein (1849-1925). Di rilievo è la sua corrispondenza conJulius
Weingarten (1849-1925) sulla teoria delle superfici.
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• La prima identità di Bianchi si dimostra assumendo che i campi vettoriali
X,Y,Z commutino mutuamente e cio`e che risulti

[X,Y ] = [Y,Z ] = [Z,X ] = o .

Allora, essendo nulla la torsione della connessione, si ha che

R[X,Y ]Z + R[Z,X ]Y + R[Y,Z ]X =

= ∇X∇Y Z−∇Y∇X Z+

+∇Z∇X Y −∇X∇Z Y+

+∇Y∇Z X−∇Z∇Y X =

= ∇Z (∇X Y −∇Y X)+

= ∇Y (∇Z X−∇X Z) =

= ∇X [Y,Z ] +∇Z [X,Y ] +∇Y [Z,X ] = 0 .

Il risultatoè valido in generale poich`e R è un campo tensoriale ed ogni terna di vettori
può essere estesa ad una terna di campi vettoriali che commutano mutuamente (vedi la
proposizione 12.8 (p. 139)).

• La proprietà di simmetria rispetto allo scambio tra la prima e seconda coppia di
argomenti si verifica adesso con semplici passaggi.

R[X,Y,Z,W ] = −R[Y,Z,X,W ]−R[Z,X,Y,W ] =

= R[Y,Z,W,X ] + R[Z,X,W,Y ] =

= −R[Z,W,Y,X ]−R[W,Y,Z,X ]+

−R[X,W,Z,Y ]−R[W,Z,X,Y ] =

= 2R[Z,W,X,Y ] + R[W,Y,X,Z ] + R[X,W,Y,Z ] =

= 2R[Z,W,X,Y ]−R[Y,X,W,Z ] =

= 2R[Z,W,X,Y ]−R[X,Y,Z,W ] .

Dunque2R[X,Y,Z,W ] = 2R[Z,W,X,Y ] .

• Per stabilire la seconda identit`a di Bianchi si supponga nuovamente che sia
[X,Y ] = [Y,Z ] = [Z,X ] = o . Allora si ha che

R[X,Y ]Z = [∇X,∇Y ]Z−∇[X,Y ] Z = [∇X,∇Y ]Z .
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Si noti inoltre che
(∇ZR)[X,Y ]W = ∇Z(R[X,Y ]W −R[∇ZX,Y ]W+

−R[X,∇ZY ]W −R[X,Y ]∇ZW =

= [∇Z,R[X,Y ] ]W −R[∇ZX,Y ]W −R[X,∇ZY ]W .

Pertanto, in forza dell’identit`a diJacobi per i commutatori, risulta

(∇ZR)[X,Y ]W + (∇XR)[Y,Z ]W + (∇YR)[Z,X ]W =

= [∇Z,R[X,Y ] ]W + [∇Z,R[X,Y ] ]W + [∇Z,R[X,Y ] ]W+

−R[∇ZX,Y ]W −R[X,∇ZY ]W+

−R[∇XY,Z ]W −R[Y,∇XZ ]W+

−R[∇YZ,X ]W −R[Z,∇YX ]W =

= [∇Z,R[X,Y ] ]W + [∇Z,R[X,Y ] ]W + [∇Z,R[X,Y ] ]W+

+ R[ [X,Z ],Y ] + R[ [Z,Y ],X ] + R[ [Y,X ],Z ] =

=
(
[∇Z, [∇X,∇Y ] ] + [∇X, [∇Y,∇Z ] ] + [∇Y, [∇Z,∇X ] ]

)
W = o .

Si considerino ora due variet`a di Riemann isometriche{M,g} e {N,ϕ∗g}
correlate dal diffeomorfismoϕ : M �→ N .

In forza della proposizione 12.21 (p. 155) i campi tensoriali di curvaturaRM e
RN sono legati dalla formula

RN = ϕ∗RM .

Basta infatti osservare che

ϕ∗(RM[X,Y ]Z) = ϕ∗(∇X∇Y Z)−ϕ∗(∇Y∇X Z)−ϕ∗(∇[X,Y ] Z) ,

e che
ϕ∗(∇X∇Y Z) = ∇ϕ∗X

ϕ∗(∇Y Z) = ∇ϕ∗X
∇ϕ∗Y

(ϕ∗Z) ,

ϕ∗(∇[X,Y ] Z) = ∇ϕ∗[X,Y ](ϕ∗Z) = ∇[ ϕ∗X,ϕ∗Y ](ϕ∗Z) .

Dunque
ϕ∗(RM [X,Y ]Z) = RN [ϕ∗X,ϕ∗Y ] (ϕ∗Z) .

Essendo
ϕ∗(RM [X,Y ]Z) = (ϕ∗RM) [ϕ∗X,ϕ∗Y ] (ϕ∗Z) ,

si deduce cheRN = ϕ∗RM .

Una varietà di Riemann con campo tensoriale curvatura identicamente nullo `e
detta unavarietà piatta.

Dalla formula precedente segue quindi che se una variet`a di Riemann è piatta
tale sarà anche ogni variet`a ad essa isometrica.
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Osservazione 12.3.Se in particolare la variet`a diRiemann è lo spazio euclideo allora
la derivata covariante coincide con la derivata direzionale e quindi il campo tensoriale
curvaturaè identicamente nullo.

Dunque lo spazio euclideo{S,can} con la metrica canonicacan è piatto.
Sia ϕ : M �→ N un diffeomorfismo tra variet`a in S . Se la variet`a N è dotata

della metrica canonica euclidea, allora la variet`a di Riemann {M,ϕ∗can} è piatta
essendo isometrica alla variet`a diRiemann {N,can} cheè piatta.

Nel caso in cuiM e N sono domini nello spazio euclideo{S,can} il tensore
metrico ϕ∗can è dato da

(ϕ∗can)(X,Y) = can (Tϕ [X ], Tϕ [Y ]) , ∀X,Y ∈ TM .

Posto Fϕ = Tϕ il tensore metricoϕ∗can è quindi rappresentato dal tensore di
deformazione diPiola-Green C = FT

ϕ
Fϕ cheè un tensore di tipo(1, 1) . Infatti

si ha che

(ϕ∗can)(X,Y) = can (Fϕ X,Fϕ Y) = can (FT
ϕ
Fϕ X,Y) , ∀X,Y ∈ TM .

Si è cos`ı dimostrato che l’annullarsi del campo tensoriale di curvatura associato al
tensore metrico diPiola-Green è condizione necessaria affinch`e il campo di defor-
mazione da esso descritto sia congruente (vedasi la proposizione 5.2 (p. 54)).

La dimostrazione della sufficienza pu`o essere condotta richiamando un classico
teorema della geometria diRiemann il quale assicura che in un intorno di un punto
appartenente ad una variet`a piattaè possibile determinare un diffeomorfismo locale che
mappa l’intorno in una variet`a isometrica con tensore metrico costante.

E’ inoltre possibile far coincidere tale tensore metrico costante con un prefissato
tensore costante componendo il diffeomorfismo con una opportuna mappa affine.

Assumendo quale prefissato tensore costante il tensore della metrica canonica
euclidea, si conclude che l’annullarsi del campo tensoriale di curvatura consente, almeno
localmente, di determinare un diffeomorfismo (che `e l’inverso del diffeomorfismo sopra
individuato) il quale genera l’assegnato campo di tensori di deformazione diPiola-
Green.
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II – MECCANICA DEL CONTINUO

In questo capitolo sono illustrate le nozioni fondamentali della meccanica dei corpi
continui. La trattazione `e basata sulla dualit`a tra enti statici e cinematici. Lo spazio dei
cinematismiè definito in modo che le deformazioni tangenti indotte dai cinematismi
siano distribuzioni costituite da una parte regolare di quadrato integrabile sul dominio
della struttura e da una parte singolare dovuta a discontinuit`a dei cinematismi in cor-
rispondenza del contorno di una suddivisione finita del dominio. Dotato lo spazio dei
cinematismi di una adeguata struttura topologica, i sistemi di forze sono introdotti quali
enti duali dei cinematismi e l’interazione tra di essi `e detta potenza virtuale. Gli stati
di sforzo interno ad un corpo, duali delle deformazioni tangenti, sono definiti, prima in
modo intuitivo e poi per via rigorosa, come campi tensoriali che forniscono una rap-
presentazione parametrica dei sistemi di forze in equilibrio. Il risultato fondamentale
è costituito dalla dimostrazione dell’equivalenza tra il principio dei lavori virtuali e la
condizione di equilibrio. La dimostrazione `e basata sulla seconda diseguaglianza di
Korn e sul teorema dell’immagine chiusa diBanach. La formula di trasformazione
integrale diGeorge Green fornisce lo strumento analitico fondamentale per passare
dalla formulazione variazionale alle equazioni differenziali con relative condizioni al
contorno. Si dimostra infine che la condizione di congruenza di un campo di defor-
mazioni tangenti pu`o essere formulata in termini variazionali imponendo l’ortogonalit`a
agli stati di coazione.

1. GENERALITA’

La meccanica dei continui studia le propriet`a di equilibrio di corpi costituiti da
materiali in cui le forze di aggregazione tra le particelle microscopiche si oppongono alle
azioni applicate, inclusa quelle d’inerzia, che tendono a distorcerne la configurazione.

Al livello macroscopico si sperimenta un comportamento in cui il corpo, pur
distorcendosi, mantiene la sua integrit`a sotto un campo sufficientemente ampio di sol-
lecitazioni.

E’ importante osservare che la delimitazione di un corpo continuo `e in genere
del tutto arbitraria, in quanto essa viene effettuata considerando una superficie ideale
che delimita l’oggetto dell’indagine meccanica. Ogni parte di un corpo continuo ot-
tenuta con un sezionamento ideale `e quindi a sua volta un corpo continuo ed ogni corpo
continuo pu`o essere parte di un corpo continuo che lo include. Nella modellazione mec-
canica dei corpi continui le propriet`a macroscopiche sono simulate mediante assiomi
caratteristici.
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Un primo assioma concerne la definizione dei sistemi di forze agenti su di un corpo.
Si parte dal considerare campi di (pseudo)velocit`a che il corpo pu`o intraprendere
in un qualsiasi processo evolutivo di tipo puramente geometrico (virtuale) descritto
da un parametro reale. I campi di (pseudo)velocit`a sono detti cinematismi, sposta-
menti tangenti o spostamenti virtuali. I sistemi di forze sono definiti come enti
duali dei cinematismi e cio`e enti capaci di compiere in corrispondenza di essi
potenza virtuale. La potenza virtuale `e una forma bilineare definita sulle coppie
forze-cinematismi.

Un secondo assioma descrive a livello macroscopico le forze di legame come
coppie di azioni opposte che si evidenziano solo in corrispondenza di cinematismi
che tendono a produrre distacchi o sovrapposizioni tra le particelle. Il legame di
aggregazione viene simulato come un vincolo che impone una continuit`a dei valori
al contorno dei campi cinematici.

Un terzo assioma definisce la propriet`a di equilibrio di un sistema di forze. A
tal fine si considerano i cinematismi rigidi, caratterizzati dalla propriet`a di non
indurre nel corpo velocit`a di variazione delle distanze mutue tra le particelle. Le
forze agenti sul corpo, ivi comprese quelle d’inerzia, sono bilanciate da quelle
di legame. Poich`e queste ultime non compiono potenza virtuale quando non si
verificano velocità di variazione delle distanze mutue tra le particelle, anche le
forze agenti sul corpo devono essere indifferenti ai cinematismi rigidi.
E’ questa la motivazione fisica della definizione assiomatica di equilibrio di un
sistema di forze che, come si vedr`a, esprime la loro indifferenza ai cinematismi
rigidi. I cinematismi discontinui vengono utilizzati quali campi di prova per valu-
tare l’entità delle forze di legame in equilibrio con le forze attive.

Le azioni che si esercitano su di un corpo possono avere origine fisica diversa e dipendere
da agenti esterni di varia natura. La forza di gravit`aè un’azione cui sono sottoposti tutti
i corpi materiali oggetto di sperimentazione. Essa `e una azione a distanza, indipendente
dal contatto con altri corpi e tutte le azioni indotte da campi, gravitazionali, elettrici
o magnetici appartengono a questa categoria. Altre azioni sono invece dovute alla
contiguità con altri corpi, solidi, liquidi o gassosi che interagiscono col corpo in esame
in modo complesso attraverso le superfici di frontiera. I sistemi di forze sono definiti
ed analizzati mediante una formulazione assiomatica che si propone di individuarne,
al di là delle differenti origini, le propriet`a influenti nel determinare le condizioni di
equilibrio, statico o dinamico della configurazione del corpo su cui agiscono. Secondo
l’idea di D’Alembert 43 e diEuler 44 , tra i sistemi di forze vengono incluse anche
le forze d’inerzia che nascono quando un corpo dotato di massa si muove di moto
accelerato rispetto ad un riferimento privilegiato detto inerziale. La forza d’inerzia per
unità di volumeè pari all’opposto del vettore accelerazione moltiplicato per la densit`a.
In questo ordine di idee viene sviluppata la teoria dell’equilibrio dei corpi continui.

43 Jean-Baptiste Le Rond D’Alembert (1717-1783) Traité de dynamique, Paris 1743.

44 Leonhard Euler (1707-1783) Formulæ generales...[3], San Pietroburgo 1776.
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2. SPAZIO CINEMATICO

Sia TB un corpo continuo che occupa in un fissato istante di tempo una configu-
razioneΩ nello spazio euclideo.

I cinematismidi TB in Ω sono i campi vettoriali divelocit̀a con cui il corpoTB
transita perΩ nel corso di un immaginario processo evolutivo.

I cinematismi sono anche denominati con i sinonimi divelocit̀a tangentio velocit̀a
virtuali. Se il parametro evolutivo `e adimensionale, i cinematismi hanno la dimensione
di una lunghezza e sono dettispostamenti tangentio spostamenti virtuali.

Quest’ultima terminologia `e quella adottata nella maggioranza dei testi di Scienza
delle Costruzioni.

Osservazione 2.1.Si noti che i termini velocit`a tangenti o spostamenti tangenti evi-
denzia il fatto che questi campi vettoriali hanno per dominio la configurazione cui si
riferiscono e per immagine una sezione del fibrato tangente alla variet`a ambiente.

Se la variet`a ambiente in cui si posiziona la struttura `e uno spazio affine (quale
quello euclideo) allora gli spostamenti tangenti appartengono allo spazio lineare delle
traslazioni associato allo spazio affine. A tale spazio lineare appartengono anche gli
spostamenti definiti come differenza di due posizioni.

Nel caso generale in cui la variet`a ambiente non `e uno spazio affine non `e possibile
definire gli spostamenti in quanto non `e disponibile uno spazio delle traslazioni. Gli
spostamenti tangenti (o virtuali) sono invece ancora ben definiti negli spazi tangenti
alla varietà ambiente.

La fondamentale differenza concettuale ed operativa tra spostamenti e spostamenti
virtuali è talvolta oscurata nei testi di meccanica delle strutture in cui gli spostamenti
virtuali sono definiti in termini di spostamenti. Tali definizioni sono possibili solo se
lo spazio delle configurazioni `e euclideo ed appaiono comunque non opportune per la
confusione derivante dalla peculiarit`a del contesto geometrico euclideo.

Per evidenziare la differenza tra le nozioni di spostamento e di spostamento virtuale,
si consideri un filo il cui spazio ambiente `e una sfera.

Ignorando che la sfera sia immersa nello spazio euclideo tridimensionale, non `e
possibile definire lo spostamento del filo nel passaggio da una configurazione ad un’altra
sulla sfera.

E’ invece possibile considerare campi di spostamento virtuale del filo in ciascuna
delle configurazioni che esso pu`o assumere. I campi di spostamento virtuale sono campi
vettoriali aventi valori nei piani tangenti alla sfera.

Si noti a tal proposito che i vettori tangenti possono essere definiti anche ignorando
che la sfera sia immersa nello spazio euclideo tridimensionale, facendo riscorso ad un
atlante di carte locali che mappano porzioni della sfera nello spazio lineare�2 .

La definizione formale dei campi di spostamento virtuale `e fornita nella sezione
IV.13 (p. 477) con riferimento al caso generale in cui sia la struttura che lo spazio
ambiente sono variet`a differenziabili.
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L’insieme dei cinematismi `e dotato di una naturale struttura di spazio vettoriale ed
è detto lospazio cinematicodi TB in Ω .

Le operazioni lineari nello spazio cinematico sono definite localmente in termini
delle corrispondenti operazioni lineari tra i valori locali dei campi cinematici.

La cinematica di un corpo continuo costituisce il quadro fondamentale per l’analisi
dei fenomeni meccanici in quanto sono precisamente le quantit`a cinematiche (posizioni,
velocità ed accelerazioni) ad essere l’oggetto diretto di misurazioni sperimentali.

Per valutare quale sia il contesto funzionale pi`u adeguato allo sviluppo di una teoria
meccanica si premettono le seguenti considerazioni.

L’analisi della deformazione di un corpo continuoTB sviluppata nel capitolo I `e
stata basata sull’assunzione che la configurazione occupata daTB in S sia un dominio
(connesso)Ω e che i cinematismi siano campi vettoriali di classe C1(Ω) .

La definizione dello spazio dei cinematismi di un corpo continuoTB va però
ampliata per garantire che la cinematica sia riproducibile su ogni sottocorpo diTB .
Questa richiesta si traduce nel seguente assioma.

Assioma di riproducibilit̀a.

• Allo spazio cinematico devono appartenere campi discontinui che consentano
di poter rappresentare cinematismi relativi tra gli elementi di una arbitraria
suddivisione finita diΩ .

L’idea alla base di tale richiesta `e perfettamente analoga a quella espressa dal
principio di sezionamentodovuto adEuler ed aCauchy e che sar`a richiamato nella
sezione 6 (p. 201) ed in forma classica nel capitolo IV.

La richiesta di riproducibilit`a della cinematica `e una naturale conseguenza del fatto
che la scelta del dominioΩ , il quale definisce dal punto di vista geometrico l’oggetto
della indagine meccanica, `e del tutto arbitraria.

Ne segue che la caratterizzazione cinematica di una configurazioneΩ deve essere
riproducibile su ogni sottodominio diΩ .

L’altra richiesta, di tipo squisitamente matematico, consiste nel definire lo spazio
cinematico in modo che sia possibile far ricorso alla teoria degli spazi diHilbert 45

per poter far riferimento ad una struttura geometrica simile a quella degli spazi euclidei
e per conseguire i fondamentali risultati di esistenza.

Nel seguito sono fornite le nozioni di base sugli spazi diHilbert e di
Sobolev che consentono di inquadrare nel contesto funzionale apppropriato la teoria
dell’equilibrio di un mezzo continuo.

Il lettore interessato ad approfondimenti potr`a trovare in [49] ulteriori elementi
di Analisi Lineare. Per una trattazione dettagliata della teoria dei modelli strutturali si
rinvia a [48] e per le nozioni propedeutiche di Analisi Lineare a[47] .

45 David Hilbert (1862-1943). Il matematico tedesco pi`u illustre del XX secolo. Fondamentali i
suoi contributi in svariati campi dell’analisi e della geometria.
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2.1. Spazi di Hilbert

Uno spazio vettorialeH sul campo reale `e detto unospazio pre-Hilbert se sul
prodotto cartesianoH ×H è definita una forma bilineare( . , . ) , simmetrica e
definita positiva: 

( u , v ) = ( v , u ) ∀u,v ∈ H ,

( u , u )≥ 0 ∀u ∈ H ,

( u , u ) = 0 ⇒ u = o .

La forma ( . , . ) è detta ilprodotto internoin H . Essa induce inH unanorma
definita da

‖u ‖ : =
√

( u , u ) .

La norma soddisfa le propriet`a caratteristiche
‖u ‖ ≥ 0 ∀u ∈ H ,

‖u ‖ = o ⇐⇒ u = o ∀u ∈ H ,

‖αu ‖ = |α | ‖u ‖ ∀u ∈ H, ∀α ∈ � ,

‖u + v ‖ ≤ ‖u ‖+ ‖v ‖ ∀u,v ∈ H diseguaglianza triangolare.

In uno spazio normatoH una successione{un} ∈ H che soddisfa la propriet`a

lim
n,m→∞

‖un − um ‖H
→ 0 .

è detta unasuccessione diCauchy.

Se ogni successione diCauchy converge ad un elemento dello spazioH lo
spazio normato `e dettocompleto.

Uno spazio normato completo `e detto unospazio diBanach.

Uno spazio pre-Hilbert H è detto unospazio diHilbert seècompletorispetto
alla norma indotta dal prodotto interno.

Un qualsiasi spazio con prodotto interno (cio`e pre-Hilbert) può essere completato
aggiungendo ad i suoi elementi i limiti delle successioni diCauchy. Lo spazio di
Hilbert cosı̀ definito si dice ottenuto percompletamento.

Si noti l’analogia tra la definizione di spazio lineare completo e quella usuale dello
spazio dei numeri reali. Lo spazio dei numeri reali si ottiene infatti completando lo
spazio dei razionali mediante l’aggiunta dei numeri irrazionali e questi ultimi sono limiti
di successioni diCauchy di razionali.

La proprietà di completezza `e essenziale per conseguire i principali risultati di esis-
tenza. Per tal motivo la teoria dell’equilibrio che sar`a sviluppata nel seguito di questo
capitolo farà riferimento a variabili di stato costituite da campi che appartengono a spazi
di Hilbert.
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2.2. Spazi di Sobolev

Per pervenire alla definizione dello spazio cinematico nella configurazioneΩ si
osservi innazitutto che la richiesta minimale da porre ai cinematismi `e che essi siano
campi di quadrato integrabile (secondoLebesgue) nel dominio Ω e cioè siano tali
che ∫

Ω

‖v ‖2 dv < +∞ .

Lo spazio dei campi vettoriali di quadrato integrabile inΩ è uno spazio di
Hilbert e sarà denotato col simboloH(Ω) .

Si osservi ora che la deformazione tangente associata ad un cinematismo `e valutata
tramite operazioni di derivazione.

Poichè i cinematismi diH(Ω) in generale non sono derivabili in senso classico
è necessario estendere la definizione di derivata intoducendo la nozione diderivata
generalizzatao distribuzionale.

Per il lettore interessato ad approfondire l’argomento, elementi della teoria delle
distribuzioni sono illustrati in [49] dove sono riportati anche alcuni riferimenti biblio-
grafici. Nel seguito si illustrano le propriet`a essenziali delle derivate distribuzionali
seguendo una impostazionenäıveche non richiede nozioni di topologia.

E’ conveniente adottare la seguente notazione.
Sia Ω un dominio di uno spazio euclideo di dimensioned .
Un multi-indicep è una listap = {p1, . . . , pd} di ordine d le cui componenti

sono numeri interi. Si adotta l’usuale notazione abbreviata

| p | : =
d∑

i=1
pi , Dp : =

∂| p |

∂xp1
1 . . . ∂xpd

d

.

Ad esempio, nel caso di un dominio bidimensionale, si ha ched = 2 e ponendo
rispettivamentep = {2, 0} , p = {1, 1} , p = {0, 2} risulta | p | = p1 + p2 = 2 , e si
ottengono gli operatori alle derivate parziali del secondo ordine

D{2,0} : =
∂2

∂x1
2 , D{1,1} : =

∂2

∂x1 ∂x2
, D{0,2} : =

∂2

∂x2
2 .

La distribuzioneassociata ad un campo di quadrato integrabilev ∈ H(Ω) è il
funzionale lineare definito da

Tv(ϕ) : =
∫
Ω

v . ϕ dv , ∀ϕ ∈ D(Ω) ,

dove ϕ ∈ D(Ω) = C∞o (Ω) è un campo vettoriale continuo con tutte le derivate
parziali di qualsiasi ordine suΩ e che si annulla in una striscia attorno alla frontiera
di Ω .
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Tali funzioni sono dette pi`u precisamentefunzioni a supporto compattoin Ω (si ricordi
che Ω è un aperto inS ), intendendo per supporto la chiusura dell’insieme su cui la
funzioneè non nulla.

• I campi vettorialiϕ ∈ D(Ω) sono anche detticampi di prova.

Un esempio di funzione in C∞o (Ω) è stato illustrato nella sezione I.1.2 (p. 5) ed `e qui
di seguito richiamato.

Un campo scalareϕ ∈ C∞o (Ω) può ottenersi
ponendoϕ(ξ) = mx(ξ) con mx : Ω �→ �
funzione scalare definita da:

mx(ξ) =

 exp
[ 1
‖ ξ − x ‖2 − a2

]
, ξ ∈ Px

0, altrimenti

in cui a è il raggio dell’intorno sfericoPx

di x .

Ad ogni distribuzioneTv corrisponde univocamente un campov ∈ H(Ω) =
L2(Ω) in quanto si ha che

Tv = o ⇒ v = o .

La dimostrazione di tale implicazione `e basata sulla seguente propriet`a che consente di
estendere il lemma fondamentale del calcolo delle variazioni a campi diL2(Ω) . La
dimostrazione pu`o trovarsi ad esempio in [41].

Proposizione 2.1. Densit`a. Il sottospazio lineareC∞o (Ω) ⊂ L2(Ω) è denso in
L2(Ω) . Ciò significa che ogni campov ∈ L2(Ω) può essere approssimato quanto si
voglia da un campoϕ ∈ C∞(Ω) nella norma diL2(Ω) e ciòe in media quadratica.
Dato v ∈ L2(Ω) si ha quindi che

∀ ε > 0 ∃ ϕε ∈ C∞o (Ω) : ‖v −ϕε ‖L2(Ω)
< ε .

La propriet̀a di densit̀a può anche enunciarsi affermando che la chiusura diC∞o (Ω)
in L2(Ω) coincide conL2(Ω) .

L’implicazione Tv = o ⇒ v = o è una conseguenza della proposizione 2.1
osservando che:

• Il funzionale lineareTv può essere esteso ad un funzionale continuo suL2(Ω) .
La continuitàè implicata dalla diseguaglianza diCauchy-Schwarz che si scrive

|Tv(ϕ) |2 =
∣∣∣∣∫
Ω

v . ϕ dv
∣∣∣∣2 ≤∫

Ω

‖v ‖2 dv
∫
Ω

‖ϕ ‖2 dv ,

per ogniv,ϕ ∈ L2(Ω) .
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• Se una funzione continua si annulla su un sottonsieme denso di uno spazio metrico
essa `e nulla sull’intero spazio.

Ne segue che

Tv(ϕ) =
∫
Ω

v . ϕ dv = 0 , ∀ϕ ∈ C∞o (Ω) ⇒
∫
Ω

v . v dv = 0 ⇒ v = o .

Si consideri ora la derivazione di ordine 1 in direzione dell’asse coordinato1 ≤ k ≤ 3 ,
cosı̀ che il multi-indicep ha modulo unitario con l’unit`a nellak-esima posizione.

Un’applicazione formale della formula diGauss fornisce l’eguaglianza

∫
Ω

(Dpv) . ϕ dv = −
∫
Ω

v . Dpϕ dv +
∫

∂Ω

v . ϕ nk dv = −
∫
Ω

v . Dpϕ dv ,

in quantoϕ ∈ C∞o (Ω) si annulla sul contorno∂Ω .

L’idea è quella di assumere tale identit`a formale come definizione della

• derivata generalizzatao distribuzionaledel campo vettorialev ∈ H(Ω) .

Ciò consente di spostare l’operazione di derivazione dal campov ∈ H(Ω) sui campi
vettoriali ϕ ∈ C∞o (Ω) .

La derivata distribuzionaledi multi-indice p del campov ∈ H(Ω) è quindi in
generale definita da

(Dp Tv)(ϕ) : = (−1)| p |
∫
Ω

v . Dpϕ dv , ∀ϕ ∈ D(Ω) .

Dalla definizione risulta che:

• Un campov ∈ H(Ω) è derivabile indefinitamente nel senso delle distribuzioni.

• Se un campov ∈ H(Ω) è derivabile in senso classico allora la derivata dis-
tribuzionale coincide con quella classica.

Una derivata distribuzionale `e detta diquadrato integrabilesu Ω se esiste un campo
w ∈ H(Ω) di quadrato integrabile tale che

(Dp Tv)(ϕ) : = (−1)| p |
∫
Ω

v . Dpϕ dv =
∫
Ω

w . ϕ dv , ∀ϕ ∈ D(Ω) .

Una classe importante di spazi diHilbert è la seguente.
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Uno spazio diSobolev 46 è costituito da campi definiti in un dominioΩ cui è
richiesto di essere di quadrato integrabile inΩ insieme a tutte le derivate parziali
distribuzionali sino ad un’ordine prefissato. Se tale ordine massimo `e m lo spazio
di Sobolev si denota conWm(Ω) .

La dimostrazione del prossimo risultato, che fornisce un’utile caratterizzazione
alternativa degli spazi diSobolev, può trovarsi in [36] ed `e dovuta aMeiers e
Serrin [25].

Proposizione 2.2. Completamento.Per ogni dominioΩ il sottospazio lineare definito
da {

u ∈ Cm(Ω) : ‖u ‖
m

< +∞
}

.

è denso inWm(Ω) . Ciò significa che ogni campov ∈Wm(Ω) può essere approssi-
mato quanto si voglia da un campoϕ ∈ Cm(Ω) nella norma di Wm(Ω) . Dato
v ∈ Hm(Ω) si ha quindi che

∀ ε > 0 ∃ ϕε ∈ C∞(Ω) : ‖v −ϕε ‖Wm(Ω)
< ε .

Denotando conHm(Ω) il completamento diCm(Ω) nella topologia indotta dalla
norma di Wm(Ω) si ha cheHm(Ω) = Wm(Ω) .

Un risultato più forte, di fondamentale importanza per la definizione dellatraccia
al contornodi un campo diWm(Ω) , è il seguente (vedi [36]).

Proposizione 2.3. Completamento di campi limitati. Se il dominioΩ gode della
proprietà del segmento, allora lo spazioCm(Ω) è denso inWm(Ω) .

La proprietà del segmento richiedegrosso modoche il dominio Ω non presenti
cuspidi. Si noti che la compattezza diΩ implica che i campi di Cm(Ω) sono limitati
e dunque che

Cm(Ω) ⊆
{
u ∈ Cm(Ω) : ‖u ‖

m
< +∞

}
.

Nel seguito si assumer`a che il risultato della proposizione 2.3 sia valido e quindi che
il completamento di Cm(Ω) nella norma diWm(Ω) , denotato ancora conHm(Ω) ,
coincida conWm(Ω) .

46 Sergei Lvovich Sobolev (1908-1989). Matematico russo allievo diVladimir Ivanovich
Smirnov (1887-1974) all’Università di Lenigrado. ConSmirnov si dedicò alla soluzione dell’equazione
delle onde ed insieme svilupparono una teoria completa delle onde di superficie diLord Rayleigh (1842-
1919). Nel 1934 l’Istituto di Matematica intitolato aVladimir Andreevich Steklov (1864-1926)
fu trasferito a Mosca e nel 1935Sobolev divenne il direttore del Dipartimento della Teoria delle Equazioni
Differenziali dell’Istituto. Negli anni 1930Sobolev introdusse l’idea di funzione generalizzata poi ul-
teriormente sviluppata daLaurent Schwartz (1915-) e Israil Moiseevic Gelfand (1913-).
Sobolev è stato membro dell’Accademia Sovietica delle Scienze, dell’Accademia delle Scienze di Francia
e dell’Accademia Nazionale dei Lincei.
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2.3. Valori al contorno

In generale i campi vettorialiv ∈ Hm(Ω) non sono necessariamente continui in
Ω insieme alle loro derivate parziali fino all’ordinem− 1 . Ciò nonostante `e possibile
dare un significato generalizzato al valore al contorno∂Ω dei campi diHm(Ω) e delle
loro derivate lungo la normale al contorno fino all’ordinem− 1 .

L’ operatore di tracciaΓ è l’operatore lineare che ad ogni campo di Cm(Ω)
assegna il valore al contorno delle derivate normali fino all’ordinem− 1 .

Per m = 1 si dimostra infatti che sussiste la seguente diseguaglianza (si veda [47])

‖Γu ‖L2(∂Ω)
≤ C ‖u ‖

H1(Ω)
, ∀u ∈ C1(Ω) .

Per densit`a la diseguaglianza vale anche per ogniu ∈ H1(Ω) e l’operatore lineare
traccia pu`o essere esteso ad un operatore limitatoΓ ∈ L(H1(Ω) ; L2(∂Ω)) .

Un analogo risultato vale per l’operatore

Γk ∈ L(Hm(Ω) ; Hm−k−1(∂Ω)) ,

che ad ogni campov ∈ Hm(Ω) associa la derivata normale di ordinek sul contorno
∂kv/∂nk , con k < m .

Vale infatti la diseguaglianza

‖Γkv ‖Hm−k−1(∂Ω)
≤ C ‖v ‖

Hm(Ω)
, ∀v ∈ Hm(Ω) .

L’operatore di traccia `e in generale definito da

Γv =
{
Γ0v,Γ1v, . . . ,Γm−1v

}
, ∀v ∈ Hm(Ω) .

L’immagine ImΓ dell’operatoreΓ è dunque lo spazio lineare costituito dallem-uple
di campi al contorno che sono le traccie di ordine0 ≤ k ≤ m−1 dei campi diHm(Ω) .

E’ possibile identificare ImΓ con lospazio quoziente

∂Hm(Ω) : = Hm(Ω)/ KerΓ ,

i cui elementi sono le classi di equivalenza costituite dalle variet`a lineari di campi in
Hm(Ω) aventi lo stesso valore al contorno delle derivate normali fino all’ordinek .

Tali varietà lineari sono chiuse inHm(Ω) in quanto la continuit`a degli operatori
di tracciaΓk ∈ L(Hm(Ω) ; Hm−k−1(∂Ω)) assicura che `e chiuso il sottospazio lineare

KerΓ =
m−1⋂
k=0

KerΓk .

Ne segue che lo spazio∂Hm(Ω) è uno spazio diHilbert per la norma che misura la
distanza tra due variet`a lineari parallele, definita da

‖Γv ‖
∂Hm(Ω)

: = inf
{
‖u ‖

Hm(Ω)
| u ∈ Hm(Ω) : Γu = Γv

}
,

L’identificazione tra ImΓ e Hm(Ω)/ KerΓ mostra che l’operatore di tracciaΓ ∈
L(Hm(Ω) ; ∂Hm(Ω)) è suriettivo in quanto coincidente con l’iniezione canonica di
Hm(Ω) in Hm(Ω)/ KerΓ .

Analoghe definizioni e risultati sussistono per campi vettoriali e tensoriali.
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2.4. Gradiente e divergenza distribuzionali

Se T ∈ C1(Ω) è un campo tensoriale, considerando campi vettoriali di prova
indefinitamente derivabili ed a supporto compattov ∈ DH(Ω) , la formula diGreen
per l’operatore gradiente fornisce la relazione

−
∫
Ω

( div T) . v dv =
∫
Ω

T : ( gradv) dv ∀v ∈ DH(Ω) .

L’operatore differenziale lineare

−div : C1(Ω)9 �→ C0(Ω)3 ,

è detto l’operatoreaggiunto formaledell’operatore differenziale

grad : C1(Ω)3 �→ C0(Ω)9 .

In via complementare sev ∈ C1(Ω) è un campo vettoriale, considerando campi
tensoriali di prova indefinitamente derivabili ed a supporto compattoT ∈ DH(Ω) , si
ha che ∫

Ω

T : ( gradv) dv = −
∫
Ω

( div T) . v dv = ∀T ∈ DH(Ω) .

In generale sia

H(Ω) lo spazio dei campi tensoriali di quadrato integrabile nel dominioΩ .

Allora

La divergenza distribuzionaledi un campo tensorialeT ∈ H(Ω) è definita da

(B′oT)(v) = ( div TT)(v) : = −
∫
Ω

( gradv) . T dv , ∀v ∈ DH(Ω) .

Il gradiente distribuzionaledi un campo vettorialev ∈ H(Ω) è definito da

(Bv)(T) = ( gradTv)(T) : = −
∫
Ω

( div T) . v dv , ∀T ∈ DH(Ω) .
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2.5. Cinematismi Green-regolari

La deformazione tangente distribuzionale

Bv = sym gradTv ∈ D′H(Ω)

associata ad un cinematismo di quadrato integrabilev ∈ H(Ω) è definita da

〈 Bv , T 〉 : =
∫
Ω

(B
′

oT) . v dv , ∀T ∈ DH(Ω) ∩ Sym ,

dove B
′
o = −div : C1(Ω)6 �→ C0(Ω)3 .

La deformazione tangente distribuzionaleBv ∈ D′H(Ω) è detta di quadrato inte-
grabile in Ω se esiste un campo tensoriale simmetricoD ∈ H(Ω) tale che

〈 Bv , T 〉 =
∫
Ω

D : T dv , ∀T ∈ DH(Ω) ∩ Sym .

Nel formulare un modello di struttura continua, dovendo ammettere che i cinematismi
possano essere discontinui, in osservanza dell’assioma di riproducibilit`a, si richiede
che ai cinematismi corrisponda, almeno a pezzi inΩ , una deformazione tangente
distribuzionale di quadrato integrabile.

Ciò significa che affinch`e un cinematismov ∈ H(Ω) sia ammissibile deve esistere
una suddivisioneTv(Ω) del dominio Ω tale che la restrizione del cinematismov ∈
H(Ω) ad un qualsiasi elemento della suddivisione generi una deformazione tangente
distribuzionale di quadrato integrabile.

• La suddivisioneTv(Ω) è dettasuddivisione di supportodel cinematismov ∈
H(Ω) .

• I cinematismi che ammettono una suddivisione di supporto sono detticinematismi
Green-regolari.

Infatti nella sezione 2.6 si mostrer`a che la validità della formula diGreen può essere
estesa ai cinematismiGreen-regolari.

La richiesta diGreen-regolarità equivale ad assumere che la traccia al contorno
dei cinematismi non presenti salti di discontinuit`a in corrispondenza di interfacce interne
agli elementi della suddivisioneT (Ω) .

La proposizione 2.5 (p. 190) della sezione 2.7 (p. 188) fornisce la dimostrazione
dell’equivalenza tra le due propriet`a.

Si dà dunque la seguente definizione.
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• Lo spazio cinematicoV(Ω) ⊂ H(Ω) è il sottospazio lineare dei cinematismi
di quadrato integrabile suΩ che sonoGreen-regolari suΩ . Dunque

V(Ω) : =
{
v ∈ H(Ω) | ∃ Tv(Ω) : Bv|P ∈ H(P)

}
,

dove v|P è la restrizione div a P ∈ Tv(Ω) .

La suddivisione di supportoTv(Ω) del cinematismov ∈ V(Ω) in generale non `e
univocamente definita.

• Laparte regolareBv ∈ H(Ω) di una deformazione tangente distribuzionale
Bv ∈ D′H(Ω) con v ∈ V(Ω) è il prodotto cartesiano della famiglia finita di
campi di quadrato integrabile(Bv)|P ∈ H(P) per P ∈ T v(Ω) .
Per ogniv ∈ V(Ω) la parte regolareBv ∈ H(Ω) di Bv ∈ D′H è quindi
un campo di quadrato integrabile suΩ . Si pone

(( Bv , T )) : =
∫
Ω

Bv : T dv , ∀T ∈ H(Ω) ∩ Sym .

Lo spazio dei cinematismiGreen-regolariV(Ω) è uno spazio pre-Hilbert con
prodotto interno e norma definiti da

( u , v )V(Ω) : =
∫
Ω

u . v dv +
∫
Ω

(Bu) : (Bv) dv ,

‖u ‖2
V(Ω)

: =
∫
Ω

‖u ‖2 dv +
∫
Ω

‖Bu ‖2 dv .

• L’ operatore cinematicoB ∈ L
{
V(Ω) ; H(Ω)

}
è l’operatore lineare che ad

ogni cinematismo Green-regolare associa la parte regolare della corrispon-
dente deformazione tangente distribuzionale.

La topologia hilbertiana definita inV(Ω) è la più economica che rende continuo
l’operatore cinematico. Si noti che la variabilit`a della suddivisione di supporto dei
cinematismi rende lo spazio non completo. Se invece si fissa una suddivisioneT (Ω) , lo
spazioV(T (Ω)) , costituito dai cinematismi diV(Ω) aventiT (Ω) quale suddivisione
di supporto, `e uno spazio diHilbert, in quanto prodotto cartesiano di spazi diHilbert
(per la dimostrazione si veda [48]).
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2.6. Formula di Green

In fisica matematica, ed in particolare in meccanica delle strutture, un ruolo fon-
damentale `e svolto dalla classica formula diGreen la cui dimostrazione `e stata fornita
nella proposizione I.1.7 (p. 10).

La formula di Green per l’operatore grad: C1(Ω)3 �→ C0(Ω)3 stabilisce
l’identità integrale

∫
Ω

T : ( gradv) dv = −
∫
Ω

( div T) . v dv +
∫

∂Ω

(NT) . (Γv) da ,

dove

• v : Ω �→ V e T : Ω �→ L(V ; V) sono rispettivamente un campo vettoriale ed
un campo tensoriale di classe C1(Ω) .

• L’operatore lineareΓ è l’ operatore dei valori al contornoche associa al campo
vettorialev ∈ C1(Ω) la sua restrizioneΓv = v|∂Ω al contorno∂Ω .

• L’operatore lineareN è l’ operatore del flusso al contornoche associa al campo
tensorialeT ∈ C1(Ω) il valore del corrispondente flusso uscenteNT = Tn dal
contorno∂Ω , con n versore della normale uscente daΩ .

La formula diGreen per l’operatore cinematicoB = sym grad , che ad ogni campo
vettoriale v : Ω �→ V di classe C1(Ω) associa la parte simmetrica del gradiente,
consiste nell’identit`a∫

Ω

T : (Bv) dv = −
∫
Ω

( div T) . v dv +
∫

∂Ω

(NT) . (Γv) da ,

con T : Ω �→ Sym(V ; V) arbitrario campo tensoriale simmetrico di classe C1(Ω) .
Si noti che la definizione del prodotto interno nello spazioV(Ω) rende limitato

l’operatore cinematicoB : V(Ω) �→ H(Ω) . Infatti banalmente

‖Bu ‖2
H(Ω)

≤ ‖u ‖2
V(Ω)

,

essendo per definizione

‖u ‖2
V(Ω)

= ‖u ‖2
H(Ω)

+ ‖Bu ‖2
H(Ω)

.

Si introduca quindi nello spazio dei campi tensoriali simmetriciT,H ∈ C1(Ω)6 il
prodotto interno

( T , H )S(Ω) : =
∫
Ω

T . H dv +
∫
Ω

(B
′

oT) : (B
′

oH) dv ,
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e la corrispondente norma

‖T ‖2
S(Ω)

: =
∫
Ω

T . T dv +
∫
Ω

(B
′

oT) : (B
′

oT) dv .

Si ottiene cos`ı uno spazio pre-Hilbert che può essere completato per ottenere lo spazio
di Hilbert S(Ω) dei campi ditensori simmetriciGreen-regolari definito da

S(Ω) : =
{
T ∈ H(Ω) | ∃ TT(Ω) : B

′
oT|P ∈ H(P)

}
,

dove T|P è la restrizione diT a P ∈ TT(Ω) .
La definizione del prodotto interno nello spazioS(Ω) rende limitato l’operatore

aggiunto formaleB
′
o : S(Ω) �→ H(Ω) . Infatti si ha che

‖B′

oT ‖2
H(Ω)

≤ ‖T ‖2
H(Ω)

+ ‖B′

oT ‖2
H(Ω)

= ‖T ‖2
S(Ω)

.

Si osservi ora che

La norma nello spazioV(Ω) è equivalente a quella nello spazio diSobolev
H1(Ω) se e solo se l’operatore cinematico `e un operatore diKorn, se cioè
soddisfa la seguenteseconda diseguaglianza diKorn

‖Bu ‖H(Ω)
+ ‖u ‖

H(Ω)
≥ α ‖u ‖

H1(Ω)
, ∀u ∈ H1(Ω) .

La diseguaglianza stabilisce che il valor medio quadratico di un cinematismo e
delle sue derivate parziali pu`o essere maggiorato dal valor medio quadratico del
cinematismo e della deformazione tangente ad esso corrispondente.

La limitatezza dell’operatoreB : V(Ω) �→ H(Ω) e la diseguaglianza diKorn assi-
curano l’esistenza di due costanti positivec, α tali che

c ‖u ‖
H1(Ω)

≥ ‖u ‖V(Ω)
≥ α ‖u ‖

H1(Ω)
, ∀u ∈ H1(Ω) .

Poichè ogni campov ∈ V(T (Ω)) appartiene anche aH1(T (Ω)) è possibile definire i
valori al contorno dei campi diV(T (Ω)) e l’operatore suriettivo dei valori al contorno

Γ ∈ L
{
V(T (Ω)) ; ∂V(T (Ω))

}
.
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Si può quindi concludere che

Se l’operatore cinematico `e un operatore diKorn la formula diGreen può essere
estesa per continuit`a a campi vettorialiv ∈ V(Ω) ed a campi tensoriali simmetrici
T ∈ S(Ω) .

Infatti considerando la suddivisione grigliaT (Ω) = Tv(Ω)∨ TT(Ω) si può applicare
la formula diGreen a ciascuno degli elementiP ∈ T (Ω) .

Sommando i contributi di tutti gli elementi si ottiene la seguente

Espressione generale dellaformula diGreen

∫
Ω

T : (Bv) dv =
∫
Ω

(B
′

oT) . v dv + 〈〈 NT , Γv 〉〉 ,

{
∀ v ∈ V(Ω) ,

∀ T ∈ S(Ω) .

La parentesi〈〈 NT , Γv 〉〉 è l’estensione per continuit`a dell’integrale al contorno

∫
∂T (Ω)

(NT) . (Γv) da ,

e rappresenta il valore che il funzionale lineare limitatoNT ∈ ∂V(T (Ω))′ assume in
corrispondenza dei valori al contornoΓv ∈ ∂V(T (Ω)) su ∂Ω (si veda [49] sezione
VIII.2.2 (p. 130)).

Lo spazio∂F(T (Ω)) = ∂V(T (Ω))′ , duale dello spazio dei valori al contorno
∂V(T (Ω)) , costituisce lo spazio dei sistemi di forze al contorno.

2.7. Parte regolare e parte singolare

La formula diGreen consente di dimostrare che i campi cinematici diV(Ω)
sono caratterizzati dalla propriet`a che il valore al contorno dei cinematismi non presenti
salti in corrispondenza di interfacce interne agli elementi della suddivisioneTv(Ω) .

Per pervenire a tale risultato basta ovviamente considerare il caso in cui la sud-
divisione Tv(Ω) consista del singleton costituito dall’intero dominioΩ e cioè risulti
Tv(Ω) = {Ω} . Si premette un semplice lemma di tipo algebrico.

Lemma 2.4. Sia n ∈ V un vettore non nullo eSym(V ; V) il sottospazio lineare
dei tensori simmetrici. Allora

(Sn) . a = 0 ∀S ∈ Sym(V ; V) ⇐⇒ a = o .
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Dim. PonendoS = I si deduce chen . a = 0 . Si ponga quindiS = e ⊗ e con
e = α a + β n dove α, β 
= 0 . Si ha che

[(e⊗ e)n ] . a = 0 ⇐⇒ (e . n) (e . a) = β ‖n ‖2 α ‖a ‖2 = 0 ⇐⇒ a = o ,

ed il risultatoè dimostrato.

Proposizione 2.5. Continuità dei valori al contorno. Si consideri un cinematismo
di quadrato integrabilev ∈ H(Ω) al quale corrisponde una deformazione tangente
distribuzionale di quadrato integrabile suΩ . Allora la traccia al contornoΓv ∈
∂V(Ω) è continua attraverso qualsiasi interfaccia inΩ .

Dim. Sia T (Ω) = {Ω+, Ω−} una suddivisione diΩ in due elementi separati da
un’interfacciaS . La deformazione tangente distribuzionale associata al cinematismo
v ∈ H(Ω) ha l’espressione

(Bv)(T) : =
∫
Ω

(B
′

oT) . v dv , ∀T ∈ DH(Ω) ∩ Sym .

Applicando la formula diGreen separatamente agli elementiΩ+ e Ω− , si ottiene

(Bv)(T) : =
∫

Ω+

(B
′

oT) . v dv +
∫

Ω−

(B
′

oT) . v dv =

=
∫

Ω+

T : Bv dv +
∫

∂Ω+

(NT) . (Γv) da +

+
∫

Ω−

T : Bv dv +
∫

∂Ω−

(NT) . (Γv) da =

=
∫
Ω

T : Bv dv +
∫
S

(NT) .
[[

Γv
]]

da , ∀T ∈ DH(Ω) ∩ Sym ,

dove NT = Tn con n = n− = −n+ e
[[

Γv
]]

= Γv+ − Γv− .

L’ultima eguaglianza `e conseguenza del fatto cheT = O su ∂Ω .

Per ipotesi esiste un campo tensorialeD ∈ H(Ω) ∩ Sym tale che

(Bv)(T) =
∫
Ω

T : D dv , ∀T ∈ DH(Ω) ∩ Sym .
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Eguagliando le due espressioni diBv ∈ D′H(Ω) si ottiene

∫
Ω

T : D dv =
∫
Ω

T : Bv dv +
∫
S

(NT) .
[[

Γv
]]

da , ∀T ∈ DH(Ω) ∩ Sym .

ScegliendoT ∈ DH(Ω+) ∩ Sym si ha che

∫
Ω+

T : D dv =
∫

Ω+

T : Bv dv , ∀T ∈ DH(Ω+) ∩ Sym .

Quindi, invocando la densit`a di DH(Ω+) in H(Ω+) , si evince cheD = Bv quasi
ovunque inΩ+ . Analogamente perΩ− .

Si ha in definitiva che

∫
S

(NT) .
[[

Γv
]]

da = 0 , ∀T ∈ DH(Ω) ∩ Sym .

La densità di N(DH(Ω)∩ Sym) in L2(∂Ω) consente di concludere che quasi ovunque
su S risulta

NT .
[[

Γv
]]

= 0 , ∀T ∈ DH(Ω) ∩ Sym .

Dunque, essendoNT = Tn , il lemma 2.4 implica che
[[

Γv
]]

= o quasi ovunque
su S .

Dalla dimostrazione della proposizione 2.5 si deducono immediatamente i seguenti
importanti risultati di rappresentazione.

Proposizione 2.6. Deformazione tangente distribuzionale. La deformazione tan-
gente distribuzionale corrispondente ad un cinematismov ∈ V(Ω) è costituita da una
parte regolare di quadrato integrabile suΩ e da una parte singolare dovuta al salto di
discontinuit̀a dei valori al contorno del cinematismo in corrispondenza delle interfacce
Iv(Ω) della suddivisione di supportoTv(Ω) . Vale la formula di rappresentazione

(Bv)(T) =
∫
Ω

T : Bv dv +
∫

Iv(Ω)

(NT) .
[[

Γv
]]

da , ∀T ∈ DH(Ω) ∩ Sym .

La parte singolarèe nulla se e solo se
[[

Γv
]]

= o quasi ovunque suIv(Ω)



II – MECCANICA DEL CONTINUO 191

L’analogo risultato concernente i campi di sforzo richiede che il flusso dello stato
di sforzo sia di quadrato integrabile sulla frontiera della suddivisione di supporto.

Proposizione 2.7. Divergenza distribuzionale. La divergenza distribuzionale di
un campo tensorialeT ∈ S(Ω) tale che NT ∈ L2(∂TT(Ω)) è costituita da una
parte regolare di quadrato integrabile suΩ e da una parte singolare dovuta al salto di
discontinuit̀a del flusso del campo tensoriale in corrispondenza delle interfacceIv(Ω)
della suddivisione di supportoTv(Ω) . Vale la formula di rappresentazione

(B′oT)(v) =
∫
Ω

B
′

oT . v dv +
∫

IT(Ω)

[[
NT

]]
. Γv da , ∀v ∈ DH(Ω) .

La parte singolarèe nulla se e solo se
[[

NT
]]

= o quasi ovunque suIT(Ω)

3. DUALITA’ E POTENZA VIRTUALE

Nello sviluppo di una teoria meccanica `e essenziale completare la definizione del
modello strutturale introducendo gli enti che interagiscono con i cinematismi del corpo
continuoTB nella configurazioneΩ .

Tali enti sono per definizione isistemi di forze.
Il terminesistemi(di forze) indica che, in generale, gli enti duali dei cinematismi

non sono (o non sono rappresentabili da) campi vettoriali definiti suΩ .

La meccanica dei continui `e fondata sulla definizione delle propriet`a caratteristiche
dell’interazione tra sistemi di forze e cinematismi. In quest’ottica si d`a la seguente
definizione operativa dei sistemi di forze basata sul concetto didualità.

I sistemi di forzeche possono agire sulla configurazioneΩ del sul corpoTB sono
gli enti dualidei cinematismi, sono cio`e funzionali lineari limitatisu V(Ω) . Lo
spazio lineareF(Ω) dei sistemi di forze `e quindi il duale topologico dello spazio
cinematicoV(Ω) .

L’ interazionescalare tra un sistema di forzef ∈ F(Ω) ed un cinematismov ∈
V(Ω) del corpo inΩ è il valore che il funzionale linearef ∈ F(Ω) assume in
corrispondenza del cinematismov ∈ V(Ω) edè detta lapotenza virtualecompiuta
da f ∈ F(Ω) per v ∈ V(Ω) .

La limitatezza dei funzionali linearif ∈ F(Ω) significa che sussite la diseguaglianza

| 〈 f , v 〉 | ≤ C ‖v ‖V(Ω)
, ∀v ∈ V(Ω) .

edè equivalente alla propriet`a di continuità dell’applicazione linearef : V(Ω) �→ �
(vedasi ad es. [48]).
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Le parentesi〈 , 〉 sono usualmente denominate col termine francesecroch́et.
La richiesta di continuit`a appare del tutto naturale in quanto assicura che il lavoro

virtuale di un sistema di forzef ∈ F(Ω) può rendersi piccolo quanto si vuole facendo
interagire il sistema di forze con cinematismiv ∈ V(Ω) di norma sufficientemente
piccola in V(Ω) .

Lo spazio delle forzeF(Ω) è uno spazio normato.
La norma di un sistema di forzef ∈ F(Ω) è la più piccola costanteC che ne

definisce la limitatezza ed `e quindi data da

‖ f ‖F(Ω)
: = sup

v∈V(Ω) \ {o}

〈 f , v 〉

‖v ‖V(Ω)

.

Osservando poi che lo spazio duale di uno spazio normato `e uno spazio normato com-
pleto (vedi ad es. [47]) si deduce cheF(Ω) è uno spazio diBanach.

La notazione〈 f , v 〉 per la potenza virtuale `e preferita a quella pi`u usualef(v)
perchè consente di tener conto pi`u convenientemente della dipendenza lineare da en-
trambi gli argomenti.

La funzione 〈 , 〉 : F(Ω) × V(Ω) �→ � che ad ogni coppia{f ,v} associa la
corrispondente potenza virtuale `e dettaforma della potenza virtuale.

Essaè caratterizzata dalle propriet`a dibilinearità e diseparazionedi seguito definite.

La forma potenza virtuale `ebilinearesullo spazio prodottoV(Ω)×F(Ω). Ciò sig-
nifica cheè una funzione additiva ed omogenea rispetto ad entrambi gli argomenti.
La proprietà di bilinearità è espressa dalle relazioni formali

〈 f , v1 + v2 〉 = 〈 f , v1 〉 + 〈 f , v2 〉 , ∀v1,v2 ∈ V(Ω) ,

〈 f1 + f2 , v 〉 = 〈 f1 , v 〉 + 〈 f2 , v 〉 , ∀ f1, f2 ∈ F(Ω) ,

〈 f , αv 〉 = α〈 f , v 〉 , ∀α ∈ � ,

〈 α f , v 〉 = α〈 f , v 〉 , ∀α ∈ � .

La forma potenza virtuale gode inoltre dellaproprietà di separazionee cioè:

• L’unico sistema di forzef ∈ F(Ω) che compie potenza virtuale nulla per ogni
cinematismov ∈ V(Ω) è il sistema nullo.

• L’unico cinematismov ∈ V(Ω) per il quale compie potenza virtuale nulla ogni
sistema di forzef ∈ F(Ω) è il cinematismo nullo.

La proprietà di separazionèe espressa formalmente dalle implicazioni

{
〈 f , v 〉 = 0 ∀ f ∈ F(Ω) ⇒ v = o ,

〈 f , v 〉 = 0 ∀v ∈ V(Ω) ⇒ f = o .
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• La prima implicazione `e conseguenza del celebrato teorema diHahn (vedi propo-
sizione 4.1 (p. 199)) il quale assicura che ogni funzionale lineare limitato definito
su di un sottospazio lineare chiuso dello spazio normatoV(Ω) può essere esteso
ad un funzionale lineare limitato definito su tutto lo spazioV(Ω) senza incremen-
tarne la norma. Sia infatti〈 f , v 〉 = 0 ∀ f ∈ F(Ω) e v 
= o . Sul sottospazio
lineare Gen(v) generato dav si definisca allora il funzionale lineare limitato

〈 φ , αv 〉 : = α ,

la cui normaè 1/‖v ‖ . Estendendoφ a tutto lo spazioV(Ω) si ottiene un
funzionale lneare limitatof tale che〈 f , v 〉 = 1 , contro l’ipotesi.

• La seconda implicazione `e vera per definizione.

L’annullarsi del prodotto scalare〈 f , v 〉 viene indicato con terminologia geome-
trica affermando che il sistema di forzef ∈ F(Ω) ed il cinematismov ∈ V(Ω) sono
tra loro ortogonali.

Se nella caratterizzazione cinematica si assume che il parametro evolutivo sia
adimensionale, allora i cinematismi sono spostamenti virtuali e l’interazione tra i sistemi
di forze e gli spostamenti virtuali `e dettalavoro virtuale.

La dimensione fisica della potenza virtuale `e forza per lunghezza diviso tempo:
[FLT−1] , e quella del lavoro virtuale `e forza per lunghezza: [FL] .

E’ opportuno porre in evidenza che i sistemi di forze, definiti come funzionali line-
ari limitati sullo spazioV(Ω) , comprendono tutte le possibili interazioni tra elementi
in cui il corpo può essere suddiviso.

Infatti allo spazio cinematicoV(Ω) appartengono cinematismi che consentono
di strappare viauna qualsiasi parteP del corpoΩ . Ciò si effettua considerando un

cinematismov ∈ V(Ω) che si annulla sull’elemento complementareΩ \P e presenta
un salto di discontinuit`a sulla frontiera∂P di P .

Tali cinematismi discontinui fanno compiere potenza virtuale ai sistemi di forze
reattivi che costituiscono le forze di legame tra gli elementi del corpo. Le nozioni di
sistemi di forze attive e reattive saranno precisate nella sezione 4.1.

3.1. Strutture continue

L’idea fisica di un corpo in cui sono presenti forze di mutua aggregazione tra
le particelle viene tradotta in una richiesta dicontinuit̀a dei valori al contorno dei
cinematismiv ∈ V(Ω) in corrispondenza di ogni interfaccia interna al dominioΩ
occupato dal corpo, con al pi`u l’esclusione della frontiera∂T (Ω) di una suddivisione
finita T (Ω) del dominioΩ cheè dettasuddivisione base del modello.

Ciò consente di includere nella trattazione modelli strutturali pi`u generali di quello
costituito da un unico corpo continuo.
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Ad esempio si possono considerare

• strutture composte da corpi continui tra loro non completamente collegati,

• strutture che presentano soluzioni di continuit`a materiale in corrispondenza di un
numero finito di superfici regolari,

• strutture in cui vengono impresse azioni esterne che provocano discontinuit`a dei
cinematismi in corrispondenza di un numero finito di interfacce.

Il sottospazio lineareV(T (Ω)) ⊆ V(Ω) ⊆ H(Ω) dei cinematismi T (Ω)-
conformiè costituito dai cinematismi che ammettono la suddivisioneT (Ω) come
suddivisione di supporto.

I cinematismi T (Ω)-conformi sono campi di quadrato integrabile inΩ e la defor-
mazione tangente ad essi associata `e di quadrato integrabile in ogniP ∈ T (Ω) .

In simboli si richiede che risulti T (Ω) ≺ Tv(Ω) ∀v ∈ V(T (Ω)) .

La condizione diT (Ω)-conformit̀a equivale ad assumere che in corrispondenza
di ogni interfaccia interna agli elementi della suddivisioneT (Ω) il salto dei valori al
contorno dei cinematismi sia nullo (almeno quasi ovunque e cio`e a meno di un insieme
di misura superficiale nulla).

La dimostrazione di tale equivalenza `e illustrata nella sezione 14.10 (p. 305).

Un modello localedi struttura continua `e una ternaM(Ω,V(T (Ω)),B) cos-
tituita da una configurazioneΩ , dal sottospazio lineare chiusoV(T (Ω)) ⊂
V(Ω) costituito dai cinematismiT (Ω)-conformi e dall’operatore cinematico
B ∈ L(V(Ω) ; H(Ω)) .

Nel seguito si dir`a semplicemente cheM(Ω,V(T (Ω)),B) è una struttura continua
in quanto l’analisi dei problemi di equilibrio e di congruenza ha carattere locale, fa
cioè riferimento ad una assegnata configurazione occupata dalla struttura in un fissato
istante di tempo.

4. CONDIZIONI VINCOLARI

La definizione del modello locale di struttura continuaM(Ω,V(T (Ω)),B) va
completata per tener conto di eventuali ulteriori vincoli cinematici che legano i campi
cinematiciv ∈ V(T (Ω)) e sistemi di forze dualif ∈ F(T (Ω)) .

In effetti anche la richiesta dicontinuit̀adei valori al contorno dei cinematismiv ∈
V(Ω) in corrispondenza di ogni interfaccia interna agli elementi di unasuddivisione
base del modelloT (Ω) costituisce un vincolo cinematico.

Pertanto in generale si pone la seguente definizione.

Un vincolo cinematicòe una relazione tra i campi cinematiciv ∈ V(Ω) ed i
sistemi di forzef ∈ F(Ω) caratterizzata da ungrafico G ⊂ F(Ω)× V(Ω) .
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Il graficoè un sottoinsieme proprio del prodotto cartesianoF(Ω)×V(Ω) tra lo spazio
dei sistemi di forzeF(Ω) e quello cinematicoV(Ω) .

Al grafico G si associano naturalmente due mappe multivoche

←−G : V(Ω) �→ F(Ω) ,

−→G : F(Ω) �→ V(Ω) ,

che, con riferimento alla posizione dif e v nella coppia ordinata{f ,v} ∈ F(Ω) ×
V(Ω) , si dicono rispettivamentesinistraedestra.

Le mappesinistraedestrasono definite da

f ∈ ←−G (v) ⇐⇒ {v, f} ∈ G ⇐⇒ v ∈ −→G (f) .

• La mappasinistra
←−G associa ad ogni cinematismo l’insieme dei sistemi di forze

ad esso corrispondenti.

• La mappadestra
−→G associa ad ogni sistema di forze l’insieme dei cinematismi

ad esso corrispondenti.

Si denotano con

• Va(Ω) l’insieme deicinematismi ammissibili,

• Fa(Ω) l’insieme delleforze ammissibili,

definiti rispettivamente come i domini delle mappe multivoche
←−G e

−→G :Va(Ω) : =
{
v ∈ V(Ω) | ←−G (v) 
= ∅

}
,

Fa(Ω) : =
{
f ∈ F(Ω) | −→G (f) 
= ∅

}
.

4.1. Vincoli perfetti, lisci e bilaterali

La tipologia più semplice di vincoli cinematici `e costituita dai vincoliperfetti, lisci
ebilaterali e che consentono di condurre un’analisi lineare dei modelli strutturali sulla
quale basare poi eventuali estensioni e approfondimenti.

L’idea intuitiva di vincolo perfetto liscio e bilaterale `e quella di un vincolo capace
di esercitare reazioni di qualsiasi intensit`a, di essere privo di attrito e di consentire
variazioni di verso opposto dei cinematismi. Per svolgere una trattazione formale di
tali condizioni vincolari si richiamano preliminarmente alcune definizioni.

Sia X uno spazio lineare eS ⊆ X un sottospazio lineare.

• Unavarietà lineareA è la traslazione di un sottospazio, cio`e un insieme tale che

A = x + S , x ∈ X .
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Una varietà lineareè detta anche uninsieme affine.

• Un insieme convessoK ⊂ X è un sottoinsieme diX che gode della propriet`a

x,y ∈ K ⇒ αx + β y ∈ K , ∀ α, β > 0 , α + β = 1 .

• Un insieme bilanciatoS ⊂ X è un sottoinsieme che gode della propriet`a

x ∈ S ⇒ −x ∈ S .

Le variazioni ammissibili dei cinematismia partire da un cinematismo ammissibile
v ∈ Va(Ω) sono i cinematismiw ∈ V(Ω) che sommati av ∈ Va(Ω) danno luogo
ad un cinematismo ammissibile. Tali variazioni ammissibili formano quindi l’insieme

Vv(Ω) : =
{
w ∈ V(Ω) | v + w ∈ Va(Ω)

}
.

Analogamente siaF f (Ω) l’insieme dellevariazioni ammissibili dei sistemi di forzea
partire da un sistema di forze ammissibilef ∈ Fa(Ω) , definito da

F f (Ω) : =
{
r ∈ F(Ω) | f + r ∈ Fa(Ω)

}
.

Un vincolo cinematico `e unvincolo perfetto e bilateralese per ogni cinematismo
ammissibilev ∈ Va(Ω) e per ogni sistema di forze ammissibilef ∈ Fa(Ω) gli
insiemi delle variazioni ammissibiliVv(Ω) e F f (Ω) siano insiemiconvessie
bilanciati.

Un vincolo affineè una relazione vincolare perfetta e bilaterale definita dalle
seguenti propriet`a.

• L’insieme dellevariazioni ammissibilidei cinematismiVv(Ω) è un sottospazio
lineare chiuso indipendente dal cinematismov ∈ Va(Ω) .

• L’insieme dellevariazioni ammissibilidei sistemi di forzeF f (Ω) è un sottospazio
lineare chiuso indipendente dal sistema di forzef ∈ Fa(Ω) .

In un modello strutturale continuo ivincoli affini sono assegnati mediante la seguente
procedura.

Siano

• T (Ω) una suddivisione base del modello continuo,

• v ∈ V(Ω) un cinematismo assegnato,

• f ∈ F(Ω) un sistema di forze assegnato,

• L(T (Ω)) ⊆ V(T (Ω)) un sottospazio lineare chiuso,

• R(Ω) ⊆ F(Ω) un sottospazio lineare chiuso,

Un vincolo affinèe quindi definito dalle seguenti mappe multivoche:



II – MECCANICA DEL CONTINUO 197

• La mappa multivoca sinistra
←−G : V(Ω) �→ F(Ω) che ha per dominio la variet`a

lineare chiusa

Va(Ω) = v + L(T (Ω)) ,

ed associa ad ogni cinematismo ammissibilev ∈ v +L(T (Ω)) la varietà lineare
f +R(Ω) dei sistemi di forze ammissibili,

• La mappa multivoca destra
−→G : F(Ω) �→ V(Ω) che ha per dominio la variet`a

lineare chiusa

Fa(Ω) = f +R(Ω) ,

ed associa ad ogni sistema di forze ammissibilef ∈ f +R(Ω) la varietà lineare
v + L(T (Ω)) dei cinematismi ammissibili.

Dunque entrambe le mappe multivoche sono costanti e la relazione vincolare cos`ı
definita costituisce un vincolo perfetto e bilaterale.

• I cinematismi appartenenti al sottospazio lineare chiusoL(T (Ω)) ⊆ V(T (Ω))
sono detticinematismi conformi.

• Il sottospazio lineare chiusoR(Ω) ⊆ F(Ω) è costituito dallereazioni vincolari.

• Il cinematismo assegnatov ∈ V(Ω) è dettoefficacese v 
∈ L(T (Ω)) .

• Il sistema di forze assegnatof ∈ F(Ω) è dettoefficacese f 
∈ R(Ω) .

L’altra proprietà importante di una relazione vincolare `e quella di definire unvincolo
liscio.

Un esempio elementare di vincolo liscio `e quello che consiste nell’imporre ad un
punto materiale di muoversi lungo una superficie priva di attrito.

La velocità del punto deve allora ad ogni istante essere diretta lungo una direzione
tangente alla superficie ed il sistema reattivo del vincolo `e costituito da una forza
concentrata in tale punto e diretta normalmente alla superficie.

Per una struttura continua si d`a la seguente definizione generale.

Un vincolo liscioè caratterizzato dalla richiesta che sia nulla la potenza virtuale
compiuta da un qualsiasi sistema di reazioni vincolari per un qualsiasi cinematismo
conforme, e cio`e che risulti

〈 r , v 〉 = 0 ∀v ∈ L(T (Ω)) , ∀ r ∈ R(Ω) .

Più precisamente, nel definire un vincolo liscio, si richiede che valgano le seguenti
condizioni complementari.

• I cinematismi conformiv ∈ L(T (Ω)) sono quelli per cui compie potenza
virtuale nulla un qualsiasi sistema di forze reattiver ∈ R(Ω) .
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• Le reazioni vincolarir ∈ R(Ω) sono i sistemi di forze caratterizzati dal com-
piere potenza virtuale nulla in corrispondenza di un qualsiasi cinematismo
conformev ∈ L(T (Ω)) .

L’annullarsi della potenza virtuale pu`o essere espressa sinteticamente in termini
geometrici come una condizione diortogonalit̀a scrivendo

R(Ω) = L(T (Ω))⊥ , L(T (Ω)) = R(Ω)⊥ ,

dove il simbolo⊥ indica il complemento ortogonale rispetto al prodotto scalare potenza
virtuale.

Si noti che lacondizione diT (Ω)-conformit̀a è un particolare, ma basilare, vincolo
perfetto, liscio e bilaterale imposto sui cinematismi (non conformi)v ∈ V(Ω) .

In molte applicazioni le interazioni tra strutture continue richiedono la modella-
zione di tipologie di vincolo che non rientrano nella classe dei vincoli perfetti, lisci e
bilaterali. Tali più generali tipologie di vincoli sono discusse in dettaglio in [50].

.

4.2. Vincoli al contorno

Usualmente le condizioni vincolari che definiscono il sottospazio dei cinematismi
conformi sono costituite dal vincolo di continuit`a dei valori al contorno sulle interfacce
interne ad ogni elemento di una suddivisione baseT (Ω) e da condizioni imposte sui
valori al contorno dei cinematismi sulla frontiera∂T (Ω) di T (Ω) .

I primi sono dettivincoli di continuit̀a ed i secondivincoli di interfaccia.
I problemi di meccanica delle strutture cos`ı formulati sono dettiproblemi di valori

al contorno.
I vincoli al contorno sono illustrati in dettaglio nella sezione 7.1 (p. 221). Nella

sezione 14.9 (p. 299) sono discusse le condizioni vincolari puntuali al contorno.
Si adotta la seguente nomenclatura.

• Un modello distruttura vincolatàe una ternaM(Ω,L(T (Ω)),B) . Il sottospazio
L(T (Ω)) definisce la condizione diconformit̀a.

• Un modello distruttura non vincolatàe una ternaM(Ω,V(Ω),B) . I cinematismi
possono quindi essere anchenon conformi.

I vincoli cinematici al contorno perfetti, lisci e bilaterali, sono astrazioni utili per sempli-
ficare l’analisi del comportamento reale dei vincoli imposti su di una struttura continua.
Ciò consente di cogliere gli aspetti essenziali delle propriet`a di equilibrio di una strut-
tura continua, rinviando eventualmente una pi`u accurata valutazione ad una successiva
fase di verifica e correzione.
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4.3. Forze attive

In una struttura vincolataM(Ω,L(T (Ω)),B) i sistemi di forze assegnati sono
detticarichi o sistemi di forze attive. La definizione formale `e la seguente.

I sistemi di forze attivesono gli enti duali dei cinematismi conformi e cio`e i
funzionali lineari sullo spazioL(T (Ω)) dei cinematismi conformi.

Lo spazio dei sistemi di forze attive, duale diL(T (Ω)) , è denotato da

FL(T (Ω)) = L(T (Ω))′ .

Un sistema di forze attive� ∈ FL(T (Ω)) può essere esteso (in maniera non univoca)
ad un sistema di forzef � ∈ F(Ω) = V(Ω)′ avente la stessa norma, cio`e tale che

‖ f � ‖F(Ω)
= ‖ � ‖FL(T (Ω))

,

essendo

‖ f � ‖F(Ω)
: = sup

v∈V(Ω) \ {o}

〈 f � , v 〉

‖v ‖V(Ω)

,

‖ � ‖FL(T (Ω))
: = sup

v∈L(T (Ω)) \ {o}

〈 � , v 〉

‖v ‖V(Ω)

.

Tale proprietà di estensione, è basata sulteorema di estensione diHahn (vedi [41]
coroll. I.2, [35] teor. IV.5.1, [48], proposizione I.5.2).

Proposizione 4.1. Teorema di Hahn. Sia X uno spazio normato edg : G �→ �
un funzionale lineare limitato definito su un sottospazio lineareG ⊂ X . Esiste allora
un funzionale lineare limitatof ∈ L

{
X ,�

}
= X ′ tale da prolungareg su X senza

incrementare la norma:

f(x) = g(x) , ∀x ∈ G , ‖ f ‖X ′ = ‖ g ‖G′ ,

dove
‖ f ‖X ′ : = sup

x∈X

{
| f(x) | : ‖x ‖X ≤ 1

}
,

‖ g ‖G′ : = sup
x∈G

{
| g(x) | : ‖x ‖X ≤ 1

}
,

sono le norme rispettivamente inX ′ ed in G′ .

Nella sezione 7 (p. 220) si mostrer`a che nei problemi di valori al contorno
l’estensione di un sistema di forze attive si pu`o effettuare in modo banale.
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5. CINEMATISMI RIGIDI

Sia v ∈ C1(Ω) un cinematismo della struttura continua.
In virtù del criterio di Euler (proposizione I.9.10 (p. 85)) l’annullarsi inΩ

dell’immagine div ∈ C1(Ω) tramite l’operatore cinematico

B = sym grad: C1(Ω) �→ C0(Ω) ,

è condizione necessaria e sufficiente affinch`e la parte antisimmetrica del gradiente di
v ∈ C1(Ω) sia un campo tensoriale costanteΩ in Ω . Si ha cioè

sym gradv(x) = O ∀x ∈ Ω ⇐⇒ v(x) = vo + Ω [x− xo] , ΩT = −Ω .

I cinematismi cos`ı caratterizzati sono detticinematismi rigidi semplici.

E’ importante osservare che la condizione diEuler sussiste anche nel caso in
cui i cinematismi appartengono allo spazioV(Ω) e pertanto l’operatore cinematico
B = sym grad∈ L(V(Ω) ; H(Ω)) deve essere inteso in senso distribuzionale.

La dimostrazione pu`o trovarsi in [49], proposizione VII.3.4.

I cinematismi rigidi semplici generano nello spazio cinematicoV(Ω) un sotto-
spazio lineareVs

o (Ω) di dimensione finita pari a6 .
Dalla proposizione I.9.1 (p. 77) si evince che ivettori caratteristici:

• vo = v(xo) ∈ V , velocit̀a di traslazione,

• ω = axialΩ ∈ V , vettore assiale della velocità angolare,

consentono di fornire una rappresentazione parametrica dei cinematismi rigidi semplici:

v(x) = vo + Ω [x− xo] = vo + ω × (x− xo) ∀x ∈ Ω ,

in cui xo ∈ S è un punto prefissato.
Si definiscano quindi gli operatori lineari

trasl ∈ L
{

V,V(Ω)
}

, rot ∈ L
{

V,V(Ω)
}

mediante le relazioni locali

trasl [vo ](x) : = vo , rot [ω ](x) : = ω × x , ∀x ∈ Ω .

• L’operatore trasl ∈ L
{

V,V(Ω)
}

associa al vettorevo ∈ V il corrispondente
atto di moto di traslazione.

• L’operatore rot ∈ L
{

V,V(Ω)
}

associa al vettore assialeω ∈ V il corrispon-
dente atto di moto di rotazione attorno all’origine inS .



II – MECCANICA DEL CONTINUO 201

Ogni cinematismo rigido semplicev ∈ Vs
o (Ω) è allora esprimibile come

v = trasl [vo ] + rot xo
[ω ] ,

dove rot xo
[ω ](x) : = rot [ω ](x)− rot [ω ](xo) = ω × (x− xo) .

Nello spazio cinematicoV(Ω) i cinematismi rigidisono quelli che sono composti
a pezzi da cinematismi rigidi semplici.

Si può quindi porre la seguente definizione.

Il sottospazio dei cinematismi rigidiVo(Ω) ⊂ V(Ω) è costituito dai cine-
matismiv ∈ V(Ω) cui corrisponde un valore nullo della parte regolare della
deformazione tangente. Dunque, seB ∈ L(V(Ω) ; H(Ω)) è l’operatore
cinematico, risulta

Vo(Ω) : =
{
v ∈ V(Ω) | Bv = O

}
= KerB ,

6. EQUILIBRIO

Il termine equilibrio significa letteralmente eguaglianza delle azioni su di una
bilancia (libra). Il concetto di equilibrio, cos`ı come esso viene oggi introdotto in
meccanica, fu formulato daJohann Bernoulli 47 nel 1717. La definizione, basata
sul concetto di potenza virtuale, fu poi ripresa e perfezionata daD’Alembert 48 e da
Euler 49 [3].

La proprietà di equilibrio consiste nel richiedere che, in un fissato istante di tempo,
il sistema di forze agenti sulla struttura compia potenza virtuale nulla per ogni cinema-
tismo rigido che la struttura pu`o intraprendere, a partire dalla configurazione occupata
in tale istante, lungo un ideale processo evolutivo.

47 Johann Bernoulli (1667-1748). Fratello minore diJacob Bernoulli (1655-1705), fu il
più grande matematico del suo tempo. La formulazione del principio fu comunicata per lettera aPierre
Varignon (1654-1722). Ai due fratelli è dovuta la formula per il calcolo del raggio di curvatura di una
curva, (ilteorema d’orodi Jakob). A Johann è tra l’altro dovuta la formula del calcolo infinitesimale nota
come formula dide L’Hospital perchè fu acquistata ed incorporata dal suo allievo marcheseGuillame-
François-Antoine de L’Hôpital (1661-1704) nel suo libroAnalyse des infiniment petitsdel 1692,
primo trattato di calcolo infinitesimale.

48 Jean-Baptiste Le Rond D’Alembert (1717-1783) present`o il suo Traité de dynamique
all’Accademia delle Scienze di Parigi nel 1743.

49 Leonhard Euler (1707-1783) Formulæ generales pro translazione quacunque corporum rigido-
rum [3], San Pietroburgo 1776.
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Il concetto di equilibrioè legato alla definizione deicinematismi rigidie cioè
dei cinematismi cui corrisponde una deformazione tangente nulla e che appartengono
pertanto al nucleo KerB ⊂ V(Ω) dell’operatore cinematicoB ∈ L

{
V(Ω) ; H(Ω)

}
.

L’ equilibrio di un sistema di forzef ∈ F(Ω) agente sul modello strutturale
M(Ω,V(Ω),B) è espresso dalla condizione variazionale

f ∈ ( KerB)⊥ ⇐⇒ 〈 f , v 〉 = 0 , ∀v ∈ Vo(Ω) = KerB ,

edè assiomaticamente definita dal seguente

Assioma dell’equilibrio

• Un sistema di forzef ∈ F(Ω) agente su di un modello strutturale continuo
M(Ω,V(Ω),B) è in equilibrio se la potenza virtuale da esso compiuta per
un qualsiasi cinematismo rigidov ∈ Vo(Ω) = KerB è nulla.

Si noti che la definizione assiomatica di equilibrio `e posta in termini variazionali e
che i campi di prova sono cinematismi rigidi non conformi. Pertanto da tale definizione
si deduce in particolare una formulazione generale delprincipio di sezionamentodi
Euler eCauchy secondo il quale un corpo `e in equilibrio se e solo se `e in equilibrio
ogni sua parte sotto l’azione delle forze su di essa agenti.

Si noti inoltre che alla base della definizione assiomatica di equilibrio di un sistema
di forze vi è la proprietà di dualità che la forma bilineare potenza virtuale induce tra lo
spazio cinematicoV(Ω) e lo spazio delle forzeF(Ω) .

L’ operatore di equilibrioB
′ ∈ L

{
H(Ω) ; F(Ω)

}
è l’operatore lineare limitato,

duale dell’operatore cinematicoB ∈ L
{
V(Ω) ; H(Ω)

}
, definito dall’identità

〈 B
′
T , v 〉 = (( T , Bv )) , ∀v ∈ V(Ω) ∀T ∈ H(Ω) ,

dove, per definizione

(( T , Bv )) : =
∫
Ω

T : Bv dv , ∀v ∈ V(Ω) ∀T ∈ H(Ω) .

Gli sforzi T ∈ KerB
′

non nulli sono dettiautosforzi nascostiocoazioni nascoste
in quanto soddisfano la condizione

KerB
′
=

{
T ∈ H(Ω) | (( T , Bv )) = 0 ∀v ∈ V(Ω)

}
,

che impone l’ortogonalit`a delle coazioni nascoste alla parte regolare della defor-
mazione tangente associata ad un arbitrario cinematismoGreen-regolare.

Un’ulteriore caratterizzazione in termini di forze di massa e di contatto sar`a data nella
sezione 7 (p. 220).
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Per il continuo diCauchy sussiste il seguente risultato.

Proposizione 6.1. Assenza di coazioni nascoste.Nel modello del continuo tridimen-
sionale diCauchy non esistono coazioni nascoste, risulta cioè KerB

′
= {o} .

Dim. Fissato un arbitrario sottodominioP ⊆ Ω si assumano quali campi di prova
v ∈ V(Ω) i cinematismi nulli suΩ \P e tali da indurre suP un campo costante di
deformazioni tangenti. Tali cinematismi sono quindi espressi suP da una legge affine
del tipo

v(x) = vo + S [x ] , x ∈ P ,

con vo ∈ V e S ∈ Sym(V ; V) tensore simmetrico. Allora, essendoB = sym grad ,
risulta Bv(x) = S per ognix ∈ P e quindi

(( T , Bv )) = S :
∫
P

T dv = 0 , ∀S ∈ Sym(V ; V) ⇒
∫
P

T dv = o , ∀P ⊆ Ω .

In forza di una propriet`a dell’integrale diLebesgue deve allora essereT = O quasi
ovunque inΩ (vedasi ad esempio [47]).

Un analogo risultato vale per tutti i modelli strutturali mono e bidimensionali che
saranno illustrati nel capitolo IV.

In una struttura continua soggetta a vincoli perfetti, lisci e bilaterali si consideri
un assegnato sistema di forze attive� ∈ FL(T (Ω)) .

La condizione di equilibrio di un sistema di forzef = f � + r ∈ F(Ω) , somma di
un sistema di forzef � ∈ F(Ω) estensione di� ∈ FL(T (Ω)) e di un sistema reattivo
r ∈ R(Ω) , si scrive

〈 f � + r , v 〉 = 0 , ∀v ∈ Vo(Ω) ⇐⇒ f � + r ∈ Vo(Ω)⊥ .

Si consideri quindi il sottospazio deicinematismi rigidi conformi:

Vrig(T (Ω)) : = Vo(Ω) ∩ L(T (Ω)) ,

Per definizione di vincolo liscio, le reazioni vincolarir ∈ R(Ω) = L(T (Ω))⊥

soddisfano la condizione di ortogonalit`a 〈 r , v 〉 = 0 ∀v ∈ L(T (Ω)) .

Assumendo quali campi di prova i cinematismi rigidi conformi, la condizione di equi-
librio si esprime in termini del solosistema di forze attive. Si giunge cos`ı alla formu-
lazione del fondamentale
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Principio della potenza virtuale

• Un sistema di forze attive� ∈ FL(Ω) agente su di un modello strutturale
continuoM(Ω,L(Ω),B) è in equilibrio se la potenza virtuale da esso com-
piuta per un qualsiasi cinematismo rigido conformev ∈ Vrig(T (Ω)) è
nulla, cioè se

〈 � , v 〉 = 0 , ∀v ∈ Vrig(T (Ω)) ⇐⇒ � ∈ Vrig(T (Ω))⊥ .

Se i vincoli agenti sulla struttura sono dipendenti dal tempo essi vanno considerati fissi
(congelati) nell’istante in cui si valuta la conformit`a dei cinematismi rigidi.

Ciò è in accordo con il fatto che l’equilibrio `e una propriet`a istantanea e che i
cinematismi sono campi di velocit`a virtuali e cioè valutati in un arbitrario processo
evolutivo che parte dalla configurazione attuale.

Se l’operatore cinematico `e un operatore diKorn, il principio della potenza
virtuale fornisce una condizione di equilibrio operativa in quanto i cinematismi rigidi
conformi costituiscono un sottospazio lineare di dimensione finita e pertanto il principio
equivale ad un sistema algebrico lineare (vedi proposizione 6.5 (p. 216)).

Se i cinematismi sono dettispostamenti virtualiil principio è dettoprincipio del
lavoro virtuale. In alcuni testi della letteratura, il principio `e talvolta dettoprincipio del
lavoro virtuale per i corpi rigidi. A tal propositoè da notare che in effetti il termine
rigido va attribuito ai cinematismi piuttosto che al corpo.

Nella sezione 6.4 (p. 216) si mostrer`a che, per modelli strutturali il cui operatore
cinematicoè un operatore diKorn, il principio della potenza virtualèe equivalente
all’assioma dell’equilibrio. Più precisamente si mostrer`a che un sistema di forze attive
che soddisfa ilprincipio della potenza virtualepuò essere esteso ad un sistema di forze
che soddisfa l’assioma dell’equilibrio.

6.1. Equazioni cardinali della statica

La condizione di equilibrio pu`o essere formulata in termini di vettori caratteri-
stici facendo ricorso alla rappresentazione parametrica dei cinematismi rigidi semplici
fornita dalla proposizione I.9.1 (p. 77).

Ogni cinematismo rigidov ∈ Vo(Ω) può infatti esprimersi come combinazione
lineare di una famiglia finita di cinematismi rigidi.

Lo spazioVo(Ω) dei cinematismi rigidi `e generato dalla famiglia dei campi vetto-
riali su Ω che descrivono uncinematismo rigido relativotra un qualsiasi sottodominio
P ⊂ Ω ed il dominio complementareΩ \P .

Si denoti conVo(P, Ω) la famiglia di tali campi cinematici, definiti dalla con-
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dizione

v(x) =

{
v|P(x) per x ∈ P con v|P ∈ Vs

o (P) ,

o per x ∈ Ω \P ,

dove v|P è la restrizione div ∈ Vo(Ω) a P ⊆ Ω .

Se i cinematismi diVo(P, Ω) non sono conformi nella condizione di equilibrio
si deve tener conto sia delle forze attive che delle reazioni vincolari dei vincoli violati.

L’espressione parametrica dei cinematismi rigidi semplici conduce a formulare la
condizione di equilibriof ∈ Vo(P, Ω)⊥ mediante le due condizioni indipendenti{

〈 f , trasl [vo ] 〉 = 0 , ∀vo ∈ V ,

〈 f , rot xo
[ω ] 〉 = 0 , ∀ω ∈ V .

dove
trasl ∈ L

{
V ; V(P)

}
, rot xo

∈ L
{

V ; V(P)
}

,

con P ⊆ Ω , sono definiti da

trasl [vo ](x) : = vo , rot xo
[ω ](x− xo) : = ω × x , ∀x ∈ Ω .

Si considerino dunque gli operatori lineari

R ∈ L
{
F(P) ; V

}
, Mxo

∈ L
{
F(P) ; V

}
,

rispettivamenteduali di trasl ∈ L
{

V ; V(P)
}

e rot xo
∈ L

{
V ; V(P)

}
, definiti

dalle identità{
R[ f ] . vo = 〈 f , trasl [vo ] 〉 , ∀ f ∈ F , ∀vo ∈ V,

Mxo
[ f ] . ω = 〈 f , rot xo

[ω ] 〉 , ∀ f ∈ F , ∀ω ∈ V.

dove il punto . denota il prodotto interno in V .
Essi associano ad ogni sistema di forzef ∈ F i vettori caratteristici

• vettore risultanteR[ f ] , e

• vettore assiale del momento risultanteMxo
[ f ] rispetto al poloxo ∈ S .

La condizione di equilibrio `e pertanto espressa dalle equazioni vettoriali

R [ f ] = o , Mxo
[ f ] = o , ∀P ⊆ Ω ,

detteequazioni cardinali della statica.
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Tali equazioni impongono rispettivamente

• l’equilibrio alla traslazionee

• l’equilibrio alla rotazionerispetto al poloxo ∈ S ,

di un qualsiasi sottodominioP ⊆ Ω .

In termini di componenti rispetto ad un riferimento{e1, e2, e3} si perviene ad un
sistema lineare di 6 equazioni scalari indipendenti

R1[ f ] = 0 , M1[ f ] = 0 ,

R2[ f ] = 0 , M2[ f ] = 0 ,

R3[ f ] = 0 , M3[ f ] = 0 .

L’insieme dei sistemi di forze agenti suP ⊆ Ω cui corrispondono gli stessi
vettori caratteristici `e unaclasse di equivalenzacostituita da una variet`a lineare
nello spazioF(Ω) dei sistemi di forze.

Due sistemi di forze appartenenti alla stessa classe sono dettistaticamente equivalenti.
I sistemi di forze con vettori caratteristici nulli sonoequivalenti a zero.

Si noti poi che risulta

rot yo
[ω ] = rot xo

[ω ] + trasl [ω × (xo − yo) ] .
e dunque, passando agli operatori duali, si ha che

Myo
[ f ] . ω = Mxo

[ f ] . ω + R[ f ] . [ω × (xo − yo)] , ∀ f ∈ F , ∀ω ∈ V .

Vale dunque laformula di trasporto

Myo
[ f ] = Mxo

[ f ] + R[ f ]× (yo − xo) , ∀ f ∈ F .

Ne segue in particolare che

• se il risultanteR[ f ] è nullo, allora il momento risultante `e invariante rispetto al
polo,

• per ognixo,yo ∈ S , essendo(R[ f ]× (yo − xo)) . R[ f ] = o risulta

Myo
[ f ] . R[ f ] = Mxo

[ f ] . R[ f ] .

Si può allora concludere che:

il prodotto interno tra il vettore assiale del momento risultante ed il vettore risultante
è indipendente dal polo rispetto al quale si valuta il momento risultante ed `e detto
invariante scalaredel sistema di forzef ∈ F(Ω) .

Al variare del poloxo ∈ S varia pertanto solo la componente del momento risultante
Mxo

[ f ] ortogonale al vettore risultanteR[ f ] .

Si può quindi porre il problema di determinare il luogo dei punti dello spazioS
rispetto ai quali il momento risultante non ha componente ortogonale al risultante. Ci`o
equivale a determinare i puntix ∈ S tali che

Mx[ f ]×R[ f ] = Mxo
[ f ]×R[ f ] +

[
R[ f ]× (x− xo)

]
×R[ f ] = o .
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Poichè risulta[
R[ f ]× (x− xo)

]
×R[ f ] =

[
R[ f ] . R[ f ]

]
(x− xo)−

[
R[ f ] . (x− xo)

]
R[ f ] ,

ponendoρ : = R[ f ]/‖R[ f ] ‖ deve risultare

[
I− ρ⊗ ρ

]
(x− xo) = ρ×

Mxo
[ f ]

‖R[ f ] ‖ .

L’operatore I − ρ ⊗ ρ effettua la proiezione ortogonale sul piano perpendicolare al
sottospazio lineare Lin[R[ f ] ] generato dal risultante.

Ne segue che il nucleo dell’operatoreI−ρ⊗ρ è il sottospazio monodimensionale
Lin [R[ f ] ] .

La simmetria dell’operatoreI−ρ⊗ρ assicura poi che l’immagine `e il sottospazio
bidimensionale Lin[R[ f ] ]⊥ .

Poichè il termine noto appartiene a tale sottospazio lineare, il problema ammette
una retta di soluzioni parallela al sottospazio monodimensionale Lin[R[ f ] ] che viene
dettaasse centraledel sistema di forzef ∈ F(Ω) .

E’ facile verificare che l’equazione dell’asse centrale non dipende dalla scelta del
polo rispetto al quale si valuta il momento risultante. Infatti la formula di trasporto
stabilisce che

Myo
[ f ]

‖R[ f ] ‖ =
Mxo

[ f ]
‖R[ f ] ‖ + ρ× (yo − xo) , ∀ f ∈ F ,

e dunque sussiste l’equivalenza

[
I− ρ⊗ ρ

]
(x− yo) = ρ×

Myo
[ f ]

‖R[ f ] ‖ ⇐⇒

[
I− ρ⊗ ρ

]
(x− xo) = ρ×

Mxo
[ f ]

‖R[ f ] ‖ .

Nella sezione 7.6 (p. 230) si fornir`a l’espressione dei vettori caratteristiciR [ f ] e
Mxo

[ f ] nel caso in cui il sistema di forzef ∈ F(Ω) è rappresentato da campi
verttoriali definiti sul dominioΩ e su una frontiera∂T (Ω) .

6.2. Principio delle potenze virtuali

La condizione di equilibrio richiede che la potenza virtuale compiuta da un sistema
di forze attive in equilibrio suM(Ω,L(T (Ω)),B) per un cinematismo conforme
v ∈ L(T (Ω)) sia nulla se la corrispondente deformazione tangente `e nulla.

Un cinematismo conformev ∈ L(T (Ω)) genera in una struttura continua
M(Ω,L(T (Ω)),B) una deformazione tangente regolareBv = sym gradv ∈ H(Ω)
cheè un campo tensoriale simmetrico di quadrato integrabile suΩ .



208 6 – EQUILIBRIO

Tali osservazioni conducono a formulare la seguentecongettura.

La potenza virtuale che un sistema di forze attive in equilibrio� ∈ Vrig(T (Ω))⊥

compie per un cinematismo conformev ∈ L(T (Ω)) può essere valutata diretta-
mente in termini della deformazione tangenteBv ∈ H(Ω) , come risultato della
interazione con un campo di enti ad essa duali.

EssendoBv ∈ H(Ω) per ogni v ∈ V(Ω) , è naturale assumere che il campo di enti
duali sia un campo di tensori di quadrato integrabile inΩ , dettostato tensionaleostato
di sforzonella struttura.

L’interazione tra uno stato di sforzoT ∈ H(Ω) ed un campo di deformazione
tangenteD ∈ H(Ω) è detta lapotenza virtualeedè definita dall’integrale

(( T , D )) : =
∫
Ω

T : D dv , ∀D ∈ H(Ω) , ∀T ∈ H(Ω) ,

doveT : D = tr (TT D) è il prodotto interno nello spazio L(V ; V) dei tensori doppi
misti, indotto da quello in V .

La validità della congettura formulata pu`o essere espressa sotto forma di un prin-
cipio fondamentale della meccanica dettoprincipio delle potenze virtualio principio
dei lavori virtuali.

Nella prossima sezione 6.3 si mostrer`a come, partendo da principio della potenza
virtuale nel contesto funzionale definito in questo capitolo, il principio delle potenze
virtuali sia suscettibile di una dimostrazione rigorosa che fa ricorso a strumenti oramai
classici di Analisi Funzionale.

Il principio può essere enunciato formalmente come segue.

Principio delle potenze virtuali

• Sia � ∈ Vrig(Ω)⊥ un sistema di forze attive in equilibrio sulla struttura
continuaM(Ω,L(T (Ω)),B) .
Esiste allora unostato tensionaleo stato di sforzocostituito da un campo
T ∈ H(Ω) di tensori simmetrici di quadrato integrabile inΩ tale che la
potenza virtuale compiuta dal sistema di forze attive� ∈ Vrig(Ω)⊥ per un
qualsiasi cinematismo conformev ∈ L(T (Ω)) sia eguale a quella compiuta
dal campoT ∈ H(Ω) per il campo di deformazione tangente regolare
Bv ∈ H(Ω) corrispondente al cinematismo conformev ∈ L(T (Ω)) .
Si ha cioè che

(( T , Bv )) =
∫
Ω

T : Bv dv = 〈 � , v 〉 , ∀v ∈ L(T (Ω)) .
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Un sistema di forze attive� ∈ Vrig(Ω)⊥ ed uno stato tensionaleT ∈ H(Ω)
che soddisfano l’identit`a del principio delle potenze virtuali sono detti tra loro in
equilibrio.

Lo spazio degli stati tensionali coincide dal punto di vista matematico con lo spazio
delle deformazioni tangenti. E’ per`o bene notare che i campiD ∈ H(Ω) e T ∈ H(Ω)
hanno diversa dimensione fisica.
Se il parametro evolutivo ha la dimensione di un tempo, allora

• la dimensione delle deformazioni tangenti `e il reciproco di un tempo: [T−1],

• la dimensione degli stati tensionaliè forza/area: [FL−2],

• la potenza virtuale ha la dimensione di unaforza per lunghezza diviso tempo:
[FLT−1].

Se invece il parametro evolutivo `e assunto adimensionale, si ha che

• le deformazioni tangenti sono adimensionali,

• il lavoro virtuale ha la dimensione di unaforza per lunghezza: [FL].

Decomponendo il tensoreT(x) nella somma delle parti simmetrica ed emisim-
metrica

T(x) = symT(x) + emiT(x) ,

si riconosce che la parte emisimmetrica non contribuisce alla potenza virtuale interna
in quanto risulta

[ emiT(x) ] : D(x) = 0 , ∀D(x) ∈ Sym ,

dove Sym⊂ L(V ; V) è il sottospazio dei tensori simmetrici. Ne segue che

• E’ lecito assumere che il tensoreT(x) dello stato tensionale sia simmetrico,
senza ledere la generalit`a della trattazione.

Un approfondimento su tale punto `e proposto nella sezione 14.1 (p. 290).

In un riferimento cartesiano{e1, e2, e3} le matrici associate ai tensori simmetrici
T(x) ed D(x) sono:

[T ] =


σ1 τ 12 τ 13

τ 12 σ2 τ 23

τ 13 τ 23 σ3

 , [D ] =


ε̇1

1
2
γ̇12

1
2
γ̇13

1
2
γ̇12 ε̇2

1
2
γ̇23

1
2
γ̇13

1
2
γ̇23 ε̇3

 .
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La potenza virtuale specifica (per unit`a di volume)T : D nel puntox ∈ Ω si esprime
in termini di componenti cartesiane come somma dele componenti omonime delle due
matrici edè pertanto fornita da

T : D = σ1ε̇1 + σ2ε̇2 + σ3ε̇3 + τ 12γ̇12 + τ 13γ̇13 + τ 23γ̇23 .

Le proprietà e le rappresentazioni dello stato tensionale puntuale saranno illustrate
in dettaglio nel capitolo III.

Notazioni

Per semplificare le notazioni, si adotteranno le seguenti abbreviazioni.
Sia T (Ω) una suddivisione diΩ . Si pone

• H : = H(Ω) , H : = H(Ω) spazi dei campi vettoriali e tensoriali di quadrato
integrabile suΩ ,

• V : = V(T (Ω)) ⊂ V(Ω) lo spazio diHilbert dei cinematismiT (Ω)-regolari
e cioè aventiT (Ω) quale suddivisione di supporto,

• S : = S(T (Ω)) ⊂ S(Ω) lo spazio diHilbert degli stati di sforzoT (Ω)-
regolari e cioè aventiT (Ω) quale suddivisione di supporto,

• F : = F(T (Ω)) ⊂ F(Ω) lo spazio duale dei sistemi di forze,

• ∂V : = ∂V(T (Ω)) il corrispondente spazio diHilbert dei valori sul contorno
∂T (Ω) e

• ∂F : = ∂F(T (Ω)) lo spazio duale di∂V(T (Ω)) costituito dai sistemi di forze
agenti sul contorno∂T (Ω) ,

• L : = L(T (Ω)) il sottospazio dei cinematismi conformi,

• FL : = FL(T (Ω)) lo spazio dei sistemi di forze attive.

In corrispondenza della suddivisioneT (Ω) l’operatore dei valori al contorno `e dunque
Γ ∈ L

{
V ; ∂V

}
e l’operatore del flusso al contorno `e N ∈ L

{
S ; ∂F

}
.

6.3. Teorema delle potenze virtuali

La congettura formulata nella sezione precedente circa la possibilit`a di valutare la
potenza virtuale che un sistema di forze attive in equilibrio� ∈ Vrig(Ω)⊥ compie per
un cinematismo conformev ∈ L(T (Ω)) è suscettibile di una dimostrazione rigorosa
nel contesto funzionale in cui `e stato inquadrato il problema strutturale.

La dimostrazione consiste nella discussione di un un problema lineare tra spazi
topologici diHilbert e fa riferimento a risultati classici dell’Analisi Funzionale.

Prima di procedere alla dimostrazione `e utile richiamare gli elementi essenziali
della discussione di un problema lineare tra spazi lineari di dimensione finita.

A tal fine si considerino duespazi lineari di dimensione finitaX e Y ed i rispettivi
spazi dualiX ′ e Y′ .
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Sia quindi A ∈ L
{
X ,Y

}
un’applicazione lineare eA′ ∈ L

{
Y′,X ′

}
l’applicazione duale definita dalla relazione

〈 Ax , y′ 〉 = 〈 A′y′ , x 〉 , ∀x ∈ X , ∀y′ ∈ Y′ .

Assegnatof ∈ X ′ , si ponga ilproblema lineareconsistente nel determinarey′ ∈ Y′
tale che

a) A′y′ = f ,

o in forma variazionale

〈 y′ , Ax 〉 = 〈 A′y′ , x 〉 = 〈 f , x 〉 , ∀x ∈ X .

L’esistenza di almeno una soluzione del problema equivale alla condizionef ∈ Im A′ .
Dall’identità che definisce l’applicazione duale, si deduce ce vale la relazione

KerA = ( Im A′)⊥ ,

come sar`a dimostrato nella prossima proposizione 6.2.
Prendendo i complementi ortogonali, si ottiene l’eguaglianza

Im A′ = ( KerA)⊥ ,

in quanto in dimensione finita si ha che

b) ( Im A′)⊥⊥ = Im A′ .

Si noti che i complementi ortogonali dei sottoinsiemiA ⊂ X e B′ ⊂ Y′ sono per
definizione i sottospazi lineari A⊥ : =

{
x′ ∈ X ′ : 〈 x′ , x 〉 = 0 ∀x ∈ A

}
⊆ X ′ ,

(B′)⊥ : =
{
y ∈ Y : 〈 y′ , y 〉 = 0 ∀y′ ∈ B′

}
⊆ Y .

Il problema linearea) ammette quindi soluzione se e solo se il datof ∈ X ′ soddisfa
la condizione di compatibilit`a

f ∈ ( KerA)⊥ ,

che in forma variazionale si scrive

c) 〈 f , x 〉 = 0 , ∀x ∈ KerA =
{
x ∈ X : Ax = o

}
.

Se la condizionec) è soddisfatta, l’insieme delle soluzioni `e la varietà lineare

y′
f
+ KerA ,

costituita dalla somma di una soluzione particolarey′
f
∈ Y′ della a) e da un qualsiasi

elemento del sottospazio delle autosoluzioni del problema omogeneo associato.



212 6 – EQUILIBRIO

In modo formalmente analogo si pu`o dimostrare che la condizione di equilibrio
posta in termini di cinematismi conformi equivale all’esistenza di un campo di sforzi
che soddisfi il principio dei lavori virtuali.

Si consideri infatti l’operatore cinematico

BL ∈ L(L ; H) ,

definito come la restrizione diB ∈ L(V(Ω) ; H) al sottospazio lineare dei cinematismi
conformi L ⊂ V(Ω) .

La condizione di equilibrio di un sistema di forze attive� ∈ FL si scrive quindi

C) � ∈ V⊥rig = ( KerB ∩ L)⊥ = ( KerBL)
⊥ .

Sia B
′

L ∈ L
{
H ; FL

}
l’ operatore di equilibrio, duale diBL ∈ L

{
L ; H

}
, definito

da
(( T , Bv )) = 〈 B

′

LT , v 〉 , ∀v ∈ L , ∀T ∈ H .

Il principio dei lavori virtuali

(( T , Bv )) = 〈 � , v 〉 , ∀v ∈ L .

si può allora porre nella forma astratta

A) B
′

LT = � .

Se vale l’eguaglianza
Im B

′

L = ( KerBL)
⊥ ,

l’esistenza di una soluzione del problemaA) è equivalente alla condizioneC) .
E’ dunque evidente la perfetta analogia tra la discussione del problema linearea)

e quella del problema dell’equilibrioA) .
Per passare dall’uno all’altro basta infatti porre formalmente{

H = Y′ , L = X , FL = X ′ ,
BL = A , B

′

L = A′ .

Tale analogia formale diventa per`o operativa se e solo se `e soddisfatta la condizione
Im B

′

L = ( KerBL)
⊥ . E’ poi naturale richiedere che tale condizione sussista per

ogni scelta del sottospazio lineare dei cinematismi conformiL(T (Ω)) ⊆ V(Ω) .

Si può dimostrare [46], [48], che la condizione ImB
′

L = ( KerBL)
⊥ sussiste per

ogni scelta del sottospazio lineare dei cinematismi conformiL(T (Ω)) ⊆ V(Ω) se
l’operatore cinematicoB ∈ L

{
H1(Ω) ; H(Ω)

}
è unoperatore diKorn e cioè seè

verificata la

seconda diseguaglianza diKorn [13], [15],

‖Bu ‖H(Ω)
+ ‖u ‖

H(Ω)
≥ α ‖u ‖

H1(Ω)
, ∀u ∈ H1(Ω) .

La prima diseguaglianza diKorn è un caso particolare della seconda [47] ed `e stata
dimostrata nella sezione I.9.12 (p. 93).
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6.3.1. Dimostrazione del teorema delle potenze virtuali

La dimostrazione moderna della seconda diseguaglianza diKorn per l’operatore
cinematicoB = sym grad ∈ L(H1(Ω) ; H(Ω)) fa ricorso a risultati profondi di
Analisi Funzionale, [31], [32], [34], [43], [46], [47].

Nella proposizione 6.5 `e riportato un risultato astratto dovuto aLuc Tartar da
cui si evince la seguente implicazione [46], [47].

La seconda diseguaglianza diKorn assicura che per ogni sottospazio lineare
L ⊆ V(Ω) di cinematismi conformi, l’operatore cinematicoBL ∈ L(L ; H)
gode delle seguenti propriet`a.

• Il nucleo KerBL = Vrig è un sottospazio lineare diL avente dimensione finita. I
cinematismi rigidi conformi ammettono dunque una rappresentazione parametrica
in termini di un numero finito di parametri.

• Lo spazio immagine ImBL è un sottospazio lineare chiuso diH .

Tali proprietà sono di fondamentale importanza per lo sviluppo della teoria.

Per pervenire alla dimostrazione del teorema delle potenze virtuali si premette una
semplice ma importante propriet`a.

Proposizione 6.2. Nucleo ed immagine. Sia A ∈ L(X ; Y) una applicazione
lineare limitata tra spazi diHilbert e A′ ∈ L(Y′ ; X ′) l’applicazione duale definita
dall’identità

( Ax , y′ ) = ( A′y′ , x ) , ∀x ∈ X , ∀y′ ∈ Y′ .

Allora si ha che {
i) KerA = ( Im A′)⊥ ,

ii) KerA′ = ( Im A)⊥ .

Dim. La i) segue dalle equivalenze

x ∈ KerA ⇐⇒ 〈 y′ , Ax 〉 = 0 ∀y′ ∈ Y′ ⇐⇒

⇐⇒ 〈 A′y′ , x 〉 = 0 ∀y′ ∈ Y′ .

La ii) segue dalle equivalenze

y′ ∈ KerA′ ⇐⇒ 〈 A′y′ , x 〉 = 0 ∀x ∈ X ⇐⇒

⇐⇒ 〈 y′ , Ax 〉 = 0 ∀x ∈ X ,

che sono conseguenza della relazione di dualit`a tra A e A′ .
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Si noti che il nucleo di un’applicazione lineare limitataA ∈ L(X ; Y) è un sot-
tospazio lineare chiuso inX cosı̀ comeè chiuso il sottospazio complemento ortogonale
di un insieme qualsiasi diX ′ . E’ dunque chiuso il complemento ortogonale di ImA .

In generale non `e invece chiuso il sottospazio lineare immagine di una applicazione
lineare limitata.

Prendendo i complementi ortogonali nellei) e ii) della proposizione 6.2, si
deducono le eguaglianze {

( KerA)⊥ = ( Im A′)⊥⊥ ,

( KerA′)⊥ = ( Im A)⊥⊥ .

Ne segue che le eguaglianze{
iii) ( KerA)⊥ = Im A′ ,

iv) ( KerA′)⊥ = Im A ,

sussistono se e solo se {
( Im A′)⊥⊥ = Im A′ ,

( Im A)⊥⊥ = Im A .

EssendoX e Y spazi diHilbert si ha che{
( Im A′)⊥⊥ = Im A′ ,

( Im A)⊥⊥ Im A .

Si può dunque concludere che leiii) e iv) sussistono se e solo se i sottospazi lineari
Im A ⊂ Y e ImA′ ⊂ X ′ sono chiusi.

Il celebratoteorema dell’immagine chiusadi Banach [17], [35], [41],[47] sta-
bilisce che assumere la chiusura di ImA ⊂ Y equivale ad assumere la chiusura di
Im A′ ⊂ X ′ e che tali propriet`a possono essere espresse come diseguaglianze [47].

L’enunciato nel contesto di spazi diHilbert è il seguente.

Proposizione 6.3. Teorema dell’immagine chiusa.SianoX ,X ′ e Y,Y′ coppie di
spazi diHilbert duali. Allora per ogni coppia di operatori dualiA ∈ L

{
X ; Y

}
e

A′ ∈ L
{
Y′ ; X ′

}
le seguenti propriet̀a sono tra loro equivalenti

i) Im A chiuso inY ⇐⇒ Im A = Ker(A′)⊥ ,

ii) Im A′ chiuso inX ′ ⇐⇒ Im A′ = ( KerA)⊥ ,

iii) ‖Ax ‖Y′ ≥ c ‖x ‖X/KerA
∀x ∈ X ,

iv) ‖A′y′ ‖X ′ ≥ c ‖y′ ‖Y′/KerA′ ∀y′ ∈ Y′ ,

con c costante positiva.



II – MECCANICA DEL CONTINUO 215

Le norme‖x ‖X/KerA
e ‖y′ ‖Y′/KerA′ sono definite da

‖x ‖X/KerA
: =

{
inf ‖x− ξ ‖X | ξ ∈ KerA

}
,

‖y′ ‖Y′/KerA′ : =
{

inf ‖y′ − η ‖Y′ | η ∈ KerA′} ,

e misurano la distanza dall’origine di variet`a lineari rispettivamente parallele ai sot-
tospazi lineari KerA e KerA′ .

E’ ora possibile dimostrare il teorema fondamentale.

Proposizione 6.4. Teorema delle potenze virtuali.Si consideri una struttura vinco-
lata M(Ω,L,B) in cui l’operatore cinematicoBL ∈ L

{
L ; H

}
sia un operatore di

Korn. Allora per ogni sistema di forze attive� ∈ V⊥rig in equilibrio esiste almeno
uno stato di sforzoT ∈ H tale che la potenza virtuale compiuta da� ∈ Vrig(Ω)⊥ per
un qualsiasi cinematismo conformev ∈ L sia eguale alla potenza virtuale compiuta
dallo stato di sforzoT ∈ H per la corrispondente deformazione tangenteBv ∈ H .
In formule

� ∈ V⊥rig ⊆ FL ⇐⇒ ∃ T ∈ H : 〈 � , v 〉 = (( T , Bv )) , ∀v ∈ L .

Dim. L’operatore cinematicoBL ∈ L
{
L ; H

}
ha immagine chiusa.

Allora ImB
′

L = ( KerBL)
⊥ doveB

′

L ∈ L
{
H ; FL

}
è il duale diBL ∈ L

{
L ; H

}
.

La condizione di equilibrio� ∈ ( KerBL)
⊥ = Im B

′

L assicura che esiste uno

stato di sforzoT ∈ H(Ω) tale cheB
′

LT = � e cioè tale che

(( T , Bv )) = 〈 B
′

LT , v 〉 = 〈 � , v 〉 , ∀v ∈ L(T (Ω)) .

e ciò dimostra l’assunto del teorema.

Se i cinematismi sono dettispostamenti virtuali, il teorema 6.4 `e dettoteorema dei
lavori virtuali.

Osservazione 6.1.Il teorema delle potenze virtuali costituisce il risultato fondamentale
della meccanica del continuo.

Nel modello del continuo diCauchy la dimostrazione classica dell’esistenza
dello stato di sforzo `e condotta imponendo l’equilibrio alla traslazione di un elemento
infinitesimo a forma di tetraedro (Cauchy [5], [6], [4]) o di prisma (Noll [33]). Tale
classico approccio sar`a illustrato nel capitolo IV. La tecnica dimostrativa `e basata su un
passaggio al limite la cui validit`aè subordinata all’ipotesi di continuit`a delle interazioni
di contatto ed alla dipendenza del valore locale delle tensioni sulle superfici di contatto
dal solo orientamento della normale (postulato diCauchy).
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In effetti, all’epoca della trattazione svolta daCauchy (1822,1823) non era ancora
nota la legge di trasformazione integrale diGreen (1828) che fu pubblicata solo
postuma nel 1850 per merito diLord Kelvin. La formula diGreen, sulla base
dellacongetturaillustrata all’inizio della sezione 6.2 (p. 207), consente di dedurre le
equazioni di equilibrio diCauchy per il campo tensoriale simmetrico di sforzi in modo
semplice ed elegante, come sar`a mostrato nella sezione 7.3 (p. 224). Ci`o nonostante la
forza della tradizione e probabilmente il fascino della personalit`a scientifica diCauchy
hanno fatto s`ı che l’approccio iniziale fosse ricopiato, con maggiore o minore rigore e
precisione, in tutti i testi e trattati di meccanica del continuo. Il teorema delle potenze
virtuali nella forma moderna qui illustrata `e stato formulato per la prima volta in [48].

Il teorema fornisce la conferma matematica dellacongetturae consente di ritrovare
il classico risultato diCauchy in un contesto funzionale molto pi`u generale ed applica-
bile a qualsiasi modello strutturale (vedasi a tal proposito il capitolo IV). La derivazione
delle equazioni di equilibrio diCauchy con moderna metodologia sar`a condotta nella
sezione 7.3 (p. 224) con riferimento ai problemi di valori al contorno.

La connessione tra la seconda diseguaglianza diKorne le proprietà dell’operatore
cinematicoBL ∈ L(L ; H(Ω)) si deduce dal seguente risultato [46], [47].

Proposizione 6.5. Diseguaglianze equivalenti.Sia H uno spazio diHilbert, E ,
F spazi lineari normati eA ∈ L

{
H, E

}
un operatore lineare limitato. Allora le

seguenti propriet̀a sono equivalenti.

P1)

 dim KerA < +∞ ,

‖Au ‖
E
≥ cA ‖u ‖H/KerA

, ∀u ∈ H ,

P2)

EsisteLo ∈ L
{
H, F

}
compatto

tale che KerA ∩ KerLo = {o} e

‖Au ‖
E

+ ‖Lou ‖F
≥ α ‖u ‖

H
, ∀u ∈ H ,

P3)


dim KerA < +∞ ,

‖Au ‖
E

+ ‖Lu ‖
F
≥ α ‖u ‖

H/(KerA∩KerL)
,

 ∀u ∈ H ,

∀L ∈ L
{
H, F

}
.

La fondamentale implicazioneP2 ⇒ P1 è dovuta aLuc Tartar [37], [39],
[46], [47]. Le implicazioni P3 ⇒ P1 , P1 ⇒ P3 e P3 ⇒ P2 sono state sta-
bilite dall’autore in [46]. Le dimostrazioni possono trovarsi anche in [47]. Nella
formula di Korn l’operatore compattoLo è l’immersione canonica diH1(Ω) in
H(Ω) = L2(Ω) (principio di selezione diRellich, [31], [36], [46] e [49], propo-
sizione VIII.1.2 (p. 123)).
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6.4. Reazioni vincolari

Sia � ∈ V⊥rig un sistema di forze attive in equilibrio sulla struttura vincolata
M(Ω,L,B) . Il teorema delle potenze virtuali stabilisce allora l’esistenza di almeno
uno stato di sforzoT ∈ H in equilibrio con � ∈ V⊥rig . Si ha quindi che

L’insieme dei campi di sforzo inequilibriocon un assegnato sistema di forze attive
� ∈ V⊥rig ⊂ FL è una variet`a lineare non vuotaS� = S�(T (Ω)) definito da

S� : =
{
T ∈ H : (( T , Bv )) = 〈 � , v 〉 , ∀v ∈ L

}
.

Ogni stato di sforzoT ∈ S� fornisce una rappresentazione esplicita di un sistema di
forze cheè estensione del sistema di forze attive� ∈ V⊥rig ed è in equilibrio sulla
struttura non vincolataM(Ω,V(Ω),B) .

Infatti il prodotto interno (( T , Bv )) definisce un funzionale lineare continuo
f �(T) ∈ F(Ω) definito da

〈 f �(T) , v 〉 : = (( T , Bv )) , ∀v ∈ V(Ω) ,

La continuità di f �(T) è un’immediata conseguenza della diseguaglianza di
Cauchy-Schwarz. Infatti si ha che

| 〈 f �(T) , v 〉 | = | (( T , Bv )) | ≤ ‖T ‖H(Ω)
‖Bv ‖H(Ω)

, ∀v ∈ V(Ω) .

Dalla definizione segue inoltre che

f �(T) = B
′
T ∈ Im B

′ ⊆ ( KerB)⊥ .

La condizionef �(T) ⊆ ( KerB)⊥ esprime l’annullarsi della potenza virtuale compiuta
dal sistema di forzef �(T) per ogni cinematismo rigido e cio`e

〈 f �(T) , v 〉 = 0 , ∀v ∈ KerB .

Si dice allora che

• il sistema di forzef �(T) ∈ F(Ω) è in equilibrio sulla struttura non vincolata
M(Ω,V(Ω),B) .

Se f � ∈ F(Ω) è un’altra qualsiasi estensione di� ∈ V⊥rig si ha che

〈 f �(T) , v 〉 = 〈 � , v 〉 , ∀v ∈ L .

Il sistema di forzer�(T) ∈ F(Ω) definito da r�(T) = f �(T) − f � , è un sistema
reattivo. Risulta infatti

〈 r�(T) , v 〉 = 〈 f �(T) , v 〉 − 〈 � , v 〉 = 0 , ∀v ∈ L .
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Si può quindi concludere che sussiste il seguente risultato che stabilisce l’equi-
valenza tra ilprincipio della potenza virtualee l’assioma dell’equilibrioenunciati nella
sezione 6 (p. 201).

Proposizione 6.6. Sistemi reattivi. Sia � ∈ V⊥rig un sistema di forze attive in
equilibrio sulla struttura vincolataM(Ω,L,B) e f � ∈ F(Ω) un sistema di forze
estensione del sistema di forze attive� ∈ V⊥rig . Allora in corrispondenza di ogni
stato di sforzoT ∈ S� in equilibrio con � ∈ V⊥rig è possibile determinare un sistema
reattivo r�(T) ∈ R(Ω) che, sommato al sistema di forzef � ∈ F(Ω) , soddisfi il
principio delle potenze virtuali sulla struttura non vincolataM(Ω,V(Ω),B) , cioè
tale che

〈 f � , v 〉 + 〈 r�(T) , v 〉 = (( T , Bv )) , ∀v ∈ V(Ω) .

In particolare, assumendo come campi di prova i cinematismi rigidi,v ∈ Vo(Ω) si
deduce che

〈 f � , v 〉 + 〈 r�(T) , v 〉 = 0 , ∀v ∈ Vo(Ω) ,

e ciòe il sistema di forzef �+r�(T) ∈ F(Ω) è in equilibrio sulla struttura non vincolata
M(Ω,V(Ω),B) .

6.5. Stati di sforzo in autoequilibrio

Il sottospazio lineare chiusoSauto = Sauto(T (Ω)) ⊂ H costituito dai campi
di sforzo inautoequilibriosulla struttura vincolataM(Ω,L,B) è per definizione
il nucleo dell’operatoreB

′

L ∈ L
{
H,FL

}
edè quindi definito da

Sauto = KerB
′

L : =
{
T ∈ H(Ω) : (( T , Bv )) = 0 , ∀v ∈ L

}
.

Gli stati di sforzo in autoequilibrio sono in equilibrio sulla struttura vinco-
lata M(Ω,L,B) con forze attive nulle e dunque sulla struttura non vincolata
M(Ω,V(Ω),B) con sistemi di forze puramente reattivi. Infatti

T ∈ Sauto ⇐⇒ B
′
T ∈ R(Ω) .

Si consideri ora una struttura vincolataM(Ω,L,B) soggetta ad un sistema di
forze attive in equilibrio� ∈ V⊥rig ⊂ FL .

Dal teorema delle potenze virtuali si traggono le seguenti propriet`a.
La varietà lineare degli sforzi in equilibrioS� può essere espressa come somma

• di un qualsiasi particolare stato di sforzoT� ∈ S� in equilibrio col sistema di
forze attive� ∈ V⊥rig ⊂ FL ,
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• e del sottospazio lineare chiusoSauto ⊂ H degli stati di sforzo inautoequilibrio

S� = T� + Sauto , T� ∈ S� .

Se il sottospazio lineareSauto ⊂ H(Ω) ha dimensione finita, tale dimensione `e detta
grado di iperstaticit̀a o grado di indeterminazione staticadella struttura.

Il sottospazio lineare degli stati di sforzo in autoequilibrio sulla struttura vinco-
lata M(Ω,L,B) può essere caratterizzato come il complemento ortogonale, nello
spazio diHilbert H , del sottospazio lineare delle deformazioni tangenti associate a
cinematismi conformi. Infatti una dimostrazione analoga a quella della proposizione
6.2 (p. 213), ma formulata in spazi diHilbert, fornisce la relazione

Sauto = KerB
′

L = ( Im BL)
⊕ = (BL)⊕ ,

dove l’apice(−)⊕ denota l’ortogonalit`a rispetto al prodotto interno inH .

Gli stati di sforzo in autoequilibrio sono detti ancheautosforziocoazionie svolgono
un ruolo fondamentale nella formulazione della condizione variazionale di congruenza,
come sar`a illustrato nella sezione 8 (p. 233).

6.6. Strutture staticamente determinate

Si consideri un sistema di forze attive� ∈ V⊥rig ⊂ FL in equilibrio sulla struttura
vincolataM(Ω,L,B) ed una sua estensione ad un sistema di forze

f � ∈ V
⊥
rig ⊆ F(Ω) .

In generale il sistema reattivor�(T) = B
′
T−f � ∈ R(Ω) in equilibrio conf � ∈ F(Ω)

nonè unico.

Una struttura vincolataM(Ω,L,B) è dettastaticamente determinatase per
ogni assegnato sistema di forzef � ∈ V⊥rig ⊆ F(Ω) risulta univocamente
definito il sistema reattivor�(T) = B

′
T− f � ∈ R(Ω) .

Vale in proposito il seguente risultato.

Proposizione 6.7. Una struttura vincolataM(Ω,L,B) è staticamente determinata
se e solo se la varietà lineareS� degli stati di sforzo in equilibrio con un sistema di forze
attive � ∈ V⊥rig è costituita da un solo campo, ovvero se e solo se il sottospazio lineare
Sauto degli stati di sforzo in autoequilibrio sulla struttura vincolataè costituito dal
solo campo nullo.
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Dim. Se la struttura vincolataM(Ω,L,B) è staticamente determinata, per ogni as-
segnato sistema di forzef � ∈ V⊥rig ⊆ F(Ω) è unico il sistema di forze reattive
r�(T) ∈ R(Ω) tali chef � + r�(T) = B

′
T . Essendo KerB

′
= {o} (vedi la propo-

sizione 6.0 (p. 202)) anche lo stato di sforzoT ∈ S� risulta univocamente determinato.
Viceversa l’unicità dello stato di sforzoT ∈ S� implica l’unicità del sistema reattivo
r�(T) ∈ R(Ω) tale cheB

′
T = f � + r�(T) .

7. PROBLEMI AL CONTORNO

La classica formulazione della meccanica del continuo dovuta adEuler 50 ed a
Cauchy 51 è basata sull’assunzione che

• le forze attive agenti su di una struttura continua sono costituite da forze di massa
e da forze di contatto

• i vincoli cinematici, lisci, perfetti e bilaterali, sono imposti solo sui valori al con-
torno dei cinematismi.

I problemi strutturali cos`ı formulati sono dettiproblemi di valori al contornoe sono
quindi caratterizzati dalle seguenti propriet`a.

a) Il sottospazio dei cinematismi conformi `e definito da vincoli imposti sui cine-
matismi T (Ω)-regolari in corrispondenza del contorno∂T (Ω) di unasuddivi-
sione baseT (Ω) . Ciò equivale ad assumere che

Ker Γ ⊆ L .

b) Le forze attive� ∈ FL sono composte da

• campi di forze di massab ∈ H di quadrato integrabile sul dominioΩ della
struttura che `e una variet`a di dimensioned ,

• sistemi diforze di contattot ∈ ∂F distribuite sulla variet`a ∂T (Ω) di dimensione
d− 1 contorno della suddivisioneT (Ω) .

La potenza virtuale del sistema di forze attive� = {b, t} ∈ FL è definita da

〈 � , v 〉 = ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 , ∀v ∈ L ,

con b ∈ H e t ∈ ∂F . E’ immediato verificare che� = {b, t} ∈ F(Ω) e cioè che il
funzionale lineare cos`ı definitoè limitato sullo spazio cinematicoV(Ω) .

50 Leonhard Euler (1707-1783). Euler consider`o solo stati tensionali di tipo idrostatico in cui le
interazioni sono puramente normali.

51 Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Cauchy per primo consider`o interazioni di tipo vetto-
riale ed introdusse il tensore degli sforzi.
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Infatti la diseguaglianza diCauchy-Schwarz e la limitatezza dell’operatore
Γ ∈ L

{
V, ∂V

}
dei valori al contorno su∂T (Ω) assicurano che

| ( b , v ) | ≤ ‖b ‖
H
‖v ‖

H
≤ ‖b ‖

H
‖v ‖V , ∀v ∈ V ,

| 〈〈 t , Γv 〉〉 | ≤ ‖ t ‖
∂F ‖Γv ‖

∂V ≤ ‖ t ‖∂F ‖v ‖V , ∀v ∈ V(Ω) .

Un ruolo basilare nella teoria `e svolto dalla propriet`a disuriettività dell’operatore
Γ ∈ L

{
V, ∂V

}
dei valori al contorno su∂T (Ω) che si formalizza nella condizione

Im Γ = ∂V .

7.1. Vincoli al contorno

Si consideri un insieme divincoli al contorno, lisci, perfetti e bilaterali,∂T (Ω)
cheè una famiglia di condizioni lineari che definiscono un sottospazio lineare chiuso
L ⊂ V di cinematismi conformi.

A tale sottospazio appartengono in particolare tutti i cinematismi con valori al
contorno nulli.

• Una rappresentazioneimplicita del sottospazio lineareL si ottiene considerando
un operatore lineare continuo

G ∈ L
{
∂V ; ∂Q

}
,

dove ∂Q è lo spazio diHilbert deiparametri di controllosu ∂T (Ω) .
Il sottospazio lineareL ⊂ V dei cinematismi conformi `e individuato come nucleo

dell’operatore compostoGΓ ∈ L
{
V, ∂Q

}
:

L = KerGΓ =
{
v ∈ V : Γv ∈ KerG

}
⇐⇒ ΓL = KerG ,

edè pertanto un sottospazio chiuso.

Osservazione 7.1.Si noti che la definizione del sottospazio lineare dei cinematismi
conformi consiste nel porreL : = Γ−1( KerG) e ciò implica cheΓL ⊆ KerG .
L’implicazione inversa `e conseguenza della suriettivit`a dell’operatore al contornoΓ ∈
L

{
V ; ∂V

}
su ∂T (Ω) . Ne segue che sussiste l’eguaglianzaΓL = KerG .

• Una rappresentazioneesplicitasi ottiene considerando uno spazio diHilbert
∂Λ di parametri cinematicisu ∂T (Ω) ed un operatore lineare continuo

P ∈ L
{
∂Λ ; ∂V

}
.

Si individua quindi il sottospazio lineareL dei cinematismi conformi come controim-
magine del sottospazio lineareP∂Λ tramite l’operatore al contornoΓ ∈ L

{
V ; ∂V

}
.
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Si ha dunque che

L = Γ−1 (P ∂Λ) =
{
v ∈ V : Γv = P∂λ , λ ∈ ∂Λ

}
⇐⇒ ΓL = Im P .

L’eguaglianzaΓL = Im P è conseguenza della suriettivit`a dell’operatore al contorno
Γ ∈ L

{
V ; ∂V

}
e ciò impone che l’immagine diP sia chiusa in∂V essendo ImP =

ΓL = KerG .

Affinchè la rappresentazione esplicita sia univoca `e poi necessario che il nucleo di
P sia degenere, e cio`e che KerP = {o} ⊂ Λ .

Il sottospazio lineare∂R ⊂ ∂F delle reazioni vincolari al contornosu
∂T (Ω) è il complemento ortogonale del sottospazio lineareΓL ⊂ ∂V
costituito dai valori al contorno su∂T (Ω) dei cinematismi conformi:

∂R = [ΓL]⊥ .

La continuità di G ∈ L
{
∂V ; Q

}
assicura cheΓL = KerG è chiuso in∂V e

quindi che[ΓL]⊥⊥ = ΓL .

Valgono pertanto le relazioni di ortogonalit`a

∂R = [ΓL]⊥ ⇐⇒ ΓL = [∂R]⊥ .

Si considerino gli operatori

G′ ∈ L
{
Q′ ; ∂F

}
cheè il duale di G ∈ L

{
∂V ; Q

}
,

P′ ∈ L
{
∂F ; Λ′

}
cheè il duale di P ∈ L

{
Λ ; ∂V

}
,

Allora risulta
KerP′ = [ Im P]⊥ = [ΓL]⊥ .

Se gli operatori di vincoloG , G′ hanno immagine chiusa si ha che

Im G′ = [ KerG]⊥ ,

e quindi che
Im G′ = [ KerG]⊥ = [ΓL]⊥ = ∂R .

Si può concludere che gli operatoriP′ e G′ e forniscono rispettivamente una rap-
presentazione implicita ed esplicita del sottospazio lineare delle reazioni vincolari al
contorno. Sussiste la seguente propriet`a.

Proposizione 7.1. Rappresentazione dei sistemi reattivi.Si consideri una struttura
M(Ω,L,B) vincolata con condizioni al contorno su∂T (Ω) . Allora ad ogni sistema
reattivo r ∈ L⊥ ⊂ F corrisponde un sistema di forze reattive al contornoρ ∈ (ΓL)⊥

univocamente definito e tale che

〈 r , v 〉 = 〈〈 ρ , Γv 〉〉 ∀v ∈ V ⇐⇒ r = Γ′ρ .
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Dim. Essendo KerΓ ⊆ L sussiste l’inclusioneL⊥ ⊆ ( KerΓ)⊥ dove l’ortogonalità
va intesa nel senso della dualit`a tra V e F .

In virtù del teorema dell’immagine chiusa diBanach, la proprietà di chiusura
Im Γ = ( KerΓ′)⊥ equivale alla relazione ImΓ′ = ( KerΓ)⊥ . Pertanto risulta

L⊥ ⊆ ( KerΓ)⊥ = Im Γ′ ,

e l’esistenza `e provata. L’unicità si trae dalla relazione

KerΓ′ = ( Im Γ)⊥ = {o} ,

conseguenza della suriettivit`a dell’operatoreΓ ∈ L
{
V, ∂V

}
.

I vincoli puntuali al contorno di tipo assoluto e relativo saranno analizzati in
dettaglio nella sezione 14.9 (p. 299).

7.2. Sforzi conformi

Siano

• S = S(T (Ω)) ⊂ S(Ω) lo spazio diHilbert dei campi di sforzoGreen-
regolari che sonoT (Ω)-conformi,

• N ∈ L
{
S, ∂F

}
l’operatore di flusso attraverso il contorno∂T (Ω) della suddi-

visione di supportoT (Ω) .

Il sottospazio lineare deglisforzi conformiΣ = Σ(T (Ω)) ⊆ S(T (Ω)) è costi-
tuito dai campi di sforzo in equilibrio sul contorno∂T (Ω) con forze di contatto
puramente reattive.

I campi di sforzoT ∈ Σ sono quindi definiti dalla condizione variazionale

Σ : =
{
T ∈ S : NT ∈ [ΓL]⊥ = ∂R

}
=

=
{
T ∈ S : 〈〈 NT , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ L

}
,

La formula diGreen mostra che il sottospazio lineare degli sforzi conformi pu`o essere
equivalentemente caratterizzato mediante la condizione

T ∈ Σ ⇐⇒ ( B
′

oT , v ) = (( T , Bv )) ∀v ∈ L .

Ne segue che
( B

′

oT , v ) = 0 ∀v ∈ KerBL ∀T ∈ Σ .

e cioè che le forze di massa in equilibrio con sforzi conformi sono in equilibrio.
Il sottospazio lineareΣ degli sforzi conformiè chiuso inS in quanto controim-

magine di un insieme chiuso tramite una trasformazione continua.
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Osservazione 7.2.Nei metodi di soluzione di problemi strutturali in cui il campo di
sforzi T ∈ H(Ω) è assunto quale incognita primaria `e possibile esprimere il campo
di sforzi incognito come combinazione lineare di campi interpolanti definiti a pezzi
sugli elementi di una suddivisione finita, senza richiedere che siano soddisfatte a priori
le condizioni di equilibrio di interfaccia tra gli elementi. Tali condizioni sono infatti
imposte dal metodo variazionale alla soluzione del problema e sono pertanto dette
condizioni naturali.

In questa classe di metodi rientra l’approccio primale del metodo misto sforzi-
spostamenti degli elementi finiti in elasticit`a (vedi ad es. [45], [48]).

Tale metodo `e basato infatti su di un principio variazionale in cui i campi incogniti
sono costituiti da campi di sforzo che sono assunti solo di quadrato integrabile e da
campi di spostamento conformiv ∈ L . Le condizioni di continuit`a dei campi di
spostamento sono pertantocondizioni geometriche.

Osservazione 7.3.Se un campo di sforzi conformiT ∈ Σ(Ω) è espresso come combi-
nazione lineare di campi interpolanti definiti a pezzi sugli elementi di una suddivisione
finita è necessario imporre il soddisfacimentoa priori delle condizioni di equilibrio di
interfaccia tra gli elementi che sono pertanto dettecondizioni geometriche.

In questa classe rientra l’approccio complementare del metodo misto sforzi-
spostamenti degli elementi finiti (vedi ad es. [45], [48]).

Tale metodo `e basato su di un principio variazionale in cui i campi incogniti
sono costituiti da campi di sforzo conformi e da campi di spostamentov ∈ H(Ω)
che sono assunti solo di quadrato integrabile. Le condizioni di continuit`a dei campi
di spostamento sono imposte dal metodo variazionale alla soluzione del problema e
pertanto sono dettecondizioni naturali.

7.3. Equazioni di equilibrio di Cauchy

Nei problemi di valori al contorno la condizione di equilibrio tra un sistema di
forze di massa e di contatto{b, t} ∈ H × ∂F ed uno stato di sforzoT ∈ H può
essere espressa in termini di un’equazione differenziale e di condizioni al contorno.

A Cauchy sono dovuti i classici teoremi della meccanica del continuo che di-
mostrano l’esistenza del tensore degli sforzi e forniscono l’espressione delle condizioni
di equilibrio differenziali ed al contorno.

Tali risultati richiedono opportune ipotesi di continuit`a e saranno illustrati nel
capitolo III.

Nel contesto pi`u generale qui considerato, l’esistenza di uno stato di sforzo che
soddisfa la condizione variazionale di equilibrio `e stabilita dal teorema delle potenze
virtuali, proposizione 6.4 (p. 215).

Il prossimo risultato mostra che la condizione variazionale di equilibrio tra un
sistema di forze attive ed uno stato di sforzo pu`o essere equivalentemente espressa
mediante un sistema di equazioni di equilibrio differenziali e di condizioni al contorno.
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Nonostante i classici teoremi diCauchy differiscano sia per formulazione che
per metodo dimostrativo, alla proposizione si d`a il nome di teorema diCauchy in
onore del fondatore della meccanica del continuo.

Proposizione 7.2. Teorema di Cauchy. Sia M(Ω,L,B) una struttura vincolata
con vincoli al contorno∂T (Ω) in corrispondenza di una suddivisione baseT (Ω) .
Allora un sistema di forze di massa e di contatto{b, t} ∈ H × ∂F ed uno stato di
sforzoT ∈ H soddisfano la condizione variazionale di equilibrio

( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 = (( T , Bv )) , T ∈ H , ∀v ∈ L ,

se e solo se sono soddisfatte le equazioni di equilibrio diCauchy:

B
′
oT = b , equilibrio di massa,

NT = t + ρ equilibrio al contorno,

in cui T ∈ S e ρ ∈ [ΓL]⊥ è un sistema reattivo di contatto su∂T (Ω) .

Dim. Sia soddisfatta la condizione variazionale di equilibrio. Assumendo campi
di prova ϕ ∈ D ⊂ KerΓ ⊆ L ⊆ V e ricordando la definizione distribuzionale
dell’operatoreB′o : H �→ D′ data da

〈 B′oT , ϕ 〉 : =
∫
Ω

T : Bϕ , T ∈ H ∀ϕ ∈ D ,

si perviene alla relazione

( b , ϕ ) = (( T , Bϕ )) = ( B′oT , ϕ ) , ∀ϕ ∈ D .

Ne segue cheT ∈ S e cheB
′
oT = b . Dalla formula diGreen

(( T , Bv )) = ( B
′

oT , v ) + 〈〈 NT , Γv 〉〉 , ∀v ∈ L , T ∈ S ,

e dalla condizione variazionale di equilibrio si deduce quindi che

〈〈 t , Γv 〉〉 = 〈〈 NT , Γv 〉〉 , T ∈ S ∀v ∈ L ,

ovvero che
NT− t ∈ [ΓL]⊥ = ∂R .

Viceversa siano soddisfatte le condizioni di equilibrio diCauchy. Allora, notando
che

〈〈 ρ , Γv 〉〉 = 0 , ∀ρ ∈ [ΓL]⊥ , ∀v ∈ L ,

la formula diGreen fornisce la condizione variazionale di equilibrio.
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Sulle interfacce diT (Ω) in corrispondenza delle quali `e imposto ai valori al
contorno dei cinematismi un vincolo di completa continuit`a, e dove non agiscono forze
attive i campi di sforzi conformicontinui rispettano ilprincipio locale di azione e
reazione:

T+n+ + T−n− = o su S = (P)+ ∩ (P)− ,

che, ponendon = −n+ = n− , si scrive

T+n = T−n su S ⇐⇒
[[

T
]]

n = o su S .

A tale conclusione si perviene localizzando la condizione di equilibrio al contorno∫
S

(T+n+ + T−n−) . ϕ = 0 , T ∈ H ∀ϕ ∈ D : suppϕ ⊂ S ,

facendo ricorso al corollario I.1.2 (p. 7) del lemma fondamentale. Per una puntuale
analisi di queste condizioni si rinvia alla sezione 14.9 (p. 299).

Osservazione 7.4.Dal teorema diCauchy si evince che lo spazio dellecoazioni
nascosteo autosforzi nascostìe definito dalle propriet`a

KerB
′

: =
{
T ∈ H : (( T , Bv )) = 0 ∀v ∈ V(Ω)

}
=

=
{
T ∈ H : B

′

oT = o ∈ H , NT = o ∈ ∂F
}

.

per ogni suddivisioneT (Ω) di Ω . Le coazioni nascoste sono quindi gli sforziT ∈ H
in equilibrio con forze di massa nulle quasi ovunque inΩ e con forze di contatto nulle
sulla frontiera di una qualsiasi suddivisione diΩ .

Le equazioni di equilibrio di una struttura continua furono formulate daAugustin
Louis Cauchy nel 1822 [5]. La trattazione originale diCauchy sarà illustrata nel
capitolo IV insieme ad una formulazione duale dovuta all’autore.

In termini di componenti rispetto ad un riferimento cartesiano{e1, e2, e3} le
equazioni di equilibrio diCauchy si scrivono

b1 +
∂T11

∂x1
+

∂T12

∂x2
+

∂T13

∂x3
= 0

b2 +
∂T12

∂x1
+

∂T22

∂x2
+

∂T23

∂x3
= 0

b3 +
∂T13

∂x1
+

∂T23

∂x2
+

∂T33

∂x3
= 0

equilibrio interno,


t1 = T11 n1 + T12 n2 + T13 n3

t2 = T12 n1 + T22 n2 + T23 n3

t3 = T13 n1 + T12 n2 + T33 n3

equilibrio al contorno.
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In forma indiciale le le equazioni di equilibrio diCauchy si scrivono

bi + Tij/j = 0 , ti = Tij nj , i, j = 1, 2, 3 ,

dove siè adottata la convenzione della somma rispetto agli indici ripetuti ed il pedice
/ per denotare la derivazione parziale.

Sia S(Ω) lo spazio dei campi di sforzoGreen-regolari definito da

S(Ω) : =
{
T ∈ H(Ω) | ∃ TT(Ω) : B

′
oT|P ∈ H(P)

}
,

dove T|P è la restrizione diT a P ∈ TT(Ω) .

Dalla formula diGreen si evince che, se il campo di sforziT ∈ H(Ω) appartiene
allo spazioS(Ω) , allora le forze attive� ∈ FL agenti sulla struttura, in equilibrio
con T , sono costituite da forze di massab ∈ H(Ω) e da forze di contatto
t ∈ F(T (Ω)) in corrispondenza di ogni suddivisioneT (Ω) di Ω che sia di
supporto perT .
Si ha infatti che

〈 � , v 〉 = (( T , Bv )) = ( B
′

oT , v ) + 〈〈 NT , Γv 〉〉 , ∀v ∈ L .

Dunque, postob = B
′
oT e t = NT , risulta

〈 � , v 〉 = ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 , ∀v ∈ L .

Viceversa dal teorema diCauchy si deduce che, se il sistema di forze attive
� ∈ FL è costituito da forze di massa e forze di contatto in corrispondenza
di una suddivisione base, allora il campo di sforziT ∈ H(Ω) appartiene al
sottospazioS(Ω) ed i sistemi reattivi sono costituiti da sistemi di forze di contatto
in corrispondenza di una qualsiasi suddivisione pi`u fitta.

La trattazione classica della meccanica del continuo `e basata su di un postulato dovuto
adEuler ed aCauchy consistente nell’assumere che le forze attive siano costituite
da forze di massab ∈ H(Ω) e da forze di contattot ∈ F(T (Ω)) .

Euler considerava forze di contatto normali alla superficie di contorno, mentre
Cauchy estese la trattazione per includere forze di contatto comunque dirette.

Dalle considerazioni precedenti si evince che il postulato diEuler-Cauchy è
equivalente alla richiesta che i campi di sforzo sianoGreen-regolari.
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Osservazione 7.5.Nei testi di meccanica delle strutture ilprincipio dei lavori virtuali
viene classicamente proposto con un enunciato che, nella terminologia qui adottata,
afferma quanto segue.

Forma classica del principio dei lavori virtuali.

Si consideri un problema di valori al contorno in corrispondenza di una sud-
divisione T (Ω) e si assegnino due sistemi di dati.

• Un sistema statico{f ,T} ∈ F(Ω)×H(Ω) costituito da un sistema di forze
f = f � +r� ∈ F , somma di un sistema di forze attive� ∈ FL e di un sistema
reattivo r�(T) , e da uno stato di sforzoT ∈ S in equilibrio sul modello
strutturaleM = {Ω,L,B} e cioè tali che{

B
′
oT = b , equilibrio di massa,

NT = t + ρ equilibrio al contorno,

dove � = {b, t} e ρ ∈ [ΓL]⊥ è un sistema reattivo di contatto su∂T (Ω) .

• Un sistema cinematico{v,Bv} ∈ V(Ω) × H(Ω) costituito da un campo
cinematicov ∈ V(Ω) e dal corrispondente campo di deformazione tangente
Bv ∈ H(Ω) .

Allora la potenza virtuale compiuta dal sistema di forzef ∈ F(Ω) per il cine-
matismov ∈ V(Ω) è uguale alla potenza virtuale compiuta dallo stato di sforzo
T ∈ S per la deformazione tangenteBv ∈ H(Ω) :

〈 f , v 〉 = (( T , Bv )) .

Il principio dei lavori virtuali, nell’accezione sopra enunciata, `e una diretta con-
seguenza della formula diGreen (si veda la dimostrazione della sufficienza nel teo-
rema diCauchy, proposizione 7.2) e della definizione di sistema reattivo (vedi sezione
6.4 (p. 216)).

Al contrario il teorema dei lavori virtuali, (o teorema delle potenze virtuali) enun-
ciato nella proposizione 6.4 (p. 215) `e invece basato su di un profondo risultato di
esistenza in Analisi Lineare e fornisce una basilare rappresentazione dei sistemi di
forze attive in equilibrio, in termini di stati di sforzo.

Il teorema dei lavori virtuali fa riferimento alla definizione assiomatica di equilibrio
ed è basato sulla richiesta che l’operatore cinematico sia un operatore diKorn. La
dimostrazione non richiede altre ipotesi.

Dalla trattazione svolta nella sezione 6.3 (p. 210) `e inoltre evidente che il teo-
rema dei lavori virtuali non richiede che i vincoli definiscano un problema di valori al
contorno.
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7.4. Forze concentrate

Si noti cheè importante poter considerare forze concentrate agenti in punti di una
struttura continua.

Le forze concentrate sono definite dal compiere potenza virtuale solo per il valore
assunto dai cinematismi in corrispondenza del punto in cui esse agiscono:

Una forza concentrata{x,F} in un puntox ∈ Ω è un sistema di forze attive
f ∈ F la cui potenza virtuale in corrispondenza di un cinematismov ∈ L è
definita da

〈 f , v 〉 = F . v(x) ,

dove F ∈ V è il vettore rappresentativo della forza concentrata.

E’ possibile pertanto considerare forze concentrate in un punto diΩ solo se i cine-
matismi ammissibili sono ivi continui. La teoria degli spazi diSobolev mostra per`o
che nel continuo bidimensionale e tridimensionale i cinematismi appartenenti aH1(Ω)
non sono necessariamente continui [47].

Le forze concentrate vengono quindi simulate mediante campi distribuiti su dischi
di dimensione infinitesima e gli stati tensionali in equilibrio con forze concentrate si
valutano con un procedimento di limite.

A tal proposito si noti che gli stati tensionali in equilibrio con forze concentrate non
appartengono allo spazioS ed hanno comportamenti singolari nei punti di applicazione
delle forze concentrate, nel senso che il campoT e la sua divergenza risultano non
limitati in un intorno di tali punti.

Nelle applicazioni la verifica della resistenza del materiale richiede quindi una
analisi correttiva in un opportuno intorno delle singolarit`a.

Ciò nonostante gli stati tensionali con singolarit`a giocano un ruolo rilevante nella
teoria delle strutture continue.

In particolare la conoscenza di soluzioni singolari del problema dell’equilibrio
elastico di una struttura continua `e di fondamentale importanza sia dal punto di vista
teorico che da quello applicativo.

7.5. Discontinuità

In corrispondenza delle zone di interfaccia in cui lo stato tensionale `e continuo
e sulle quali non agiscono n`e tensioni attive n`e vincoli assoluti, (si veda la sezione
14.9.5 (p. 302)) la condizione di equilibrio al contorno impone che[

(Tn)+ + (Tn)−
]
(x) = o ∀x ∈ ∂Pαβ .

Ponendon = n+(x) = −n−(x) si può definire il salto di discontinuit`a del flusso dello
stato tensionale [[

Tn
]]

(x) =
[
T+ −T−]

n(x) .
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La condizione di equilibrio al contorno pu`o allora riscriversi[[
Tn

]]
(x) = o ∀x ∈ ∂Pαβ ,

ed esprime la continuit`a del flusso dello stato tensionale attraverso le interfacce su cui
non agiscono tensioni esterne.

In corrispondenza di interfacce non caricate

• gli stati tensionaliT ∈ S possono essere discontinui ma

• i flussi degli stati tensionali sono continui.

Un semplice esempio `e illustrato in figura 7.1 dove `e rappresentata una struttura continua
a forma di prisma retto di assed e suddivisa in due elementiP1 e P2 da una superficie
pianaπ parallela ad e con normalen .

σ1 σ2

d
n

σ1 σ2

π

P1 P2�

Fig. 7.1

Un campo tensionale
discontinuo

Il prisma è caricato sulle basi inferiore e superiore da tensioni di trazione pari a
σ1 su ∂Ω ∩ ∂P1 e σ2 su ∂Ω ∩ ∂P2 .

Si consideri ora lo stato tensionale separatamente costante suP1 e P2 definito
da:

T(x) : = σ1d⊗ d , ∀x ∈ P1,

T(x) : = σ2d⊗ d , ∀x ∈ P2.

Tale stato tensionale `e evidentemente in equilibrio col carico in quanto risulta:

div T(x) = o ∀x ∈ Ω

edè soddisfatta la condizione di equilibrio sul contorno∂Ω .
Il flussoT(x)n dello stato tensionale attraversoπ è identicamente nullo in quanto,

detto n un versore normale aπ , risulta d . n = 0 e quindi:

T(x)n = (σ1d)(d . n) = (σ2d)(d . n) = o , ∀x ∈ π.

Seσ1 
= σ2 lo stato tensionaleT risulta discontinuo lungo la frontiera pianaπ di
separazione traP1 e P2 , non caricata. Il suo flussoTn attraversoπ è però continuo
(in particolareè nullo).
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7.6. Vettori caratteristici

Nella sezione 6.1 (p. 204) sono stati introdotti i vettori caratteristici che definis-
cono le classi di equivalenza statica di sistemi di forze agenti sulla struttura.

Se tali sistemi di forze sono costituiti da forze di massa e di contatto{b, t} ∈
H × F è possibile dare una espressione esplicita al vettore risultante ed al vettore
assiale momento risultante.

A tal fine si consideri la rappresentazione parametrica dei cinematismi rigidi sem-
plici

v(x) = vo + Ω [x− xo ] ,
dovevo = v(xo) è la velocità di traslazione edΩ = −ΩT è il tensore emisimmetrico
costante rappresentativo dell’atto di rotazione attorno ad un poloxo ∈ S prefissato ad
arbitrio. I vettori caratteristici

• risultante R[ f ] , e

• momento risultanteMxo
[ f ] rispetto al poloxo ∈ S ,

sono definiti per dualit`a dalle identità{
R[ f ] . vo = 〈 f , trasl [vo ] 〉 , ∀ f ∈ F , ∀vo ∈ V,

Mxo
[ f ] . ω = 〈 f , rot xo

[ω ] 〉 , ∀ f ∈ F , ∀ω ∈ V ,

dove

trasl [vo ](x) : = vo , rot xo
[ω ](x− xo) : = ω × x , ∀x ∈ Ω .

Si ha pertanto che

R[b, t ] . vo =
∫
Ω

b . vo dv +
∫

∂T (Ω)

t . vo da ,

Mxo
[b, t ] . ω =

∫
Ω

b . (ω × [x− xo ]) dv +
∫

∂T (Ω)

t . (ω × [x− xo ]) da .

Ricordando la relazione

b . (ω × [x− xo ]) = ([x− xo ]× b) . ω ,

le equazioni cardinali della staticaassumono la forma

R[b, t ] =
∫
Ω

b dv +
∫

∂T (Ω)

t da = o ,

Mxo
[b, t ] =

∫
Ω

[x− xo ]× b dv +
∫

∂T (Ω)

[x− xo ]× t da = o ,

Le due equazioni cardinali impongono rispettivamente l’equilibrio alla traslazionee
l’ equilibrio alla rotazioneattorno al poloxo ∈ S .
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7.7. Sforzi autoequilibrati

Si consideri l’operatore lineareB
′
o ∈ L

{
S(Ω) ; H(Ω)

}
aggiunto formale di

B ∈ L
{
H(Ω) ; S(Ω)

}
. Allora

Il sottospazio lineareSo(Ω) ⊂ S(Ω) degli sforzi in equilibrio con forze di
massa nullèe definito da

So(Ω) : =
{
T ∈ S(Ω) : B

′

oT = o
}

= KerB
′

o .

Il sottospazio lineareSo(Ω) ⊂ S(Ω) èchiusoin forza della continuit`a dell’opera-
tore lineareB

′
o ∈ L

{
S(Ω), H(Ω)

}
.

Si denoter`a conSo = So(Ω)∩S lo spazio degli sforzi in equilibrio con forze di massa
nulle ed aventiT (Ω) quale suddivisione di supporto.

Gli sforzi autoequilibratipossono essere caratterizzati come quelli che sono con-
formi ed in equilibrio con forze di massa nulle:

Sauto : = So ∩Σ .

Vale infatti il seguente risultato.

Proposizione 7.3. Sforzi autoequilibrati. Il sottospazio lineare chiuso degli sforzi
autoequilibrati Sauto ⊂ S(Ω) può essere caratterizzato mediante le proprietà equi-
valenti:

Sauto : =
{
T ∈ H : (( T , Bv )) = 0 , ∀v ∈ L

}
=

{
T ∈ So : 〈〈 NT , Γv 〉〉 = 0 ,∀v ∈ L

}
=

{
T ∈ S : B

′

oT = o , NT ∈ [ΓL]⊥
}

= So ∩Σ .

Dim. Le ultime due propriet`a costituiscono definizioni alternative della intersezione
So ∩Σ . La terza segue dal teorema diCauchy.

Nella sezione 8 si vedr`a che gli stati tensionali a divergenza nulla, quelli conformi
e quelli autoequilibrati giocano un ruolo fondamentale nel discutere la condizione di
congruenza per via variazionale.

Nei corpi elastici l’azione di distorsioni e cedimenti vincolari non congruenti
comporta l’insorgere di stati tensionali autoequilibrati che possono essere determinanti
per la valutazione della sicurezza di una struttura continua.
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In un continuo tridimensionale esistono stati tensionali non nulli che hanno per`o
divergenza nulla. Il sottospazioSo(Ω) è quindi non banale. Peraltro esso risulta non
finitamente generabile.

Uno stato tensionale a divergenza nulla pu`o essere costruito individuando un ope-
ratore differenziale lineareL tale che{

T = L[A ] ,
div (L[A ]) = o ,

dove A è un campo (scalare, vettoriale o tensoriale) di classe C3(Ω) cheè detto una
funzione di sforzo.

Come siè mostrato nel capitolo I alla sezione I.10.1.1 (p. 107), l’operatoreL
può essere cos`ı determinato.

• In un continuotridimensionalesi pone

L[A ](x) : = rot [ rotA(x)]T

con A(x) campo tensoriale simmetrico di classe C2(Ω) .
Infatti vale l’identità

div
[

rot [ rotA]T
]

= o ∀A ∈ C2(Ω).

Tale rappresentazione delle autotensioni `e dettasoluzione diBeltrami (1892, [12]).

• In un continuobidimensionalesi pone

L[ϕ(x) ] : = R
[

grad gradϕ(x)
]
R

dove ϕ(x) è un campo scalare in C2(Ω) ed R è una rotazione diπ/2.
Infatti vale l’identità

div
[
R[ grad gradϕ(x)]R

]
= o ∀ϕ ∈ C2(Ω).

Il campo scalareϕ è dettofunzione diAiry (1863, [10]).

Un campo non nullo di autotensioni pu`o essere costruito definendo funzioni di
sforzo di classe C2(Ω) che si annullano in un intorno di∂Ω .

Ciò può conseguirsi ponendo nelle soluzioni diBeltrami e diAiry rispettiva-
mente

A(x) = v(x)Φ(x) , ϕ(x) = v(x)φ(x) ,

con v(x) ∈ D(Ω) funzione indefinitamente differenziabile con supporto compatto in
Ω e Φ(x) , φ(x) campi, rispettivamente tensoriale e scalare, di classe C2(Ω) .

Il problema della rappresentazione delle autotensioni `e discusso in maggior det-
taglio nella sezione 14.8 (p. 297).
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8. CONDIZIONI DI CONGRUENZA

SiaM(Ω,L,B) una struttura vincolata.
La deformazione tangenteBu ∈ H associata ad un cinematismo conformeu ∈

L è un campo di quadrato integrabile che costituisce la parte regolare della deformazione
tangente distribuzionaleBu ∈ D′(T (Ω)) .

Viceversa, assegnato un campo di deformazioni tangentiD ∈ H , nonè sempre
possibile determinare un cinematismo conformeu ∈ L che generi una deformazione
tangente la cui parte regolareBu sia pari aD ∈ H .

Si dice allora che

Un deformazione tangenteD ∈ H è congruentesulla struttura vincolata
M = {Ω,L,B} se esiste un cinematismo conformeu ∈ L tale cheBu =
D e cioè seD ∈ Im BL .

Più in generale si consideri unsistema cinematico{D, ∂w} ∈ H × V sulla
struttura vincolataM(Ω,L,B) , costituito da unatto di distorsioneD ∈ H e da un
atto di cedimento vincolare∂w ∈ ∂V .

Si noti che, in virtù della suriettività di Γ ∈ L
{
V ; ∂V

}
, per ogni atto di cedimento

al contorno∂w ∈ ∂V esiste almeno un cinematismow ∈ V il cui valore al contorno
sia ∂w ∈ ∂V e cioè un cinematismo tale cheΓw = ∂w .

Il sistema cinematico{D, ∂w} ∈ H × V(Ω) è congruentesulla struttura
vincolataM(Ω,L,B) se

∃ u ∈ w + L : Bu = D ,

dove w ∈ V : Γw = ∂w ∈ ∂V .

In modo equivalente si pu`o richiedere che esista almeno un cinematismo conforme
vo ∈ L tale che

Bu = D , u = vo + w , vo ∈ L .

• Si noti che il cedimento vincolarew ∈ V(Ω) per essere efficace deve essere non
conforme.

La proprietà di congruenza di sistema cinematico{D,w} ∈ H × V(Ω) può equiva-
lentemente essere espressa come propriet`a di congruenza della deformazione tangente
D−Bw ∈ H ovvervando che

Bu = D , u−w ∈ L ⇐⇒ D−Bw ∈ BL .
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La prossima sezione `e dedicata al problema di individuare una condizione variazionale
che caratterizzi la congruenza di un’assegnata deformazione tangente.

8.1. Decomposizione ortogonale

Nella sezione 6.5 (p. 218) si `e mostrato che il sottospazio lineare degli sforzi in
autoequilibrio Sauto = KerB

′

L può scriversi nella forma

Sauto =
[
BL

]⊕
in H .

Se l’operatore cinematicoB ∈ L
{
V,H

}
è unoperatore diKorn, l’operatore cine-

matico BL ∈ L
{
L,H

}
ha immagine chiusa in corrispondenza di ogni sottospazio di

conformità L ⊆ V . Risulta quindi

BL =
[
BL

]⊕⊕
in H .

Vale pertanto la relazione di ortogonalit`a

BL =
[
BL

]⊕⊕
=

[
Sauto

]⊕
in H ,

che fornisce la caratterizzazione variazionale del sottospazio lineare delle deformazioni
tangenti congruenti.

Si può concludere enunciando la seguente

Proprietà di decomposizione dello spazioH .

Il sottospazio lineareBL delle deformazioni tangenti congruenti ed il sot-
tospazio lineareSauto degli sforzi autoequilibrati effettuano una decom-
posizione dello spazio diHilbert H delledeformazioni tangenti regolari
come somma diretta di due complementi ortogonali.

H = Sauto � BL ,
con {

Sauto =
[
BL

]⊕
,

BL =
[
Sauto

]⊕
.

Questa decomposizione svolge un ruolo primario in teoria delle strutture ed `e alla base
dei seguenti risultati.
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Proposizione 8.1. Condizione variazionale di congruenza.Si consideri una struttura
vincolataM(Ω,L,B) . Sussiste allora l’equivalenza

(( T , D )) = 0 ∀T ∈ Sauto = KerB
′

L ⇐⇒ ∃ u ∈ L : D = Bu .

Dim. Il risultato è una formulazione dell’eguaglianza

BL =
[
Sauto

]⊕
,

che sussiste in quanto l’operatoreB ∈ L
{
V,H

}
è un operatore diKorn.

Un’immediata conseguenza `e la seguente.

Proposizione 8.2. In una struttura vincolataM(Ω,L,B) sia {D,w} ∈ H × V
un sistema cinematico costituito da un atto di distorsioneD ∈ H e da un atto di
cedimento vincolarew ∈ V . Sussiste allora l’equivalenza

(( T , D−Bw )) = 0 ∀T ∈ Sauto ⇐⇒ ∃ u ∈ w + L : D = Bu .

Dim. Basta porreD−Bw al posto diD nella proposizione 8.1.

Osservazione 8.1.In alcuni testi di meccanica delle strutture il problema della con-
gruenza di un deformazione tangenteD ∈ H viene discusso enunciando unprincipio
delle forze virtualiche, nella formalizzazione qui sviluppata, `e espresso dall’equivalenza

〈 f , u 〉 = (( T , D )) ,

{
u ∈ L ,

f = B
′

LT ,
∀T ∈ H ⇐⇒

⇐⇒ D = Bu , u ∈ L .

Tale equivalenza, essendo〈 f , u 〉 = 〈 B
′

LT , u 〉 = (( T , Bu )) , può riscriversi

u ∈ L , (( T , D )) = (( T , Bu )) ∀T ∈ H ⇐⇒

⇐⇒ D = Bu , u ∈ L .

L’equivalenzaè pertanto una banale conseguenza della definizione positiva del prodotto
interno inH . Si noti la sostanziale differenza con la proposizione 8.1 che `e fondata
sulla proprietà di chiusura dell’immagine dell’operatore cinematicoBL ∈ L

{
L,H

}
e fornisce la condizione necessaria e sufficiente da imporre sul sistema cinematico
{D, ∂w} ∈ H × V per assicurare l’esistenza di un cinematismo conforme con esso
congruente.
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8.2. Congruenza in problemi al contorno

Sia M(Ω,L,B) una struttura vincolata conL ⊆ V e {D, ∂w} ∈ H × ∂V
un sistema cinematico, costituito da unatto di distorsioneD ∈ H e da unatto di
cedimento vincolare∂w ∈ ∂V .

Si ricordi (vedi sezione 8) che un sistema cinematico `econgruentese esiste almeno
un cinematismou ∈ V che soddisfa lecondizioni di congruenza

Bu = D , Γu ∈ ∂w + ΓL .

• Bu = D è lacondizione differenziale di congruenza,

• Γu ∈ ∂w + ΓL è lacondizione di congruenza al contorno.

Si osservi che la suriettivit`a dell’operatoreΓ ∈ L
{
V, ∂V

}
assicura che per ogni

atto di cedimento vincolare∂w ∈ ∂V esiste almeno un cinematismow ∈ V tale che
Γw = ∂w .

Pertanto una formulazione equivalente delle condizioni di congruenza consiste nel
richiedere che esista almeno un cinematismo conformevo ∈ L tale che

Bu = D , u = w + vo , Γw = ∂w .

La condizione variazionale di congruenza della proposizione 8.1 pu`o essere specializ-
zata al caso dei vincoli al contorno per ottenere il seguente risultato.

Proposizione 8.3. Condizione variazionale di congruenza.Si consideri una strut-
tura M(Ω,L,B) vincolata con condizioni di vincolo imposte al contorno di una
suddivisioneT (Ω) . Allora un sistema cinematico{D, ∂w} ∈ H× ∂V è congruente
e ciòe

∃ u ∈ w + L : Bu = D ,

se e solo se soddisfa la condizione variazionale

(( S , D )) = (( NS , ∂w )) ∀S ∈ KerB
′

L = Sauto .

Dim. Sia w ∈ V tale cheΓw = ∂w . La condizione variazionale di congruenza della
proposizione 8.1, che `e necessaria e sufficiente, si scrive

(( S , D−Bw )) = 0 ∀S ∈ KerB
′

L = Sauto .

EssendoSauto ⊂ S è possibile applicare la formula diGreen. Osservando che
B

′
oS = o ∀S ∈ Sauto si deduce che

(( S , Bw )) = ( B
′

oS , w ) + 〈〈 NS , Γw 〉〉 = 〈〈 NS , Γw 〉〉 ∀S ∈ KerB
′

L .

e quindi il risultato.



238 8 – CONDIZIONI DI CONGRUENZA

Nel 1890L.Donati [11] ha formulato il seguente classico risultato che stabilisce,
per deformazioni tangenti di classe C2(T (Ω)) , l’equivalenza tra la trattazione del
problema della congruenza interna svolta nel capitolo I con i metodi della teoria del
potenziale e la formulazione di tipo variazionale.

Proposizione 8.4. Teorema di Donati. Nel continua tridimensionale la condizione
variazionale di congruenza interna di un atto di deformazioneD , di classeC2(T (Ω)) ,
equivale alla condizione differenziale di congruenza interna:

∫
Ω

T : D dv = 0 , ∀T ∈ Sauto ⇐⇒ rot
[

rotD
]T = O , ∀x ∈ T (Ω) .

Dim. Se è soddisfatta la condizione differenziale di congruenza interna, esiste un
cinematismov ∈ C1(Ω) che soddisfa l’equazione differenzialeBv = D e quindi
anche la condizione variazionale in quantoSauto = (BL)⊕ .

Viceversa si consideri un campo tensoriale pari al prodotto di un tensore simmetrico
Φ e di un mollificatorem(x) con supporto compatto in ogni elemento diT (Ω) .

Si ponga quindi lo stato tensionale autoequilibrato pari a

T(x) = rot
[

rot
[
m(x)Φ

]]T
.

La condizione variazionale di congruenza interna impone allora che

∫
Ω

rot
[

rot(mΦ)
]T (x) : D(x) dv =

∫
Ω

m(x) Φ : rot
[

rotD
]T (x) dv = 0.

L’eguaglianza segue da una doppia applicazione del lemma diGreen tenendo conto
che il campo tensorialem(x)Φ si annulla con tutte le derivate in una striscia aperta
attorno a∂T (Ω) . Si ha quindi che

∫
Ω

εiqpεjksDqk/ps (mΦ)ij dv =
∫
Ω

εiqpεjks(mΦ)ij/ps Dqk dv = 0.

Il lemma del calcolo delle variazioni implica quindi il soddisfacimento dell’equazione
differenziale di congruenza interna rot

[
rotD

]T (x) = O .

Osservazione 8.2.Si noti comunque che la formulazione differenziale del problema
della congruenza interna non consente di imporre il soddisfacimento delle condizioni
di conformità dei cinematismi ai vincoli assegnati sul contorno∂T (Ω) .
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9. FORMULAZIONIVARIAZIONALI

Nei problemi di valori al contorno,

• la condizione di equilibriodi un sistema di forze

{b, t} ∈ H × ∂F ,

• e lacondizione di congruenzadi un sistema cinematico

{D, ∂w} ∈ H × ∂V ,

possono essere espresse, al variare della scelta del sottospazio dei campi di prova,
mediante formulazioni variazionali tra loro equivalenti.

Si noti che tali formulazioni sono equivalenti se si considerano i problemi
dell’equilibrio e della congruenza di un modello continuo.

Al contrario le diverse formulazioni variazionali conducono a soluzioni approssi-
mate che in generale sono diverse.

Fornire un quadro completo delle formulazioni variazionali di equilibrio e di con-
gruenza `e pertanto rilevante sia sotto il profilo teorico che applicativo.

Nel seguito si fornisce un quadro esauriente delle possibili formulazioni variazion-
ali e se ne mostra l’equivalenza.

9.1. Formulazioni variazionali dell’equilibrio

Proposizione 9.1. Le seguenti condizioni variazionali di equilibrio sono tra loro
equivalenti

i) ( b , v ) + 〈〈 t + ρ , Γv 〉〉 = (( T , Bv )) ∀v ∈ V ,

ii) ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 = (( T , Bv )) ∀v ∈ L ,

iii) ( b , v ) + 〈〈 t + ρ , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ Vo ,

iv) ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ Vrig .

dove

b ∈ H t ∈ ∂F T ∈ H ρ ∈ (ΓL)⊥ .
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Dim. Chiaramente vale la catena di implicazionii) ⇒ ii) ⇒ iii) ⇒ iv) .
Per stabilire l’equivalenza basta provare cheiv) ⇒ i) .
Se vale laiv) il teorema delle potenze virtuali assicura l’esistenza di un campo di

sforzo T∗ ∈ H e di un sistema reattivor∗ ∈ L⊥ tali che

( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 + 〈 r∗ , v 〉 = (( T∗ , Bv )) , ∀v ∈ V(Ω) .

La rappresentazione dei sistemi reattivi fornita dalla proposizione 7.1 (p. 223) assicura
che esiste un unicoρ∗ ∈ (ΓL)⊥ tale che

r∗ = Γ′ρ∗ .

Vale dunque la condizione variazionalei) nella forma

i∗) ( b , v ) + 〈〈 t + ρ∗ , Γv 〉〉 = (( T∗ , Bv )) , ∀v ∈ V(Ω) .

Si noti che nellai) lo sforzo T ∈ H è definito a meno di uno sforzo in autoequilibrio
sulla struttura vincolataM = {Ω,L,B} .

Infatti confrontando le espressionii) e i∗) si deduce che deve essere

〈〈 ρ− ρ∗ , Γv 〉〉 = (( T−T∗ , Bv )) , ∀v ∈ V(Ω) ,

e dunque

(( T−T∗ , Bv )) = 0 , ∀v ∈ L ⇐⇒ T−T∗ ∈
[
BL

]⊕
,

e cioè T−T∗ ∈ Sauto .

Osservazione 9.1.La condizione variazionalei) va cos`ı enunciata:

• In corrispondenza del sistema{b, t} ∈ H × F di forze di massa e di contatto,
esistono uno stato di sforzoT ∈ H ed un sistema reattivoρ ∈ (ΓL)⊥ che
soddisfano la condizionei) .
Analoga osservazione vale per le condizioni variazionaliii) e iii) .

Osservazione 9.2.Un dimostrazione alternativa dell’implicazioneiv) ⇒ i) può
condursi mediante le seguenti argomentazioni.

Il teorema delle potenze virtuali assicura cheiv) ⇒ ii) .
Per teorema diCauchy la ii) equivale alle condizioni di equilibrio

B
′

oT = b , NT = t + ρ , ρ ∈ (ΓL)⊥ ,

che sostituite nella formula diGreen conducono allai) .
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9.2. Formulazioni variazionali della congruenza

Proposizione 9.2. Le seguenti condizioni variazionali di congruenza sono tra loro
equivalenti.

i) (( S , D ))− 〈〈 NS , ∂w + ∂v 〉〉 = ( B
′
oS , u ) , ∀S ∈ S ,

ii) (( S , D ))− 〈〈 NS , ∂w 〉〉 = ( B
′
oS , u ) , ∀S ∈ Σ ,

iii) (( S , D ))− 〈〈 NS , ∂w + ∂v 〉〉 = 0 , ∀S ∈ So ,

iv) (( S , D ))− 〈〈 NS , ∂w 〉〉 = 0 , ∀S ∈ Sauto .

dove
D ∈ H , ∂w ∈ ∂V , u ∈ H , ∂v ∈ (NΣ)⊥ = ΓL .

Dim. Chiaramente vale la catena di implicazionii) ⇒ ii) ⇒ iii) ⇒ iv) . Per
stabilirne l’equivalenza basta provare cheiv) ⇒ i) .

Valga la iv) e si pongaΓw = ∂w . La condizione variazionale di congruenza,
proposizione 8.3 (p. 237), assicura l’esistenza di un cinematismou∗ ∈ V e di un
cinematismo conformev∗ ∈ L con Γu∗ = Γ(w + v∗) tali che D = B(w + v∗) .
La formula diGreen mostra allora che

i∗) (( S , D ))− 〈〈 NS , Γ(w + v∗) 〉〉 = ( B
′

oS , u∗ ) , ∀S ∈ S .

Vale dunque la condizione variazionalei) nella forma

(( S , D ))− 〈〈 NS , ∂w + Γv∗ 〉〉 = ( B
′

oS , u∗ ) , ∀S ∈ S .

Si noti che nellai) il cinematismou ∈ H è definito a meno di un cinematismo rigido
conforme. Infatti confrontando lai∗) e la i) si deduce che

( B
′

oS , u− u∗ ) = 0 , ∀S ∈ Σ ⇐⇒ u− u∗ ∈ (B
′

oΣ)⊕ ,

e quindi dalla proposizione 10.7 (p. 248) segue cheu− u∗ ∈ Vrig .

Osservazione 9.3.Un dimostrazione alternativa dell’implicazioneiv) ⇒ i) può
condursi mediante le seguenti argomentazioni.

In forza della condizione variazionale di congruenza, proposizione 8.3 (p. 237),
la iv) implica che∃ u ∈ w + L tale che

Bu = D , Γu ∈ ∂w + L .

Sostituendo nella formula diGreen si perviene allai) .
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9.3. Regole di complementariet`a

Si confrontino le diverse espressioni delle condizioni variazionali di equilibrio e
di congruenza dedotte nella sezione precedente.

Condizioni variazionali di equilibrio

i) ( b , v ) + 〈〈 t + ρ , Γv 〉〉 = (( T , Bv )) ∀v ∈ V ,

ii) ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 = (( T , Bv )) ∀v ∈ L ,

iii) ( b , v ) + 〈〈 t + ρ , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ Vo ,

iv) ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ Vrig .

dove b ∈ H , t ∈ ∂F , T ∈ H , ρ ∈ (ΓL)⊥ = NΣ .

Condizioni variazionali di congruenza

i) (( S , D ))− 〈〈 NS , ∂w + ∂v 〉〉 = ( B
′
oS , u ) ∀S ∈ S ,

ii) (( S , D ))− 〈〈 NS , ∂w 〉〉 = ( B
′
oS , u ) ∀S ∈ Σ ,

iii) (( S , D ))− 〈〈 NS , ∂w + ∂v 〉〉 = 0 ∀S ∈ So ,

iv) (( S , D ))− 〈〈 NS , ∂w 〉〉 = 0 ∀S ∈ Sauto .

dove D ∈ H , ∂w ∈ ∂V , u ∈ H ∂v ∈ (NΣ)⊥ = ΓL .

Dal confronto risulta evidente che tra il problema dell’equilibrio e quello della con-
gruenza sussiste un’analogia formale che rispetta le seguenti

regole di complementarietà.

u ∈ V ⇐⇒ T ∈ S ,

v ∈ L ⇐⇒ S ∈ Σ ,

b ∈ H ⇐⇒ D ∈ H ,

t ∈ ∂F ⇐⇒ ∂w ∈ ∂V ,

B ∈ L
{
V ; H

}
⇐⇒ B

′
o ∈ L

{
S ; H

}
,

Γ ∈ L
{
V ; ∂V

}
⇐⇒ −N ∈ L

{
S ; ∂F

}
.
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10. TEOREMI DI RAPPRESENTAZIONE

Il teorema delle potenze virtuali ed il teorema diCauchy consentono di pervenire
ad importanti risultati di rappresentazione.

Tali risultati, oltre ad essere interessantidi per se, svolgono un ruolo essenziale
nella dimostrazione delle diverse formulazioni variazionali delle propriet`a di equilibrio
e di congruenza.

Nel seguito si assumer`a che l’operatore cinematicoB ∈ L
{
V ; H

}
soddisfi la

diseguaglianza diKorn. Ciò assicura la validit`a del teorema delle potenze virtuali.

Si denoti conB
′
o ∈ L

{
S ; H

}
l’aggiunto formale diB ∈ L

{
V ; H

}
, definito

dalla relazione∫
Ω

T : (Bv) dv =
∫
Ω

(B
′

oT) . v dv ,

{
∀ v ∈ V(Ω) ,

∀ T ∈ D(Ω) ∩ Sym .

10.1. Teoremi primali

Il risultato propedeutico che segue sar`a richiamato nella proposizione 10.2.

Lemma 10.1. Si consideri una strutturaM(Ω,V,B) . In corrispondenza di ogni
sistema di forze di contattot ∈ ∂F esiste almeno un campo di forze di massab ∈ H
tale che il sistema di forze{b, t} sia in equilibrio sulla struttura e ciòe risulti

( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ KerB ,

doveB ∈ L
{
V ; H

}
.

Dim. Si noti che l’operatore cinematicoB ∈ L
{
V ; H

}
soddisfa la diseguaglianza di

Korn e quindi ha nucleo di dimensione finita. E’ possibile fornire una dimostrazione
diretta della proposizione facendo riferimento ad una rappresentazione parametrica del
sottospazio lineare KerB .

Osservazione 10.1.Una dimostrazione alternativa della proposizione 10.1 `e basata
sulla soluzione del problema elastico di una struttura con vincoli elastici al contorno e
di massa, soggetta all’azione del campo di foze di contattot ∈ ∂F . La fomulazione
mista primale del problema `e

M)

{
( Kou , v ) + (( T , Bv )) = 〈〈 t , Γv 〉〉 , u ∈ V ∀v ∈ V ,

(( Bu , S ))− (( CoT , S )) = 0 , T ∈ H ∀S ∈ H ,

con Ko ∈ L
{
H ; H

}
, Co ∈ L

{
H ; H

}
, KerKo = {o} , KerCo = {o} .

Il problemaM) ammette un’unica soluzione [50]. Basta quindi porreb = −Kou
con u ∈ V soluzione del problemaM ed assumere chev ∈ KerB .
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Proposizione 10.2. Rappresentazione delle forze di contatto.Sia T (Ω) una sud-
divisione di Ω , Γ ∈ L

{
V, ∂V

}
il corrispondente operatore al contorno eL ⊆ V

il sottospazio lineare dei cinematismi conformi. Allora ogni sistema di forze reat-
tive di contatto ρ ∈ (ΓL)⊥ può ottenersi come flusso al contorno∂T (Ω) di un
campo di sforzi conformiT ∈ Σ . In altri termini l’operatore del flusso al contorno
N ∈ L

{
S ; ∂F

}
è suriettivo daΣ su (ΓL)⊥ e ciòe

NΣ = [ΓL]⊥ .

Vale pertanto la diseguaglianza ‖NT ‖
∂F ≥ cN ‖T ‖S/(KerN∩Σ)

∀T ∈ Σ .

Dim. Sia ρ ∈ (ΓL)⊥ un sistema reattivo e si consideri la strutturaM(Ω,V,B) priva
di vincoli al contorno di∂T (Ω) . Essendo dim KerB < +∞ , il lemma 10.1 assicura
cheè possibile determinare un campo di forze di massab ∈ H tale che

( b , v ) + 〈〈 ρ , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ KerB .

Il teorema delle potenze virtuali assicura allora che esiste un campo di sforziT ∈ H
tale che

( b , v ) + 〈〈 ρ , Γv 〉〉 = (( T , Bv )) ∀v ∈ V .

Dal teorema diCauchy segue quindi cheT ∈ S e cheNT = ρ . Dunque[ΓL]⊥ ⊆
NΣ . Essendo per definizioneNΣ ⊆ [ΓL]⊥ si può concludere cheNΣ = [ΓL]⊥ .

La diseguaglianza invocata nell’enunciato `e una diretta conseguenza del teorema
dell’immagine chiusa.

Proposizione 10.3. Rappresentazione dei valori al contorno dei cinematismi con-
formi. Sia T (Ω) una suddivisione diΩ e L ⊆ V il sottospazio lineare dei
cinematismi conformi. Allora un cinematismo al contorno∂u ∈ ∂V è il valore al
contorno di un cinematismo conformeu ∈ L se e solo se per esso compie potenza
virtuale nulla il flussoNT ∈ ∂F di ogni campo di sforzo conformeT ∈ Σ . In altri
termini l’operatore al contornoΓ ∈ L

{
V, ∂V

}
è suriettivo daL su (NΣ)⊥ , risulta

cioè

ΓL = [NΣ]⊥ .

Dim. Poichè il sottospazio lineareΓL è chiuso in ∂V il risultato è fornito dalla
relazione

[ΓL]⊥⊥ = ΓL = [NΣ]⊥ ,

cui si perviene prendendo i complementi ortogonali nella relazioneNΣ = [ΓL]⊥

stabilita nella proposizione 10.2.
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Proposizione 10.4. Rappresentazione delle forze di contatto in equilibrio. Sia
T (Ω) una suddivisione diΩ e L ⊆ V il sottospazio dei cinematismi conformi.
Allora ogni campo di forze di contattot ∈ ∂F è in equilibrio al contorno con un
campo di sforziT ∈ So + Σ , somma di uno in autoequilibrio di massa e di uno
conforme, se e solo seè ortogonale ai cinematismi rigidi conformi. Si ha cioè che

NSo + [ΓL]⊥ = N(So + Σ) = [ΓVrig]⊥ ⊆ ∂F .

Dim. Sia t ∈ [ΓVrig]⊥ ⊆ ∂F e cioè

t ∈ ∂F , 〈〈 t , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ Vrig .

Il teorema delle potenze virtuali stabilisce l’equivalenza

t ∈ [ΓVrig]⊥ ⇐⇒ ∃ T ∈ H : 〈〈 t , Γv 〉〉 = (( T , Bv )) ∀v ∈ L .

Il teorema diCauchy stabilisce poi l’equivalenza

∃ T ∈ H , 〈〈 t , Γv 〉〉 = (( T , Bv )) ∀v ∈ L ⇐⇒

∃ T ∈ S , NT ∈ t + [ΓL]⊥ , B
′

oT = 0 ⇐⇒

∃ T ∈ So , t ∈ NT + [ΓL]⊥ ⇐⇒ t ∈ N(So + Σ) ,

dove siè invocata la relazione[ΓL]⊥ = NΣ stabilita nella proposizione 10.2.

Osservazione 10.2.L’eguaglianzaNSo +[ΓL]⊥ = [ΓVrig]⊥ sussiste per ogni scelta
del sottospazio dei cinematismi conformiL ⊆ V . Allora

• PonendoL = V risulta [ΓL]⊥ = NΣ = {o} e si ottiene che

NSo = [Γ KerB]⊥ ⊆ ∂F ,

essendoB ∈ L
{
V ; H

}
. Un caso particolare di questo risultato `e riportato in [45]

§ III.1, Lemma 1.3, con riferimento all’operatoreB = grad . La dimostrazione
si riferisce ad un caso bidimensionale ed `e basata sulla soluzione di un problema
di Neumann (a tal proposito si veda la successiva osservazione 10.3).

• Se il sottospazioL è tale cheVrig = KerBL = {o} e cioè sono impediti
cinematismi rigidi conformi, risulta

NSo + [ΓL]⊥ = N(So + Σ) = ∂F .

In tal caso ogni sistema di forze di contatto pu`o essere rappresentato come somma
del flusso di un campo di sforzi in equilibrio con forze di massa nulle e di un
sistema reattivo.



246 10 – TEOREMI DI RAPPRESENTAZIONE

Proposizione 10.5. Rappresentazione delle forze reattive in equilibrio.Sia T (Ω)
una suddivisione diΩ e L ⊆ V il sottospazio dei cinematismi conformi. Allora un
sistema di forze reattive di contattoρ ∈ [ΓL]⊥ è in equilibrio al contorno con un
campo di sforzi in autoequilibrioT ∈ Sauto se e solo sèe ortogonale ai cinematismi
conformi ed a quelli rigidi. Si ha ciòe che

NSauto = [ΓL]⊥ ∩ [ΓVo]⊥ = [Γ(L+ Vo)]⊥ ⊆ ∂F .

Dim. Sia ρ ∈ [ΓL]⊥ ∩ [ΓVo]⊥ e cioè

ρ ∈ [ΓL]⊥ , 〈〈 ρ , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ Vo .

Il teorema delle potenze virtuali stabilisce l’equivalenza

ρ ∈ [ΓVo]⊥ ⇐⇒ ∃ T ∈ H : 〈〈 ρ , Γv 〉〉 = (( T , Bv )) ∀v ∈ V .

Il teorema diCauchy stabilisce poi l’equivalenza

∃ T ∈ H , 〈〈 ρ , Γv 〉〉 = (( T , Bv )) ∀v ∈ V ⇐⇒

∃ T ∈ S , NT = ρ ∈ [ΓL]⊥ , B
′

oT = 0 ⇐⇒

∃ T ∈ Sauto , ρ = NT ,

e ciò prova il risultato.

In particolare perL = KerΓ si ottiene che[ΓVo]⊥ = NSo .
Un caso pi`u generale di quello considerato nella proposizione 10.4 sar`a discusso

nella sezione

Proposizione 10.6. Rappresentazione delle forze di massa in equilibrio.Sia T (Ω)
una suddivisione diΩ e L ⊆ V il sottospazio dei cinematismi conformi. Allora un
campo di forze di massab ∈ H è in equilibrio con un campo di sforzi conformiT ∈ Σ
se e solo sèe ortogonale ai cinematismi rigidi conformi. Si ha cioè che

B
′
oΣ = [Vrig]⊕ .

Vale pertanto la diseguaglianza ‖B
′
oT ‖H

≥ α ‖T ‖S/(KerB
′
o∩Σ)

∀T ∈ Σ .
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Dim. Sia b ∈ [Vrig]⊕ ⊆ H e cioè

b ∈ H , ( b , v ) = 0 ∀v ∈ Vrig .

Il teorema delle potenze virtuali stabilisce l’equivalenza

b ∈ [Vrig]⊕ ⇐⇒ ∃ T ∈ H : ( b , v ) = (( T , Bv )) ∀v ∈ L .

Il teorema diCauchy stabilisce poi l’equivalenza

∃ T ∈ H , ( b , v ) = (( T , Bv )) ∀v ∈ L ⇐⇒

∃ T ∈ S , NT ∈ [ΓL]⊥ , B
′

oT = b ⇐⇒ b ∈ B
′

oΣ .

Si è cos`ı stabilita l’eguaglianzaB
′
oΣ = [Vrig]⊕ dalla quale si deduce in partico-

lare che l’immagine dell’operatore lineare continuoB
′
o ∈ L(Σ ; H) è chiusa. La

diseguaglianza invocata nell’enunciato `e allora una diretta conseguenza del teorema
dell’immagine chiusa.

Osservazione 10.3.Il risultato fornito dalla proposizione 10.6 svolge un ruolo fon-
damentale nella dimostrazione della complementariet`a tra le condizioni di equilibrio e
quelle di congruenza che sar`a discussa nella sezione 10.2.

Un caso particolare del risultato stabilito nella proposizione 10.6 `e riportato in
[45] § IV.1.2, pag. 136, con riferimento all’operatore differenzialeB = grad . Nel
presente contesto pi`u generale il risultato si enuncia affermando che l’operatoreB

′
o =

−div ∈ L
{
Σ ; H

}
è suriettivo seVrig = {o} . Tale affermazione `e una semplice e

diretta conseguenza della pi`u generale eguaglianzaB
′
oΣ = [Vrig]⊕ .

La dimostrazione in [45] si riferisce al caso bidimensionale ed `e basata sulla
soluzione di un problema diPoisson con condizioni al contorno miste diDirichlet-
Neumann.

Nel presente contesto la dimostrazione consisterebbe nel considerare la soluzione
di un problema elastico del tipo

(( EoBu , Bv )) = ( b , v ) , ∀v ∈ L ,

con Eo ∈ L
{
H ; H

}
operatore di rigidezza elastica simmetrico edH-ellittico:

(( EoBu , Bu )) ≥ cE ‖u ‖
2
H

, ∀v ∈ V .

Assumendo cheVrig = KerBL = {o} il problema elastico ammette una soluzione
unica per ognib ∈ H . Ponendo alloraTu = EoBu risulta cheB

′
oTu = b per cui

dalla formula diGreen segue che〈〈 NT , Γv 〉〉 = 0 e cioè cheTu ∈ Σ .
La dimostrazione della proposizione 10.6 mostra che al risultato si pu`o pervenire

più direttamente deducendo l’esistenza del campo di sforzi dal teorema della potenza
virtuale invece che dalla discussione di un problema di elastostatica.
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Proposizione 10.7. Rappresentazione dei cinematismi rigidi conformi.Sia T (Ω)
una suddivisione diΩ e L ⊆ V il sottospazio dei cinematismi conformi. Un cine-
matismou ∈ H è rigido e conforme se e solo se per esso compie potenza virtuale
nulla ogni campoB

′
oT ∈ H di forze di massa in equilibrio con un campo di sforzo

conformeT ∈ Σ . Risulta ciòe

Vrig = KerB ∩ L = [B
′
oΣ]⊕ .

Dim. Sia u ∈ [B
′
oΣ]⊕ . Ciò significa cheu ∈ H edè tale che

( B
′

oT , u ) = 0 ∀T ∈ Σ .

Risulta allora
〈 Bu , Φ 〉 : = ( B

′

oΦ , u ) = 0 ∀Φ ∈ DH ,

e pertantoBu ∈ H e u ∈ KerB con B ∈ L
{
V ; H

}
. Dalla formula diGreen

(( T , Bu )) = ( B
′

oT , u ) + 〈〈 NT , Γu 〉〉 , ∀T ∈ S , u ∈ V ,

in forza della proposizione 10.3 (p. 244) si deduce che

u ∈ V , 〈〈 NT , Γu 〉〉 = 0 ∀T ∈ Σ ⇐⇒ Γu ∈ ΓL .

Tale condizione, essendo KerΓ ⊆ L , equivale ad imporre cheu ∈ L . Dunque
sussiste l’inclusioneVrig ⊇ [B

′
oΣ]⊕ .

Viceversa seu ∈ Vrig si ha che{
u ∈ L ⇒ 〈〈 NT , Γu 〉〉 = 0 ∀T ∈ Σ ,

u ∈ KerB ⇒ (( T , Bu )) = 0 ∀T ∈ S .

Dunque risulta( B
′
oT , u ) = 0 ∀T ∈ Σ e quindi si pu`o concludere che sussiste

anche l’inclusioneVrig ⊆ [B
′
oΣ]⊕ .

Osservazione 10.4.La proposizione 10.7 pu`o essere dedotta dalla proposizione 10.6
eguagliando i complementi ortogonali nell’eguaglianza

B
′

oΣ = [Vrig]⊕ ,

ed osservando che[Vrig]⊕⊕ = Vrig in quanto, essendoB ∈ L
{
V ; H

}
un operatore

di Korn, il sottospazio lineareVrig = KerBL ⊂ V ⊂ H è di dimensione finita e
quindi chiuso anche per la topologia diH (oltre che per quella diV ).
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Sulla base delle eguaglianze enunciate nelle proposizioni 10.6 e 10.7 si pu`o con-
cludere che vale la seguente

Proprietà di decomposizione dello spazioH .

Il sottospazio lineareVrig = KerB ∩ L ⊆ H , dei cinematismi rigidi
conformi, ed il sottospazio lineareB

′
oΣ ⊆ H , costituito dai campi di forza

di massaB
′
oT ∈ H in equilibrio con almeno un campo di sforzo conforme

T ∈ Σ , effettuano una decomposizione dello spazio diHilbert H come
somma diretta di due complementi ortogonali.

H = Vrig � B
′

oΣ ,

con  Vrig = [B
′

oΣ]⊕ ,

B
′

oΣ = [Vrig]⊕ .

Si noti la complementariet`a con la propriet`a di decomposizione dello spazio di
Hilbert H stabilita nella sezione 8.1 (p. 235).

Osservazione 10.5.Si noti che

L : = KerΓ ⇐⇒ Σ = S ,

L : = V ⇐⇒ Σ = KerN ,

Se L = KerΓ risulta ΓL = {o} per cui [ΓL]⊥ = ∂F . Quindi dalla relazione
NΣ = [ΓL]⊥ della proposizione 10.2 (p. 244) si trae che

NS = ∂F .

In altri termini l’operatore di flusso al contornoN ∈ L
{
S ; ∂F

}
è suriettivo.

Viceversa la condizioneNΣ = ∂F richiede che[ΓL]⊥ = ∂F e quindi che sia
L = KerΓ .
Un caso particolare di questo risultato `e riportato in [45], § III.1, Lemma 1.2,
con riferimento all’operatoreB = grad . La dimostrazione `e basata su una
applcazione del teorema diRiesz-Fréchet in H1(Ω) (vedi ad es. [47]).

Se risultaVrig = KerBL = {o} dalla relazioneB
′
oΣ = [ KerBL]

⊕ ⊆ H della
proposizione 10.6 si ha che

B
′

oΣ = H ,

e cioè l’operatore di equilibrio di massaB
′
o ∈ L

{
Σ ; H

}
è suriettivo.
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Dalla decomposizione dello spazioH , ponendoL = V si deduce che vale la
decomposizione

H = KerB � B
′

o( KerN) con

{
KerB = [B

′

o( KerN)]⊕ ,

B
′

o( KerN) = [ KerB]⊕ .

Analogamente dalla decomposizione dello spazioH , ponendoL = KerΓ segue
la decomposizione

H = KerB
′

o � B( KerΓ) con

{
KerB

′

o =
[
B( KerΓ)

]⊕
,

B( KerΓ) =
[

KerB
′

o

]⊕
.

Si può ora mostrare che

Proposizione 10.8. Rappresentazione delle forze di contatto in equilibrio. Sia
T (Ω) una suddivisione diΩ . Allora ogni campo di forze di contatto in equilibrio
t ∈ [Γ( KerB)]⊥ ⊆ F può ottenersi come flusso al contorno∂T (Ω) di un campo di
sforzi T ∈ KerB

′
o in equilibrio con forze di massa nulle. In altri termini l’operatore

del flusso al contornoN ∈ L
{
S; ∂F

}
è suriettivo daKerB

′
o su [Γ( KerB)]⊥ e ciòe

N( KerB
′
o) = [Γ( KerB)]⊥ .

Dim. PonendoL = KerB si ha che

Σ =
{
T ∈ S : 〈〈 NT , Γu 〉〉 = −( B

′

oT , v ) = 0 ∀v ∈ KerB
}

.

Tenendo conto della relazione[ KerB]⊕ = B
′
o( KerN) , si può porre

Σ =
{
T ∈ S : B

′

oT ∈ [ KerB]⊕ = B
′

o( KerN)
}

,

e cioè

Σ = KerN + KerB
′

o .

Ne segue cheNΣ = N( KerB
′
o) per cui il risultatoè una diretta conseguenza della

proposizione 10.2 (p. 244).
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10.2. Teoremi complementari

Facendo riferimento alle

regole di complementarietà.

u ∈ V ⇐⇒ T ∈ S ,

v ∈ L ⇐⇒ S ∈ Σ ,

b ∈ H ⇐⇒ D ∈ H ,

t ∈ ∂F ⇐⇒ ∂w ∈ ∂V ,

B ∈ L
{
V ; H

}
⇐⇒ B

′
o ∈ L

{
S ; H

}
,

Γ ∈ L
{
V ; ∂V

}
⇐⇒ −N ∈ L

{
S ; ∂F

}
,

è possibile formulare i complementari dei teoremi di rappresentazione enunciati nella
sezione 10 (p. 243).

Nel seguito, per completezza, si riportano l’enunciato e la dimostrazione dei risul-
tati complementari di quelli enunciati nel lemma 10.1 (p. 243) e nelle proposizioni
10.4 (p. 245) e 10.5 (p. 246).

Lemma 10.9. Si consideri una struttura vincolataM(Ω,L,B) . In corrispondenza
di ogni atto di cedimento∂w ∈ ∂V esiste almeno un campo di deformazioni tangenti
D ∈ H tale che il sistema cinematico{D, ∂w} ∈ H × ∂V sia congruente sulla
struttura e ciòe risulti

(( S , D ))− 〈〈 NS , ∂w 〉〉 = 0 ∀S ∈ Sauto .

Dim. La dimostrazione `e basata sulla soluzione del problema elastico

MC)

{
(( S , CoT )) + ( B

′
oS , u ) = 〈〈 NS , ∂w 〉〉 , T ∈ Σ ∀S ∈ Σ ,

( B
′
oT , v )− ( Kou , v ) = 0 , u ∈ H ∀v ∈ H ,

con Ko ∈ L
{
H ; H

}
, Co ∈ L

{
H ; H

}
, KerKo = {o} , KerCo = {o} , cheè

discusso in generale in [50]. Basta infatti porreD = CoT dove T ∈ S è l’unica
soluzione del problemaMC ed osservare cheSauto = Σ ∩ KerB

′
o .

Proposizione 10.10. Rappresentazione degli atti di cedimento congruenti. Sia
T (Ω) una suddivisione diΩ e L ⊆ V il sottospazio dei cinematismi conformi. Allora
ogni campo di atti di cedimento∂w ∈ ∂V è congruente con un campo di cinematismi
v ∈ Vo +L somma di uno rigido e di uno conforme se e solo seè ortogonale al flusso
di ogni stato di autosforzo. Si ha cioè che

ΓVo + [NΣ]⊥ = Γ(Vo + L) = [NSauto]⊥ ⊆ ∂V .
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Dim. Sia ∂w ∈ [NSauto]⊥ ⊆ ∂F e cioè

∂w ∈ ∂V , 〈〈 NS , ∂w 〉〉 = 0 ∀S ∈ Sauto .

La condizione variazionale di congruenza stabilisce l’equivalenza

∂w ∈ [NSauto]⊥ ⇐⇒ ∃ u ∈ V , Γu ∈ ∂w + ΓL , Bu = o ⇐⇒
∃ u ∈ Vo , ∂w ∈ Γu + ΓL ⇐⇒ ∂w ∈ Γ(Vo + L) ,

e l’asserto `e dimostrato tenendo conto che per la proposizione 10.3 (p. 244) risulta
ΓL = [NΣ]⊥ .

Proposizione 10.11. Rappresentazione dei cinematismi conformi congruenti.Sia
T (Ω) una suddivisione diΩ e L ⊆ V il sottospazio dei cinematismi conformi. Allora
un campo di cinematismi liberi sul contorno∂w ∈ ΓL è congruente con un campo di
cinematismi rigidiu ∈ Vrig se e solo sèe ortogonale al flusso di ogni stato di sforzo
somma di uno conforme e di uno in equilibrio con forze di massa nulle. Si ha cioè che

ΓVrig = [NΣ]⊥ ∩ [NSo]⊥ = [N(Σ + So)]⊥ ⊆ ∂V .

Dim. Sia ∂w ∈ [NΣ]⊥ ∩ [NSo]⊥ , cioè ∂v ∈ [NΣ]⊥ , 〈〈 NS , ∂v 〉〉 = 0 ∀S ∈ So .
La condizione variazionale di congruenza della proposizione 8.3 (p. 237) assicura che

∂w ∈ [NSo]⊥ ⇐⇒ ∃ u ∈ V : Bu = O , Γu = ∂w .

Allora dalla condizione∂w ∈ [NΣ]⊥ = ΓL si deduce cheu ∈ L .
Quindi u ∈ KerB ∩ L = Vrig .
Viceversa se∂w ∈ ΓVrig esiste unu ∈ Vrig tale cheΓu = ∂w e dalla

formula diGreen

(( T , Bu )) = ( B
′

oT , u ) + 〈〈 NT , Γu 〉〉 , ∀T ∈ S ,

si evince che〈〈 NT , Γu 〉〉 = 0 per ogniT ∈ So in quantoBu = O e B
′
oT = o .

Inoltre si ha anche che〈〈 NT , Γu 〉〉 = 0 per ogni T ∈ Σ in quantoΓu = ΓL =
[NΣ]⊥ . Ciò prova il risultato.

In particolare perL = KerΓ , e cioè Σ = S , si ottiene che[NSo]⊥ = ΓVo .

Nella prossima sezione si riporta un quadro sinottico dei principali risultati e delle
relazioni di maggior rilievo in meccanica delle strutture.
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10.3. Synopsis

• spazio dei cinematismiGreen-regolari

V(Ω) : =
{
v ∈ H(Ω) | ∃ Tv(Ω) : Bv|P ∈ H(P)

}
.

• spazio degli sforziGreen-regolari

S(Ω) : =
{
T ∈ H(Ω) | ∃ TT(Ω) : B

′
oT|P ∈ H(P)

}
.

• spazio delle forze F(Ω) = V′(Ω) duale topologico diV(Ω) .

• formula diGreen generalizzata

(( T , Bu )) = ( B
′
oT , u ) + 〈〈 NT , Γu 〉〉 , u ∈ V(Ω) ,T ∈ S(Ω) .

• cinematismiT (Ω)-conformi

u ∈ V = V(T (Ω)) ⇐⇒ u ∈ V(Ω) ,


[[

Γu
]]

= o ,

in ogni P ∈ T (Ω) .

• sforzi T (Ω)-conformi

T ∈ S = S(T (Ω)) ⇐⇒ T ∈ S(Ω) ,


[[

NT
]]

= o ,

in ogni P ∈ T (Ω) .

• cinematismi conformi

L = KerGΓ =
{
v ∈ V : Γv ∈ KerG = Im P

}
.

• reazioni vincolari

R(Ω) : = L⊥ =
{
f ∈ F(Ω) : 〈 f , v 〉 = 0 ∀v ∈ L

}
,

L = R(Ω)⊥ =
{
u ∈ V(Ω) : 〈 r , u 〉 = 0 ∀ r ∈ R(Ω)

}
.
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• forze attive

FL = L′ = F(Ω)
R(Ω)

.

• cinematismi rigidi

Vo : =
{
u ∈ V : Bu = o

}
= KerB .

• cinematismi rigidi conformi

Vrig : =
{
u ∈ L : Bu = o

}
= Vo(Ω) ∩ L = KerBL .

• seconda diseguaglianza diKorn

‖Bu ‖H(Ω)
+ ‖u ‖

H(Ω)
≥ α ‖u ‖

Hm(Ω)
∀u ∈ Hm(Ω) ⇐⇒


dim KerBL < +∞ ,

‖Bu ‖H(Ω)
≥ c ‖u ‖V(Ω)/KerBL

∀u ∈ L , ∀L ⊂ V(Ω) .

• reazioni vincolari al contorno

∂R = [ΓL]⊥ ⇐⇒ ΓL = ∂R⊥ .

• sforzi conformi

Σ =
{
T ∈ S : NT ∈ [ΓL]⊥

}
⇐⇒{

T ∈ S : 〈〈 NT , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ L
}

.

• sforzi in equilibrio con forze di massa nulle

So : =
{
T ∈ S : B

′
oT = o

}
= KerB

′
o .

• sforzi autoequilibrati

Sauto : =
{
T ∈ H(Ω) : (( T , Bv )) = 0 , ∀v ∈ L

}
=

{
T ∈ S : B

′

oT = o , NT ∈ [ΓL]⊥
}

= So(Ω) ∩Σ = KerB
′

o ∩Σ = KerB
′

L .
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teorema delle potenze virtuali

� ∈
[

KerBL
]⊥ ⊆ FL ⇐⇒

∃ T ∈ H : 〈 � , v 〉 = (( T , Bv )) ∀v ∈ L .

teorema diCauchy

( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 = (( T , Bv )) , ∀v ∈ L ⇐⇒
{

B
′
oT = b ,

NT ∈ t + [ΓL]⊥ .

rappresentazione delle forze di massa in equilibrio

B
′
oΣ = [Vrig]⊕ ,

dove B
′
o ∈ L

{
S ; H

}
. In particolare ImB

′
o = H .

rappresentazione dei valori al contorno dei cinematismi conformi

ΓL = (NΣ)⊥ .

rappresentazione del flusso al contorno degli sforzi conformi

NΣ = (ΓL)⊥ ,

dove N ∈ L
{
S ; ∂F

}
. In particolare ImN = ∂F .

rappresentazione dei cinematismi rigidi conformi

Vrig = KerB ∩ L = [B
′
oΣ]⊕ .

deformazioni tangenti conformi

BL = [ KerB
′
o ∩Σ]⊕ = S⊕auto .
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decomposizionedello spazioH(Ω) in somma diretta di complementi ortogonali

H(Ω) = Vrig � B
′
oΣ ,

{
Vrig =

[
B

′

oΣ
]⊕

,

B
′

oΣ =
[
Vrig

]⊕
.

decomposizionedello spazioH(Ω) in somma diretta di complementi ortogonali

H(Ω) = Sauto � BL ,

{
Sauto =

[
BL

]⊕
,

BL =
[
Sauto

]⊕
.

rappresentazione delle forze di contatto in equilibrio

NSo + [ΓL]⊥ = N(So + Σ) = [ΓVrig]⊥ ⊆ ∂F .

rappresentazione dei cinematismi al contorno congruenti

ΓVo + [NΣ]⊥ = Γ(Vo + L) = [NSauto]⊥ ⊆ ∂V .

casi particolari

N( KerB
′

o) = [Γ( KerB)]⊥ ,

Γ( KerB) = [N( KerB
′

o)]
⊥ .

rappresentazione delle forze reattive in equilibrio

NSauto = [ΓL]⊥ ∩ [ΓVo]⊥ ⊆ ∂F ⇒ NSo = [ΓVo]⊥ .

rappresentazione dei cinematismi conformi congruenti

ΓVrig = [NΣ]⊥ ∩ [NSo]⊥ ⊆ ∂V ⇒ ΓVo = [NSo]⊥ .
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condizioni variazionali di autoequilibrio

i) ( b , v ) + 〈〈 t + ρ , Γv 〉〉 = (( T , Bv )) , ∀v ∈ V ,

ii) ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 = (( T , Bv )) , ∀v ∈ L ,

iii) ( b , v ) + 〈〈 t + ρ , Γv 〉〉 = 0 , ∀v ∈ Vo ,

iv) ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 = 0 , ∀v ∈ Vrig .

dove b ∈ H , t ∈ ∂F , T ∈ H , ρ ∈ (ΓL)⊥ = NΣ .

condizioni variazionali di congruenza

i) (( S , D ))− 〈〈 NS , ∂w + ∂v 〉〉 = ( B
′
oS , u ) , ∀S ∈ S ,

ii) (( S , D ))− 〈〈 NS , ∂w 〉〉 = ( B
′
oS , u ) , ∀S ∈ Σ ,

iii) (( S , D ))− 〈〈 NS , ∂w + ∂v 〉〉 = 0 , ∀S ∈ So ,

iv) (( S , D ))− 〈〈 NS , ∂w 〉〉 = 0 , ∀S ∈ Sauto .

dove D ∈ H , ∂w ∈ ∂V , u ∈ H ∂v ∈ (NΣ)⊥ = ΓL .

regole di complementarietà.

u ∈ V ⇐⇒ T ∈ S ,

v ∈ L ⇐⇒ S ∈ Σ ,

b ∈ H ⇐⇒ D ∈ H ,

t ∈ ∂F ⇐⇒ ∂w ∈ ∂V ,

B ∈ L
{
V ; H

}
⇐⇒ B

′
o ∈ L

{
S ; H

}
,

Γ ∈ L
{
V ; ∂V

}
⇐⇒ −N ∈ L

{
S ; ∂F

}
.



258 11 – EQUILIBRIO DINAMICO

11. EQUILIBRIO DINAMICO

Le equazioni fondamentali della dinamica possono essere dedotte dalla condizione
di equilibrio includendo tra le forze anche la forza d’inerzia.

Nella meccanica classica la forza d’inerzia `e l’integrale del prodotto tra la densit`a
e l’opposto del campo vettoriale di accelerazione misurato da un osservatore galileiano
e cioè in moto rettilineo ed uniforme rispetto ad un riferimento privilegiato.

Nella formulazione delle leggi della dinamica un ruolo basilare `e svolto dal prin-
cipio di conservazione della massa che `e illustrato nella prossima sezione.

11.1. Conservazione della massa

La legge locale di conservazione della massa pu`o essere dedotta mediante
un’applicazione del teorema diReynolds (proposizione I.8.1 (p. 68)):

d

dt

∫
χ(B,t)

φ dv =
∫

χ(B,t)

(
φ̇ + φ div v

)
dv =

∫
χ(B,t)

(
φ′ + div (φv)

)
dv .

Sia infatti

• m(P) la massa diP ⊆ B ,

• Fχ(B) una traiettoria del corpoB ,

• ρB(p) il campo di densit`a del corpoB ,

• ρ(x, t) il campo di densit`a suχ(B, t) .

La legge diconservazione della massastabilisce che

m(χ(P, t)) =
∫

χ(P,t)

ρ dv =
∫
P

ρ Jχ dvB =
∫
P

ρB dvB = m(P) .

L’arbitrarietà di P ⊆ B mostra quindi che

ρ Jχ = ρB .

Dal teorema del trasporto si deduce inoltre che, per ogniP ⊂ B ,

m(χ(P, t))̇ =
d

dt

∫
χ(P,t)

ρ dv =
∫

χ(P,t)

(
ρ̇ + ρ div v

)
dv =

∫
χ(P,t)

(
ρ′ + div (ρv)

)
dv .
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La legge di conservazione della massa impone che

m(χ(P, t))̇ = 0 ,

edè pertanto equivalente alle seguenti condizioni locali suΩ(t) = χ(B, t)

ρ̇ + ρ ( div v) = 0 ⇐⇒ ρ′ + div (ρv) = 0 ,

ed alla legge integrale ∫
χ(P,t)

ρ′ dv +
∫

∂χ(P,t)

ρv . n da = 0 .

valida per ogniP ⊂ B . Dalla relazioneρ̇ + ρ ( div v) = 0 , moltiplicando per lo
jacobianoJχ e facendo ricorso alla legge di espansione diEuler

J̇χ = Jχ ( div v)m ,

si ritrova la condizione

ρ̇ Jχ + ρ J̇χ = 0 ⇐⇒ (ρ Jχ)̇ = 0 ⇐⇒ ρ Jχ = ρB .

Dalle relazioniρ′+ρ ( div v) = 0 e v̇ = v′+(dv) [v ] si deduce la seguente relazione
che esprime la forza d’inerzia per unit`a di volume in termini di derivata spaziale:

ρv̇ = ρ
[
v′ + dv [v ]

]
= (ρv)′ − ρ′ v + ρ (dv) [v ] =

= (ρv)′ + v div (ρv) + (dv) [ ρv ] =

= (ρv)′ + div (ρv ⊗ v) .

Come semplice conseguenza dei risultati precedenti si deduce ancora che per ogni
campo spaziale, scalareφ(x, t) , vettoriale u(x, t) o tensorialeT(x, t) , valgono le
formule ∫

χ(P,t)

φ ρ dv =
∫
P

φm ρB dvB ,
d

dt

∫
χ(P,t)

φ ρ dv =
∫

χ(P,t)

φ̇ ρ dv ,

∫
χ(P,t)

u ρ dv =
∫
P

um ρB dvB ,
d

dt

∫
χ(P,t)

u ρ dv =
∫

χ(P,t)

u̇ ρ dv ,

∫
χ(P,t)

T ρ dv =
∫
P

Tm ρB dvB ,
d

dt

∫
χ(P,t)

T ρ dv =
∫

χ(P,t)

Ṫ ρ dv .
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Le prime sono immediata conseguenza della legge di conservazione della massa.
Le seconde sono una diretta conseguenza delle prime.
In alternativa, possono essere ottenute anche dalla formula del trasporto di

Reynolds, richiamata all’inizio di questa sezione, e dalle analoghe per campi vetto-
riali e tensoriali, osservando che

(φ ρ)̇ + (φ ρ) div v = φ̇ ρ + φ (ρ̇ + ρ div v) = φ̇ ρ ,

(u ρ)̇ + (u ρ) div v = u̇ ρ + u (ρ̇ + ρ div v) = u̇ ρ ,

(T ρ)̇ + (T ρ) div v = Ṫ ρ + T (ρ̇ + ρ div v) = Ṫ ρ .

Sia oraΩ unvolume di controlloal tempot ∈ I e cioè una fissata regione dello spazio
cheè attraversata dal corpo nella sua traiettoria in un intorno dell’istantet ∈ I .

Si ha cioè che

Ω ⊂ χ(B, τ) ∀ τ ∈ [ t− ε, t + ε ] , ε > 0 .

La prossima proposizione stabilisce che il tasso d’incremento della massa contenuta in
un volume di controllo `e uguale al flusso di massa entrante attraverso la superficie di
frontiera.

Proposizione 11.1. Conservazione della massa per un volume di controllo.Sia Ω
un volume di controllo al tempot ∈ I . Allora

d

dt

∫
Ω

ρ dv = −
∫

∂Ω

ρv . n da .

Dim. Integrando la relazioneρ′ + div (ρv) = 0 su Ω e tenendo conto che

d

dt

∫
Ω

ρ dv =
∫
Ω

ρ′ dv ,

∫
Ω

div (ρv) dv =
∫

∂Ω

ρv . n da ,

si ottiene il risultato.

11.2. Legge fondamentale della dinamica

La condizione di equilibrio dinamico di un corpoB , che nel corso di una traiet-
toria dinamica occupa una configurazione spazialeΩ , si deduce dalla condizione di
equilibrio statico enunciata nella sezione 6 (p. 201) esplicitando il ruolo svolto dalle
forze d’inerzia, secondo l’idea diD’Alembert 52 edEuler [3].

52 Jean-Baptiste Le Rond D’Alembert (1717-1783) Traité de dynamique, Paris, 1743.
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Nella configurazione spazialeΩ di una struttura vincolataM(Ω,L,B) siano

• ρ ∈ L2(Ω) campo di densit`a di massa,

• v ∈ L(T (Ω)) campo di velocit`a,

• v̇ ∈ H(Ω) campo di accelerazione,

• v ∈ V(T (Ω)) campo di spostamenti virtuali.

dove Ω = χ(B, t) .
Negli sviluppi formali si assume che campo di velocit`a sia una funzione sufficien-

temente regolare del tempo.
In dinamicaè necessario distinguere con attenzione tra il tempo fisico e lo pseudo

tempo che funge da parametro in processi evolutivi ideali.
Conseguentemente simboli diversi denotano i campi di velocit`a v ∈ V(T (Ω)) del

corpo nella traiettoria dinamica ad un istantet ∈ I ed i campi di spostamenti virtuali
v ∈ L(T (Ω)) che giocano il ruolo di campi di prova per imporre la condizione di
equilibrio.

In meccanica si suole anche dire che per imporre la condizione di equilibrio di-
namico bisogna valutare le forze, inclusa quelle d’inerzia, e poicongelareil tempo ed
immaginare che il corpo intraprenda un’immaginaria traiettoria evolutiva che avviene
quindi nello spazio geometrico a tempo fisso.

Sia allora Ω = χ(B, t) una configurazione del corpo continuo eT (Ω) una
suddivisione di supporto perv ∈ V(Ω) .

Si pongono le seguenti definizioni

• ρv densità di quantità di moto,

• −ρ v̇ densità di forza d’inerzia,

• 1
2 ρv . v densità di energia cinetica,

• T : Bv densità di potenza meccanica.

Dunque

• La forza d’inerziain Ω associata al campo di accelerazionev̇ ∈ H(Ω) all’istante
t ∈ I è il funzionale lineareM [ v̇ ] ∈ L(V ; �) definito da

〈 M [ v̇ ] , v 〉 = −
∫
Ω

ρ v̇ . v dv , ∀v ∈ V .

Il prodotto −ρ v̇ rappresenta ladensit̀a di forza d’inerzia.

L’operatore lineareM ∈ L
{
H ; F

}
che ad ogni campo di accelerazionev̇ ∈ H

associa la corrispondente forza d’inerziaM [ v̇ ] è dettooperatore d’inerzia.
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• L’ energia cineticain Ω associata al campo di velocit`a v ∈ H(Ω) all’istante
t ∈ I è il funzionale quadraticoK ∈ L(H2 ; �) definito da

K = 1
2

∫
Ω

ρv . v dv ,

• La potenza meccanicacompiuta da un campo di sforziT ∈ H(Ω) per un campo
di velocità di deformazioneBv ∈ H(Ω) è definita da

M =
∫
Ω

T : Bv dv .

• La potenza delle forze attivecompiuta dal sistema di forze di massab ∈ H e
di contatto t ∈ F per il campo di velocit`a v ∈ H(Ω) è il funzionale lineare
W ∈ L(V ; �) definito da

W =
∫
Ω

b . v dv +
∫

T (Ω)

t . v da ,

La legge fondamentale della dinamicaimpone assiomaticamente che

a) 〈 f , v 〉 −
∫
Ω

ρ v̇ . v dv = 0 , ∀v ∈ KerB = Vo .

In termini di forze attive e di spostamenti virtuali rigidi conformi la legge fon-
damentale della dinamica `e dettaprincipio dinamico della potenza virtualee si
scrive

b) 〈 � , v 〉 −
∫
Ω

ρ v̇ . v dv = 0 , ∀v ∈ L ∩ KerB = Vrig .

La condizioneb) ed il teorema delle potenze virtuali, proposizione 6.4 (p. 215), assi-
curano l’esistenza di almeno uno stato di sforzoT ∈ H(Ω) che soddisfa la

condizione variazionale di equilibrio dinamico

c) 〈 � , v 〉 −
∫
Ω

ρ v̇ . v dv =
∫

T (Ω)

T : Bv dv , ∀v ∈ L ,
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Osservando che il campo di spostamenti virtuali conformiv ∈ L non dipende dal
tempo e che la legge di conservazione della massa impone che la misura di massaρ dv
sia costante, la condizione variazionale di equilibrio dinamico pu`o essere riscritta nella
forma

d) 〈 � , v 〉 =
∫

T (Ω)

T : Bv dv +
d

dt

∫
Ω

ρv . v dv , ∀v ∈ L .

Sussiste il seguente risultato.

Proposizione 11.2. Teorema della potenza compiuta.SiaM(Ω,L,B) una struttura
vincolata. La potenza compiuta da un sistema di forze attive agenti su un continuo in
corrispondenza di un atto di motoè pari alla somma del tasso di variazione dell’energia
cinetica e della potenza compiuta da uno stato di sforzo in equilibrio per la velocità di
deformazione corrispondente.

e) 〈 � , v 〉 =
∫

T (Ω)

T : Bv dv +
d

dt
1
2

∫
Ω

ρv . v dv .

Dim. Ponendov = v nella c) si ottiene che

〈 � , v 〉 =
∫

T (Ω)

T : Bv dv +
∫
Ω

ρ v̇ . v dv .

Basta allora osservare che
d

dt
1
2 (v . v) = v̇ . v .

ed invocare la relazione
d

dt
(ρ dv) = 0 ,

che esprime la conservazione della massa.

La eguaglianzae) può scriversi sinteticamente nella forma

W =M+ K̇ .

Si noti poi la differenza tra la condizioned) di equilibrio dinamico e l’espressionee)
del teorema della potenza compiuta.

Se si considerano spostamenti virtuali non conformi, nella condizione variazionale
di equilibrio dinamico intervengono anche le forze reattive.
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Detto quindif = f � +r�(T) il sistema di forze agenti sulla struttura, le condizioni
variazionali c) , d) sono equivalenti alle seguenti

co) 〈 f , v 〉 =
∫

T (Ω)

T : Bv dv +
∫
Ω

ρ v̇ . v dv , ∀v ∈ V

do) 〈 f , v 〉 =
∫

T (Ω)

T : Bv dv +
d

dt

∫
Ω

ρv . v dv , ∀v ∈ V .

Se il sistema di forze� ∈ FL è costituito da una coppia{b, t} di forze di massa
in Ω e di forze di contatto su∂T (Ω) , la condizione variazionaleco) , adottando quale
campi di prova i cinematismi rigidi di traslazione e di rotazione si ottengono le

equazioni cardinali della dinamicao leggi diEuler [3]

R[b, t ] =
∫
Ω

b dv +
∫

∂T (Ω)

t da =
d

dt

∫
Ω

ρv dv ,

Mo[b, t ] =
∫
Ω

x× b dv +
∫

∂T (Ω)

x× t da =
d

dt

∫
Ω

x× (ρv) dv ,

Le due equazioni cardinali della dinamica governano rispettivamente il tasso di
variazione dellaquantit̀a di motoed il tasso di variazione delmomento della
quantit̀a di motorispetto all’origine:

d

dt

∫
Ω

ρv dv ,
d

dt

∫
Ω

x× (ρv) dv .

11.3. Condizioni locali d’equilibrio dinamico

Se il sistema di forze attive agenti sulla strutture `e costituito da campi di forze
di massa e di contatto{b, t} ∈ H × ∂F , la condizione variazionale di equilibrio
dinamico, in virtù del teorema diCauchy, proposizione 7.2 (p. 225), equivale ad
un’equazione differenziale con condizioni al contorno.

La localizzazione della condizione variazionale di equilibrio dinamico `e illustrata
nel seguito trattando separatamente le descrizioni materiale e spaziale.

La prima dimostrazione dell’equivalenza della legge fondamentale della dinamica
b) alle equazioni locali di equilibrio dinamico diCauchy è dovuta aGabrio Piola
([7], 1833). La procedura diPiola, che fece ricorso alla metodologia dei moltiplicatori
di Lagrange (vedi sezione IV.5.5 (p. 410)), `e illustrata in [23].
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11.3.1. Descrizione materiale dell’equilibrio dinamico

In termini di forze di massa e di contatto{b, t} ∈ H × ∂F la condizione varia-
zionale di equilibrio dinamicobo) si scrive

b1)
∫
Ω

b . v dv +
∫

∂T (Ω)

t . v da =
∫

T (Ω)

T : Bv dv +
∫
Ω

ρ v̇ . v dv , ∀v ∈ V .

In forza del teorema diCauchy la condizione variazionale equivale alle equazioni

B
′
oT = b− ρ v̇ , equilibrio di massa,

NT = t , equilibrio al contorno,

dove T ∈ S .

11.3.2. Descrizione spaziale dell’equilibrio dinamico

In molti problemi di meccanica delle strutture ed in particolare influidodinamicàe
necessario scrivere le condizioni locali di equilibrio dinamico in termini della derivata
rispetto al tempo del campo spaziale di velocit`a.

Ciò si consegue semplicemente ricordando la formula

ρ v̇ = ρ
[
v′ + dv [v ]

]
= (ρv)′ + div (ρv⊗ v) ,

dedotta nella sezione 11.1 (p. 258).
Le condizioni locali di equilibrio dinamico si scrivono pertanto

B
′
oT = b− ρ

[
v′ + dv [v ]

]
, equilibrio di massa,

NT = t , equilibrio al contorno,

ovvero

B
′
oT = b−

[
(ρv)′ + div (ρv⊗ v)

]
, equilibrio di massa,

NT = t , equilibrio al contorno.

Si noti che l’equazione differenziale di equilibrio espressa in termini di velocit`a spaziali,
ènon lineareper effetto del termine quadraticodv [v ] nel primo caso e per effetto del
termine div(ρv⊗ v) nel secondo caso.
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Definendo lo

• sforzo equivalente
Tv = T− (ρv⊗ v) ,

le condizioni locali di equilibrio dinamico si possono scrivere

B
′
oTv = b− (ρv)′ , equilibrio di massa,

NTv = t− ρv (v . n) , equilibrio al contorno,

All’espressione della condizione variazionale di equilibrio dinamico in termini di ve-
locità spaziali si perviene sostituendo nellab) della sezione 11.3.1 la formula

ρ v̇ = (ρv)′ + div (ρv⊗ v) ,

dedotta nella sezione 11.1 (p. 258).

11.4. Equilibrio dinamico di un volume di controllo

Si assuma che la suddivisioneT (Ω) sia di supporto per il campo div(ρv⊗ v) ,
nel senso che risulti div(ρv⊗ v) ∈ L2(P) per ogniP ∈ T (Ω) .

La condizione variazionale di equilibrio dinamico si scrive allora

b2)
∫
Ω

b . v dv +
∫

∂T (Ω)

t . v da =
∫

T (Ω)

T : Bv dv +

+
∫
Ω

(ρv)′ . v dv +
∫

∂T (Ω)

div (ρv⊗ v) . v dv , ∀v ∈ V .

La formula diGreen∫
Ω

(ρv⊗ v) : (Bv) dv =
∫
Ω

−div (ρv⊗ v) . v dv +
∫

∂T (Ω)

(ρv⊗ v)n . v da ,

consente di porre la condizione variazionale di equilibrio dinamico nella forma

b3)
∫
Ω

b . v dv +
∫

∂T (Ω)

t . v da =
∫

T (Ω)

Tv : Bv dv +

+
∫
Ω

(ρv)′ . v dv +
∫

∂T (Ω)

ρv (v . n) . v da , ∀v ∈ V .
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Tale formula esprime il criterio di equilibrio dinamico per un volume di controlloΩ .
Osservando che perΩ fissato inS si ha

d

dt

∫
Ω

ρv . v dv =
∫
Ω

(ρv)′ . v dv ,

il criterio assume la seguente espressione.

Equilibrio dinamico per un volume di controlloΩ ⊂ S

b4)
∫
Ω

b . v dv +
∫

∂T (Ω)

t . v da =
∫

T (Ω)

Tv : Bv dv +

+
d

dt

∫
Ω

ρv . v dv +
∫

∂T (Ω)

ρv (v . n) . v da . ∀v ∈ V .

Dalla b4) , assumendo che lo spostamento virtuale sia rigido, e cio`e che

v(x) = vo + ω × x ,

si ottengono le condizioni cardinali di equilibrio di un volume di controllo∫
Ω

b dv +
∫

∂T (Ω)

t da =
d

dt

∫
Ω

ρv dv +
∫

∂T (Ω)

ρv (v . n) da ,

∫
Ω

x× b dv +
∫

∂T (Ω)

x× t da =

=
d

dt

∫
Ω

x× ρv dv +
∫

∂T (Ω)

(x× ρv) (v . n) da .

Un flussoè dettostazionariose χ(B, t) = χ(B, s) per ognis, t ∈ I e se

v′ = o , ρ′ = 0 , T′ = O .

Se il flussoè stazionario risulta pertanto(ρv)′ = o .
La condizione di equilibrio dinamico per un volume di controlloΩ ∈ S in un

flusso stazionarioassume quindi la forma∫
Ω

b . v dv +
∫

∂T (Ω)

t . v da =
∫

T (Ω)

Tv : Bv dv +
∫

∂T (Ω)

ρv (v . n) . v da , ∀v ∈ V .
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La formulazione variazionale dell’equilibrio dinamico per un volume di controllo con-
sente di dedurre molti interessanti risutati.

A titolo di esemplificazione si riportano nel seguito la dimostrazione delteorema
di Torricelli e la determinazione della spinta di una condotta in pressione su di un
blocco di ancoraggio in corrispondenza di un tratto in curva.

Proposizione 11.3. Teorema di Torricelli. Il flusso stazionario di un liquido contenuto
in un recipiente attraverso un foròe proporzionale alla radice quadrata dell’altezza
del pelo libero del liquido rispetto al foro.

Dim. Si tratta di mostrare che il flusso stazionario del liquido `e proporzionale alla
pressione media alla quota del foro.

Si assuma quale volume di controllo un cilindro retto di sezione pari al foro ed asse
orizzontale, avente una base in corrispondenza del foro e l’altra all’interno del recipiente.
Applicando la condizione di equilibrio dinamico con un campo di spostamenti virtuali
di traslazione orizzontale ed osservando che la forza di massa `e verticale, si deduce che∫

A

π da =
∫
A

ρ ‖v ‖2 da ,

doveA è l’area del foro. Se il foro `e piccolo si ha cheρ ‖v ‖2 = π = ρ h ovvero

‖v ‖ =
√

h ,

e quindi il risultato.

La prossima proposizione fornisce un risultato utile nelle applicazioni di ingegneria
idraulica. La trattazione segue quella svolta in [40].

Proposizione 11.4. Spinta sul blocco d’ancoraggio.Una condotta in pressione che
compie una curva esercita sul blocco d’ancoraggio una azione avente risultante pari a

R = P− (π1 + ρ1 ‖v1 ‖
2)A1 n1 − (π2 + ρ2 ‖v2 ‖

2)A2 n2 ,

dove P è la risultante della forza di massa,i = 1, 2 sono le sezioni terminali del
tratto di condotta in esameAi è l’area della condotta,πi è la pressione media,vi è
l’intensità media della velocit̀a, ρi è la densit̀a media eni è il versore della normale
uscente ini = 1, 2 , con il flusso nel verso che va dalla sezione1 alla 2 .

Dim. Denotando conR la risultante della forza esercitata dal fluido sulle pareti del
tratto di condotta e conP la risultante della corrispondente forza di massa, la risultante
delle azioni sul volume di controllo si scrive

−R + P− π1 A1 n1 − π2 A2 n2 .
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Si osservi che la condotta `e un tubo di flusso. Essendo quindiv . n = 0 sulla parete,
v . n1 < 0 e v . n2 > 0 nelle sezioni1 e 2 , si ha che∫

∂T (Ω)

ρv (v . n) . v da = ρ1 ‖v1 ‖
2 A1 n1 + ρ2 ‖v2 ‖

2 A2 n2 .

Adottando quale campo di prova un arbitrario campo di spostamenti virtuali rigidi di
traslazione, la condizione di equilibrio dinamico del volume di controllo in un flusso
stazionario conduce alla formula cercata.

Si noti che la conservazione della massa implica che il flusso di massa attraverso
le sezioni del tubo siano pari ad una costantem e quindi risulta

ρ1 ‖v1 ‖A1 = ρ2 ‖v2 ‖A2 = m ,

La formula della proposizione 11.4 si pu`o dunque riscrivere

R = P− (π1 A1 + ‖v1 ‖m)n1 − (π2 A2 + ‖v2 ‖m)n2 .

11.4.1. Equazioni di Navier-StVenant-Stokes

La non linearità dell’equazione differenziale di equilibrio dinamico espressa in
termini di velocità spazialiè la causa della non linearit`a delle equazioni del moto di
un fluido incomprimibile ed a viscosit`a lineare, note in letteratura comeequazioni
di Navier-Stokes, ma che andrebbero a maggior ragione denominateequazioni di
Navier 53 -StVenant 54 -Stokes 55 .

53 Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836). Ingegnere civile e professore di meccanica
all’Ecole Polytechnique e all’Ecole de Ponts et Chauss´ees. ANavier è dovuta la prima trattazione esatta del
problema della flessione delle travi elastiche nel piano, che egli espose nelRésuḿe des Lec¸ons de Ḿecanique
pubblicato nel 1826. Le equazioni differenziali del moto di un fluido viscoso furono ricavata daNavier nel
1821 basandosi sull’analogia formale con le equazioni dell’equilibrio elastico. Nel 1824 divenne membro
dell’Accademia di Francia.

54 Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886). Allievo della Ecole Poly-
technique fu professore di matematica all’ Ecole des Ponts et Chauss´ees succedendo aGaspard Gustave
de Coriolis (1792-1843). Portò contributi importanti alla meccanica, all’elasticit`a, all’idrostatica ed
all’idrodinamica. Nel 1842 formul`o correttamente le equazioni che reggono il flusso di di un fluido viscoso
incomprimibile, dedotte in precedenza daNavier sulla base della teoria molecolare. Le stesse equazioni
furono poi formulate indipendentemente daStokes nel 1845. Nel 1883 con la collaborazione diAlfred-
Aimé Flamant tradusse dal tedesco in francese il lavoro sull’elasticit`a diRudolf Friedrich Alfred
Clebsch (1833-1872) . La traduzione dal titoloTheorie de l’́elasticit́e des corps solidesconteneva note
di Saint-Venant le quali più che raddoppiarono il testo originale.

55 George Gabriel Stokes (1819-1903). Irlandese di nascita, eminente fisico matematico, pro-
fessore a Cambridge e presidente della Societ`a Reale, pubblic`o il risultato nel 1845. Saint Venant
aveva pubblicato il risultato nel 1842.Stokes portò importanti contributi all’idrodinamica, alla teoria
dell’elasticità ed alla propagazione della luce. Famoso `e il teorema sull’eguaglianza tra il flusso del rotore di
un campo vettoriale e la sua circuitazione, che porta il suo nome ma che in realt`a è dovuto aLord Kelvin.
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Detto Sym = Sym(V ; V) lo spazio dei tensori simmetrici misti del secondo
ordine, siano Sph= Sph(V ; V) e Dev = Dev(V ; V) i sottospazi lineari di
costituiti rispettivamente dai tensori simmetrici sferici e deviatorici.

Il vincolo cinematico di incomprimibilit`a si traduce nella richiesta che il campo di
velocità del fluido sia a divergenza nulla

div v = 0 ⇐⇒ tr D = tr sym gradv = tr gradv = 0 .

La legge costitutiva di unfluido newtoniano56 impone che la componente deviatorica
dello stato tensionale devT ∈ Dev dipenda linearmente dalla velocit`a di defor-
mazione. L’ipotesi di incomprimibilit`a richiede poi che trD = 0 e cioè che la velocit`a
di deformazione sia anch’essa deviatorica. Si ha quindi che

devT = A [D ] ,

con trD = 0 e A ∈ L( Dev ; Dev) legame lineare.
Il principio di indifferenza materiale(vedi Tomo II sezione I.2.1 (p. 6)) impone

che il legameA ∈ L( Dev ; Dev) sia isotropo, cio`e tale che

A [QDQT ] = QA [D ]QT , ∀Q ∈ Orth.

Risulta allora (vedi TomoII sezione I.4.2 (p. 30))

devT = A [D ] = 2µD + λ ( tr D) I = 2µD .

Ne segue che lo stato tensionale nel fluido `e dato da

T = −π I + 2µD .

56 Isaac Newton (1643-1727). Orfano di padre ebbe un’infanzia difficile. Nel 1661 entr`o al Trinity
College di Cambridge, dove studi`o la filosofia diDescartes, Gassendi, Hobbes, Boyle. Fu attratto
dall’astronomia copernicana diGalileo Galilei (1564-1642), studiò l’Ottica di Johannes Kepler
(1571-1630), l’opera del 1660 divan Schooten dal titolo Geometria a Renato Des Cartese l’Algebra
di Wallis. Nel 1663Barrow prese la cattedra Lucasiana a Cambridge. Nel 1665 la peste fece chiudere
il Trinity College eNewton tornò a casa per due anni durante i quali inizio le sue rivoluzionarie scoperte
in Matematica, Ottica, Fisica ed Astronomia quando non aveva ancora 25 anni. Nel 1669Barrow lasciò
la cattedra per dedicarsi alla religione e raccomand`o cheNewton prendesse il suo posto. Nella sua prima
lezioneNewton mostrò come la luce bianca fossa composta da uno spettro di colori, contraddicendo quanto
tutti avevani creduto sin dai tempi diAristotele. Nel 1671Newton pose le basi del calcolo integrale e
differenziale col lavoroDe Methodis Serierum et Fluxionum. Nel 1672 fu eletto membro della Royal Society
e pubblicò il suo primo lavoro sulla teoria corpuscolare della luce e sui colori neiPhilosophical Transactions
of the Royal Society. La teoria ondulatoria era sostenuta invece daRobert Hooke (1635-1703) e da
Christiaan Huygens (1629-1695). Nel 1675Hooke accus`o Newton di aver rubato alcuni suoi
risultati di Ottica. La controversia fu segnata dal carattere diNewton che era timoroso ed iracondo per
natura e soffriva di depressione. I due si riappacificarono per lettera maNewton pubblicò la suaOpticks
solo nel 1704 dopo la morte diHooke. Nel 1667 furono pubblicati iPhilosophiae naturalis principia
mathematica, noti comePrincipia, in cui Newton formulò la legge di gravitazione universale mediante la
quale, assumendo una azione a distanza inversamente proporzione al quadrato della distanza, riusc`ı a spiegare
molti fenomeni ancora non compresi, quali l’orbita eccentrica delle comete, le maree e le loro variazioni, la
precessione dell’asse terrestre, ed il moto della Luna influenzato dall’attrazione solare.James II re cattolico
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• La costanteµ è laviscosit̀a dinamica.

• Il parametroν = µ/ρ è laviscosit̀a cinematicadel fluido.

• Il campo scalareπ è lapressionenel fluido.

La pressione ha dimensione[FL−2] e si misura in pascal= 1 newton m−2 in onore
di Pascal 57 . Si noti che

• la viscosità dinamicaµ ha dimensione[FL−2T ] e si misura in poiseuille= Pa s
(pascal secondo))58 o in poise= 0, 10 poiseuille .

• la viscosità cinematicaν ha dimensione[L2T−1] e si misura in stokes=
10−4 m2 s−1 = 1 cm2 s−1 .

L’equazione differenziale di equilibrio dinamico e la condizione di incomprimibilit`a
sono espresse da  div T + b = ρ

[
v′ + dv [v ]

]
,

div v = 0 .

Essendo
div T = −gradπ + 2µ div D ,

2 divD = div
[
dv + (dv)T

]
= div gradv + grad divv = div gradv ,

le equazioni che reggono il problema si scrivono

 ρ
[
v′ + dv [v ]

]
= µ div gradv− gradπ + b ,

div v = 0 .

della Gran Britannia dal 1685 al 1688 fu fortemente contestato daNewton che era un fervente protestante.
Dopo la caduta diJames II ad opera diWilliam d’Orange, Newton divenne governatore della Zecca
Reale e visse ricco e rispettato a Londra. Fu nominatoSir dalla reginaAnne nel 1705. L’ultima parte
della sua vita fu segnata dalla controversia conGottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716) su
chi avesse inventato il calcolo infinitesimale.

57 Blaise Pascal (1623-1662). Nacque a Clermont in Francia figlio diEtienne Pascal, che ricco
di famiglia, si trasfer`ı a Parigi dedicandosi all’educazione del figlio.Pascal espresse il suo genio in molti
campi interessandosi di geometria proiettiva, di calcolo delle probabilit`a (in corrispondenza conPierre de
Fermat (1601-1665)), di esperimenti sul vuoto (in disputa conRené Descartes (1596-1650)), di
teoria dei numeri (coefficienti binomiali e triangolo diPascal) Negli ultimi lavori si dedicò allo studio della
cicloide ed a problemi connessi adoperando il metodo degli indivisibili diBonaventura Francesco
Cavalieri (1598-1647). Pascal costru`ı nel periodo 1642-45 il secondo esempio di macchina calcolatrice
digitale meccanica, laPascalinedopo quella che, nel 1623, era stata ideata daWilhelm Schickard
(1592-1635) ed usata daJohannes Kepler (1571-1630) per calcolare le effemeridi. .

58 Jean Poiseuille (1797-1869). Medico francese che escogit`o un metodo pi`u preciso per misurare
la pressione del sangue.Poiseuille formulò la legge di proporzionalit`a tra la velocità del flusso con cui un
liquido viscoso scorre in un tubo e la differenza di pressione agli estremi del tubo, tramite una costante che
dipende dal diametro e dalla lunghezza del tubo.
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Queste sono le celebrateequazioni diNavier-StVenant-Stokes.

Si ponga
πo = π/ρ , bo = b/ρ ,

e si fissino

• una lunghezza caratteristica� ed una

• velocità caratteristicav .

Allora, postob = o e definite le quantit`a adimensionali

x =
x
�

, t =
t v
�

, v =
v

v
, πo =

πo

v2 ,

le equazioni diNavier-Stokes si scrivono
[
v′ + dv [v ]

]
=

1
Re

div gradv− gradπo ,

div v = 0 .

dove la quantit`a adimensionaleRe =
� v
ν

è detta ilnumero diReynolds del flusso.

La forma adimensionale mostra che flussi con parametri diversi hanno le stesse
caratteristiche purch´e il numero diReynolds sia lo stesso. Tale osservazione `e di
fondamentale importanza per l’esecuzione di esperimenti di laboratorio.

11.5. Equazioni di Euler e teorema di Bernoulli

Si consideri uno stato tensionale `e di tipo idrostatico e cio`e descritto dal prodotto
dell’opposto di uno scalareπ dettopressionee del tensore identit`a:

T = −π I .

Essendo
div (π I) = gradπ ,

e ponendobρ = b/ρ , le equazioni di equilibrio diCauchy assumono allora la forma

−gradπ = ρ (v̇− bρ) , equilibrio di massa,

π n = t , equilibrio al contorno,

e sono detteequazioni diEuler.
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Se il campo di forze di massabρ = b/ρ ammette un potenzialeβ si ha che

bρ = −gradβ ,

e le equazioni diEuler si scrivono

1
ρ

gradπ + gradβ = −v̇ , equilibrio di massa,

π n = t , equilibrio al contorno,

ovvero, nella descrizione spaziale,

1
ρ

gradπ + gradβ = −(v′ + dv [v ]) , equilibrio di massa,

π n = t , equilibrio al contorno,

Un moto si dicepotenzialese il campo di velocit`a ammette un potenziale e cio`e risulta

v = −gradφ ,

Se v ∈ C1(Ω) la condizione rotv = 0 in Ω è necessaria affinch´e il moto sia
potenziale ed `e sufficiente se il dominioΩ è semplicemente connesso.

La prossima proposizione enuncia una propriet`a cinematica.

Proposizione 11.5. Lemma cinematico.In un flusso con velocità v ∈ C1(Ω) , posto
W = emi(dv) , si ha che

a) 2Wv = dv [v ]− grad
( 1

2 v . v
)
,

e quindi
b)

(
dv [v ]

)
. v = grad

( 1
2 v . v

)
. v .

Dim. Derivando in direzioneh ∈ V si ha che

grad
( 1

2 v . v
)

. h = dv [h ] . v = (dv)T [v ] . h , ∀h ∈ V .

Allora risulta

2Wv = dv [v ]− (dv)T [v ] = dv [v ]− grad
( 1

2 v . v
)
.

L’antisimmetria diW implica poi cheWv . v = 0 .
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Si può ora dimostrare il seguente classico risultato [40].

Proposizione 11.6. Teorema diBernoulli. Si consideri un flusso di un fluido con
un campo di pressioneπ e di velocit̀a v . Allora l’equazione differenziale diEuler
si scrive:
i) se il motoè potenziale

grad
(
φ′ + 1

2 v . v + β
)

+
1
ρ

gradπ = o ,

ii) se il flussòe stazionario[
grad

( 1
2 v . v + β

)
+

1
ρ

gradπ

]
. v = 0 ,

iii) se il flussòe stazionario ed irrotazionale

grad
( 1

2 v . v + β
)

+
1
ρ

gradπ = o .

Dim. Se il motoè potenziale allora il campo di velocit`a ha rotore nullo e cio`e gradiente
simmetrico. Dal lemma 11.5a) , essendoW = O si deduce che

dv [v ] = grad
( 1

2 v . v
)
.

La i) segue quindi ponendov′ = gradφ′ .
Se il flussoè stazionario si ha chev′ = o e dunque il lemma 11.5b) fornisce laii) .
Se il flussoè irrotazionale e stazionario si ha cheφ′ = 0 e la i) implica la iii) .

11.5.1. Idrostatica

Si consideri ora un fluido in quiete sotto l’azione della pressione atmosferica sul
pelo libero e della forza di gravit`a. Dettok il versore normale al pelo libero e diretto
verso l’interno del fluido eγ il peso specifico del fluido, le forze attive saranno costituite
da:

• una tensionet costante sul piano di contorno:t = −πok ,

• una forza di massab di intensità costante:b = γk .

Sez = x .k è la profondità rispetto al pelo libero, le equazioni di equilibrio diCauchy
si scrivono nel caso in esame

−div T(x) = gradπ(x) = γ(x)k , x ∈ Ω ,

(Tn)(x) = π(x)k = πo k , x ∈ ∂Ω .
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Il campo scalare di pressione idrostaticaπ in equilibrio con le forze applicate `e continuo
nel dominioΩ , assume valore costante sul pelo liberoz = 0 , ed ha gradiente costante
e diretto comek verso la profondit`a.

Il campo π di pressioni nel fluido varia quindi con la legge affine

π(x) = πo + γ z ,

e lo stato tensionale risulta univocamente definito dalle condizioni di equilibrio.
Ne consegue in particolare che, se la pressione atmosferica ed il peso specifico del

fluido sono nulli, il campo di pressione nel fluido risulta nullo.
Nel fluido non esistono dunque stati tensionali ammissibili autoequilibrati.

11.5.2. Spinta di Archimede e diavoletto di Cartesio

Sia G un galleggiante immerso nel fuido perfetto in quiete e si denoti conGe e
Gi rispettivamente la parte emersa e quella immersa del galleggiante.

Le azioni del fluido sulla superficie bagnata del galleggiante risultano dirette in
ogni punto secondo la normale entrante ed hanno intensit`a pari al valore della pressione
idrostatica

t(x) = −(πn)(x) = −(πo + γ z)n(x), ∀x ∈ ∂Gi .

La risultante delle azioni del fluido sul contorno della parte immersa∂Gi del galleg-
gianteè pari a ∫

∂Gi

t dx =
∫

∂Gi

−(πo + γ z)n dv ,

e la risultante delle azioni dell’atmosfera sul contorno della parte emersa∂Ge del
galleggiante `e pari a ∫

∂Ge

t dx =
∫

∂Ge

−(πo)n dv .

Il teorema del gradiente assicura che

∫
∂Ge

πon da +
∫

∂Gi

πon da =
∮
∂G

πon da = πo

∫
∂G

n da = o ,

e cioè che la risultante dell’azione sul galleggiante dovuta alla pressione atmosferica `e
nulla.
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h

po

p

p = po + γ h

po

p = po + γ z

z

La risultante dell’azione sul galleggiante pu`o allora essere valutata assumendo
nullo il valore della pressione atmosferica.

Si ponga dunqueπo = 0 e si osservi che sul pelo libero risultaz = 0 . Applicando
il teorema del gradiente al dominioGfluido delimitato dal contorno della parte immersa
Gi del galleggiante e dal prolungamento ideale del pelo libero attraverso il gallegiante,
si ottiene la formula∫

∂Gi

−(γ z)n da =
∫

∂Gfluido

−(γ k . x)n da =
∫

Gfluido

−(γ k) dv = −γ vol (Gfluido)k ,

che fornisce l’espressione dellaspinta diArchimede 59 .

Un corpo immerso in un fluido in quiete riceve una spinta pari al peso del volume
di fluido spostato dal galleggiante e diretta in verso opposto alla forza di gravit`a.

Osservazione 11.1.
Da quanto mostrato si deduce che la spinta diArchimede non dipende dalla

profondità alla quale `e immerso il corpo.
La posizione di galleggiamento dipende unicamente dalla forma e dal peso del

corpo e dal peso specifico del fluido.

59 Archimede di Siracusa (287 A.C.-212 A.C.)
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Si immagini ora di immergere un corpo elastico galleggiante in un fluido in quiete
portandolo a profondit`a sempre maggiori; il volume diminuir`a per effetto della com-
pressione esercitata dal fluido e diminuir`a pertanto anche la spinta diArchimede.

Se il corpoè sufficientemente deformabile esister`a una profondit`a in corrispon-
denza della quale il peso costante del corpo immerso risulta eguale alla spinta. In questa
posizione il corpo `e in equilibrio e pertanto non tende n`e a risalire in superficie n`e ad
affondare.

Superata tale profondit`a, risultando il peso via via sempre maggiore della spinta,
il corpo sarà soggetto ad una forza crescente che lo spinger`a inesorabilmente verso il
fondo.

E’ questa un’esperienza ben nota a coloro che praticano il nuoto subacqueo; quando
ci si immerge, essendo il peso specifico medio del corpo umano alla pressione atmos-
ferica minore di quello dell’acqua di mare, `e necessario portare con s`e una zavorra per
facilitare la discesa in profondit`a.

Superata per`o una profondit`a di alcune decine di metri il bilancio tra peso e spinta
si inverte ed il risalire in superficie necessita di un notevole sforzo muscolare che pu`o
essere agevolato liberandosi della zavorra.

Il fenomenoè noto da tempo ed `e utilizzato nella realizzazione del divertente
esperimento detto deldiavoletto diCartesio.

Premendo la membrana che chiude il recipiente cilindrico, il diavoletto scende sul
fondo. Eliminata la pressione il diavoletto risale alla sommit`a del contenitore.

In questo caso la deformabilit`a del corpo immerso `e dovuta all’aria in esso con-
tenuta.

Diavoletto diCartesio
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12. CONSERVAZIONE DELL’ENERGIA

Il primo principio della termodinamicaasserisce che per ogni corpoB , e per ogni
parte di esso, vale lalegge di conservazione dell’energiache si scrive

Ė = M+Q ,

dove

• Ė è il tasso di incremento dell’energia interna,

• M è lapotenza meccanica compiuta,

• Q è il tasso di calore apportato.

Per potenza meccanica si intende la potenza compiuta da tutti i sistemi di forze agenti
sul corpo ivi incluse le forze d’inerzia. Si ha dunque che

M =
∫
Ω

(b− ρ v̇) . v dv +
∫

T (Ω)

t . v da =
∫
Ω

T : Bv dv .

L’energia cineticaK e la potenzaW compiuta dalle forze attive sono definite da

K = 1
2

∫
Ω

ρv . v dv ,

W =
∫
Ω

b . v dv +
∫

T (Ω)

t . v da ,

La potenza meccanica compiuta `e dunque pari aM = W − K̇ e quindi la legge di
conservazione dell’energia si pu`o anche scrivere

Ė + K̇ =W +Q .

Nel seguito viene sviluppata una trattazione originale della legge di conservazione
dell’energia che consente di dimostrare l’esistenza del campo vettorialedensit̀a del
flusso di caloree di formulare unprincipio delle temperature virtuali.

La procedura adottata `e perfettamente analoga a quella sviluppata per la trattazione
dell’equilibrio di una struttura continua. L’analogia consente di estendere,mutatis
mutandis, le proposizioni ed i risultati da un contesto all’altro, una volta riconosciuto
che la base matematica formale `e la stessa. Questo `e d’altronde un compito precipuo
dellaFisica Matematica.
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12.1. Temperature virtuali

Sia Ω una configurazione diB e si introduca il concetto di temperatura virtuale.

Un campo ditemperatura virtualèe un campo scalare di quadrato integrabile su
Ω dotato di derivata generalizzata di quadrato integrabile a pezzi inΩ .

Lo spazio dei campi di temperatura virtuale `e denotato conΘ(Ω) edè definito da

Θ(Ω) : =
{
θ ∈ L2(Ω) | ∃ Tθ(Ω) : θ ∈ H1(P) , ∀P ∈ Tθ(Ω)

}
.

Lo spazioΘ(Ω) è uno spazio pre-Hilbert con prodotto interno e norma definiti da

( θ1 , θ2 )Θ(Ω) : =
∫
Ω

θ1 θ2 dv +
∫
Ω

(G θ1) . (G θ2) dv ,

‖u ‖2
Θ(Ω)

: =
∫
Ω

θ2 dv +
∫
Ω

‖Gθ ‖2 dv .

Sia Θ = Θ(T (Ω)) = H1(T (Ω)) lo spazio dei campi di temperatura virtuale aventi
T (Ω) quale suddivisione di supporto.

Il gradiente distribuzionale di un campo di temperatura virtualeθ ∈ Θ è dunque
una distribuzione che pu`o esprimersi come somma di due aliquote.

• La parte regolareG θ = gradθ ∈ H che è un campo vettoriale di quadrato
integrabile suΩ con

grad = G ∈ L
{
Θ ; H

}
,

operatore lineare continuo.

• La parte singolare
[[

Γθ
]]
∈ ∂Θ cheè il campo scalare di quadrato integrabile

su ∂T (Ω) costituito dai salti di discontinuit`a dei valori al contornoΓθ ∈ ∂Θ di
θ ∈ Θ su ∂T (Ω) .

Il tasso di incremento dell’energia internȧE , la potenza meccanica compiutaM ed il
tasso di calore apportatoQ possono essere definiti in termini di enti duali dei campi di
temperatura virtualeθ ∈ Θ .

Siano infattiFĖ , FM e FQ funzionali lineari limitati suΘ tali che

Ė = FĖ(1) ,

M = FM(1) ,

Q = FQ(1) ,

dove1 è il campo scalare di valore unitario sulla parte di corpo in esame e nullo altrove.
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Il valore del funzionale lineareFĖ può essere assegnato sul sottospazio lineare
KerG ⊆ Θ dei campi di temperatura virtuale costanti a pezzi inΩ ponendo, per
omogeneit`a

FĖ(α 1) : = αFĖ(1) , ∀α ∈ � .

L’esistenza di un funzionale lineare limitato che sia estensione (in generale non univoca)
di FĖ da KerG ⊆ Θ a Θ è assicurata dalteorema di estensione diHahn (vedi
sezione 4.1 (p. 195)).

Analogamente si procede perFM e FQ .

La legge di conservazione dell’energia pu`o quindi esprimersi imponendo che

〈 FĖ , θ 〉 = 〈 FM , θ 〉 + 〈 FQ , θ 〉 , ∀ θ ∈ KerG .

12.2. Principio delle temperature virtuali

Per evidenziare l’analogia con la teoria dell’equilibrio di un corpo continuo, si
definisca iltasso di produzione di energia

P : = Ė −M−Q .

Si consideri quindi il funzionale lineareFP ∈ Θ′ definito da

FP : = FĖ − FM −FQ .

La legge di conservazione dell’energia equivale dunque alla condizione

〈 FP , θ 〉 = 0 , ∀ θ ∈ KerG ,

che può anche scriversi

FP ∈ ( KerG)⊥ .

Si osservi ora che l’operatoreG ∈ L
{
Θ ; H

}
ha immagine chiusa e dunque, detto

G′ ∈ L
{
H ; Θ′} l’operatore duale, risulta

Im G′ = ( KerG)⊥ .

Ne segue che esiste almeno un campo vettorialeh ∈ H tale cheFP = G′ h e cioè

〈 FP , θ 〉 = 〈 G′ h , θ 〉 =
∫
Ω

h . (G θ) dv , ∀ θ ∈ Θ .
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Questa `e l’espressione di un principio termodinamico, analogo al principio delle potenze
virtuali della meccanica, che sar`a dettoprincipio delle temperature virtuali.

• Il campo vettorialeh ∈ H è ladensit̀a del flusso di freddo.

Si osservi ora che

• il tasso di incremento dell’energia internȧE è definito in termini della densit`a
volumetricaρ ε̇ ,

• la potenza meccanica compiutaM è definita in termini della densit`a volumetrica
m ,

• il tasso di calore apportatoQ è definito in termini di una densit`a volumetricaρ q
e di una superficiale∂q .

Si ha dunque che

〈 FĖ , θ 〉 =
∫
Ω

ρ ε̇ θ dv , Ė =
∫
Ω

ρ ε̇ dv ,

〈 FM , θ 〉=
∫
Ω

(T : Bv) θ dv , M=
∫
Ω

T : Bv dv ,

〈 FQ , θ 〉 =
∫
Ω

ρ qθ dv +
∫

∂T (Ω)

∂qθ da , Q=
∫
Ω

q dv +
∫

∂T (Ω)

∂q da .

Allora, posto
p = T : Bv + ρ q− ρ ε̇ ,

il principio delle temperature virtualisi scrive∫
Ω

pθ dv +
∫

∂T (Ω)

∂qθ da =
∫
Ω

h . (G θ) dv , ∀ θ ∈ Θ .

Una dimostrazione analoga a quella del teorema diCauchy (proposizione
7.2 (p. 225)) mostra allora che il campo vettorialeh ∈ H ha divergenza di quadrato
integrabile a pezzi inΩ .

Detto quindiG′
o = −div l’operatore duale formale dell’operatore differenziale

G = grad si consideri lo spazioHG′
o
(Ω) dei campi vettoriali densit`a del flusso di

freddoGreen-regolari, definito da

HG′
o
(Ω) : =

{
h ∈ H(Ω) | ∃ Th(Ω) : G′

oh ∈ L2(P) , ∀P ∈ Th(Ω)
}

.

Risulta alloraG′
o ∈ L

{
HG′

o
; Θ′} , dove HG′

o
: = HG′

o
(T (Ω)) , e la formula di

Green si scrive∫
Ω

h . (G θ) dv =
∫
Ω

(G′
oh) θ dv +

∫
∂T (Ω)

(Nh) (Γθ) da , ∀ θ ∈ Θ , ∀h ∈ HG′
o
, .

dove Nh = h . n con n versore normale uscente daΩ .
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Leequazioni di bilanciosono le analoghe delle equazioni diCauchy e si scrivono

G′
oh = p = T : Bv + ρ q− ρ ε̇ , sorgente,

h . n = ∂q flusso al contorno,

L’equazioneG′
oh = p è detta in letteraturaequazione ridotta di conservazione

dell’energia, e può convenientemente essere riscritta nella forma

ρ ε̇ = ρ q + T : Bv + div h ,

in cui

• ε̇ è il tasso di incremento dell’energia interna per unit`a di volume,

• ρ q è il tasso di apporto di calore per unit`a di volume,

• div h è la sorgente volumetrica del flusso di freddo,

• T : Bv è la potenza meccanica compiuta per unit`a di volume.

La relazioneh . n = ∂q è dettaprincipio del flusso di caloredi Fourier 60

-Stokes.

In termodinamica `e usuale considerare il campo vettoriale−h ∈ H dettodensit̀a di
flusso di calore.

Il principio del flusso di calore si enuncia pertanto affermando che

• il tasso di apporto di calore per unit`a di superficie di contorno `e eguale alla densit`a
del flusso di calore entrante (o flusso di freddo uscente).

60 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830). Nato in Borgogna, nono dei dodici figli della
seconda moglie di un sarto, rimase orfano dei genitori all’et`a di dieci anni. Nel 1780 entr`o alla Ecole Royale
Militaire di Auxerre. All’età di 14 anni complet`o lo studio dei 6 volumi delCours de mathematiquedi
Bézout e nel 1783 ricevette il primo premio per lo studio dellaMéchanique en ǵeńeral di Bossut. Nel
1787 decise di farsi prete ed entr`o nell’abbazia Benedittina di St Benoit-sur-Loire continuando per`o a coltivare
i suoi interessi per la matematica anche attraverso la corrispondenza con il suo professore di matematica ad
Auxerre. In una lettera scrisse:ieri era il mio 21° compleanno, a questa etàNewton ePascal avevano gìa
aquisito molti meriti per l’immortalit̀a. Fouriernon prese i voti e nel 1789 and`o a Parigi dove lesse un lavoro
sulle equazioni algebriche all’Acad´emie Royale des Sciences. Nel 1790 divenne quindi professore all’Ecole
Royale Militaire di Auxerre e si un`ı al locale Comitato Rivoluzionario. Dopo varie vicende politiche a seguito
delle quali fu anche arrestato, nel 1795Fourier entrò alla Ecole Normale di Parigi, appena inaugurata, dove
ebbe come insegnantiLagrange, Laplace eMonge con cui ebbe ottimi rapporti. Insegn`o al Collège de
France e all’Ecole Centrale des Travaux Publiques diretta daLazare Carnot (1753-1823) eGaspard
Monge (1746-1818), e che fu presto rinominata Ecole Polytechnique. Arrestato nuovamente fu liberato
nel 1795 e ritorn`o all’Ecole Polytechnique dove nel 1797 succedette aLagrange nella cattedra di analisi e
meccanica. Nel 1798 si un`ı all’esercito Napoleonico nell’invasione dell’Egitto, ritornando alla sua attivit`a di
professore nel 1801 ma subito dopo fu nominato prefetto di Grenoble da Napoleone. In questo periodo scrisse
la famosa memoria sulla propagazione del calore nei solidi che nel 1807 sottopose all’Istituto delle Scienze
di Parigi suscitando obiezioni da parte diLagrange eLaplace, che criticarono lo sviluppo delle funzioni
in serie trigonometriche da lui introdotto, e critiche da parte diBiot che non era stato citato pur avendo
trattato la questione nel 1804, , anche se in modo non corretto. Comunque nel 1811 una commissione di cui
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12.3. Legge di Fourier

La relazione costitutiva di conduzione termica, olegge diFourier, si scrive

h = K(G(θ)) ,

dove θ è il campo di temperatura eK ∈ L
{
H, H

}
è l’operatore lineare, simmetrico

e definito positivo, diconducibilit̀a termica.
Per corpi termicamente isotropi si ha cheK = k I e quindi la legge diFourier

assume l’aspetto classico
h = k gradθ ,

dove k > 0 è la costante diconducibilit̀a termica.
Si noti l’analogia con l’equazione costitutiva del fluido linearmente viscoso di

Navier-Stokes trattato nella sezione 11.4.1 (p. 269).
Nel capitolo dedicato alle equazioni dell’elasticit`a si mostrer`a come sussista una

perfetta analogia tra i problemi di elastostatica e quelli del flusso stazionario di calore
per conduzione.

Si osservi anche che in generale i due problemi, meccanico e termico, risultano
accoppiati.

12.4. Leggi di bilancio

La procedura illustrata con riferimento al principio di conservazione dell’energia
è del tutto generale e pu`o essere applicata per discutere una genericalegge di bilancio

d

dt

∫
Ω

a dv =
∫
Ω

b dv +
∫

∂T (Ω)

c da ,

relativa ad un intervallo di osservazioneI .

• Il campo scalarea ∈ L2(Ω)× C1(I) è la densit`a spaziale della grandezza di cui
si vuole misurare l’incremento nell’unit`a di tempo.

• Il campo scalareb ∈ L2(Ω)× C0(I) è lasorgente volumetrica.

• Il campo scalarec ∈ L2(∂T (Ω))× C0(I) è lasorgente superficiale.

erano componentiJoseph-Louis Lagrange (1736-1813),Pierre-Simon Laplace (1749-1827) e
Adrien-Marie Legendre (1752-1833) gli assegn`o il premio che l’Istituto delle Scienze di Parigi aveva
messo in palio per uno studio sulla propagazione del calore. Nel 1817Fourier fu eletto all’Académie des
Sciences e nel 1822 ne divenne segretario. Nello stesso anno venne pubblicato il lavoroThéorie analytique de
la chaleurcol quale aveva vinto il premio nel 1811. Negli ultimi anni si dedic`o alla ricerca matematica pura
ed applicata e sostenne una disputa conJean-Baptiste Biot (1774-1862) eSiméon Denis Poisson
(1781-1840) circa la priorità sulla formulazine della teoria della propagazione del calore.
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In forza del teorema del trasporto lalegge di bilanciopuò scriversi∫
Ω

ȧ + a div v dv =
∫
Ω

a′ + div (av) dv =
∫
Ω

b dv +
∫

∂T (Ω)

c da .

Si denoti quindi conΛ(Ω) lo spazio dei campi scalari di prova, definito da

Λ(Ω) : =
{
λ ∈ L2(Ω) | ∃ Tλ(Ω) : λ ∈ H1(P) , ∀P ∈ Tθ(Ω)

}
.

Lo spazioΛ(Ω) è uno spazio pre-Hilbert con prodotto interno e norma definiti da

( λ1 , λ2 )Λ(Ω) : =
∫
Ω

λ1 λ2 dv +
∫
Ω

(Gλ1) . (Gλ2) dv ,

‖λ ‖2
Λ(Ω)

: =
∫
Ω

λ2 dv +
∫
Ω

‖Gλ ‖2 dv .

Sia Λ = Λ(T (Ω)) = H1(T (Ω)) lo spazio dei campi scalari di prova, indipendenti
dal tempo, aventiT (Ω) quale suddivisione di supporto.

La trattazione svolta nella sezione 12 (p. 278) mostra allora che esiste un campo
vettorialeh ∈ H(Ω) che soddisfa ilprincipio variazionale di bilancio

d

dt

∫
Ω

a λ dv −
∫
Ω

b λ dv −
∫

∂T (Ω)

c λ da =
∫
Ω

h . (G λ) dv , ∀λ ∈ Λ .

Le corrispondentiequazioni di bilanciosono

−div h = ȧ + a div v − b = a′ + div (av)− b , sorgente,

h . n = c flusso al contorno.

Nei testi di meccanica e di temodinamica (vedi ad es. [42]) la legge di bilancio `e
enunciata nella forma

d

dt

∫
Ω

a dv =
∫
Ω

b dv +
∫

∂T (Ω)

h . n da ,

che assume l’esistenza del campo vettorialeh ∈ H(Ω) . Nella formulazione illustrata
tale esistenza `e invece un risultato della teoria.
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13. EQUILIBRIO REFERENZIALE

Nell’analisi del comportamento di strutture che durante il processo dinamico subis-
cono grandi spostamenti o grandi deformazioni locali si fa ricorso ad una trattazione
in cui la condizione di equilibrio viene imposta in termini di campi definiti in una
configurazione di riferimento.

Questa trattazione `e detta descrizionereferenzialedell’equilibrio. Si consideri
una mappa di trasferimentok : S �→ S che instaura un diffeomofismo traΩ e k(Ω) .
Nel seguito si denoteranno con un pedice(−)k i campi definiti sulla configurazione
trasformatak(Ω) .

Il concetto di equilibrioè espresso in termini di cinematismi rigidi e la rigidit`a
consiste nell’annullarsi del campo di deformazione tangente.

Ne segue che per imporre la condizione di equilibrio in una configurazione di
riferimento Ω è necessario poter esprimere sia la rigidit`a dei cinematismi che la defor-
mazione tangente, relativi alla configurazione trasformatak(Ω) , in termini di campi
definiti sulla configurazioneΩ .

A tal fine siavk : k(Ω) �→ Tk(Ω) un cinematismo ink(Ω) .
Il corrispondente campo vettoriale suΩ , denotato conv : Ω �→ TΩ , è definito

localmente dalla formula del cambiamento di variabile:

v(x) : = vk(k(x)) , ∀x ∈ Ω .

Si dice che il campo vettorialev : Ω �→ TΩ è ottenuto pertrasporto parallelonello
spazio S del campovk : k(Ω) �→ Tk(Ω) dalla configurazionek(Ω) alla configu-
razioneΩ .

Tale definizione ha senso poich´e lo spazio ambienteS è euclideo e dunque gli
spazi tangenti soddisfano le propriet`a TΩ = Tk(Ω) ⊂ TS e TS(x) = V per ogni
x ∈ S .

13.1. Tensore di Piola

La formulazione referenziale della condizione di equilibrio `e basata sulla trasfor-
mata diPiola illustrata nella sezione I.3.7 (p. 32) e qui di seguito richiamata.

La trasformata diPiola di un campo di sforziTk ∈ C1(k(T (Ω))) nella con-
figurazionek(T (Ω)) è il campo tensorialeP [Tk ] ∈ C1(T (Ω)) tale che, per
ogni v ∈ C1(T (Ω)) , con v = vk ◦ k , si abbia

∫
T (Ω)

(P [Tk ] : dv) dv =
∫

k(T (Ω))

(Tk : dvk) dvk .

Essendodvk ◦ k = (dv)F−1
k

e dvk = J(k) dv , ne segue che
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Il tensore diPiola 61

P = P [Tk ] : Ω �→ L(TΩ ; Tk(Ω) ◦ k) ,

corrispondente ad un tensore diCauchy Tk : Ω �→ L(Tk(Ω) ; Tk(Ω)) è definito
da

P [Tk ] : = J(k) (Tk ◦ k)F−T
k

.

Si noti che nello spazio ambiente euclideoS si ha cheTk(Ω) ◦ k = TΩ per cui risulta
P = P [Tk ] : Ω �→ L(TΩ ; TΩ) .

La condizione variazionale di equilibrio che lega un sistema di forzefk ∈ Fk ed
un campo di sforzo diCauchy Tk ∈ Sk nella configurazionek(Ω) si scrive

〈 fk , vk 〉 =
∫

k(T (Ω))

(Tk : dvk) dvk =
∫

T (Ω)

(P [Tk ] : dv) dv , ∀vk ∈ Vk .

Il sistema di forzef ∈ F corrispondente, nella configurazioneΩ , al sistema di forze
fk ∈ Fk nella configurazionek(Ω) , è definito dall’identità

〈 f , vk ◦ k 〉 = 〈 fk , vk 〉 , ∀vk ∈ Vk .

La condizione di equilibrio nella configurazione di riferimento si scrive pertanto

〈 f , v 〉 =
∫

T (Ω)

P : dv dv , ∀v ∈ V .

Osservando poi che la relazioneP = J(k) (Tk ◦ k)F−T
k

può essere scritta anche

PFT
k

= J(k) (Tk ◦ k) ,

si evince che la simmetria del tensore diCauchy Tk si traduce nella simmetria del
prodottoPFT

k
:

PFT
k

= Fk PT .

Osservazione 13.1.Si noti che il tensore diPiola nonè coniugato ad una misura di
deformazione finita. Infatti il campo tensoriale del gradiente di velocita

dv = Ḟk = (Lk ◦ k)Fk : Ω �→ L(TΩ ; TΩ) ,

nonè la derivata temporale di una misura di deformazione finita.

61 Gabrio Piola, 1845 [8],Gustav Robert Kirchhoff, 1852 [9].
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13.2. Tensore di Kirchhoff

E’ spesso utile considerare, al posto del tensore diCauchy, il tensore diKirch-
hoff che, nella configurazionek(Ω) , è definito da

Kk = J(k)Tk .

In termini del tensore diKirchhoff Kk : k(Ω) �→ L(Tk(Ω) ; Tk(Ω)) il tensore di
Piola si scrive

P = (Kk ◦ k)F−T
k

.

13.3. Tensore di Piola-Kirchhoff

Si assuma come misura di deformazione finita, nel trasferimentok : S �→ S da
Ω a k(Ω) , quella definita da un campo di tensori diGreen su Ω :

E(k) = 1
2

[
C(k)− I

]
,

dove

• C(k) = FT
k
Fk : Ω �→ L(TΩ ; TΩ) è il campo di tensori destri diCauchy-

Green,

• I : Ω �→ L(TΩ ; TΩ) è il campo tensoriale identit`a suΩ .

Ne segue cheE : Ω �→ L(TΩ ; TΩ) .
Dalla relazione

dv = Ḟk = (Lk ◦ k)Fk ,

si deduce che

P : dv =
[
(Kk ◦ k)F−T

k

]
: Ḟk =

[
Fk F−1

k
(Kk ◦ k)F−T

k

]
: Ḟk =

=
[
F−1

k
(Kk ◦ k)F−T

k

]
:
[
FT

k
Ḟk

]
.

Il tensore diPiola-Kirchhoff S nella configurazioneΩ è il tensore simme-
trico

S = F−1
k

(Kk ◦ k)F−T
k

= F−1
k

P .

Si ha quindi cheS : Ω �→ L(TΩ ; TΩ) .
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Si consideri ora un flusso

k : S× I × I �→ S ,

che passa perΩ al tempos ∈ I e perkt,s(Ω) al tempot ∈ I .

Ponendokt,s(x) = ks(x, t) = k(x, s, t) , al campo di velocit`a vk(x, t) si associa
l’equazione differenziale di evoluzione

k̇s(x, t) = vk(ks(x, t)) ,

con la condizione inizialeks(x, s) = x ∈ S .

Per semplificare la notazione si scriver`a k al posto dikt,s .

Allora per il campo di velocit`a v = vk ◦ k , trasportato dak(Ω) in Ω , vale la
formula

v(x, t) = k̇(x, t) .

Derivando rispetto al tempo l’espressione del tensore diGreen, si ottiene

Ė(k) = dE(k ; v) = 1
2

[
C(k)− I

]̇
= sym(FT

k
Ḟk) .

Dunque, essendoP = Fk S , dv = Ḟk e S = ST si ha che

P : dv = (Fk S) : Ḟk = S : (FT
k
Ḟk) = S : Ė .

Si può dunque concludere che

• Il tensore diPiola-Kirchhoff è losforzo coniugatoalla misura di deformazione
finita di Green.

Si ha inoltre che

Ė(k) = sym(FT
k
Ḟk) = sym

[
FT

k
(Lk ◦ k)Fk

]
=

=FT
k

sym
[
(Lk ◦ k)

]
Fk = FT

k
(Dk ◦ k)Fk .

Esiste pertanto un isomorfismo, e cio`e una relazione lineare invertibile, tra la
derivata temporale del tensore diGreen Ė(k) e Dk ◦ k che è la deformazione
tangente ink(Ω) trasportata inΩ .

Questa propriet`a è essenziale per poter esprimere la condizione di equilibrio in
termini del tensore di sforzo coniugato ad una misura di deformazione.

All’espressione del tensore diPiola-Kirchhoff in funzione del tensore di
Kirchhoff si può pervenire anche osservando che la potenza virtuale dello stato
di sforzo per unit`a di volume inΩ si deve poter scrivere nei due modi alternativi

S : Ė = (Kk ◦ k) : (Dk ◦ k) .

Allora, essendoĖ = FT
k

(Dk ◦ k)Fk , deve risultare

S :
[
FT

k
(Dk ◦ k)Fk

]
=

[
Fk SFT

k

]
: (Dk ◦ k) = (Kk ◦ k) : (Dk ◦ k) ,

e cioè S = F−1
k

(Kk ◦ k)F−T
k

.
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Osservazione 13.2.In geometria differenziale, la relazione

Ė(k) = FT
k

(Dk ◦ k)Fk ,

tra la derivata temporale del tensore diGreen in Ω e la deformazione tangente in
k(Ω) si interpreta affermando chėE(k) è la spinta inversa diDk = symLk lungo
il flusso k .

Sia infatti Dk ∈ L(Tk(Ω), Tk(Ω) ; �) la forma bilineare due volte covariante
(0, 2) associata al tensore misto di deformazione tangenteDk ∈ L(Tk(Ω) ; Tk(Ω)) ,
mediante l’identità

Dk(u,v) = g (Dku,v) ,

dove g ∈ L(V, V ; �) è il tensore metrico.

Dalla definizione di spinta della sezione I.5 (p. 48) si deduce che la spinta inversa
di Dk ∈ L(V, V ; �) lungo il flussok è la forma bilineare:

(k∗Dk)(u,v) = k∗[Dk(k∗u,k∗v)] = k∗[Dk(Fk u,Fk v)] =

= k∗[g ((Dk ◦ k)Fk u,Fk v)] = g (FT
k

(Dk ◦ k)Fk u,v) .

dove u,v ∈ TΩ .

La relazioneĖ(k) = FT
k

(Dk ◦ k)Fk mostra che il tensorėE ∈ L(TΩ ; TΩ)
è la forma mista(1, 1) della spinta inversa della forma due volte covariante(0, 2)
Dk ∈ L(Tk(Ω), Tk(Ω) ; �) associata al tensore mistoDk ∈ L(Tk(Ω) ; Tk(Ω)) .

Anche l’espressione del tensore diPiola-Kirchhoff si interpreta conveniente-
mente in termini di spinte.

Infatti la relazioneS = F−1
k

(Kk◦k)F−T
k

mostra che il tensoreS ∈ L(TΩ ; TΩ)
è la forma mista(1, 1) della spinta inversa della forma due volte controvariante(2, 0)
del tensore mistoKk ∈ L(Tk(Ω) ; Tk(Ω)) .

Si noti che si pu`o effettuare la contrazione completa tra un tensore di tipo(0, 2)
solo con un tensore di tipo(2, 0) .

Inoltre la spinta secondo un flussok−1 di due tensori, uno covariante(0, 2) e
l’altro controvariante(2, 0) , non altera il prodotto interno tra i tensori.

Le proprietà delle spinte sono illustrate in dettaglio nella sezione I.12.1 (p. 130)

Osservazione 13.3.Si noti che la definizioneP [Tk ] : = J(k) (Tk ◦ k)F−T
k

del
tensore diPiola P = P [Tk ] : Ω �→ L(TΩ ; TΩ) richiede che lo spazio ambiente
S sia euclideo, perch´e solo allora si ha cheTk(Ω) ◦ k = TΩ .

Per contro il tensore diPiola-Kirchhoff, S ∈ L(TΩ ; TΩ) , cheè definito da
S = F−1

k
(Kk ◦ k)F−T

k
, essendo esprimibile in termini di spinte e di tensori metrici,

può invece essere introdotto anche se lo spazio ambiente `e una variet`a diRiemann.
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14. COMPLEMENTI

Questa sezione `e dedicata ad alcuni approfondimenti ed all’esposizione di altri
importanti risultati di meccanica dei continui. Alcuni di essi sono classici, mentre altri
sono contributi originali dell’autore.

14.1. Simmetria dello stato tensionale

Se lo stato tensionale nel continuo diCauchy fosse descritto da un campoT ∈ S
di tensori non necessariamente simmetrici, la formula diGreen si scriverebbe

∫
Ω

T : ( sym gradv) dv =
∫
Ω

symT : ( sym gradv) dv =

= −
∫
Ω

( div T) . v dv +
∫

∂T (Ω)

(Tn) . (Γv) da−
∫
Ω

( emiT) : ( emi gradv) dv ,

per ogniv ∈ V ed ogniT ∈ S .

Il primo termine dell’identità rappresenta la potenza virtuale compiuta dallo stato
di sforzo, mentre i tre termini a secondo membro rappresentano la potenza virtuale del
sistema di forze.

Le forze f ∈ F in equilibrio con uno stato tensionaleT ∈ S sono pertanto
costituite da:

• forze di contatto: t(x) = (Tn)(x) sulla frontiera∂T (Ω) ,

• forze di massa: b(x) = −div T(x) di quadrato integrabile suΩ ,

• coppie di massa: m(x) = −emiT(x) di quadrato integrabile suΩ ,

Si vuole ora mostrare che la presenza di coppie di massa `e inessenziale.

Si osservi infatti che, in virt`u della simmetria del tensore della deformazione
tangente sym gradv , la potenza virtuale compiuta dalla stato tensionale dipende solo
dalla parte simmetrica diT ∈ S .

Pertanto anche la potenza virtuale del sistema di forze deve dipendere solo dalla
parte simmetrica del campo tensorialeT ∈ S .



II – MECCANICA DEL CONTINUO 291

t

t t

t

t

t

t t

t

b

b b

b

m

m

m

m

∂∂∂ �

�

Fig. 14.1

Forze di contatto,
forze di massa
e coppie di massa.

Deve dunque essere∫
∂T (Ω)

(Tn) . (Γv) dv −
∫
Ω

( div T) . v dv −
∫
Ω

( emiT) : ( emi gradv) da =

=
∫

∂T (Ω)

[
( symT)n

]
. Γv da−

∫
Ω

[
div ( symT)

]
. v dv , ∀v ∈ V.

Per il modello del continuo diCauchy il sistema di forze di contatto, forze di massa
e coppie di massa definito da

t(x) : = T(x)n(x) su∂T (Ω) ,

b(x) : = −div T(x) in Ω ,

m(x) : = −emiT(x) in Ω ,

risulta quindi equivalente al sistema di forze di contatto e di massa definito da:{
t(x) : =

[
symT(x)

]
n(x) su∂T (Ω) ,

b(x) : = −div
[

symT(x)
]

in Ω .

Il sistema di coppie di massa `e pertanto equivalente al sistema di forze di contatto e
forze di massa dato da{

tm(x) : = m(x)n su∂T (Ω) ,

bm(x) : = −div m(x) in Ω .
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Una rappresentazione euristica `e riportata in figura 14.2.

m m m mm m

bm bm bm bm bm

∂∂∂ � �

mtmt

Fig. 14.2

Ogni sistema di coppie di massa `e
equivalente ad un sistema di forze di
contatto e di forze di massa.

Nel modello del continuo diCauchy si assume che non agiscano coppie di massa
e quindi che lo stato tensionale sia costituito da un campo di tensori simmetrici.

Tale ipotesi, in virtù dell’equivalenza dimostrata, non risulta limitativa.

Si osservi infine che, nel modello del continuo diCauchy, mentreè possibile,
anche se non conveniente, considerare agente un campo di coppie di massa, non vi `e
invece alcuna possibilit`a di introdurre un campo di coppie di superficie.

Tali campi possono essere presi in considerazione adottando modelli di continuo
con struttura cinematica pi`u ricca.

Un esempio classico `e il modello dicontinuo polareformulato agli inizi del ven-
tesimo secolo dai fratelliEugène eFrancois Cosserat [14], [16].

Il modello di continuo polare `e dotato di una cinematica pi`u ricca in quanto le
particelle puntiformi sono dotate di direttori che ne definiscono la rotazione nello spazio.

Più recentemente sono stati proposti modelli continui con struttura ancora pi`u
complessa, quali ilcontinuo micromorfoche ha localmente la struttura di un continuo
deformativamente omogeneo [26], [28], [38].

Un inquadramento della teoria del continuo polare deiCosserat e dei continui
micromorfi nell’ambito di una trattazione basata su concetti e metodi di geometria
differenzialeè stato recentemente sviluppato in [48].

La trattazione di questi modelli richiede un livello alto di generalit`a e la relativa
teoria, anche se complessa, `e illuminante in quanto richiede che vengano attentamente
valutate le diverse possibili scelte che possono essere fatte nel definire del modello.

Nella sezione IV.13 (p. 477) il lettore potr`a trovare un’introduzione alla statica
dei modelli dei continui con struttura, micromorfi e micropolari ed un’analisi critica
delle proposte formulate al riguardo in letteratura.
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14.2. Versione tensoriale della formula di Green

Uno sviluppo analogo a quello seguito per dedurre la formula diGreen nella
proposizione I.1.7 (p. 10), consente di mostrare che il teorema del gradiente conduce
ad una identit`a che costituisce la versione tensoriale della formula diGreen.

Se un campo vettorialev ed un campo tensorialeT sono di classe C1(Ω) , il
lemma diGreen assicura che sussiste l’identit`a integrale:

∫
∂Ω

Tik nk vj da =
∫

∂Ω

(Tik vj) nk da =
∫
Ω

(Tik vj)/k dv =

=
∫
Ω

(Tik,k vj) dv +
∫
Ω

(Tik vj/k) dv ,

che in notazione vettoriale si scrive∫
∂Ω

(Tn)⊗ Γv da =
∫
Ω

div T⊗ v dv +
∫
Ω

T ( gradv)T dv .

In analogia alla trattazione svolta nella sezione 2.6 (p. 185), pi`u in generale la for-
mula vale per un campo vettorialev ∈ Hgrad(T (Ω)) ed un campo tensoriale
T ∈ Hdiv(T (Ω)) . Si perviene cos`ı allaversione tensoriale della formula diGreen:

∫
∂T (Ω)

(Tn)⊗ Γv da =
∫
Ω

( div T)⊗ v dv +
∫
Ω

T ( gradv)T dv .

14.3. Valor medio dell’atto di deformazione

Se il campo tensionaleT ∈ Hdiv(T (Ω)) è identicamente pari all’identit`a I ,
risulta {

div T = div I = o ,

Tn = In = n ,

e la versione tensoriale della formula diGreen fornisce

∫
∂T (Ω)

n⊗ Γv da =
∫
Ω

( gradv)T dv ,
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ovvero, trasponendo ambo i termini,

∫
∂T (Ω)

(Γv)⊗ n da =
∫
Ω

gradv dv .

Sommando e dividendo per 2 si ottiene la formula

∫
Ω

sym gradv dv =
∫

∂T (Ω)

sym(Γv ⊗ n) da .

che in temini di componenti si scrive

∫
Ω

1
2 (vi,j + vj/i) dv =

∫
∂T (Ω)

1
2

[
(Γ vi)nj + ni (Γ vj)

]
da .

Essa fornisce il valor medio dell’atto di deformazione associato ad un cinematismo
v ∈ Hgrad(T (Ω)) , in termini dei valori al contornoΓv del cinematismo.

14.4. Relazione di Signorini

La versione tensoriale della formula diGreen consente di dimostrare una inter-
essante relazione dovuta adA. Signorini (1933 , [18]).

Detto f = {b, t} ∈ H×∂F il sistema di forze in equilibrio con lo stato tensionale
T ∈ S , le equazioni di equilibrio diCauchy forniscono larelazione diSignorini

∫
Ω

T ( gradv)T dv =
∫
Ω

b⊗ v dv +
∫

∂T (Ω)

t⊗ (Γv) da , ∀v ∈ Hgrad(T (Ω)) ,

che in termini di componenti si scrive

∫
Ω

(Tik vj/k) dv =
∫
Ω

bi vj dv +
∫

∂T (Ω)

ti (Γvj) da ∀v ∈ Hgrad(T (Ω)) .

La relazione diSignorini fornisce la versione tensoriale della condizione variazionale
di equilibrio.

Dalla relazione diSignorini è possibile pervenire direttamente alla formula che
fornisce il valor medio dello stato tensionale in termini delle forze attive di massa e di
contatto e delle reazioni dei vincoli assoluti con esso in equilibrio.
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14.5. Valor medio dello stato tensionale

Si consideri un cinematismov(x) = x−xo consistente in una omotetia di ragione
unitaria e centro inxo ∈ V.

Ovviamente il cinematismo soddisfa la condizionev(x) ∈ Hgrad(T (Ω)) e dà
luogo ad un atto di deformazione omogeneo pari all’identit`a.

Risulta infatti grad(x−xo) = I . Senza ledere la generalit`a si può porrexo = o .

Sostituendo quindiv(x) = x nella relazione diSignorini, si perviene alla
formula che fornisce il valor medio dello stato tensionale in equilibrio col sistema di
forze {b, t} ∈ H × ∂F∫

Ω

T dv =
∫
Ω

b⊗ x dv +
∫

∂T (Ω)

t⊗ x da . Formula del
valor medio.

che in temini di componenti si scrive∫
Ω

Tij dv =
∫
Ω

bi xj dv +
∫

∂T (Ω)

ti xj da .

Si noti che la condizione di equilibrio alla rotazione assicura che il tensore a secondo
membroè simmetrico.

I sistemi di forze in equilibrio con uno stato tensionale a valor medio nullo godono
di una propriet`a caratteristica, detta diequilibrio astatico, che sar`a discussa nella
prossima sezione.

14.6. Equilibrio astatico

Si consideri un sistema di forze{b, t} ∈ H × ∂F agente su di una struttura
continuaM(Ω,L,B) .

Un sistema di forze{b, t} ∈ H × ∂F in equilibrio è detto inequilibrio astatico
se permane in equilibrio dopo una arbitraria rotazione.

Dalle equazioni cardinali della statica si deduce che l’equilibrio astatico consiste nella
richiesta che, per ogni rotazioneQ ∈ Orth , risulti

R[Qb,Qt ] =
∫
Ω

Qb dv +
∫

∂T (Ω)

Qt da = o ,

Mo[Qb,Qt ] = emi

[ ∫
Ω

(Qb)⊗ x dv +
∫

∂T (Ω)

(Qt)⊗ x da

]
= O .
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Sussiste la seguente interessante caratterizzazione della propriet`a di equilibrio astatico
in termini dello stato tensionale.

Proposizione 14.1. Condizione di equilibrio astatico. Un sistema di forze{b, t} ∈
H×∂F in equilibrio su di una struttura continuaM(Ω,V,B) , soddisfa la condizione
di equilibrio astatico, se e solo se ogni stato tensionaleT ∈ S con esso in equilibrio
ha valor medio nullo. In altri termini la condizione di equilibrio astatico equivale a
richiedere che

R[b, t ] =
∫
Ω

b dv +
∫

∂T (Ω)

t da = o ,

A[b, t ] =
∫
Ω

b⊗ x dv +
∫

∂T (Ω)

t⊗ x da = O .

Criterio di
equilibrio astatico.

Dim. Si osservi che {
R[Qb,Qt ] = QR[b, t ] ,

Mo[Qb,Qt ] = emi(QA[b, t ]) .

Dunque le condizioniR[b, t ] = o e A[b, t ] = O implicano cheR[Qb,Qt ] = o
e Mo[Qb,Qt ] = o e quindi l’equilibrio astatico.

Viceversa l’equilibrio astatico, ponendoQ = I , implica che

R[b, t ] = o , emiA[b, t ] = o .

DunqueA[b, t ] è un tensore simmetrico e la condizione

emi(QA[b, t ]) = o ∀Q ∈ Orth,

si traduce nella propriet`a

QA[b, t ]Q = A[b, t ] ∀Q ∈ Orth ⇐⇒ A[b, t ] = O .

Infatti l’implicazione ⇐ è banale e l’implicazione⇒ può essere dedotta come
segue. Si consideri un riferimento ortonormale{d1,d2,d3} principale perA ed i
corrispondenti autovalori{λ1, λ2, λ3} . PonendoQ pari alla rotazione definita da

Qd1 = d2 ,

Qd2 = d3 ,

Qd3 = d1 ,

si deduce cheλ1 d1 = Ad1 = QAQd1 = QAd2 = λ2 Qd2 = λ2 d3 e quindi che
λ1 = λ2 = 0. Analogamenteλ3 = 0 e quindi A = O .
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14.7. Teorema di Da Silva

La possibilità di effettuare una decomposizione polare di trasformazioni lineari
anche singolari `e assicurata dalla proposizione I.11.1 (p. 119) e consente di stabilire il
seguente risultato, noto cometeorema diDa Silva [40].

Proposizione 14.2. Teorema di Da Silva.Sia assegnato un sistema{b, t} ∈ H×∂F
di forze di massa e superficiali in una configurazioneΩ di un continuo. Allora, per ogni
fissato punto dello spazioxo ∈ S è possibile determinare una rotazioneQ ∈ Orth+

tale che sia nullo il momento risultante rispetto axo ∈ S del sistema di forze ruotato
{Qb,Qt} ∈ H × ∂F .

Dim. Assumendo chexo ∈ S sia l’origine del riferimento, si richiede di determinare
una rotazioneQ ∈ Orth+ tale che il tensore

G(Q) : =
∫
Ω

(Qb)⊗ x dv +
∫
Ω

(Qt)⊗ x dv ,

sia simmetrico.
Risulta G(Q) = QG(I) e quindi effettuando una decomposizione polare

G(I) = RU si ottiene cheG(Q) = QRU .
DunqueG(RT ) = RTRU = U con U2 = G(I)TG(I) .
Ogni rotazioneRT soddisfa pertanto la richiesta dell’enunciato.

14.8. Rappresentazione delle autotensioni

Nella sezione 7.7 (p. 231) si `e visto che in un continuo tridimensionale `e possi-
bile generare stati tensionali a divergenza nulla mediante da campiA(x) di tensori
simmetrici di classe C3(Ω) in quanto

T(x) : = rot [ rotA(x)]T ⇒ div T(x) = o ∀x ∈ Ω .

Il campo tensorialeA(x) è dettofunzione di sforzodi Beltrami [12].

Si considerino il risultante ed il momento risultante del flusso dello stato tensionale
attraverso qualsiasi superficie chiusaS contenuta nel dominioΩ

RS(T) : =
∫
S

Tn dv , MS(T) : =
∫
S

x× (Tn) dv ,

Facendo ricorso a risultati di teoria del potenziale `e possibile mostrare che gli stati
tensionali a divergenza nulla generati da una funzione di sforzo diBeltrami sono
caratterizzati dalla seguente propriet`a (Gurtin 1963 [24],Carlson 1967 [29])

T(x) = rot [ rotA(x)]T ⇐⇒
{

RS(T) = o ,

MS(T) = o .
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Sussiste inoltre il seguente risultato.

Proposizione 14.3. La frontiera ∂Ω del dominioΩ sia costituita da una singola
superficie chiusa generalmente regolare. Allora uno stato tensionaleT ∈ S di classe
C∞(Ω) ha divergenza nulla se e solo seRS(T) = o e MS(T) = o . Sussiste ciòe
l’equivalenza

div T = o ⇐⇒
{

RS(T) = o ,

MS(T) = o ,
∀S ⊂ Ω .

Dim. L’ipotesi su ∂Ω assicura che ogni superficie chiusaS in Ω racchiude un
dominio PS contenuto inΩ . Applicando il teorema della divergenza ed il lemma del
valor medio, proposizione I.1.5 (p. 9), si ha che

RS(T) =
∫
S

Tn dv =
∫
PS

div T dv = o ∀S ∈ Ω ⇐⇒ div T = o .

Rimane da mostrare che se divT = o risulta ancheMS(T) = o . A tal fine si osservi
che seT un campo tensoriale di classe C∞(Ω) e X è il tensore antisimmetrico di cui
x è il vettore assiale,

X = antix ⇐⇒ x = axialX ,

sussiste l’identit`a

div (XT) = axial( emiT) + X [ div T ] .

Osservando che emiT = O si deduce che

MS(T) =
∫
S

x× (Tn) dv =
∫
S

X (Tn) dv =
∫
PS

div (XT) dv =
∫
PS

X [ div T ] dv .

Dunque
div T = o ⇒ MS(T) = o ,

e l’assunto `e dimostrato.

I risultati di questa sezione conducono alla seguente conclusione.

• Se la frontiera del dominioΩ è costituita da una singola superficie chiusa, la
rappresentazione degli stati tensionali a divergenza nulla mediante funzioni di
sforzo diBeltrami ècompleta, nel senso che sussiste l’equivalenza

T = rot [ rotA]T ⇐⇒
{

RS(T) = o ,

MS(T) = o .
⇐⇒ div T = o .
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Nel caso generale di domini la cui frontiera `e costituita da pi`u superfici chiuse
è però possibile determinare stati tensionali a divergenza nulla che non soddisfano le
condizioni RS(T) = o e MS(T) = o .

Ne segue che la rappresentazione diBeltrami è in generale non completa.

H. Schaefer [21] ha formulato nel 1953 una rappresentazione degli stati ten-
sionali a divergenza nulla che risulta completa nel caso generale.

La dimostrazione della completezza `e dovuta aGurtin (1963 [24]).
La rappresentazione diSchaefer è la seguente

T(x) = rot [ rotA(x)]T + gradh(x) + [ gradh(x)]T − [ div h(x)] I ,

in cui A è un campo tensoriale simmetrico eh è un campo vettorialearmoniconel
dominio Ω , cioè tale che

∆h(x) = div gradh(x) = o , ∀x ∈ Ω .

Per una discussione esauriente della questione si rinvia all’articolo diGurtin [33].

14.9. Vincoli locali al contorno

In una struttura continuaM(Ω,L,B) un sistema divincoli al contornoconsiste
in un insieme di condizioni imposte, in corrispondenza della suddivisioneT (Ω) di Ω ,
sui valori al contornoΓv dei cinematismiT (Ω)-regolari v ∈ V .

In questa sezione si considerano vincoli al contorno perfetti, lisci e bilaterali ed in
particolare vincoli puntuali al contorno di tipo assoluto e di tipo relativo. Tali vincoli
sono gli unici ammessi in problemi lineari.

14.9.1. Vincoli assoluti

Un vincolo al contornoassolutòe definito dal sottospazio

• Vα
gdl(x) ⊆ V , detto sottospazio deigradi di libertà locali, cui devono appartenere

i valori al contornoΓv(x) dei cinematismiv ∈ V nei puntix ∈ ∂Pα ⊂ ∂T (Ω) ,

Γv(x) ∈ Vα
gdl(x) .

Il complemento ortogonale

Rα
vinc(x) =

[
Vα

gdl(x)
]⊥

,

è il sottospazio dellereazioni vincolarinel puntox ∈ ∂Pα .
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Le reazioni dei vincoli assoluti sono anche dettereazioni vincolari esterne.
Le dimensioni

ngdl = dimVα
gdl(x) , nvinc = dimRα

vinc(x)

rappresentano rispettivamente il numero di gradi di libert`a ed il numero dei vincoli
semplici. I vincoli assoluti vengono cos`ı classificati

• se nvinc = 0 il vincolo è inefficace,

• se nvinc = 1 il vincolo èsemplice,

• se nvinc = 2 il vincolo èdoppio,

• se nvinc = 3 il vincolo è totale.

I vincoli assoluti possono essere espressi in forma esplicita od implicita.

• La forma esplicitadi un vincolo assolutosi ottiene determinando una base{
dα

i , i = 1, . . . , nα

}
del sottospazioVα

gdl(x) e ponendo

Γvα(x) =
nα∑
i=1

λα
i (x)dα

i (x) , x ∈ ∂Pα ⊆ ∂T (Ω) ,

con nα ≤ 3 .
I vettori di(x) della base sono dettidirettori e gli scalari λi(x) sono detti

parametri cinematici.

• La forma implicita di un vincolo assolutosi ottiene determinando una base{
ρα

i (x) , i = 1, . . . , nα

}
del sottospazioRα

vinc(x) e ponendo

Γvα(x) . ρα
i (x) = 0 ∀ρα

i (x) ∈ Rα
vinc(x) , x ∈ ∂Pα ⊆ ∂T (Ω) .

I vettori direttori di(x) e le tensioniρi(x) sono continui a pezzi suTM(Ω) .

14.9.2. Vincoli relativi

Un vincolo al contornorelativo impone una condizione lineare sul salto di dis-
continuità

[[
Γv

]]
αβ

(x) = (Γvα − Γvβ)(x) dei valori al contorno dei cinematismi
M-regolari v ∈ V in corrispondenza dei puntix ∈ ∂Pαβ delle interfacce∂Pαβ di
una suddivisioneTM(Ω) .

Si denota conVαβ
gdl(x) ⊆ V il sottospazio dei gradi di libert`a locali cui devono

appartenere i salti di discontinuit`a
[[

Γv
]]

αβ
(x) dei cinematismiv ∈ V nei punti

x ∈ ∂Pαβ ⊆ IM(Ω) .
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Il complemento ortogonaleRαβ
vinc(x) = Vαβ

gdl(x)⊥ forma il sottospazio delle
interazioni localiin x .

Le reazioni dei vincoli relativi sono anche dettereazioni vincolari interne.
Le dimensioningdl = dimVαβ

gdl(x) ed nvinc = dimRαβ
vinc(x) rappresentano

rispettivamente il numero di gradi di libert`a ed il numero di vincoli semplici imposti.

• La richiesta diT (Ω)-regolarità imposta sui cinematismiv ∈ V costituisce
anch’essa una condizione di vincolo relativo che `e detto diperfetta continuit̀a
dei valori al contorno dei cinematismi ed `e definito dai sottospazi

Rαβ
vinc(x) = V , Vαβ

gdl(x) = {o} .

In corrispondenza di una interfaccia∂Pαβ i vincoli relativi possono essere posti
in forma esplicita od implicita.

• La forma esplicitadi un vincolo relativo si ottiene determinando una base{
dαβ

i , i = 1, . . . , nαβ

}
del sottospazioVαβ

gdl(x) e ponendo

[[
Γv

]]
αβ

(x) =
nαβ∑
i=1

λαβ
i (x)dαβ

i (x) , x ∈ ∂Pαβ ⊆ IM(Ω) ,

con nαβ ≤ 3 .

• La forma implicita di un vincolo relativo si ottiene determinando una base{
ραβ

i (x) , i = 1, . . . , nαβ

}
del sottospazioRαβ

vinc(x) e ponendo[[
Γv

]]
αβ

(x) . ραβ
i (x) = 0 ∀ραβ

i (x) ∈ Rαβ
vinc(x) , x ∈ ∂Pαβ ⊆ IM(Ω) .

Si denota conL il sottospazio deicinematismi conformie cioè dei campiv ∈ V
che soddisfano i vincoli puntuali al contorno, assoluti e relativi.

Il sottospazioR delle reazioni vincolari è costituito dai sistemi di forze che
compiono potenza virtuale nulla per ogni cinematismo conformev ∈ L .

14.9.3. Operatori di vincolo

Le rappresentazioni esplicite ( o parametriche) ed implicite dei vincoli assoluti
e relativi possono essere espresse formalmente descrivendo i sottospazi dei gradi di
libertà e delle reazioni vincolari come nucleo o come immagine di operatori lineari che
si dirannooperatori di vincolo.

Le rappresentazioni esplicita ed implicita del sottospazio deigradi di libertà sono
fornite da operatoriPx ∈ L

{
V, V

}
ed Lx ∈ L

{
V, V

}
tali che

KerLx = Im Px = Vα
gdl(x) .
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Gli operatori dualiL′
x
∈ L

{
V, V

}
e P′

x
∈ L

{
V, V

}
forniscono rispettivamente le

rappresentazioni esplicita ed implicita del sottospazio dellereazioni vincolariin quanto
risulta

KerP′
x

= ( Im Px)⊥ = Im L′
x

= ( KerLx)⊥ = Rα
gdl(x) .

L’unicit à delle rappresentazioni esplicite richiede che KerPx = KerL′
x

= {o} .

14.9.4. Vincoli ben posti

Siè visto che nei puntix ∈ I(Ω) i vincoli al contorno vengono definiti assegnando

• sulle facce∂Pα, ∂Pβ ∈ TM(Ω) , vincoli assoluti caratterizzati dai sottospazi
Rα

vinc(x) e Rβ
vinc(x) ,

• sulle interfacce∂Pαβ ∈ I(Ω) , vincoli relativi caratterizzati dai sottospazi
Rαβ

vinc(x) .

Si osservi ora che le condizioni di vincolo assoluto impongono che

Γvα(x) ∈ Rα
vinc(x)⊥

Γvβ(x) ∈ Rβ
vinc(x)⊥

 ⇒ Γvα(x) + Γvβ(x) ∈ Rα
vinc(x)⊥ +Rβ

vinc(x)⊥ .

Quindi dall’eguaglianza

Rα
vinc(x)⊥ +Rβ

vinc(x)⊥ =
[
Rα

vinc(x) ∩Rβ
vinc(x)

]⊥
,

si trae la condizione[[
Γv

]]
αβ

(x) ∈
[
Rα

vinc(x) ∩Rβ
vinc(x)

]⊥
.

La condizione di vincolo relativo[[
Γv

]]
αβ

(x) ∈ Rαβ
vinc(x)⊥

è dunque indipendente dai vincoli assoluti se e solo se `e rispettata lacondizione di non
ridondanza:

Rα
vinc(x) ∩Rαβ

vinc(x) ∩Rβ
vinc(x) = {o} ,

che espressa, in termini di gradi di libert`a, assume la forma

Vα
gdl(x) + Vαβ

gdl(x) + Vβ
gdl(x) = V ,

comeè facile verificare eguagliando i complementi ortogonali.
Se il vincolo relativoè di perfetta continuit`a, risultandoRαβ

vinc(x) = V e
Vαβ

gdl(x) = {o} , la condizione di non ridondanza assume la forma ridotta

Rα
vinc(x) ∩Rβ

vinc(x) = {o} ⇐⇒ Vα
gdl(x) + Vβ

gdl(x) = V .

Un sistema di vincoli al contorno, assoluti e relativi, `e dettoben postoseè soddis-
fatta la condizione di non ridondanza.
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14.9.5. Sistemi reattivi

Si presenta ora un risultato fondamentale che fornisce la rappresentazione para-
metrica dei sistemi reattivi dei vincoli al contorno assoluti, relativi e di continuit`a.

Il sottospazioR delle reazioni vincolari, caratterizzato dalla condizione di or-
togonalità dei sistemi reattivi ai cinematismi conformi, viene perfettamente descritto
mediante tale risultato e la descrizione risulta univoca se i vincoli sono ben posti.

Per semplificare la notazione, si omette l’indicazione esplicita della dipendenza
dal puntox , ponendo



Vα = Vα
gdl(x) , Vβ = Vβ

gdl(x) , Vαβ = Vαβ
gdl(x) ,

vα = Γvα(x) , vβ = Γvβ(x) , vαβ =
[[

Γv
]]

αβ
(x) ,

Rα = Rα
vinc(x) , Rβ = Rβ

vinc(x) , Rαβ = Rαβ
vinc(x) ,

ρα = ρα(x) , ρβ = ρβ(x) , ραβ = ραβ(x) .

Proposizione 14.4. Rappresentazione dei sistemi reattivi.Si consideri una struttura
M(Ω,LT (Ω),B) soggetta a vincoli assoluti e relativi. Un sistema{b, t} ∈ H ×F
di forze di massa e di contattòe reattivo, e ciòe soddisfa la condizione di ortogonalità
al sottospazio dei cinematismi conformi

( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ L ,

se e solo se le forze di massab sono nulle e le tensioni di contattot ammettono, nei
punti di continuit̀a, la rappresentazione

 tα = ρα + ραβ , rα ∈ Rα ,

tβ = ρβ − ραβ , rβ ∈ Rβ ,
ραβ ∈ Rαβ ,

dovetα e tβ sono le tensioni agenti sulle facce∂Pα e ∂Pβ dell’interfaccia ∂Pαβ ⊆
TM(Ω) , ρα e ρβ sono reazioni esplicate dai vincoli assoluti eραβ è un’interazione
esplicata dal vincolo relativo.
La rappresentazionèe univoca se e solo seè soddisfatta la condizione

Rα ∩Rαβ ∩Rβ = {o} ,

che esprime la proprietà di non ridondanza.
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Dim. Se il sistema{b, t} ∈ H × F è reattivo, la condizione di ortogonalit`a impone
che, in corrispondenza di ogni suddivisione baseT (Ω) , risulti∫

Ω

b . v dv +
∫

T (Ω)

t . Γv da = 0 , ∀v ∈ L .

SeP è un elemento diT (Ω) i cinematismiv ∈ C∞o (P) sono conformi e quindi si ha∫
P

b . v dv = 0 , ∀v ∈ C∞o (P) .

In virtù della continuità a pezzi dib in ogni elemento diTvf (Ω) , il lemma del calcolo
delle variazioni assicura cheb = o in Ω .

Si ottiene cos`ı la condizione variazionale∫
T (Ω)

t . Γv da = 0 , ∀v ∈ L .

In virtù della proposizione I.1.4 (p. 8), tale condizione equivale ad imporre che, in
ogni puntox ∈ I(Ω) in cui le tensioni e le condizioni vincolari sono continue, sia
soddisfatta la condizione locale di ortogonalit`a

∣∣∣∣∣ tα

tβ

∣∣∣∣∣ .

∣∣∣∣∣vα

vβ

∣∣∣∣∣ = tα
. vα + tβ

. vβ = 0 ,


∀vα ∈ Vα ,

∀vβ ∈ Vβ ,

∀vαβ ∈ Vαβ .

dove vαβ = vα − vβ .
Si consideri quindi nello spazio prodotto V× V gli operatori dualiG ∈ L

{
V ×

V, V
}

e G′ ∈ L
{

V, V × V
}

definiti da

G = | I −I | , G′ =

∣∣∣∣∣ I

−I

∣∣∣∣∣ .

La condizione di vincolo relativo si scrive allora

G

∣∣∣∣∣vα

vβ

∣∣∣∣∣ = vα − vβ ∈ Vαβ ⇐⇒
∣∣∣∣∣vα

vβ

∣∣∣∣∣ ∈ G−1 Vαβ .

Detto Sαβ ⊆ V × V il sottospazioSαβ : = G−1 Vαβ , vale l’eguaglianza

[
G−1 Vαβ

]⊥ = G′ V⊥αβ .
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DunqueS⊥αβ = G′ Rαβ e la condizione di ortogonalit`a assume la forma∣∣∣∣∣ ρα

ρβ

∣∣∣∣∣ ∈ [
(Vα × Vβ) ∩ Sαβ

]⊥ =
[
Vα × Vβ

]⊥ + S⊥αβ =
[
Rα ×Rβ

]
+ G′ Rαβ .

Esistono dunqueρα ∈ Rα , ρβ ∈ Rβ , ρ ∈ Rαβ , tali che∣∣∣∣∣ tα

tβ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ρα

ρβ

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣ I

−I

∣∣∣∣∣ ραβ ⇐⇒
{

tα = ρα + ραβ ,

tβ = ρβ − ραβ .

Viceversa tali condizioni implicano la condizione locale di ortogonalit`a e quindia
fortiori quella integrale.
L’unicit à della rappresentazione richiede che{

tα = o ,

tβ = o ,
⇒


ρα = o ,

ρβ = o ,

ραβ = o .

Essendo KerG′ = {o} , l’unicità della rappresentazione equivale a richedere che la
somma

[
Rα ×Rβ

]
+ G′ Rαβ sia diretta e cio`e che[

Rα ×Rβ

]
∩G′ Rαβ = {o} .

Si osservi ora che, se{ρα,ρβ} ∈ [Rα ×Rβ

]
∩G′ Rαβ allora esisteραβ ∈ Rαβ tale

che {
ρα = −ραβ ∈ Rαβ ∩Rα

ρβ = +ραβ ∈ Rαβ ∩Rβ
⇒ ρα,ρβ,ραβ ∈ Rα ∩Rαβ ∩Rβ .

Viceversa, seρ ∈ Rα ∩Rαβ ∩Rβ , ponendo

ρα = ρ , ρβ = −ρ , ραβ = −ρ

risulta {ρ,−ρ} ∈ [Rα ×Rβ

]
∩G′ Rαβ . Sussite pertanto l’equivalenza[

Rα ×Rβ

]
∩G′ Rαβ = {o} ⇐⇒ Rα ∩Rαβ ∩Rβ = {o} .

La decomposizione `e quindi unica se e solo se `e soddisfatta la condizione di non
ridondanza.

La proprietà di ortogonalità ai cinematismi conformi caratterizza completamente i
sistemi di forze reattivi. In corrispondenza di una qualsiasi interfaccia∂Pαβ ∈ I(Ω) ,
nei punti x ∈ ∂Pαβ nei punti che sono di continuit`a per le tensioni ed in cui non
agiscono vincoli assoluti, sussiste la propriet`a

tα(x) + tβ(x) = o ,

caratteristica dei vincoli relativi e dettaprincipio locale di azione e reazione.
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14.10. Campi discontinui

Sia V0(Ω) lo spazio lineare dei campi vettoriali continui a pezzi inΩ .
Ciò significa che per ogni campo vettorialev ∈ V0(Ω) esiste una suddivisione

T 0
v (Ω) di Ω sui cui elementi il campov ∈ V0(Ω) è continuo.

Analogamente si denoter`a con W 0(Ω) lo spazio lineare dei campi tensoriali
continui a pezzi inΩ .

Un campo vettorialev ∈ V0(Ω) è integrabile su ogni compatto inΩ edè quindi
possibile definire la distribuzione ad esso associata mediante la formula

Tv(ϕ) : =
∫
Ω

v . ϕ dv , ∀ϕ ∈ D(Ω) .

14.10.1. Gradiente di campi discontinui

Per definire il gradiente della distribuzioneTv ∈ D′(Ω) l’idea è quella di far
ricorso alla formula diGreen per trasferire l’operazione di derivazione dal campo
vettorialev ∈ V0(Ω) ad un campo tensorialeφ ∈ D(Ω) .

Il gradiente generalizzatoo distribuzionale gradTv di Tv viene definito

mediante la condizione variazionale

( gradTv)(Φ) : = −Tv( div Φ) = −
∫
Ω

( div Φ) . v dv , ∀Φ ∈ D(Ω) .

Se il campov ∈ V0(Ω) è di classe C1(Ω) il gradiente pu`o essere definito nel senso
usuale. In tal caso per ogniΦ ∈ D(Ω) risulta

( gradTv)(Φ) = −
∫
Ω

( div Φ) . v dv =
∫
Ω

( gradv) . Φ dv = Tgradv(Φ) ,

e quindi
gradTv = Tgradv = gradv ,

per cui il gradiente distribuzionale coincide con quello usuale.

Si consideri ora lo spazio lineareV1(Ω) ⊂ V0(Ω) dei campi vettoriali che sono
di classe C1 a pezzi inΩ . Ciò significa che per ogni campo vettorialev ∈ V1(Ω)
esiste una suddivisioneT 1

v (Ω) di Ω sui cui elementi il campo `e di classe C1 .

In generale ilgradiente distribuzionaledi un campo vettoriale discontinuov ∈
V1(Ω) è costituito da:
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• unaparte regolare, rappresentabile da un campo tensoriale continuo a pezzi inΩ ,

• unaparte singolaredovuta ai salti di discontinuit`a in corrispondenza delle inter-
facce tra gli elementi della suddivisioneT 1

v (Ω) .

Più precisamente sussiste il seguente risultato.

Proposizione 14.5. Gradiente distribuzionale. Il gradiente di un campo vettoriale
v ∈ V1(Ω) è costituito da un campo tensorialegradv ∈ D0(Ω) continuo a pezzi in
Ω e da un campo vettoriale

[[
Γv

]]
continuo a pezzi sulle interfacceIv(Ω) di una

suddivisione∂Tv(Ω) . Si ha quindi

( gradTv)(Φ) =
∫

Tv(Ω)

( gradv) . Φ dv +
∫

Iv(Ω)

[[
Γv

]]
. Φn da , ∀Φ ∈ D(Ω) ,

dove Φ ∈ D(Ω) è un campo tensoriale e su ogni interfaccia∂Pαβ ⊆ Iv(Ω) si è
poston = −nα = nβ cos̀ı che il salto di discontinuit̀a è definito da[[

Γv
]]

αβ
: = Γvα − Γvβ .

Dim. In ogni elementoPα di T 1
v (Ω) il campo vettorialev ∈ V1(Ω) è di classe

C1 . Effettuando la trasformazione integrale diGreen e sommando si ha che, per ogni
campo tensorialeΦ ∈ D(Ω) , risulta

−
n∑

α=1

∫
Pα

( div Φ) . v dv =
n∑

α=1

∫
Pα

Φ : gradv dv −
n∑

α=1

∫
∂Pα

(Φnα) . Γv dv.

Dalla definizione di gradTv si evince quindi che

( gradTv)(Φ) =
n∑

α=1

∫
Pα

Φ : gradv dv−
n∑

α=1

∫
∂Pα

(Φnα) . Γv dv , ∀Φ ∈ D(Ω) .

Osservando cheΦ è nulla sul contorno∂Ω , si sommino i contributi dei termini al
contorno su tutte le interfacce diT 1

v (Ω) .
Poichè il flussoΦn è continuo attraverso qualsiasi interfaccia, l’integrale pu`o es-

sere esteso solo all’insieme delle interfacceIv(Ω) attraverso le quali vi `e discontinuità
di Γv .

Inoltre l’integrale al contorno suIv(Ω) è nullo per ogniΦ ∈ D(Ω) se e solo se
il valore al contornoΓv è continuo attraverso qualsiasi interfaccia. Si supponga infatti
che l’integrale al contorno sia nullo per ogniΦ ∈ D(Ω) ed il salto di discontinuit`a[[

Γv
]]

sia non nullo in un puntox ∈ Ω .
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Esisterebbero allora

• un’interfaccia∂P12 tra due elementiP1 e P2 di T 1
v (Ω) con x ∈ ∂P12 ,

• un tensoreΦ ∈ Lin ,

tali che, ponendon = −n1 = n2 , risulta
[
Γv1(x)− Γv2(x)

]
.
[
Φn(x)

]

= 0.

Per la continuit`a di v1 su P1 e di v2 su P2 esisterebbe allora

• un intorno I12 di x ∈ ∂P12 , contenutoP1 ∪ P2 e tale che∫
∂I12

[
Γv1 − Γv2

]
. Φn dv =

∫
∂Tv(Ω)

[[
Γv

]]
. Φn dv 
= 0 .

dove ∂I12 = I12 ∩ ∂P12 e Φ(ξ) = vx(ξ)Φ con vx(ξ) mollificatore con supporto
compatto inI12 .

• Il campo gradv continuo a pezzi inΩ costituisce la parteregolaredel gradiente
di v ∈ V1(Ω) .

• Il campo
[[

Γv
]]

continuo a pezzi su∂Tv(Ω) costituisce la partesingolaredel
gradiente div ∈ V1(Ω) .

Dalla rappresentazione del gradiente distribuzionale si deduce che

Proposizione 14.6. Regolarit`a del gradiente. Il gradiente distribuzionalegradTv

di un cinematismov ∈ V1(Ω) è rappresentato da un campo tensoriale continuo a
pezzi nel dominioΩ se e solo se la parte singolare del gradienteè nulla e ciòe se i
valori al contornoΓv di v ∈ V1(Ω) sono continui attraverso ogni interfaccia inΩ :

Γv|α(x) = Γv|β(x) ∀x ∈ ∂Pαβ ,

dove∂Pαβ è una arbitraria interfaccia inΩ .

14.10.2. Divergenza di campi discontinui

La divergenza generalizzatao distribuzionale div TT di un campo tensoriale

T ∈ S1(Ω) di classe C1(Ω) a pezziè definita dalla condizione variazionale

( div TT)(ϕ) : = −TT( gradϕ) = −
∫
Ω

T : gradϕ dv ∀ϕ ∈ D(Ω) .

Se il campoT è di classe C1(Ω) la divergenza distribuzionale coincide con quella
usuale.

In analogia a quanto detto per il gradiente, anche la divergenza distribuzionale pu`o
essere decomposta in una parte regolare ed una singolare.
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Proposizione 14.7. Divergenza distribuzionale. La divergenza di un campo tenso-
riale T ∈ S1(Ω) è costituita da un campo vettoriale continuo a pezzi inΩ e da un
campo vettoriale−

[[
Tn

]]
continuo a pezzi sulle interfacceIT(Ω) di una suddivi-

sione∂TT(Ω)

( div TT)(ϕ) =
∫

TT(Ω)

( div T) . ϕ dv +
∫

IT(Ω)

[[
Tn

]]
. Γϕ da ∀ϕ ∈ D(Ω) ,

doveϕ è un campo vettoriale ed il termine al contornoè definito dal salto di discon-
tinuità [[

Tn
]]

αβ
= (Tα −Tβ) [n ] = −(Tαnα + Tβnβ) ,

avendo poston = −nα = nβ su ogni interfaccia∂Pαβ ⊆ IT(Ω) .

Dalla rappresentazione della divergenza distribuzionale si deduce che

Proposizione 14.8. Regolarit`a della divergenza. La divergenzadiv T di uno stato
tensionaleT ∈ S1(Ω) è un campo vettoriale continuo a pezzi in un elementoP ⊆ Ω
se e solo se la parte singolare della divergenzaè nulla e ciòe se i valori al contorno
Tn dello stato tensionaleT ∈ S1(Ω) sono continui attraverso ogni interfaccia in
P ⊆ Ω .

14.10.3. Deformazione tangente distribuzionale

Nel continuo diCauchy, in accordo alla condizione diEuler discussa nella
sezione I.9.4 (p. 83), la deformazione tangente corrispondente ad un cinematismov ∈
C1(Ω) è il campo tensoriale definito daBv = sym gradv ∈ C0(Ω) .

Allora ad un cinematismov ∈ V0(Ω) continuo a pezzi inΩ, corrisponde una
deformazione tangente distribuzionaleBTv definita da

(BTv)(Φ) : = −Tv( div Φ) = −
∫
Ω

( div Φ) . v dv ∀Φ ∈ DS(Ω) ,

dove DS(Ω) = D(Ω)∩ Sym denota lo spazio lineare dei campi tensoriali simmetrici
appartenenti a C∞o (Ω) .

La deformazione tangente distribuzionaleBTv corrispondente ad un cinematismo
discontinuov ∈ V1(Ω) è costituita da una parte regolare e da una singolare, secondo
la formula

(BTv)(Φ) =
∫

Tv(Ω)

(Bv) . Φ dv +
∫

Iv(Ω)

[[
Γv

]]
. Φn da ∀Φ ∈ DS(Ω) .



310 14 – COMPLEMENTI

I salti di discontinuità dei valori al contorno di un cinematismo possono quindi essere
considerati come atti di deformazione singolari.

Nella dimostrazione della proposizione 14.5 `e possibile scegliereΦ ∈ Sym e
quindi vale il seguente risultato.

Proposizione 14.9. Atti di deformazione regolari. L’atto di deformazione distri-
buzionale sym gradTv corrispondente ad un cinematismov ∈ V1(Ω) è rap-
presentato da un campo tensoriale continuo a pezzi inΩ se e solo se i valori al
contorno Γv del cinematismov ∈ V1(Ω) sono continui attraverso ogni interfaccia
giacente nel dominioΩ .
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Dunod, Paris (1972).

35. K. Yosida, Functional Analysis,4th Ed. Springer-Verlag, New York (1974).
36. R.A. Adams, Sobolev Spaces, Academic Press, New York (1975).
37. F. Brezzi , L.D. Marini (1975) On the numerical solution of plate bending

problems by hybrid methods,R.A.I.R.O Ser. Rouge Anal. Numér. R-3, 5-50.
38. A.C. Eringen, C.B. Kafadar, Polar Field Theories,Continuum Physics,

vol. IV, Ed. Cemal Eringen, Academic Press, New York (1976).
39. P.G. Ciarlet, The Finite Element Method for Elliptic Problems, North Holland,

Amsterdam (1978).
40. M.E. Gurtin, An Introduction to Continuum Mechanics, Academic Press, San

Diego (1981).
41. H. Brezis, Analyse Fonctionnelle, Th´eorie et applications, Masson Editeur, Paris

(1983).
42. J.E. Marsden, T.J.R. Hughes, Mathematical Foundations of Elasticity,

Prentice-Hall, Redwood City, Cal. (1983).
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III – STATO TENSIONALE PUNTUALE

In questo capitolo `e illustrata la classica teoria diCauchy concernente l’equilibrio
di un continuo e sono descritte in dettaglio le propriet`a dello stato tensionale puntuale.

Nel capitolo IIè stato adottato un approccio pi`u moderno e generale che consente
di dimostrare l’esistenza di uno stato tensionale corrispondente ad un sistema di forze
attive in equilibrio.

Per completezza `e comunque opportuno illustrare anche la trattazione classica.
Nella sezione 1 sono presentati i teoremi fondamentali dovuti aCauchy mentre

nella sezione 2 (p. 325) `e sviluppata un’idea originale concernente la formulazione
della cinematica del continuo seguendo un approccio complementare a quello classico
di Cauchy.

La trattazione complementare consente di dimostrare che, basandosi su un prin-
cipio di sezionamento cinematico e su di un postulato cinematico, `e possibile dedurre
l’esistenza di un cinematismo compatibile con un sistema di atti di deformazione e di
cedimento impressi ad una struttura continua.

Nella sezione 3 (p. 330) sono poi descritte le principali propriet`a dello stato ten-
sionale puntuale ed infine nella sezione 4 (p. 343) `e illustrata, con una trattazione
originale, la rappresentazione grafica dello stato tensionale dovuta aMohr e nota
comecerchio diMohr.

Come classica applicazione del cerchio diMohr si deducono le espressioni della
spinta attiva e passiva secondoRankine di un terrapieno con comportamento limite
allaCoulomb.

1. TEORIA DI CAUCHY

I fondamenti della moderna meccanica del continuo sono stati posti daAugustin
Louis Cauchy [5, 6, 4] a partire dal 1822.

Cauchy sviluppò una brillante trattazione mediante la quale, sulla base del prin-
cipio di sezionamento statico e di un postulato statico, dimostr`o l’esistenza di uno stato
tensionale che descrive l’interazione di contatto tra parti del corpo continuo soggetto
ad un sistema di forze in equilibrio.

La trattazione diCauchy è stata riprodotta senza eccezioni in tutti i trattati ed i
libri di testo di meccanica dei continui redatti sino ad oggi.

L’unica notevole eccezione `e costituita dall’interessante variante del metodo pro-
posta daWalter Noll nel 1967 (vedi [10] pag. 48) e riprodotto in questo volume
alla sezione 1.4 (p. 319).
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Ad Euler eCauchy è dovuta la formulazione di un fondamentale assunto noto
comeprincipio di sezionamentodella statica che si enuncia come segue.

Se una struttura continua `e in equilibrio sotto l’azione di un sistema di forze
attive e reattive, allora ogni sottostruttura risulta in equilibrio sotto l’azione
delle forze attive e reattive che agiscono su di essa.

Per inquadrare il principio di sezionamento nel contesto metodologico sviluppato
nel capitolo II, si consideri una struttura soggetta ad un sistema di forze attive in equi-
librio. Il teorema della potenza virtuale, proposizione II.6.4 (p. 215) assicura allora
che esiste uno stato tensionale in equilibrio con il sistema di forze attive.

Ogni siffatto stato tensionale consente allora di determinare un sistema reattivo di
contatto che insieme alle forze attive costituisce un sistema di forze in equilibrio sulla
struttura non vincolata (vedasi sezione II.6.4 (p. 216)).

Se le forze attive sono costituite da campi di forze di massa e da forze di contatto
superficiale, il teorema astratto diCauchy, proposizione II.7.2 (p. 225), mostra quindi
che i sistemi reattivi sono costituiti, in corrispondenza di una suddivisione del dominio
strutturale, da campi di forze di contatto agenti sulla frontiera della suddivisione e che il
flusso dello stato tensionale attraverso tale frontiera `e pari alla somma delle forze attive
e reattive ivi agenti.

L’ assioma di riproducibilit̀a introdotto nella sezione II.2 (p. 175) con riferimento
alla definizione dello spazio cinematico, assicura inoltre che `e possibile considerare cin-
ematismi rigidi semplici di qualsiasi sottostruttura rispetto alla struttura complementare.
Ciò implica la validità del principio di sezionamento della statica.

1.1. Postulato di Cauchy

Il punto di vista di Cauchy fu necessariamente diverso in quanto egli non
disponeva dell’apparato matematico fornito dalla moderna analisi funzionale.

In particolare all’epoca diCauchy non esisteva la teoria degli spazi normati
completi e quella degli spazi diHilbert e degli spazi diSobolev e non erano ancora
stati stabiliti il teorema dell’immagine chiusa e la diseguaglianza diKorn che hanno
consentito di dimostrare il teorema dei lavori virtuali enunciato nella proposizione
II.6.4 (p. 215).

La dimostrazione dell’esistenza di uno stato tensionaleT ∈ S in Ω in equilibrio
con un sistema di forze assegnato, fu condotta daCauchy sulla base di un postulato
che porta il suo nome.
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Sia T (Ω) un’arbitraria suddivisione diΩ . Le azioni di contatto
tn sul contorno∂P di un qualsiasi elementoP ∈ T (Ω) sono
funzioni del puntox ∈ ∂P e del versore normalen uscente da
P :

tn = t(x,n) .

Inoltre per ogni fissato versoren ∈ V la funzione t(x,n) è di
classe C1(Ω) a pezzi, con supportoT (Ω) .

Postulato
di Cauchy

Osservazione 1.1.In letteratura il postulato diCauchy viene formulato assumendo
che le tensioni di contattotP siano continue e derivabili rispetto alla posizionex ∈ Ω
per ogni versoren ∈ V . Sono in tal modo esclusi dalla trattazione gli stati tensionali
discontinui, peraltro usuali nelle applicazioni.

1.2. Lemma di Cauchy

Il postulato diCauchy consente di dedurre l’esistenza di uno stato tensionale
compatibile con un sistema di forze esterne in equilibrio.

Il primo passo consiste nel dimostrare la validit`a del principio locale di azione e
reazione.

rt-n

x
tn

δ

Fig. 1.1

Si consideri un elementoP contenuto nella sud-
divisione di supportoT (Ω) . Per definizione ci`o
significa che la funzionet(x,n) è continua inP .
Si disegni quindi un disco circolarePx interno a
P , con centro inx , raggior e spessoreδ . Siano
n e −n le normali uscenti dalle facce opposte del
disco. Si denotino contn e t−n i valori medi
delle tensioni sulle due facce di normalin e −n
e di areaA ,

Denotando con

• ∂Plat la superficie laterale del disco,Alat la sua area etlat la tensione agente
su di essa,

• b il campo di forze di massa,

la condizione di equilibrio alla traslazione del disco `e

(tn + t−n) A +
∫
Px

b dv +
∫

∂Plat

tlat da = o .
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I campi di forze di massab e di tensionetlat sono per ipotesi limitate. Facendo
allora tendere a zero lo spessore del disco, si ottiene

(tn + t−n) A = o .

Osservando poi che l’orientazione ed il raggio del disco sono arbitrari e che il campo
di tensione `e continuo, il lemma del valor medio, proposizione I.1.5 (p. 9), conduce
all’eguaglianza

t(x,n) = −t(x,−n) ,

che esprime ilprincipio locale di azione e reazione.

δ

t-n

x

tnn

-n

δ →ο
x

t(x,n)
n

-n

π

t(x,-n)

rr

π

1.3. Teorema fondamentale di Cauchy

E’ ora possibile dimostrare l’esistenza di uno stato tensionale.

Si fissi un riferimento ortonormale{e1, e2, e3} e si consideri un elementoPx a
forma ditetraedro, contenuto inP e con vertice inx .

Tre facce sono parallele ai piani coordinati con normali uscenti pari a
{−e1,−e2,−e3} e la quarta faccia ha giacitura definita da una normale uscenten
non parallela agli assi coordinati.

In virtù del principio di azione e reazione, sulle tre facce di normaleei ed area
Ai {i = 1, 2, 3} agiscono le tensioni medie−ti {i = 1, 2, 3} . Sulla faccia di normale
n ed areaA agisce la tensione mediatn . Nel dominio di volumeV agisce la forza
di massa mediab .

La condizione di equilibrio alla traslazione del tetraedroPx è espressa da

tnA− t1A1 − t2A2 − t3A3 + bV = o .
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n

-d1

x
-d2

-d3

d3

d1

d2 Tetraedro diCauchy.

Si osservi ora che

Ai = Ani {i = 1, 2, 3} , e V =
1
3
Ah ,

dove ni = n . ei {i = 1, 2, 3} sono le componenti del versore normalen .
La condizione di equilibrio pu`o dunque riscriversi nella forma

(tn − t1n1 − t2n2 − t3n3)A + bV = o .

Si contragga il tetraedro attorno adx facendo tendere a zero l’altezzah .
Dividendo perA e passando al limite si ottiene

t(x,n)− t(x, e1)n1 − t(x, e2)n2 − t(x, e3)n3 = o

e quindi
t(x,n) = t(x, e1)n1 + t(x, e2)n2 + t(x, e3)n3 .

Si può pertanto concludere che

t(x,n) =
3∑

i=1
(ei

. n) t(x, ei) = T(x)n ,

con

T(x) =
3∑

i=1
t(x, ei)⊗ ei .

Il risultato ottenuto dimostra l’esistenza del tensore dello stato tensionale puntuale ed
è noto cometeorema fondamentale diCauchy.

In virtù della propriet`a di regolarità assunta nel postulato diCauchy, il tensore
T(x) dello stato tensionale risulta essere di classe C1(Ω) a pezzi.
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1.4. Variante di Noll

Una diversa procedura per condurre la dimostrazione dell’esistenza dello stato
tensionale `e stata proposta daWalter Noll nel 1967 (vedi [10] pag. 48).

Si delimiti nel corpo Ω un elementoPx a forma di prisma triangolaredi
lunghezzaδ in cui due facce laterali hanno area egualeA , normali uscenti{−n1,−n2}
e si intersecano in uno spigolo cui appartiene il puntox .

La terza faccia laterale ha areaAn e normale uscente

n =
n1 + n2

‖n1 + n2 ‖
.

Detta h l’altezza relativa alla facciaAn il volume V è dato da

V = 1
2 Anh ,

e le due facce terminalis1 e s2 del prisma hanno areaAs = V/δ .

-n1 -n2

n1+ n2

h h

δ

Il prisma di
Noll

La condizione di equilibrio alla traslazione del prismaPx fornisce

tnAn + t−n1A + t−n2A + bV + (ts1 + ts2 )As = o ,

che, in virtù della propriet`at−n(x) = −tn(x) derivante dall’equilibrio alla traslazione
deldisco circolare, si riscrive

tnAn − tn1A− tn2A + bV + (ts1 + ts2 )As = o .

Dividendo quindi perA ed osservando che

An = A‖n1 + n2 ‖ ,

si ottiene

tn‖n1 + n2 ‖ − tn1 − tn2 + b
V

A
+ (ts1 + ts2 )

As

A
= o .

Ora risulta
V ∝ h2δ , A ∝ hδ , As ∝ h2 ,

dove il simbolo∝ significa ” è proporzionale a ”.
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Contraendo il prisma attorno adx facendo tendere a zero l’altezzah secondo la legge
h = δ2 , passando al limite e applicando il lemma del valor medio, si ottiene

‖n1 + n2 ‖ t(x,n) = t(x,n1) + t(x,n2) .

Definendo per omogeneit`a

t(x, αn) : = α t(x,n) , ∀α ∈ � ,

la relazione precedente si pu`o scrivere

t(x,n1 + n2) = t(x,n1) + t(x,n2) .

La funzionet(x, . ) che in ogni puntox associa al vettoren la tensione agente sulla
giacitura di normalen gode quindi anche della propriet`a di additività.

La funzionet(x, .) può pertanto considerarsi come la restrizione alla sfera unitaria
di una funzione lineare. Essa rappresenta quindi il tensore dello stato tensionaleT(x)
nel puntox ∈ Ω .

1.5. Verifica dell’equilibrio

Si mostra ora che il principio di sezionamento statico ed il postulato diCauchy
consentono di dimostrare che lo stato tensionaleT in Ω soddisfa le equazioni di
equilibrio diCauchy.

Equazione differenziale di equilibrio

L’equazione differenziale di equilibrio interno si deduce imponendo l’equilibrio
alla traslazione di un arbitrario elementoP in Ω in cui la forza di massab è continua
e lo stato tensionaleT è di classe C1 .

Denotando contP le forze di contatto agenti sulla frontiera∂P di P , il principio
di sezionamento impone che deve essere soddisfatto l’equilibrio alla traslazione

∫
∂P

tP da +
∫
P

b dv = o ,

ed il teorema della divergenza fornisce l’eguaglianza

∫
∂P

Tn da =
∫
P

div T dv .
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Il teorema fondamentale diCauchy assicura chetn = Tn su ∂P e pertanto la
condizione di equilibrio impone che∫

P

( div T + b) dv = o .

Data l’arbitrarietà dell’elementoP, in forza del lemma I.1.5 (p. 9), deve risultare

div T(x) + b(x) = o , x ∈ Ω ,

e quindi l’equazione di equilibrio interno `e soddisfatta nei punti di regolarit`a.

Simmetria dello stato tensionale

Dal principio di sezionamento e dall’ipotesi che non agiscano sul corpo coppie di
massa distribuite per unit`a di volume, consegue anche la simmetria del tensore dello
stato tensionale.

Il risultato si ottiene imponendo l’equilibrio alla rotazione, attorno all’origine del
riferimento, di un arbitrario elementoP di Ω in cui lo stato tensionaleT è di classe
C1 ∫

∂P

tP . (Ωx) da +
∫
P

b . (Ωx) dv = O , ∀Ω antisimmetrica.

Essendou . (Ωx) = Ω ∗ (u⊗ x) = Ω ∗ emi(u⊗ x) si ottiene che∫
∂P

emi(Tn⊗ x) da +
∫
P

emi(b⊗ x) dv = O .

Il teorema della divergenza fornisce la trasformazione∫
∂P

(Tn)⊗ x da =
∫
P

( div T)⊗ x dv +
∫
P

T dv .

Eguagliando allora le parti emisimmetriche e tenendo conto che l’equazione differen-
ziale di equilibrio assicura che divT(x) + b(x) = o essenzialmente inΩ , si ottiene∫

P

emiT dv = O .

Data l’arbitrarietà dell’elementoP dovrà quindi risultare

emiT(x) = O , x ∈ Ω

e pertanto il tensore dello stato di tensione deve essere simmetrico.
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Equazione di equilibrio al contorno

La condizione di equilibrio sul contorno pu`o essere dedotta considerando un ele-
mento P ∈ Tf (Ω) ed un discoidePx ottenuto traslando un tratto regolareS del
contorno∂P verso l’interno diP di una quantit`a positivaε .

Denotando conS+ e conx+ i traslati di S e x , come come mostrato in figura
1.2, la condizione di equilibrio alla traslazione del discoide si scrive∫

S+

t(x+,−n) da +
∫
S

tS(x) da +
∫
Px

b dv +
∫

∂Plat

tlat da = o .

Ricordando che le forze di massab e le tensionitlat sono limitate e passando al
limite per ε → 0 si ottiene∫

S

[t(x,−n) + tS(x)] da = o.

x

n

-n
ε

x
S

t(x+,-n)

S+
x+

n

-n

x+

tS(x) = t(x+,n)

t(x, n)

P

Fig. 1.2

Data l’arbitrarietà della parteP si conclude che, per ogni suddivisioneT (Ω) deve
risultare

t(x,−n) + tS(x) = o , x ∈ ∂T (Ω) ,

e quindi, in virtù del principio locale di azione e reazione

t(x,n) = tS(x) , x ∈ ∂T (Ω) .

Il teorema diCauchy assicura infine che

(Tn)(x) = t(x,n) = tS(x) , x ∈ ∂T (Ω) .

E’ quindi soddisfatta la condizione di equilibrio al contorno.
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Osservazione 1.2.Nella forma locale il principio di azione e reazione non ha validit`a
generale in quanto pu`o cadere in difetto nei punti che appartengono ad una superficie
di discontinuità dello stato tensionale, anche in assenza di tensioni esterne su di essa
applicate.

In tali punti risultano tra loro opposte solo le tensioni agenti sulle due facce della
interfaccia di discontinuit`a.

Si consideri infatti l’esempio mostrato in figura 1.3.
Le tensioni agenti sulle due facce del disco di normalin e −n inclinate di π/4

rispetto alla normalem alla superficie di discontinuit`a S12 valgono

tn =
1√
2

σ1d , t−n = − 1√
2

σ2d ,

e quindi risulta

tn + t−n =
1√
2

(σ1 − σ2)d 
= o .

σ1 σ2

m

σ1 σ2

-n

tn

t-n

n
d

P1 P2

π

�

Fig. 1.3

La forma locale del principio di azione e
reazione pu`o cadere in difetto

t−n 
= −tn.

Nella forma globale il principio di azione e reazione `e invece sempre valido.
Infatti le risultanti delle azioni sulle due facce opposte di una qualsiasi superficie

regolareS in Ω sono gli integrali suS delle tensionit(x,n) e t(x,−n), definite
per continuità sulle facce di normalin e −n .

La forma locale del principio di azione e reazione pu`o cadere in difetto solo in
corrispondenza dell’insieme dei puntix in cui S interseca superfici di discontinuit`a.

Tale insieme ha per`o misura superficiale nulla e pertanto i due integrali risulteranno
eguali e di segno opposto.
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2. TEORIA COMPLEMENTARE

E’ possibile sviluppare una trattazione complementare a quella diCauchy.

Essa si basa sul principio di sezionamento cinematico e su di un postulato cine-
matico e permette di dimostrare l’esistenza di un cinematismo compatibile con un
sistema congruente di atti di deformazione e di cedimenti vincolari.

Si enuncia unprincipio di sezionamento cinematicocomplementare di quello di
Euler-Cauchy formulato nella sezione 1 (p. 315).

Sia {D, ∂w} un sistema cinematico congruente, costituito da
una deformazione tangenteD e da un atto di cedimento∂w .
Risulta allora congruente anche il sistema cinematico che in-
teressa una qualsiasi sottostruttura.

Principio di
sezionamento
cinematico.

La congruenza di un assegnato sistema cinematico{D, ∂w} sulla sottostruttura
M(P) , postoΓw = ∂w , è espressa dalla condizione variazionale

∫
P

T ∗D dv =
∫

∂T (P)

(Tn) . (Γw + Γvo) da , ∀T ∈ So(P) ,

nella quale i campi di provaT ∈ So(P) sono stati tensionali a divergenza nulla a
pezzi in P . Nella condizione variazionale compare il valore al contornoΓvo di un
cinematismo conformevo ∈ L sulla frontiera∂P di P .

Come siè mostrato nel capitolo II, sezione II.8 (p. 233), la validit`a del principio di
sezionamento cinematico `e conseguenza della condizione variazionale di congruenza.

La dimostrazione dell’esistenza di un cinematismov ∈ V in Ω congruente con
un sistema cinematico assegnato `e basata su un postulato duale di quello diCauchy.

2.1. Postulato cinematico

La trattazione che segue `e una originale estensione per dualit`a della metodologia
di Cauchy relativa alla statica dei continui.

In essa si mostra come il principio di sezionamento cinematico consente di sta-
bilire l’esistenza di un cinematismo ammissible e compatibile con un assegnato sistema
cinematico congruente.

Si consideri la struttura soggetta ad un sistema cinematico{D,w} che soddisfa
le equazioni di congruenza e si assuma la validit`a del seguente postulato.
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Sia T (Ω) un’arbitraria suddivisione diΩ . I cinematismivP dei
punti del contornoP di un qualsiasi elementoP ∈ T (Ω) sono
assunti essere funzioni del puntox ∈ ∂P e del versoren normale
uscente daP

vP = vP (x,n) .

Per ogni fissaton la funzionevP (x,n) è assunta di classe C1(Ω)
a pezzi.

Postulato
cinematico

Tale postulato consenta di dedurre l’esistenza di un cinematismo compatibile col
sistema congruente{D, ∂w} .

La dimostrazione `e analoga a quella condotta nel caso statico ed `e basata
sull’imporre la condizione di compatibilit`a cinematica di due parti di forma speciale.

Detto{e1, e2, e3} un riferimento ortonormale si consideri, nell’intorno di un punto
x interno ad un elemento diT (Ω) ,

• una parteP1 a forma didisco circolarecon centro inx , raggio r , spessoreδ e
le due facce parallele con normali uscentin e −n ,

• una parteP2 a forma ditetraedroavente un vertice inx , tre facce parallele ai
piani coordinati con normali uscenti pari a{−e1,−e2,−e3} e la quarta faccia
con giacitura definita da una normale uscenten non parallela agli assi coordinati.

δ

x
r

vp(n)

vp(-n)

n

-d1

x
-d2

-d3

d3

d1

d2

2.2. Duale del Lemma di Cauchy

Si consideri una suddivisione diΩ in elementi in ciascuno dei quali il campo
vettorialevP ( . ,n) risulti di classe C1 . Sia P uno di tali elementi ex un punto
interno aP .

Nell’intorno del puntox si disegni quindi un disco circolare con piano medioπ
di normale orientatan e si denotino con

• A l’area delle facce del disco,
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• vP (n) e vP (−n) i valori medi dei cinematismi sulle facce di normalin e −n ,

• ∂Plat la superficie laterale del disco eAlat la sua area.

Si imponga quindi la condizione variazionale di congruenza nella formaiii) della
proposizione II.9.2 (p. 241) considerando un campo tensionale di provaT ∈ So che
assume un arbitrario valore costanteTo nel discoPx edè nullo al di fuori del disco.

Si ottiene allora la relazione

Ton .
[
vP (n)− vP (−n)

]
A +

∫
∂Plat

(Ton(x)) . vlat(x) dx =
∫
Px

To ∗D(x) dx,

dove vlat è il cinematismo della superficie laterale del disco.

Osservando che l’atto di deformazioneD ed il cinematismovlat sono limitati, si
faccia tendere a zero lo spessore del disco. Data l’arbitrariet`a del tensoreTo si ottiene

[vP (n)− vP (−n)] A = o .

Poichè l’orientazione ed il raggio del disco sono arbitrari, la continuit`a dei cinematismi
sulle facce consente di applicare il lemma del valor medio, proposizione I.1.5 (p. 9) e
di concludere che, per ognin , deve risultare

vP (x,n) = vP (x,−n) , ∀x ∈ Ω .

Ciò esprime ilprincipio di continuit̀a cinematica.

2.3. Duale del Teorema di Cauchy

Si consideri un tetraedro con vertice inx e contenuto in un intorno dix in cui il
cinematismovP ( . ,n) risulti continuo per ognin .

In virtù del risultato precedente, i cinematismi medi sulle prime tre facce di area
Ai {i = 1, 2, 3} , sono pari avP (−ei) = vP (ei) {i = 1, 2, 3} .

Sia inoltre vP (n) il cinematismo medio sulla faccia di areaA e D l’atto di
deformazione medio nel dominio di volumeV .

Nell’imporre la condizione variazionale di congruenza si consideri uno stato ten-
sionale di provaT ∈ So che assume valore costante pari aTo nel tetraedro ed
identicamente nullo al di fuori del tetraedro. Si ottiene

3∑
i=1

[
−(Toe)i

. vvP (ei)
]
Ai +

[
Ton . vP (n)

]
A +

[
To ∗D

]
V = 0 ,

che, essendo

Ton =
3∑

i=1
(n . ei)(Toei) , Ai = Ani = A(n . ei) {i = 1, 2, 3} , e V =

1
3
Ah ,
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può riscriversi

3∑
i=1

(n . ei)(Toei) .
[
vP (n)− vP (ei)

]
+

[
To ∗D

]1
3
h = 0.

Si contragga ora il tetraedro attorno adx facendo tendere a zero l’altezzah .
Passando al limite si ottiene

3∑
i=1

(n . ei)
[
vP (x,n)− vP (x, ei)

]
. (Toei) = 0 , ∀To .

Si considerino ora tre stati tensionali monoassialiToi costanti, ciacuno con l’asse
coincidente con un versore del riferimento cartesiano, quindi dati da

Toi = di ⊗ di , {i = 1, 2, 3} .

Si ottiene allora

(n . di)
[
vP (x,n)− vP (x,di)

]
. di = 0 , {i = 1, 2, 3} ,

e sen . ei 
= 0 risulterà

vP (x,n) . ei = vP (x,di) . di , {i = 1, 2, 3} .

Si può dunque concludere che le componenti divP (x,n) sui tre assi sono indipendenti
da n .

Il cinematismo definito da

v(x) : = vP (x,n) , ∀n ,

è dunque univocamente individuato in ogni puntox ∈ Ω e risulta indipendente dalla
parteP .

Si è cos`ı dimostrato ilduale cinematicodel teorema fondamentale diCauchy.
Un’analoga dimostrazione pu`o condursi applicando la condizione di compatibilit`a

cinematica ad un prisma diNoll.

2.4. Verifica della congruenza

Si vuole ora mostrare che il cinematismov soddisfa le equazioni di congruenza
in Ω .

A tal fine si noti che il postulato cinematico ed il duale del teorema diCauchy
assicurano che esiste una suddivisione finita diΩ in elementiPα in ciascuno dei quali
è definito un cinematismov di classe C1 .
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Congruenza interna

Dalla continuità del gradiente del cinematismov in ogni elementoPα e dalla
conseguente continuit`a della deformazione tangenteBv è possibile dedurre la validit`a
della equazione di congruenza interna.

Si consideri infatti una arbitrario elementoP ⊂ Pα ed uno stato tensionale
T ∈ Sauto che assume valore costante inP e valore nullo inPα \P . Si denoti col
tensore simmetricoTo il valore costante del campoT in P

In virtù del principio di sezionamento, la condizione di compatibilit`a cinematica
impone che ∫

P

To ∗D dv =
∫
∂P

(Ton) . Γv da.

Applicando il teorema della divergenza all’integrale al contorno, notando che la diver-
genza del campo tensionale costanteTo è nulla ed invocando la simmetria diTo si
ottiene ∫

P

To ∗D dv =
∫
P

To ∗Bv dv .

L’arbitrarietà del tensore simmetrico costanteTo e dell’elementoP ⊂ Pα nonché la
continuità di D e di Bv implicano, in virtù del lemma del valor medio, che

Bv(x) = D(x), ∀x ∈ Pα ,

e cioè la validità dell’equazione di congruenza interna.

Congruenza al contorno

La condizione di congruenza sul contorno pu`o essere dedotta considerando una
parte regolareP di un elemento diTw(Ω) ed un discoidePx ottenuto traslando un
tratto regolareS del contorno∂P verso l’interno diP di una quantit`a positivaε .

x

n

-n
ε

x

S

S+
x+

n

-n

x+

vS(x) v(x+,n)

vS(x)

=

vS(x+,-n)

P

Fig. 2.1
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Si imponga quindi la condizione di congruenza con un campo tensionale di prova
T ∈ S di valore costanteTo nel discoidePx e nullo al di fuori di esso∫

S+

−(Ton) . Γv(x+) da +
∫
S

(Ton) . ΓvS(x) da +
∫

∂Plat

(Tonlat) . vlat da =

=
∫
Px

To ∗D dv.

Ricordando che gli atti di deformazioneD ed i cinematismivlat sono limitati e
passando al limite perε → 0 si ottiene∫

S

(Ton) . [−Γv(x) + ΓvS(x)] da = o .

La continuità dei cinematismi assicura allora che deve risultare

Γv(x) = ΓvS(x) , ∀x ∈ S ⊂ ∂P .

3. STATO TENSIONALE PUNTUALE

Si consideri una struttura in equilibrio in una configurazioneΩ e siaT ∈ S(Ω)
uno stato di sforzo in equilibrio con le forze attive agenti sulla struttura.

Sia quindix ∈ Ω un punto di continuit`a dello stato di sforzoT ∈ S(Ω) .
Se P ∈ T (Ω) è un elemento di una suddivisioneT (Ω) tale chex ∈ ∂P , la

tensione di contatto agente suP nel puntox ∈ ∂P è allora data da

tn(x) = T(x)n .

Al variare dell’elementoP in modo tale che il suo contorno∂P passi sempre per il
puntox ∈ Ω , la tensione di contatto varia in funzione della giacitura del piano tangente
π a ∂P in x individuata del versore della normalen uscente daP .

Lo stato tensionale puntualein x ∈ Ω è la mappa che ad ogni versoren ∈ V
associa il corrispondente vettore tensionetn(x) ∈ V .

Sia oraPc = Ω \P l’elemento diΩ complementare aP e siano

• n+ la normale uscente daP nel puntox ∈ ∂P ∩ ∂Pc ,

• n− la normale uscente daPc nel puntox ∈ ∂P ∩ ∂Pc .

Le tensioni agenti nel puntox ∈ ∂P ∩ ∂Pc rispettivamente su∂P e su ∂Pc sono
date da

t + = T(x)n+ , t − = T(x)n− .

Essendon+ = −n− risulta t + = −t − , in accordo col principio diazione e reazione.
Nel seguito sono discusse in dettaglio le principali propriet`a del tensore dello stato
tensionale in un punto di un corpo continuo.
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3.1. Tensioni normali e tangenziali

La tensionetn = Tn agente inx ∈ Ω sulla giacitura di normalen può essere
univocamente decomposta come somma di

• una tensioneσnn parallela alla normalen dettatensione normale,

• una tensioneτ n contenuta nel pianoπ dettatensione tangenziale.

tn

π

τn

n

σnn

x

Fig. 3.1

Componente normale
e tangenziale
del vettore tensione.

Si considerino i tensori complementari

Pn : = n⊗ n

Pπ : = I− n⊗ n

che effettuano rispettivamente la proiezione ortogonale sun e sul pianoπ .
Le tensioni, normaleσn e tangenzialeτ n , sono legate al vettore tensionet = Tn

dalle relazioni
σnn = (t . n)n = (n⊗ n) t = Pn t ,

τ n = t− σnn = (I− n⊗ n) t = Pπ t .

Sulla giacituraπ si ha
trazione se σn > 0
compressione se σn < 0.

Lo scalareσn è dettocomponente normaledella tensione agente sulla giacitura di
normalen .

3.2. Matrice dello stato tensionale

Per ottenere un’espressione del tensoreT dello stato tensionale in termini ma-
triciali e per indagare sul significato meccanico delle relative componenti, si fissa un
riferimento levogiro ortonormale{e1, e2, e3} .
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Le tensioni agenti sulle giaciture di normalie1 , e2 e e3 sono rispettivamente

t1 = T e1 = T 11e1 + T 21e2 + T 31e3

t2 = T e2 = T 12e1 + T 22e2 + T 32e3

t3 = T e3 = T 13e1 + T 23e2 + T 33e3.

La matrice rappresentativa del tensore dello stato tensionaleT si scrive quindi

[T ] =


T 11 T 12 T 13

T 21 T 22 T 23

T 31 T 32 T 33

 .

Gli elementi della diagonale principale sono letensioni normali, di trazione o di com-
pressione a seconda che il loro segno sia positivo o negativo. Esse infatti si ottengono
proiettando le tensioniti , con i = 1, 2, 3 , lungo la normale alla corrispondente giaci-
tura

T ii = T ei
. ei = ti

. ei i = 1, 2, 3.

La proprietà di simmetria diT implica che i termini fuori dalla diagonale prin-
cipale T ij e T ji ( i 
= j ) devono essere uguali. Tali tensioni sonotangenzialiin
quanto

T ij = T dj
. ei = tj

. ei i 
= j i, j = 1, 2, 3 .

Le componenti della matrice rappresentano quindi le tensioni normali e tangenziali
agenti sulle giaciture parallele ai tre piani coordinati ortogonali.

Si noti che le tensioni tangenzialiT ij e T ji ( i 
= j ) relative alle giaciture di
normali ei e ej devono entrambe convergere (o divergere) nello spigolo parallelo al
terzo versore.

σ1

τ12

τ13

σ2

τ23

τ31

τ32

σ3

e1

e3

e2 τ21

Fig. 3.2
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La divergenza del campo tensorialeT è il campo vettoriali di componenti

( div T)i =
3∑

j=1

∂T ij

∂xj

, i = 1 . . . 3 ,

ed in forma esplicita

( div T)1 =
∂T 11

∂x1
+

∂T 12

∂x2
+

∂T 13

∂x3

( div T)2 =
∂T 21

∂x1
+

∂T 22

∂x2
+

∂T 23

∂x3

( div T)3 =
∂T 31

∂x1
+

∂T 32

∂x2
+

∂T 33

∂x3

Il flusso del tensoreT relativo alla normalen ha per componenti

(Tn)i =
3∑

j=1
T ijnj , i = 1 . . . 3 ,

ed esplicitando

(Tn)1 = T 11n1 + T 12n2 + T 13n3

(Tn)2 = T 21n1 + T 22n2 + T 23n3

(Tn)3 = T 31n1 + T 32n2 + T 33n3.

Nella trattazione dei problemi di elasticit`a lineare isotropa conviene denotare le com-
ponenti normali con il simboloσ , senza ripetere gli indici eguali, ed adottare per le
componenti tangenziali il simbolo specificoτ . Le componenti tangenziali sono infatti,
come si vedr`a, direttamente proporzionali ai corrispondenti scorrimenti angolari.

La matrice dello stato tensionale si scrive pertanto

[T ] =


σ1 τ 12 τ 13

τ 21 σ2 τ 23

τ 31 τ 32 σ3

 .

Usualmente si individuano gli assi coordinati denotando con x, y e z le coordinate
lungo gli assie1 , e2 e e3 .

Nel seguito la matrice dello stato tensionale sar`a quindi anche espressa adottando
la seguente simbologia

[T ] =


σx τxy τxz

τ yx σy τyz

τ zx τ zy σz

 .
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3.3. Rappresentazione di Voigt

Nelle trattazioni numeriche `e spesso conveniente rappresentare il tensore simmet-
rico dello stato tensionale come combinazione lineare di una base dello spazio Sym
dei tensori simmetrici del secondo ordine.

In analogia alla trattazione svolta nel capitolo I con riferimento al tensore dell’atto
di deformazione si osservi che il tensore dello stato tensionale, pu`o essere rappresentato
come somma di tre stati di tensione semplice e di tre stati di puro taglio.

Se n e m sono due versori ortogonali in V si dice

• stato di tensione semplicedi entità σ in direzionen il tensore

σ (n⊗ n) ,

• stato di puro tagliodi entità τ tra n e m il tensore

2 τ sym(n⊗m) .

Fissata quindi una base ortonormale{e1, e2, e3} in V sussiste la seguente formula di
rappresentazione

T =
3∑

i=1
σi (ei ⊗ ei) +

3∑
i,j=1
i<j

2 τ ij sym(ei ⊗ ej) .

Le matrici rappresentative die1 ⊗ e1 e di e1 ⊗ e2 sono date da

[ e 1 ⊗ e1] =


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 , [ e 1 ⊗ e2] =


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 ,

per cui la matrice rappresentativa di2 sym(e1 ⊗ e2) = e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 , è data da

2 sym [ e 1 ⊗ e2] =


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 .

Sommando i 6 termini, la formula di rappresentazione espressa in termini di matrici
restituisce la matrice[T ] dello stato tensionale.



III – STATO TENSIONALE PUNTUALE 335

Si noti che i tensori simmetriciei⊗ei e 2 sym(ei⊗ej) con i < j sono tra loro
ortogonali per cui l’insieme dei sei tensori simmetrici{

e1 ⊗ e1 , e2 ⊗ e2 , e3 ⊗ e3,

e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1 , e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1 , e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2,

costituisce una base ortogonale per lo spazio Sym dei tensori simmetrici che ha di-
mensione 6. Rispetto a tale base le componenti del tensoreT formano il vettore
numerico

[T ] = {σ1, σ2, σ3, τ12, τ13, τ23} .

Questa rappresentazione del tensoreT è detta rappresentazione ingegneristica o di
Voigt 62 edè quella adottata nelle procedure di calcolo numerico.

Nel capitolo I per il tensore dell’atto di deformazione `e stata adottata la formula
di rappresentazione

D =
3∑

i=1
εi (ei ⊗ ei) +

3∑
i,j=1
i<j

γij sym(ei ⊗ ej) .

Le basi rispetto alle quali sono state valutate le componenti ingegneristiche dell’atto di
deformazione e dello stato tensionale sono entrambe ortogonali ma non ortonormali.
Infatti si ha

‖ sym [ e 1 ⊗ e2] ‖ =
1√
2

,

‖ 2 sym [ e 1 ⊗ e2] ‖ =
√

2 .

Le due basi sono per`o tra loro duali poich`e risulta

(ei ⊗ ei) : (ei ⊗ ei) = 1 , i = 1, 2, 3 ,

(ei ⊗ ei) : (ej ⊗ ej) = 0 , i 
= j ,

1
2 (ei ⊗ ej + ej ⊗ ei) : (ei ⊗ ej + ej ⊗ ei) = 1 i = 1, 2, 3 ,

1
2 (ei ⊗ ej + ej ⊗ ei) : (ep ⊗ eq + eq ⊗ ep) = 0 , {i, j} 
= {p, q} .

Quindi il prodotto interno tra i tensoriT e D può calcolarsi come somma dei prodotti
delle componenti omonime

T : D = Tij Dij = σ1 ε1 + σ2 ε2 + σ3 ε3 + τ12 γ12 + τ13 γ13 + τ23 γ23 .

Esso ha il significato meccanico di potenza virtuale per unit`a di volume.

62 Woldemar Voigt (1850-1919).
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3.4. Componenti tetraedrali

Una rappresentazione alternativa di un tensore simmetrico del secondo ordine `e
stata proposta daJ.H. Argyris [11].

Facendo riferimento al tensore dello stato tensionale, la rappresentazione diAr-
gyris consiste nell’assegnare le componenti normali lungo direzioni parallele agli
spigoli di un tetraedro non degenere (vedi fig. 3.3).

Sia infatti {e1, e2, e3} una base di V costituita da versori.
Si ponga 

n1 = e1 ,

n2 = e2 ,

n3 = e3 .

e1

e2

e3

e3- e1

e1- e2e2- e3

Fig. 3.3

Si definiscano quindi i versori

n4 = e23 : =
e2 − e3

‖ e2 − e3 ‖
,

n5 = e31 : =
e3 − e1

‖ e3 − e1 ‖
,

n6 = e12 : =
e1 − e2

‖ e1 − e2 ‖
.

I versori ni , i = 1, . . . , 6 sono diretti lungo gli
spigoli del tetraedro non degenere definito dalla
base{e1, e2, e3} di V .

Si considerino quindi i proiettori ortogonalini⊗ni , i = 1, . . . , 6 . e la base dello
spazio Sym(V ; V) dei tensori simmetrici formata da



e1 ⊗ e1

e2 ⊗ e2

e3 ⊗ e3,

e2 ⊗ e3 + e3 ⊗ e2,

e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1

e1 ⊗ e3 + e3 ⊗ e1
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La matrice delle componenti dei6 proiettori rispetto a tale base, a meno della
normalizzazione dei vettorin4, n5, n6 , è

[M ] =



1 0 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1

0 0 1 1 1 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1


Poiché risulta detM = −1 i proiettori ortogonali lungo gli spigoli del tetraedro

costituiscono una base di Sym(V ; V) . Sia Ni la base duale definita dalle condizioni

Ni : (nk ⊗ nk) = δik .

Le componenti del tensore degli sforziT ∈ Sym(V ; V) nella baseNi sono

σni = T : (ni ⊗ ni) = (Tni) . ni ,

Esse sono dettecomponenti tetraedraliin quanto componenti normali del tensore degli
sforzi in direzione degli spigoli di un tetraedro non degenere.

3.5. Direzioni principali

La simmetria del tensore degli sforziT ∈ Sym(V ; V) assicura che esiste una
base ortonormale costituita daautovettoridel tensore eche esso ammette una rappre-
sentazione spettrale conautovalorireali.

Gli autovettori sono dettidirezioni principali dello stato di sforzo ed i relativi
autovalori so no dettitensioni principali.

Fissata quindi una base principale ortonormale{d1,d2,d3} , ad essa si associer`a
una terna di tensioni principaliσ1 , σ2 e σ3 .

• Se le tensioni principali sono distinte, ciascuna di esse `e un autovalore semplice e
la base principale `e unica.

• Se una tensione principale `e semplice e una `e doppia, alla tensione semplice
si associa un’unica direzione principale mentre a quella doppia si associa una
qualunque direzione del piano ortogonale.

• Se la tensione principale `e tripla ogni direzione `e principale e lo stato tensionale
si diceidrostaticoo sferico.
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Le tensioniti {i = 1, . . . , 3} agenti sulle giaciture ortogonali ai tre autovettori
{d1,d2,d3} sono dirette lungo le normali alle giaciture e pertanto le relative tensioni
tangenziali sono nulle

t1 = Td1 = σ1d1 ,

t2 = Td2 = σ2d2 ,

t3 = Td3 = σ3d3 ,

• Lo stato tensionale in un puntox ∈ Ω è dettopianoo biassialese, al variare della
normalen , la tensionetn giace sempre su di un pianoπ .
La direzione ortogonale alla giacituraπ è principale e la corrispondente tensione
principaleè nulla.

• Lo stato tensionale si poi dicemonoassialese, al variare della normalen , la
tensionetn ha sempre la stessa direzione. Tale direzione risulta principale per lo
stato tensionale e su tutte le normali ad essa ortogonali la tensione `e nulla.

Dunque uno stato tensionale `e

• triassialese lo zero non `e un autovalore,

• biassialese lo zero `e un autovalore semplice,

• monoassialese lo zero `e un autovalore doppio.

3.6. Quadriche delle tensioni

La simmetria del tensoreT consente di fornire rappresentazioni geometriche dello
stato tensionale in temini di quadriche.

Gran parte della teoria della rappresentazione dello stato tensionale in temini di
quadriche `e implicita in lavori diFresnel 63 [2], [3] del 1822.

Formulazioni esplicite sono state sviluppate qualche anno dopo daCauchy,
Lamé eClapeyron e sono descritte nel seguito.

• La quadrica diCauchy [5] ha equazione

(Tr) . r = ±1 .

Si adottano entrambi i segni se conducono a quadriche reali, altrimenti solo quello
che conduce ad una quadrica reale.

• La quadrica reciprocaintrodotta daLamé eClapeyron [7] ha equazione

(T−1r) . r = ±1 ,

63 Augustin Jean Fresnel (1788-1827). Allievo dell’Ecole Polytechnique, fece parte delCorps
des Ponts et Chaussées. E’ stato uno dei fondatori della teoria ondulatoria della luce. ConDominique
François Jean Arago (1786-1853) scopr`ı che onde luminose polarizzate su piani ortogonali non
interferiscono. AFresnel è anche dovuto la formulazione di una teoria della diffrazione della luce
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Anche in essa si adottano entrambi i segni se conducono a quadriche reali, altri-
menti solo quello che conduce ad una quadrica reale.

• L’ ellissoide diCauchy [5]
(T2r) . r = 1 .

• L’ ellissoide diLamé [7], [8]

(T−2r) . r = 1 .

Si noti che tutte le quadriche citate hanno gli stessi assi principali, diretti come gli
autovettori diT .

3.6.1. Quadrica di Cauchy

Alla rappresentazione diCauchy si perviene considerando l’espressione della
tensione normale sulla generica giacitura di versore normalen , data da

(Tn) . n = σn .

Ad ogni raggio vettorer corrisponde un versoren = r/‖ r ‖ . Allora, ponendo

(Tr) . r = ‖ r ‖2 (Tn) . n = ‖ r ‖2 σn = ±1 ,

la norma del raggio vettore fornisce il reciproco della radice quadrata del valore assoluto
della tensione normale sulla giacitura ortogonale al raggio vettore, cio`e

‖ r ‖ =
1√
|σn |

.

Se la tensione normale cambia segno al variare del versoren , l’iperboloide associato
al segno+ corrisponde a tensioni normali di trazione, quello associato al segno−
corrisponde a tensioni normali di compressione. Se invece la tensione normale ha
sempre lo stesso segno la quadrica `e un ellissoide.

Si noti che il vettore normale alla superficie della quadrica `e proporzionale al
gradiente della funzione

f(r) : = (Tr) . r ,

di cui la quadrica `e l’insieme di livello +1 o −1 . Dunque, essendo

gradf(r) = 2Tr ,

si deduce che la normale alla superficie della quadrica `e proporzionale al vettore tensione
agente sulla giacitura il cui versore normale `e parallelo al raggio vettore.
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3.6.2. Quadrica reciproca

La quadrica formulata daLamé 64 eClapeyron 65 in [7] è reciproca di quella
di Cauchy e da essa si ottiene assumendo che il tensoreT sia invertibile. In tal caso,
ponendor∗ = Tr , si ha che(T−1r∗) . r∗ = (Tr) . r = ±1 .

Si osservi che il gradiente della funzionef ∗(r∗) : = (T−1r∗) . r∗ , di cui la
quadrica reciprocàe l’insieme di livello +1 o −1 , è dato da

gradf ∗(r∗) = 2T−1r∗ = 2 r .

Dunque nella quadrica reciproca i ruoli del raggio vettore e della normale alla superficie
della quadrica si scambiano rispetto a quelli giocati nella quadrica diCauchy.

Il raggio vettore della quadrica reciproca `e proporzionale al vettore tensione e la
normale alla superficie della quadrica `e proporzionale alla normale alla giacitura su cui
agisce la tensione.

Se la quadrica `e un iperboloide a due falde, il cono asintotico di equazionef ∗(r∗) =
0 è dettocono diLamé o cono di taglio.

Essoè il luogo delle direzioni ortogonali ai raggi vettori appartenenti al cono
asintotico della quadrica diCauchy che ha equazionef(r) = 0 . Lungo le direzioni
appartenenti al conof(r) = 0 la tensione `e puramente tangenziale ed `e diretta lungo
il cono f ∗(r∗) = 0 .

3.6.3. Ellissoide di Cauchy

L’ellissoide diCauchy ha equazione(T2r) . r = 1 .

64 Gabriel Lamé (1795-1870). Ingegnere ferroviario e scienziato. Si laure`o all’École Polytechnique
nel 1818 ed all’́Ecole de Mines nel 1820 insieme all’amicoEmile Clapeyron. Subito dopo, su richiesta
di Alessandro I imperatore della Russia dal 1801 al 1825, fu inviato a San Pietroburgo conClapeyron.
Lamé fu nominato professore e ingegnere all’Institut et Corps du Genie des Voies de Communicationdi San
Pietroburgo.Lamé restò in Russia per 12 anni e durante questo periodo progett`o importanti strutture tra cui un
ponte sospeso in San Pietroburgo e pubblic`o molti lavori, alcuni dei quali conClapeyron. Nel 1832 torn`o a
Parigi eLamé divenne professore di fisica all’École Polytechnique. Nel 1836 partecip`o alla costruzione della
linea ferroviaria Parigi-St.Germain. Membro dell’Accademia Francese delle Scienze nel 1843 e professore
di fisica matematica alla Sorbona dal 1850. Nel 1852 pubblic`o ”Leçons sur la Th´eorie Mathématique de
l’ Élasticité des Corpes Solides” primo libro sulla teoria dell’elasticit`a. Due costanti elastiche prendono il
nome daLamé. Gauss lo consider`o il maggior matematico francese del suo tempo.

65 Benoit Paul Emile Clapeyron (1795-1870). Ingegnere formatosi all’École Polytechnique
e all’École de Mines insieme all’amicoGabriel Lamé. Dopo 12 anni passati in Russia conLamé,
tornato a Parigi ide`o e realizz`o la costruzione della linea ferroviaria Parigi-St.Germain. Nel 1844 divenne
professore di fisica all’Ecole des Ponts et Chauss´ees. Nel 1848 fu eletto all’Accademia delle Scienze di
Parigi, partecipando a commissioni per la realizzazione del canale di Suez e per l’impego delle macchine
a vapore in marina. AClapeyron [9] è dovuta la formulazione analitica delle idee sul calore pubblicate
nel 1824 daSadi Nicolas Léonard Carnot (1796-1832), nell’operaRéflexions sur la puissance
motrice du feu et sur les machines propresà développer cette puissance, ma praticamente sconosciute fino
alla riformulazione diClapeyron. Da lui prendono il nome il teorema sul lavoro di deformazione elastica
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In termini del versoren = r/‖ r ‖ si ha che

‖ r ‖2 (T2n) . n = ‖ r ‖2 ‖Tn ‖2 = ‖Tr ‖2 = 1 ,

e quindi che
‖ r ‖ ‖Tn ‖ = 1 .

Dunque il modulo del raggio vettore `e pari al reciproco della norma del vettore tensione
sulla giacitura ortogonale al raggio vettore.

3.6.4. Ellissoide di Lamé

Al variare della giacituraπ , e quindi del versore normalen sulla sfera unitaria,
il vettore tensionetn descrive un ellissoide.

Si assuma in prima istanza che il tensoreT dello stato tensionale sia triassiale e
cioè che non vi siano tensioni principali nulle. Risulta quindi detT 
= 0 ed il tensore
T è invertibile. La relazionetn = Tn , che esprime la tensione in funzione del versore
della normale, fornisce allora

n = T−1 tn .

Dalla proprietà ‖n ‖2 = n . n = 1 , si deduce la relazione

(T−1 tn) . (T−1 tn) = (T−1 T−1 tn) . tn = (T−2 tn) . tn = 1 ,

cheè la rappresentazione implicita di un ellissoide in V , dettoellissoide diLamé [8].
Il tensoreT−2 ha gli stessi autovettori diT ed autovalori pari ai reciproci dei

quadrati degli autovaloriσi di T ed è quindi definito positivo essendo le tensioni
principali σi non nulle per ipotesi.

Questa propriet`a assicura che al ruotare della normalen il vettore tensionetn
descrive unellissoidecon centro nell’origine.

Rispetto ad una base ortonormale{d1,d2,d3} , principale per il tensoreT dello
stato tensionale , l’equazione dell’ellissoide assume la forma canonica(

t n1

σ1

)2

+
(

t n2

σ2

)2

+
(

t n3

σ3

)2

= 1 ,

dove t ni = tn . di . Gli assi principali dell’ellissoide coincidono con quelli del tensore
T ed i semiassi hanno lunghezza pari ai moduli|σi | delle tensioni principali. Se lo
stato tensionaleT è piano l’ellissoide degenera in unaellissecontenuta nel piano delle
direzioni principali con autovalori non nulli. Se lo stato tensionaleT è monoassiale
l’ellissoide degenera ulteriormente in unsegmentocontenuto nella retta individuata
dalla direzione principale con autovalore non nullo. Alcune rappresentazioni grafiche
dell’ellissoide diLamé sono mostrate nelle figure seguenti.

e l’equazione differenziale per la determinazione del calore di vaporizzazione di un liquido.
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3.7. Stati tensionali sferici e deviatorici

Il tensore delle tensioniT si decompone additivamente nellaparte sfericaTS =
sphT e nellaparte deviatoricaTD = devT cosı̀ definite

TS =
1
3
( tr T) I , TD = T−TS .

Denotando con−p = tr T/3 la media delle tensioni principali, le matrici diTS e
TD rispetto ad una base ortonormale assumono la forma

[T S ] = −p


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 [T D] =


σ1 + p τ 12 τ 13

τ 21 σ2 + p τ 23

τ 31 τ 32 σ3 + p


E’ facile riconoscere che

• La tensione normale media corrispondente adTD è nulla mentre quelle
corrispondenti aTS ed aT sono uguali.

• Tutte le direzioni sono principali perTS con tensione principale pari ap .

• Le direzioni principali diTD e di T coincidono.

Il tensoreTS definisce quindi uno stato tensionale in cui le tensioni normali sono
tutte eguali e le tensioni tangenziali sono assenti.

Il tensore TD definisce invece uno stato tensionale in cui il valor medio delle
tensioni normali `e nullo.

E’ importante osservare che le componenti sferica e deviatorica sono tra loro
ortogonali. Infatti

TS : TD =
1
3
( tr T) I :

[
T− 1

3
( tr T) I

]
=

1
3
( tr T)2 − 1

3
( tr T)2 = 0 ,

in quanto

I : T = tr T , I : I = 3 .

Un caso notevole di stato tensionale sferico `e fornito dai liquidi perfetti in quiete.
In essi, essendoT(x) = −p(x) I , ∀x ∈ Ω lo stato tensionale `e definito in

ogni punto tramite un unico parametro scalare. La tensione agente su ogni giacitura `e
puramente normale ed il valore della compressione agente su ognuna di esse `e detta la
pressionep(x) nel fluido nel puntox ∈ Ω .
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4. CERCHIO di MOHR

Ad Otto Mohr 66 è dovuta una importante rappresentazione grafica dello stato
tensionale in un punto. La costruzione diMohr è un’estensione della dimostrazione
grafica dell’esistenza del cerchio delle tensioni, fornita daKarl Culmann 67 con
riferimento allo stato tensionale nelle travi inflesse. La costruzione diMohr ha carat-
tere generale essendo applicabile a tensori simmetrici del secondo ordine, in dimensione
due e tre.

La trattazione che viene svolta `e originale ed `e dovuta aGiovanni eManfredi
Romano 68 che l’hanno illustrata nelle lezioni di Scienza delle Costruzioni dal 1980.

Essa ha il vantaggio di non far ricorso a formule trigonometriche e di dedurre
la costruzione del cerchio direttamente dalla propriet`a di riflessione caratteristica dei
tensori antisimmetrici bidimensionali.

La rappresentazione diMohr è qui descritta con riferimento al tensore dello
stato tensionale ma, come risulter`a evidente dalla esposizione, pu`o essere applicata allo
studio di tensori simmetrici bidimensionali o tridimensionali.

Il cerchio di Mohr trova importanti applicazioni in meccanica delle terre per
valutare gli stati tensionali al limite del collasso per criteri di resistenza di tipo isotropo.

La costruzione diMohr fornisce una semplice ed efficace descrizione della teoria
di Rankine 69 che definisce gli stati limite attivo e passivo di un terrapieno in funzione
dell’angolo di attrito e della coesione del terreno, parametri caratteristici del criterio di
resistenza diCoulomb.

La teoria diRankine verrà illustrata nel seguito come esempio di pratica appli-
cazione del cerchio diMohr.

4.1. Stati tensionali bidimensionali

In primo luogo si prenda in esame il caso di un tensore bidimensionaleT che ad
ogni versoren di una giacitura nel piano associa la corrispondente tensionetn = Tn .
L’idea fondamentale consiste nel considerare la decomposizione additiva dello stato
tensionale come somma delle sue parti sferica e deviatorica

T = sphT + devT .

66 Otto Mohr (1835-1918). Ingegnere e professore al Politecnico di Stoccarda. Fu un pioniere della
progettazione di strutture metalliche in Germania. Per primo applic`o le linee d’influenza in ingegneria delle
strutture.

67 Karl Culmann (1821-1881). Ingegnere ferroviario, studioso di strutture da ponte e di travature
reticolari. Professore di teoria delle strutture al politecnico di Z¨urich. E’ famoso il suo libroDie Graphische
Statikpubblicato nel 1866.

68 Manfredi Romano (1941-1988). Ingegnere elettronico a Napoli e professore di Scienza delle
Costruzioni a Napoli ed a Catania, brillante studioso di ingegneria delle strutture.

69 William John Macquorn Rankine (1820-1872). Nato ad Edinburgo, ingegnere ferroviario e
scienziato, fu professore di ingegneria civile e di meccanica a Glasgow.
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Detto p il valor medio delle tensioni normali, considerato positivo se di compressione
in analogia con il caso usuale della pressione idrostatica, le parti sferica e deviatorica
dello stato tensionale sono individuate dalle propriet`a

sphT = −p I ; p = −1/2 ( tr T); tr devT = 0 .

La parte sferica sphT associa quindi ad ogni versoren la tensione

( sphT)n = −pn

ad esso propozionale tramite la pressione mediap .
La parte deviatorica devT del tensore bidimensionaleT assume una forma

caratteristica se si considera un riferimento ortonormale{d1,d2} che sia principale
per T .

La matrice associata a devT assume infatti in tal caso la forma canonica

s

[
1 0

0 −1

]
,

dove s rappresenta l’autovalore positivo di devT che si suppone associato alla di-
rezioned1 . Il generico versoren viene trasformato in

[ devT] [n ] = s

[
1 0

0 −1

] ∣∣∣∣∣ n1

n2

∣∣∣∣∣ = s

∣∣∣∣∣ n1

−n2

∣∣∣∣∣ .

Come illustrato in figura, la tensione deviatorica si ottiene quindi riflettendo il versore
n rispetto all’assed1 ed amplificandolo dis .

n

sn

d1

d2

α
α

Tensione deviatorica sulla
giacitura di normalen
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Si possono trarre le seguenti conclusioni. Al variare del versoren si ha che

• la tensione sferica( sphT)n varia mantenendo costante la sua ampiezza e decrive
un cerchio di raggiop ;

• la tensione deviatorica( devT)n mantiene anch’essa costante l’ampiezza e de-
crive un cerchio di raggios .

• Se il versoren ruota di un angoloα , la tensione sferica ruota di un angoloα
mentre la tensione deviatorica ruota di un angolo−α .

La tensione totale descrive quindi una ellisse come mostrato nelle figure 4.1, 4.2, 4.3,
4.4 in cui le ellissi sono tracciate facendo ruotare la normale con un passo diπ/12 .

Fig. 4.1 p = 5; s = 2 Fig. 4.2 p = 2; s = 5

Fig. 4.3 p = 5; s = 5 Fig. 4.4 p = 0; s = 5
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In ciascuna figura sono riportati

• il cerchio delle tensioni sferiche di raggiop ,

• le 24 tensioni sferiche,

• i 24 cerchi deviatorici di raggios ,

• le relative tensioni deviatoriche,

relativi allo stato tensionale corrispondente ai valori indicati della pressionep e
dell’intensità della tensione deviatoricas .

Congiungendo gli estremi delle24 tensioni totali si ottiene con buona approssimazione
l’ellisse, tracciata con un tratto pi`u spesso.

Nelle figure seguenti sono riprodotte le4 precedenti senza tracciare i cerchi de-
viatorici; ciò consente di evidenziare la costruzione dell’ellisse.

Fig. 4.5 p = 5; s = 2

Fig. 4.6 p = 2; s = 5

Fig. 4.7 p = 5; s = 5

Fig. 4.8 p = 0; s = 5
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4.2. Il riferimento di Mohr

L’idea di Mohr è quella di osservare il vettore tensione come se si fosse seduti
su di unasedia girevoleavendo sempre avanti a s`e il versoren.
In tal caso la tensione sferica appare fissa mentre quella deviatorica ruota in verso
opposto a quello di cui ruota il versore (e quindi la sedia) e con velocit`a doppia,
descrivendo ilcerchiodi Mohr.

Tale ultima propriet`aè conseguenza della riflessione effettuata dalla parte deviato-
rica dello stato tensionale. Essa consente di individuare i vettori tensione nel riferimento
di Mohr sfruttando la propriet`a che gli angoli al centro e quelli alla circonferenza che
sottendono archi uguali sono gli uni il doppio degli altri.

4.3. Costruzione del cerchio di Mohr

Il tensore simmetrico rappresentativo di uno stato tensionale bidimensionale `e noto
se si conoscono le tensionit1 e t2 in corrispondenza di due normali non parallelen1 e
n2.

Se le normalin1 e n2 coincidono con i versori di un prefissato riferimento
ortonormale{ex, ey} la matrice associata allo stato tensionale avr`a quali colonne le
componenti dei corrispondenti vettori tensionetx e ty

[T ] =

 σx τxy

τ yx σy

 ; [ t x] =

∣∣∣∣∣∣
σx

τyx

∣∣∣∣∣∣ ;
[
t y

]
=

∣∣∣∣∣∣
τxy

σy

∣∣∣∣∣∣ ,

con τxy = τyx .

In generale, se si assegnano le tensioni corrispondenti a due qualsiasi normali non
parallelen1 e n2 , la simmetria del tensore dello stato tensionale impone che

t1
. n2 = t2

. n1 .

Le tensionit1 e t2 non possono quindi essere assegnate in modo indipendente.
Si denoter`a con l’apiceM i vettori tensione secondoMohr e cioè le tensioni

viste dal riferimento{n,n⊥} .
Noti i vettori tensionet1 e t2 in corrispondenza di due normali non parallelen1 e

n2 , il tracciamento del cerchio diMohr si effettua valutando i corrispondenti vettori
tensione secondoMohr tM

i , i = 1, 2 .

I vettori tensione secondoMohr sono i vettori tensione visti da un osservatore
solidale col versore normale alla giacitura su cui agisce la tensione.
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Si consideri la tensionetn agente su di una generica giacitura di normalen ed il
vettore [ t n] delle sue componenti in un riferimento ortonormale{ex, ey} .

Sia Rn la rotazione che trasforma il riferimento{ex, ey } in quello {n,n⊥}
solidale con la normalen e ad esso equiverso, definita da{

Rn ex = n

Rn ey = n⊥
.

Se il riferimento diMohr {n,n⊥} è ruotato di un angoloα rispetto al riferimento
fisso {ex, ey } le componenti del vettore tensione secondoMohr tM

n nel riferimento

{n,n⊥} sono eguali alle componenti nel riferimento fisso{ex, ey} del vettoreR−1
n tn

chè è il vettore tn ruotato dell’angolo−α .
In termini di componenti e di matrici rispetto al riferimento{ex, ey } si ha che

[n ] =

∣∣∣∣∣∣
nx

ny

∣∣∣∣∣∣ , [n⊥ ] =

∣∣∣∣∣∣
−ny

nx

∣∣∣∣∣∣ , [R n] =

nx −ny

ny +nx

 .

Per l’ortogonalità della matrice[R n] vale la relazione[R n] −1 = [R n]T .

Le componenti del vettore tensione secondoMohr tM
n nel riferimento{n,n⊥}

sono quindi date da
[ tM

n ]M = [R n]T [ t n] .

Noti i vettori tensionetM
i , i = 1, 2 relativi a due normali ortogonali, le rispettive parti

deviatoriche risulteranno opposte tra loro.
Il centro del cerchio si calcola allora facilmente come punto medio delle due

tensioni secondoMohr
tM
c = 1/2(tM

1 + tM
2 ).

Il raggio del cerchio `e dato dal modulo di uno dei vettoritM
1 − tM

c o tM
2 − tM

c .
In termini di componenti cartesiane posto

[ t x] =

∣∣∣∣∣∣
σx

τyx

∣∣∣∣∣∣ , [ t y] =

∣∣∣∣∣∣
τxy

σy

∣∣∣∣∣∣
risulta

[ tM
x ]M =

∣∣∣∣∣∣
σx

τyx

∣∣∣∣∣∣
M

, [ tM
y ]M =

∣∣∣∣∣∣
σy

−τxy

∣∣∣∣∣∣
M

.

Il centro del cerchio `e allora individuato dal vettore

[ tM
c ]M =

1
2

([
tM
x − tM

y

]
M

)
=

∣∣∣∣∣∣
1
2 (σx + σx)

0

∣∣∣∣∣∣
M

.
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Osservando inoltre che

r2 = ‖ tM
1 − tM

c ‖2 =
1
4
(σx − σy)

2 + τ 2
xy

,

il raggio del cerchio risulta pari a

r =
1
2

√
(σx − σy)2 + 4 τ 2

xy
.

Tracciato il cerchio diMohr, sia noto il versore della normale associato ad un vettore
tensione secondoMohr.

La proprietà di riflessione, caratteristica della parte deviatorica dello stato tensio-
nale bidimensionale, consente di individuare un qualsiasi altro vettore tensione di
Mohr od il relativo versore normale quando si conosca uno di essi.

La procedura consiste nel far ricorso alla seguente notevole propriet`a.

Gli angoli al centro e quelli alla circonferenza che sottendono archi uguali sono
gli uni il doppio degli altri.

La costruzione va condotta ricordando che

l’angolo formato dai vettori delle tensioni deviatoriche ha ampiezza doppia e verso
opposto a quello formato dai relativi versori delle normali.

La procedura da seguire pu`o essere pertanto cos`ı descritta.

• Se sono noti i versorin1 , n2 e la tensione diMohr tM
1 , la tensionetM

2 si
può valutare con la seguente costruzione
dal puntotM

1 si traccia la parallela al versoren2 intersecando il cerchio nel
punto tM

a e da questo si traccia la parallela al versoren1 intersecando il
cerchio nel puntotM

2 .

• Analogamente se sono noti il versoren1 e le tensioni diMohr tM
1 e tM

2 , la
direzione del versoren2 si può valutare conducendo per il puntotM

2 la paral-
lela al versoren1 intersecando il cerchio nel puntotM

a . La congiungente
tM
a con tM

1 fornisce quindi la direzione din2 .
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4.3.1. Esempi di costruzione del Cerchio

La costruzione descritta `e stata implementata su elaboratore mediante il programma
Mathematica.

I risultati numerici e grafici relativi ad alcuni esempi notevoli di stati tensionali,
sono esposti nel seguito.

Si riporta qui un esempio di ingresso dati che consente il rispetto della propriet`a
di simmetriat1

. n2 = t2
. n1.

Assegnatin1 , n2 e t1 , se risultat1
. n2 = 0 allora si può assegnare ad arbitrio

l’ampiezzak della tensionet2 ponendo

t2 = kn⊥1 .

Se risulta invecet1
. n2 
= 0 si può assegnare l’angolo antiorarioα 
= π/2 che la

direzione del vettoret2 forma conn1 .
La tensionet2 è allora fornita dall’espressione

t2 = kRαn1

dove Rα denota la rotazione di ampiezzaα .
La matrice associata aRα nel riferimento{ex, ey} è fornita da

[R α] =

 cosα − sinα

sinα + cosα


La condizione di simmetriat1

. n2 = t2
. n1 consente quindi di determinare lo scalare

k
k = (t1

. n2)/(Rn1
. n1).

Se le normalin1 e n2 non sono ortogonali tra loro, per tracciare il cerchio di
Mohr conviene calcolare la tensione associata alla normale ortogonale ad una di esse,
e sian1 .

A tal fine, ponendo
n = c1n1 + c2n2 ,

le condizionin . n1 = 0 edn . n = 1 forniscono le equazioni

c1 + c2(n1
. n2) = 0 , c2

1 + c2
2 + 2c1c2(n1

. n2) = 1 .

La soluzione

c2 =

√
1

1− (n1
. n2)2 ; c1 = −c2(n1

. n2) ,

consente di valutare la tensione sulla giacitura di normalen mediante la formula

t = (c1t1 + c2t2)/‖ c1n1 + c2n2 ‖ .
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Esempio 1.

In figura 4.9 sono riportati i dati.

n1

t1

n2

t2

n

t

Fig. 4.9

Le normali e le rispettive tensioni sono

[n 1] =
1√
2

∣∣∣∣ 1
1

∣∣∣∣ ; [n 2] =
∣∣∣∣ 1
0

∣∣∣∣ ; [n ] =
1√
2

∣∣∣∣ 1
−1

∣∣∣∣ ,

[ t 1] =
∣∣∣∣ 0
2

∣∣∣∣ ; [ t 2] =
√

2
∣∣∣∣ 1
−1

∣∣∣∣ ; [ t ] =
∣∣∣∣ 2
−4

∣∣∣∣ .

I vettori delle tensioni diMohr risultano pari a

[ tM
1 ]M =

√
2

∣∣∣∣ 1
1

∣∣∣∣
M

; [ tM
2 ]M =

√
2

∣∣∣∣ 1
−1

∣∣∣∣
M

,

[ tM ]M =
√

2
∣∣∣∣ 3
−1

∣∣∣∣
M

.

In figura 4.10è disegnata la costruzione del cerchio diMohr.

In figura 4.11è indicata la costruzione che, notin1 e tM
1 , permette di valutaren2 o

tM
2 quandoè noto uno di essi.

t1M

t2M tM

 C
O

Fig. 4.10

t1M taM

t2M

n2

n1
 C

O

Fig. 4.11
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Esempio 2.

In questo secondo esempio si considera un caso in cui i due versorin1 ed n2 sono
ortogonali.

In figura 4.12 sono riportati i dati.

n1

t1

n2

t2

Fig. 4.12

Le normali e le rispettive tensioni sono

[n 1] =
∣∣∣∣ 1
0

∣∣∣∣ ; [n 2] =
∣∣∣∣ 0
1

∣∣∣∣
[ t 1] =

∣∣∣∣ 1.0
0.5

∣∣∣∣ ; [ t 2] =
∣∣∣∣ 0.5
0.0

∣∣∣∣ .

I vettori delle tensioni diMohr sono dati da

[ tM
1 ]M =

∣∣∣∣ 1.0
0.5

∣∣∣∣
M

; [ tM
2 ]M =

∣∣∣∣ 0.0
−0.5

∣∣∣∣
M

.

In figura 4.13è disegnata la costruzione del cerchio diMohr.
In figura 4.14è indicata la costruzione che, notin1 e tM

1 , permette di valutaren2 o
tM
2 quandoè noto uno di essi.

t1M

t2M

 CO

Fig. 4.13

t1M

taMt2M

n2

n1

 CO

Fig. 4.14
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Esempio 3.

Si consideri il caso particolare di uno stato tensionale dapuro taglio.

In figura 4.15 sono riportati i dati.

n1

t1

n2

t2

Fig. 4.15

Le normali e le rispettive tensioni sono

[n 1] =
∣∣∣∣ 1
0

∣∣∣∣ ; [n 2] =
∣∣∣∣ 0
1

∣∣∣∣ ,

[ t 1] =
∣∣∣∣ 0
2

∣∣∣∣ ; [ t 2] =
∣∣∣∣ 2
0

∣∣∣∣ .

I vettori delle tensioni diMohr sono dati da

[ tM
1 ]M =

∣∣∣∣ 0
2

∣∣∣∣
M

; [ tM
2 ]M =

∣∣∣∣ 0
−2

∣∣∣∣
M

.

In figura 4.16è disegnata la costruzione del cerchio diMohr.
In figura 4.17è indicata la costruzione che, notin1 e tM

1 , permette di valutaren2 o
tM
2 quandoè noto uno di essi.

t1M

t2M

 CO

Fig. 4.16

t1M

t2M

n1

n2

 CO

Fig. 4.17
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Esempio 4.

Come ultimo esempio si consideri il caso di uno stato tensionalemonoassialecon asse
e2 . In figura 4.18 sono riportati i dati.

n1

t1

n2

t2

Fig. 4.18

Le normali e le rispettive tensioni sono

[n 1] =
1√
10

∣∣∣∣ 1
3

∣∣∣∣ ; [n 2] =
1√
10

∣∣∣∣−3
1

∣∣∣∣ ,

[ t 1] =
∣∣∣∣ 0
3

∣∣∣∣ ; [ t 2] =
∣∣∣∣ 0
1

∣∣∣∣ .

I vettori delle tensioni diMohr sono dati da

[ tM
1 ]M =

1√
10

∣∣∣∣ 9
3

∣∣∣∣
M

; [ tM
2 ]M =

1√
10

∣∣∣∣ 1
−3

∣∣∣∣
M

.

In figura 4.19 è disegnata la costruzione del cerchio diMohr. Il rag-
gio del cerchio vale

√
5/2 . In figura 4.20 è indicata la costruzione che,

noti n1 e tM
1 , permette di valutaren2 o tM

2 quando è noto uno di essi.

t1M

t2M

 CO

Fig. 4.19

t1M

taM

t2M

n2

n1
 C

O

Fig. 4.20
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4.4. Stati tensionali tridimensionali

La trattazione precedente pu`o essere estesa per considerare uno stato tensionaleT
tridimensionale.

Sia {d1,d2,d3} un riferimento ortonormale principale perT.
La matrice[T ] associata aT assume la forma canonica

[T ] =


σ1 0 0

0 σ2 0

0 0 σ3


Le tensioni relative alle normali contenute in un piano principale apparterranno

anch’esse a tale piano ed `e quindi possibile ripetere per ognuno dei piani principali la
medesima costruzione descritta nel caso bidimensionale.

Si ottengono cos`ı tre cerchi principali diMohr che descrivono il variare delle
tensioni relative ai tre fasci di normali.

La rappresentazione delle tensioni relative a normali che siano comunque dirette
nello spazio tridimensionale `e più complessa ed `e discussa nel seguito.

4.4.1. Arbelo di Mohr

Si consideri ora il cerchio principale diMohr relativo al piano{d1,d2} definito
da un centro di ascissac3 e da un raggior3 forniti rispettivamente dalle espressioni

c3 =
σ1 + σ2

2
, r3 =

σ1 − σ2

2
in cui si è supposto, senza ledere la generalit`a, cheσ1 ≥ σ2.

La matrice canonica diT può essere allora cos`ı decomposta
σ1 0 0

0 σ2 0

0 0 σ3

 =


c3 0 0

0 c3 0

0 0 c3

 +


r3 0 0

0 −r3 0

0 0 r3 − σ1 + σ3

 .

La tensionet = Tn associata alla generica normalen può essere scritta come

t = c3 n + d3

e risulta quindi somma di un vettore di ampiezzac3 diretto comen e di un vettored3
di componenti

[d 3] =


r3 n1

−r3 n2

(r3 − σ1 + σ3)n3


in cui {n1, n2, n3} sono le componenti del versoren.
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Il modulo del vettored3 vale

‖d3 ‖ =
√

r2
3 n2

1 + r2
3 n2

2 + (r3 − σ1 + σ3)2 n2
1

=
√

r2
3 + (σ1 − σ3) (σ2 − σ3) n2

3

pertanto, se la normalen varia su di un cono di assee3 la componenten3 sarà costante
e quindi anche il modulo did3 rimarrà costante.

Inoltre il modulo di d3 sarà non maggiore dir3 se σ3 è la tensione principale
intermedia e non minore dir3 in caso contrario.

Se si traccia un diagramma ottenuto sovrapponendo tutti i semipiani definiti dai
versori n e dalle corrispondenti tensionit = c3 n + d3 e si disegnano in esso i tre
cerchi principali diMohr si può concludere che le estremit`a dei vettori tensione non
possono uscire dalla zona a forma di falcetto, dettaArbelo di Mohr, compresa tra i
tre cerchi.

||τn||

σn
O P1P2P3

C1 C3C2

Fig. 4.21 Arbelo di Mohr

4.5. Spinta delle terre. Teoria di Coulomb-Rankine

Una classica applicazione del cerchio diMohr è quella che consente di valutare le
spinte, attiva e passiva, di un terrapieno indefinito ed omogeneo in cui sia stato realizzato
uno sbancamento.

Il problema viene studiato nel pianoπ ortogonale alla direzione dello sbancamento
supponendo che la tensione principale parallela a tale direzione sia intermedia tra le
altre due.
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La teoria diRankine assume che il comportamento limite del terreno sia go-
vernato su ogni giacitura da un modello diCoulomb 70 con attrito e coesione descritto
in figura 4.22.

r
R

σv

σ1

σ2

σa

σp

ϕc

τ

σ

σc

Fig. 4.22 Criterio di Coulomb

70 Charles Augustin de Coulomb (1736-1806). Nato ad Angoulême in Languedoc da famiglia
benestante ebbe un’ottima educazione prima nella citt`a natale e poi a Parigi. Nel 1970 entr`o nell’Ecole du
Génie a Mézières e dopo circa due anni divenne luogotenente del Corpo del Genio Militare. Dal 1764 al 1772
fu impegnato nella Martinique (indie orientali) nella costruzione del forte Bourbon. Questa esperienza fu
importante per la formazione diCoulomb ma gli procurò seri malanni di cui egli soffri per il resto della vita.
Nel 1773, tornato in Francia a Bouchain, present`o all’Académie des Sciences di Parigi il primo lavoro dal
titolo Essai sur une application des règles, de maximis et minimisà quelques problèmes de statique, relatifsà
l’architecturein cui studiava con i metodi del calcolo delle variazioni l’influenza dell’attrito e della coesione
in problemi di statica. Nel 1777 sottopose all’Accademia un altro famoso lavoro sulla bussola magnetica in
cui affrontò e risolse il problema della torsione di cilindri sottili e mostr`o come la bilancia torsionale consenta
di misurare le forze con grande precisione. Nel 1779 fu inviato a Rochefort per collaborate colMarchese
de Montalembert nella costruzione di un forte ed ivi ide`o laThéorie des machines simplesche gli valse
il Gran Premio dell’Acad´emie des Sciences nel 1781.Coulomb fu quindi eletto all’Accademia e si dedic`o
completamente alle ricerche di fisica pubblicando 25 memorie sull’elettricit`a ed il magnetismo tra il 1781
ed il 1806, lavorando in stretto contatto conBossut, Borda, de Prony e Laplace. A Coulomb è
dovuta la scoperta che nella legge di attrazione tra le cariche elettriche di segno opposto compare l’inverso
del quadrato della distanza, analogamente alla legge di attrazione delle masse formulata daNewton. Nel
1790 ebbe il primo figlio e nel 1797 il secondo daLouise Françoise LeProust Desormeaux che
poi spos`o nel 1802. Nel 1789, con la rivoluzione l’Accademia fu chiusa nel 1793 e sostituita dall’Institut de
France doveCoulomb entrò nel 1795. Negli ultimi anni egli si interess`o dell’organizzazione scolastica in
Francia quale ispettore generale della pubblica istruzione.
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La condizione limite impone che la tensione su ogni giacitura non possa uscire dal
cono di attrito. E’ conveniente assumere positive le tensioni normali di compressione.

L’attrito viene misurato mediante l’angoloϕ di apertura del cono di attrito. La
coesionec è la tensione tangenziale limite in assenza di tensione normale. Essa fornisce
l’ordinata del punto intersezione del cono di attrito con l’asse delle tensioni tangenziali
nel piano diMohr. Il vertice del cono di attrito `e ubicato sull’asse delle tensioni
normali edè individuato dall’ascissa

σc = −c / tanϕ.

La tensione principale verticale viene assunta pari a quella presente nel terrapieno prima
dello sbancamento e pari a

σv = p + γ x

dovep è il valore del sovraccarico per unit`a di superficie agente sul terrapieno e diretto
verso il basso,γ è il peso specifico del terreno edx è la profondità.

Detta h l’altezza dello scavo, la tensione principale verticale alla quota fondo
scavo vale quindi

σv = p + γ h.

La spinta attivaσa e laspinta passivaσp secondoRankine, mostrate in figura 4.23,
sono i valori minimo e massimo della tensione principale orizzontale nel pianoπ che
portano lo stato tensionale al limite di ammissibilit`a.

p

π/4+ϕ/2

σv=p+γh
σa=λaσv-2c√λa

p

π/4-ϕ/2
σv=p+γh

σp=λpσv+2c√λp

h h

Fig. 4.23 Spinte attiva e passiva secondo Rankine

Esse rappresentano, alla quota considerata, le spinte di compressione per unit`a di
superficie su di un’opera di sostegno dello scavo (che si dir`a unmuro) nelle due diverse
condizioni limiti che si attingono rispettivamente quando il fronte dello scavo spinge sul
muro (spinta attiva) ovvero quando il muro `e spinto verso il fronte dello scavo (spinta
passiva).

La costruzione del cerchio diMohr fornisce un semplice strumento per analizzare
gli stati limiti di spinta attiva e passiva.
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Con riferimento alla figura 4.22 la spinta attiva `e infatti fornita dalle relazioni

σa = σv − 2r ,

(σ1 − σc) sinϕ = r ,

σ1 + r = σv ,

e quella passiva dalle relazioni

σp = σv + 2R ,

(σ2 − σc) sinϕ = R ,

σ2 −R = σv .

Un semplice calcolo fornisce allora le espressioni

σa − σc = (σv − σc)
1− sinϕ

1 + sinϕ
,

σp − σc = (σv − σc)
1 + sinϕ

1− sinϕ
.

Definendo i coefficienti di spinta attiva e passiva

λa : =
1− sinϕ

1 + sinϕ
, λp : =

1 + sinϕ

1− sinϕ
= tan2(π/4 + ϕ/2),

risulta
λa λp = 1 ,

e le spinte attiva e passiva si scrivono nella forma

σa − σc = λa (σv − σc) ,

σp − σc = λp (σv − σc) .

Tali espressioni sono valide perϕ > 0.
Nel caso di attrito nullo esse vanno sostituite dalle seguenti

σa = σv − 2 σc ,

σp = σv + 2 σc ,

come risulta evidente dalla figura 4.24.
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σv

σp

τ

σa

rR c

σ

Fig. 4.24 Criterio di Coulomb in assenza di attrito

Osservazione 4.1.Ai coefficienti λa e λp può darsi una espressione diversa e valida
per ogni valore diϕ , osservando che

1− sinϕ = sin(π/2)− sinϕ = 2 cos(π/4 + ϕ/2) sin(π/4− ϕ/2) ,

1 + sinϕ = sin(π/2) + sinϕ = 2 sin(π/4 + ϕ/2) cos(π/4− ϕ/2) .

Risulta quindi

λa =
1− sinϕ

1 + sinϕ
=

tan(π/4− ϕ/2)
tan(π/4 + ϕ/2)

, λp =
1 + sinϕ

1− sinϕ
=

tan(π/4 + ϕ/2)
tan(π/4− ϕ/2)

.

Essendo inoltre

tan(π/4− ϕ/2) tan(π/4 + ϕ/2) = 1 ,

si ottengono le formule

λa = tan2(π/4− ϕ/2) ,

λp = tan2(π/4 + ϕ/2) .
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h

λap-2c√λa

1/γ (2c/√λa-p)

λa(p+γh)-2c√λa λp(p+γh)+2c√λp

λpp+2c√λp

Fig. 4.25 Spinte attiva e passiva

In virtù della relazione

tan(2 ϕ) =
2 tanϕ

1− tan2ϕ
,

risulta poi

2 tan(π/4− ϕ/2)
1− tan2(π/4− ϕ/2)

= tan(π/2− ϕ) =
1

tanϕ
,

2 tan(π/4 + ϕ/2)
1− tan2(π/4 + ϕ/2)

= tan(π/2 + ϕ) = − 1
tanϕ

,

e quindi

1
tanϕ

=
2
√

λa

1− λa

= −
2
√

λp

1− λp

.

Ricordando cheσc = −c/ tanϕ si deducono le espressioni

σa = λa σv − 2 c
√

λa ,

σp = λp σv + 2 c
√

λp ,

che forniscono formule alternative per le spinte attiva e passiva.
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r
R

σv

σ1

σ2

σa

σp

ϕc

π/4+ϕ/2π/4-ϕ/2

τ

σ

σc

π/2-ϕ π/2+ϕ

Fig. 4.26 Direzioni delle giaciture in spinta attiva e passiva

Poichè le spinte possono essere solo di compressione, per la spinta attiva deve risultare

λa (p + γ x)− 2 c
√

λa ≥ 0 .

Se la coesione `e sufficientemente elevata in rapporto al sovraccarico da far s`ı che

2 c√
λa

− p ≥ 0 ,

la spinta attiva diventer`a efficace solo a partire dallaquota critica

xc =
1
γ

[ 2 c√
λa

− p
]
,

come mostrato in figura 4.25.

In figura 4.23 sono rappresentati i cunei di terrapieno in stato limite attivo e passivo.
Le inclinazioni rispetto all’orizzontale delle giaciture su cui vengono attinti i valori

limite delle tensioni possono essere desunti dalla costruzione dei cerchi diMohr come
indicato in figura 4.26.
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I vettori rappresentativi delle tensioni deviatoriche sulle giaciture limite risultano
infatti ruotati rispetto al vettore rappresentativo della tensione deviatorica sulla giacitura
orizzontale rispettivamente di

• π/2− ϕ nel cerchio diMohr relativo alla spinta passiva,

• π/2 + ϕ nel cerchio diMohr relativo alla spinta attiva.

Ne consegue, per la propriet`a della rappresentazione diMohr, che le rispettive normali
formano tra loro un angolo pari alla met`a e cioè

• π/4− ϕ/2 per la spinta passiva,

• π/4 + ϕ/2 per la spinta attiva.

Tali quindi sono anche gli angoli tra le giaciture limiti e l’orizzontale.

Alcuni valori medi dell’angolo di attritoϕ e della coesionec per vari tipi di
terreno sono riportati nella seguente tabella.

Terreno φ (gradi) c N/m2

Ghiaia 34◦ ÷ 37◦ 0

Sabbia 30◦ ÷ 35◦ 10

Marna 16◦ ÷ 30◦ 20

Limo 20◦ ÷ 27◦ 100

Argilla sabbiosa 16◦ ÷ 22◦ 20 ÷ 50

Argilla plastica 11◦ ÷ 17◦ 100

Argilla solida 10◦ ÷ 12◦ 500 ÷ 1000

Tufi vulcanici 0◦ 1000 ÷ 10000



RIFERIMENTI

1. C.A. Coulomb, Essai sur une application des r`egles, de maximis et minimis `a
quelques probl`emes de statique, relatifs `a l’architecture,Mém. divers savants, 7,
343-382 (1776).
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IV – MODELLI STRUTTURALI

La trattazione del modello del continuo diCauchy è stata sviluppata in dettaglio
nel capitolo II in modo tale che gli altri modelli strutturali di continui mono, bi e
tridimensionali, anche con microstruttura, possano essere trattati in perfetta analogia.

Nella prima sezione di questo capitolo, ripercorrendo lo stesso iter logico e proce-
durale seguito nel capitolo II, saranno sinteticamente riformulati gli elementi fondamen-
tali della teoria dei modelli continui allo scopo di richiamare ed illustrare le definizioni
ed i risultati che sono alla base dell’analisi di ogni modello strutturale.

Nelle successive sezioni si sviluppa prima l’analisi dei modelli monodimensionali
di asta, di fune e di trave con e senza deformabilit`a a taglio, e quindi quella dei modelli
bidimensionali di piastra con e senza deformabilit`a a taglio.

La panoramica di modelli strutturali si chiude con un’analisi dei continui tridi-
mensionali con microstruttura.

1. MODELLI CONTINUI

La sintesi che viene presentata in questa sezioni consente di rivisitare le definizioni
e le proprietà principali dei modelli continui in una visione sinottica che fornisce un
quadro organico e comprensivo della teoria dell’equilibrio e della congruenza delle
strutture.

Le notazioni sono identiche a quelle adottate nel capitolo II con la notevole ec-
cezione del campo di sforzo che `e denotato con la lettera grecaσ per riservare il
simbolo T al campo dello stato tensionale nel continuo diCauchy.

Il lettore potrà riformulare le dimostrazioni delle varie proposizioni consultando
la trattazione svolta per il continuo diCauchy capitolo II.

Sia Ω un dominio limitato con frontiera generalmente regolare∂Ω immerso in
uno spazio euclideoEn di dimensionen = 1, 2, 3 , e siaΩ = Ω ∪ ∂Ω la chiusura.

Sia poi T (Ω) un’arbitraria suddivisione finita diΩ in elementi.
Un campo vettoriale suT (Ω) è una famiglia finita di funzioni ciascuna definita

su un elemento diT (Ω) ed a valori in uno spazio vettoriale di dimensione finita.
SianoH(Ω) e H(Ω) campi vettoriali di quadrato integrabile suΩ .

Un modello strutturale continuoM(Ω,V(Ω),B) è definito dai seguenti ingredienti.

L’ operatore cinematicoB : Cm(Ω) �→ Ck−m(Ω) è un operatore differenziale di
ordine m che ad ogni campo vettorialev : Ω �→ V di classe Ck(Ω) associa un
campo tensorialeBv : Ω �→ L(V ; V) di classe Ck−m(Ω) .
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Più in generale l’operatore cinematico pu`o essere definito da una famiglia finita di
operatori differenziali ciascuno dei quali opera su un campo appartenente ad una
corrispondente famiglia finita di campi vettoriali suΩ .

L’ operatore staticoB
′
o : Cm(Ω) �→ Ck−m(Ω) è un operatore differenziale di

ordine m che ad ogni campo di sforziσ : Ω �→ V di classe Ck(Ω) associa un
campo vettoriale sorgenteB

′
oσ : Ω �→ V di classe Ck−m(Ω) .

Più in generale l’operatore statico, detto ancheoperatore di equilibrio di massa,
è definito una famiglia finita di operatori differenziali ciascuno dei quali opera su
un campo appartenente ad una corrispondente famiglia finita di campi vettoriali
su Ω .

L’operatore di equilibrio di massa e l’operatore cinematico sono indualità formale
nel senso che sussitono le relazioni∫

Ω

σ : (Bv) dv =
∫
Ω

(B
′

oσ) . v dv , ∀v ∈ Cm(Ω) , ∀σ ∈ DH(Ω) ,

∫
Ω

(B
′

oσ) . v dv =
∫
Ω

σ : (Bv) dv , ∀σ ∈ Cm(Ω) , ∀v ∈ DH(Ω) ,

dove DH ⊂ H e DH ⊂ H sono i sottospazi costituiti dai campi indefinitamente
derivabili ed a supporto compatto nell’apertoΩ .

Lo spazio ambiente cinematicoH(Ω) è costituito da campi vettoriali di quadrato
integrabile suΩ . Ad ogni cinematismo diH(Ω) corrisponde una deformazione
tangente distribuzionaleBv ∈ D′H definita da

(Bv)(σ) : =
∫
Ω

(B
′

oσ) . v dv , ∀v ∈ H(Ω) , ∀σ ∈ DH(Ω) .

Lo spazio ambiente degli sforziH(Ω) è costituito da campi tensoriali di quadrato
integrabile suΩ . Ad ogni campo di sforzo diH(Ω) corrisponde una forza di
massa distribuzionaleB′oσ ∈ D′

H
definita da

(B′oσ)(v) : =
∫
Ω

(Bv) . σ dv , ∀σ ∈ H(Ω) , ∀v ∈ DH(Ω) .

Lo spazio cinematicoV(Ω) è costituito dai campi cinematiciv ∈ H(Ω) dotati
di unasuddivisione di supportoT v(Ω) .
Ciò significa che alle restrizioniv|P di v ∈ V(Ω) agli elementiP di T v(Ω)
corrispondono deformazioni tangenti distribuzionaliBv|P ∈ D′H(P) di quadrato
integrabile suP .
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Sia B : V(Ω) �→ H(Ω) con Bv ∈ H(Ω) parte regolare della deformazione tangente
distribuzionale associata av ∈ V(Ω) , costituita dal prodotto cartesiano dei campi
Bv|P ∈ H(P) al variare diP in T v(Ω) .

Si doti quindi lo spazioV(Ω) del prodotto interno

( u , v )V : =
∫
Ω

u . v dv +
∫
Ω

Bu : Bv dv ,

e della corrispondente norma

‖v ‖2
V

: =
∫
Ω

‖v ‖2 dv +
∫
Ω

‖Bv ‖2 dv .

E’ questa perV(Ω) la più economica topologia di spazio pre-Hilbert che rende
limitato l’operatore lineareB : V(Ω) �→ H(Ω) e pertanto si pu`o scrivere

B ∈ L
{
V(Ω) ; H(Ω)

}
.

Lo spazio delle forzeF(Ω) è il duale topologico dello spazio cinematicoV(Ω) .
F(Ω) è quindi uno spazio diBanach.

Lo spazio degli sforziS(Ω) è costituito dai campi di sforzoσ ∈ H(Ω) dotati di
unasuddivisione di supportoT σ(Ω) .
Ciò significa che alle restrizioniσ|P di σ ∈ S(Ω) agli elementiP di T σ(Ω)
corrispondono sorgenti distribuzionaliB′oσ|P ∈ D′

H
(P) di quadrato integrabile

su P .

Sia B
′
o : S(Ω) �→ H(Ω) con B

′
oσ ∈ H(Ω) parte regolare della forza di massa

distribuzionale associata aσ ∈ S(Ω) , costituita dal prodotto cartesiano dei campi
B

′
oσ|P ∈ H(P) al variare diP in T σ(Ω) .

Dotando lo spazioS(Ω) del prodotto interno

( σ , τ )S : =
∫
Ω

σ . τ dv +
∫
Ω

B
′

oσ . B
′

oτ dv ,

e della corrispondente norma

‖σ ‖2
S

: =
∫
Ω

‖σ ‖2 dv +
∫
Ω

‖B′

oσ ‖2 dv ,

l’operatore lineareB
′
o : S(Ω) �→ H(Ω) diventa limitato e dunque si pu`o scrivere

B
′

o ∈ L
{
S(Ω) ; H(Ω)

}
.
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Un vincolo perfetto, liscio e bilateralèe definito assegnando una suddivisione
T (Ω) , considerando lo spazioV(T (Ω)) dei cinematismiv ∈ V(Ω) per i quali
la suddivisioneT (Ω) è di supporto e definendo un sottospazio lineare chiuso dei
cinematismi conformi:

L(T (Ω)) ⊆ V(T (Ω)) .

Lo spazio deisistemi di forze reattiveo reazioni vincolariè il sottospazio lineare
chiusoR(Ω) ⊆ F(Ω) definito dalle seguenti condizioni di complementariet`a

R(Ω) = L(T (Ω))⊥ , L(T (Ω)) = R(Ω)⊥ ,

dove il simbolo⊥ indica il complemento ortogonale rispetto al prodotto scalare
potenza virtuale.

Un sistema di forzef ∈ F(Ω) è in equilibrio se risultaf ∈ V⊥o = ( KerB)⊥ .

Lo spazio delleforze attiveFL(Ω) è lo spazio diHilbert duale diL(T (Ω)) .
Un sistema di forze attive� ∈ FL(Ω) è in equilibrio se

� ∈ Vrig = ( KerB ∩ L(T (Ω)))⊥ .

L’operatore cinematico `e unoperatore diKorn se soddisfa laseconda diseguaglianza
di Korn:

‖Bu ‖H(Ω)
+ ‖u ‖

H(Ω)
≥ α ‖u ‖

Hm(Ω)
, ∀u ∈ Hm(Ω) .

Tale diseguaglianza equivale ad assumere che per ogni sottospazio lineareL(T (Ω)) di
cinematismi conformi, l’operatore cinematicoBL ∈ L(L(T (Ω)) ; H(Ω)) goda delle
seguenti propriet`a [30], [32]:

• Il nucleo KerBL = KerB ∩ L(T (Ω)) = Vrig(Ω) è un sottospazio lineare di
L(T (Ω)) avente dimensione finita.

• Lo spazio immagine ImBL è un sottospazio lineare chiuso diH(Ω) .

Sussiste allora il seguente fondamentale risultato.

Proposizione 1.1. Teorema delle potenze virtuali.Per ogni sistema di forze attive� ∈
Vrig(Ω)⊥ in equilibrio sulla struttura vincolataM(Ω,L(T (Ω)),B) esiste almeno
uno stato di sforzoσ ∈ H(Ω) con esso in equilibrio e ciòe tale che la potenza virtuale
compiuta da� ∈ Vrig(Ω)⊥ per un qualsiasi cinematismo conformev ∈ L(T (Ω))
sia eguale alla potenza virtuale compiuta dallo stato di sforzoσ ∈ H(Ω) per la
corrispondente deformazione tangenteBv ∈ H(Ω) . In formule

� ∈ Vrig(Ω)⊥ ⊆ FL(T (Ω)) ⇐⇒
∃ σ ∈ H(Ω) : 〈 � , v 〉 = (( σ , Bv )) , ∀v ∈ L(T (Ω)) .
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1.1. Formula di Green e teorema di Cauchy

Si considerino gli spazi diHilbert V(T (Ω)) e S(T (Ω)) costituiti dai campi
cinematici e statici per i quali la suddivisioneT (Ω) è di supporto. Sussiste allora la
formula diGreen:

∫
Ω

σ : Bv dv =
∫
Ω

B
′

oσ . v dv + 〈〈 Nσ , Γv 〉〉 ,

{
∀v ∈ V(T (Ω)) ,

∀σ ∈ S(T (Ω)) .

dove

• Γ ∈ L
{
V(T (Ω)) ; ∂V(T (Ω))

}
è l’operatore di traccia al contorno associato

all’operatore cinematicoB ∈ L
{
V(T (Ω)) ; H(Ω)

}
.

Lo spazio∂V(T (Ω)) ⊂ L2∂T (Ω) è lo spazio lineare delle tracce sul contorno
∂T (Ω) che può essere dotato di una struttura di spazio diHilbert.

• N ∈ L
{
S(T (Ω)) ; ∂F(T (Ω))

}
è l’operatore di flusso al contorno definito dalla

formula diGreen.
Lo spazio∂F(T (Ω)) è lo spazio lineare dei flussi attraverso il contorno∂T (Ω) ,
duale dello spazio diHilbert ∂V(T (Ω)) .

• La forma bilineare continua suS(T (Ω))×V(T (Ω)) 〈〈 Nσ , Γv 〉〉 è l’estensione
per continuità dell’integrale ∫

∂T (Ω)

Nσ . Γv da .

Nel seguito si ometter`a l’argomentoT (Ω) per cui si scriver`a ad es.V = V(T (Ω)) .
Vale il seguente fondamentale teorema.

Proposizione 1.2. Teorema di Cauchy.SiaM(Ω,L,B) una struttura vincolata con
vincoli al contorno∂T (Ω) in corrispondenza di una suddivisione baseT (Ω) . Allora
per un sistema di forze di massa e di contatto{b, t} ∈ H(Ω) × ∂F ed uno stato di
sforzoσ ∈ H vale la condizione variazionale di equilibrio

( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 = (( T , Bv )) , T ∈ H(Ω) , ∀v ∈ L ,

se e solo se sono soddisfatte le equazioni

B
′
oσ = b , equilibrio di massa,

Nσ ∈ t + [ΓL]⊥ equilibrio al contorno,

dette equazioni di equilibrio diCauchy, in cui σ ∈ S .
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1.2. Congruenza

Un sistema cinematico{ε, ∂w} ∈ H(Ω) × V(Ω) è congruentesulla struttura
vincolataM(Ω,L,B) se, postow ∈ V : Γw = ∂w ∈ ∂V si ha che

∃ u ∈ w + L : Bu = ε ,

ovvero
Bu = ε , u−w ∈ L ⇐⇒ ε−Bw ∈ BL .

Il sottospazio lineare degli sforzi inautoequilibrio Sauto è definito da

Sauto =
[
BL

]⊕
in H(Ω) .

Se B ∈ L
{
V,H(Ω)

}
è un operatore diKorn, allora sussiste la relazione di ortogo-

nalità

BL =
[
BL

]⊕⊕
=

[
Sauto

]⊕
in H(Ω) ,

e quindi si ha che

Proprietà di decomposizione dello spazioH(Ω) .

Il sottospazio lineareBL delle deformazioni tangenti congruenti ed il sot-
tospazio lineareSauto degli sforzi autoequilibrati effettuano una decompo-
sizione dello spazio diHilbert H(Ω) delledeformazioni tangenti regolari
come somma diretta di due complementi ortogonali.

H(Ω) = Sauto � BL ,
con {

Sauto =
[
BL

]⊕
,

BL =
[
Sauto

]⊕
.

Sussiste allora l’equivalenza

(( σ , ε )) = 0 ∀σ ∈ Sauto = KerB
′

L ⇐⇒ ∃ u ∈ L : ε = Bu .

Si ha inoltre che
Sauto = Σ ∩ So ,

essendo

Σ =
{
σ ∈ S : Nσ ∈ [ΓL]⊥

}
⇐⇒{

σ ∈ S : 〈〈 Nσ , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ L
}

.
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il sottospazio lineare deglisforzi conformie

So : =
{
σ ∈ S : B

′
oσ = o

}
= KerB

′
o .

il sottospazio lineare deglisforzi in equilibrio con forze di massa nulle.

Proposizione 1.3. In una struttura vincolataM(Ω,L,B) sia {ε,w} ∈ H(Ω)×V
un sistema cinematico costituito da un atto di distorsioneε ∈ H(Ω) e da un atto di
cedimento vincolarew ∈ V . Sussiste allora l’equivalenza

(( σ , ε−Bw )) = 0 ∀σ ∈ Sauto ⇐⇒ ∃ u ∈ w + L : ε = Bu .

Dim. Basta porreε−Bw al posto diε nella prelazione precedente.

Sia M(Ω,L,B) una struttura vincolata conL ⊆ V e {ε, ∂w} ∈ H(Ω) × ∂V
un sistema cinematico, costituito da unatto di distorsioneε ∈ H(Ω) e da unatto di
cedimento vincolare∂w ∈ ∂V .

Un sistema cinematico `econgruentese esiste almeno un cinematismou ∈ V che
soddisfa lecondizioni di congruenza

Bu = ε , Γu ∈ ∂w + ΓL .

• Bu = ε è lacondizione differenziale di congruenza,

• Γu ∈ ∂w + ΓL è lacondizione di congruenza al contorno.

La suriettività dell’operatoreΓ ∈ L
{
V, ∂V

}
dei valori al contorno dei cinema-

tismi assicura che per ogni atto di cedimento vincolare∂w ∈ ∂V esiste almeno un
cinematismow ∈ V tale cheΓw = ∂w .

Pertanto una formulazione equivalente delle condizioni di congruenza consiste nel
richiedere che esista almeno un cinematismo conformevo ∈ L tale che

Bu = ε , u = w + vo , Γw = ∂w .

Vale il seguente risultato.

Proposizione 1.4. Condizione variazionale di congruenza.Si consideri una struttura
M(Ω,L,B) vincolata con condizioni di vincolo imposte al contorno di una suddivi-
sione T (Ω) . Allora un sistema cinematico{ε, ∂w} ∈ H(Ω) × ∂V è congruente e
cioè

∃ u ∈ w + L : Bu = ε ,

se e solo sèe soddisfatta la condizione variazionale

(( τ , ε )) = (( Nτ , ∂w )) ∀ τ ∈ KerB
′

L = Sauto .
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Valgono i seguenti risultati per la cui dimostrazione si rinvia alla sezione II.10 (p. 243).

rappresentazione delle forze di massa in equilibrio

B
′

o ∈ L
{
S ; H

}
, B

′
oΣ = [Vrig]⊕ ⇒ Im B

′
o = H .

rappresentazione dei valori al contorno dei cinematismi conformi

ΓL = (NΣ)⊥ .

rappresentazione del flusso al contorno degli sforzi conformi

N ∈ L
{
S ; ∂F

}
, NΣ = (ΓL)⊥ ⇒ Im N = ∂F .

rappresentazione dei cinematismi rigidi conformi

Vrig = KerB ∩ L = [B
′
oΣ]⊕ .

deformazioni associate a cinematismi conformi

BL = [ KerB
′
o ∩Σ]⊕ = S⊕auto .

decomposizionedello spazioH(Ω) come somma diretta di complementi orto-
gonali

H(Ω) = Vrig � B
′
oΣ ,

{
Vrig =

[
B

′

oΣ
]⊕

,

B
′

oΣ =
[
Vrig

]⊕
.

rappresentazione delle forze di contatto in equilibrio

N( KerB
′

o) = [Γ( KerB)]⊥ ,

Γ( KerB) = [N( KerB
′

o)]
⊥ .

rappresentazione delle forze di contatto in equilibrio

NSo + [ΓL]⊥ = N(So + Σ) = [ΓVrig]⊥ ⊆ ∂F .
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rappresentazione dei cinematismi al contorno congruenti

ΓVo + [NΣ]⊥ = Γ(Vo + L) = [NSauto]⊥ ⊆ ∂V .

rappresentazione delle forze reattive in equilibrio

NSauto = [ΓL]⊥ ∩ [ΓVo]⊥ ⊆ ∂F ⇒ NSo = [ΓVo]⊥ .

rappresentazione dei cinematismi conformi congruenti

ΓVrig = [NΣ]⊥ ∩ [NSo]⊥ ⊆ ∂V ⇒ ΓVo = [NSo]⊥ .

condizioni variazionali di equilibrio

i) ( b , v ) + 〈〈 t + ρ , Γv 〉〉 = (( σ , Bv )) ∀v ∈ V ,

ii) ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 = (( σ , Bv )) ∀v ∈ L ,

iii) ( b , v ) + 〈〈 t + ρ , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ Vo ,

iv) ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ Vrig .

dove b ∈ H , t ∈ ∂F , σ ∈ H(Ω) , ρ ∈ (ΓL)⊥ = NΣ .

condizioni variazionali di congruenza

i) (( τ , ε ))− 〈〈 Nτ , ∂w + ∂v 〉〉 = ( B
′
oτ , u ) ∀ τ ∈ S ,

ii) (( τ , ε ))− 〈〈 Nτ , ∂w 〉〉 = ( B
′
oτ , u ) ∀ τ ∈ Σ ,

iii) (( τ , ε ))− 〈〈 Nτ , ∂w + ∂v 〉〉 = 0 ∀ τ ∈ So ,

iv) (( τ , ε ))− 〈〈 Nτ , ∂w 〉〉 = 0 ∀ τ ∈ Sauto .

dove ε ∈ H(Ω) , ∂w ∈ ∂V , u ∈ H ∂v ∈ (NΣ)⊥ = ΓL .

regole di complementarietà.

u ∈ V ⇐⇒ σ ∈ S ,

v ∈ L ⇐⇒ τ ∈ Σ ,

b ∈ H ⇐⇒ ε ∈ H(Ω) ,

t ∈ ∂F ⇐⇒ ∂w ∈ ∂V ,

B ∈ L
{
V ; H(Ω)

}
⇐⇒ B

′
o ∈ L

{
S ; H

}
,

Γ ∈ L
{
V ; ∂V

}
⇐⇒ −N ∈ L

{
S ; ∂F

}
.
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1.3. Analogia di Mohr

In alcune strutture monodimensionali gli aspetti cinematici e statici del modello
sono strettamente correlati.

Nel seguito si illustrano due circostanze di interesse per le applicazioni.

Si assuma che l’operatore cinematico e l’aggiunto formale siano identici, risulti
cioè H(Ω) = H(Ω) e B

′
o = B ∈ L

{
V ; H(Ω)

}
. Ne segue che sussiste anche

l’eguaglianzaV(Ω) = S(Ω) .

In tal caso, essendo(( . , . )) = ( . , . ) , la formula diGreen gode dellaproprietà
di antisimmetria:

γ (σ,u) = ( σ , Bu )− ( B
′

oσ , u ) =

= ( B
′

ou , σ )− ( u , Bσ ) = −γ (u,σ) , ∀u ∈ V ∀σ ∈ S ,

e cioè

γ (σ,u) = 〈〈 Nσ , Γu 〉〉 = −〈〈 Nu , Γσ 〉〉 = −γ (u,σ) , ∀u ∈ V ∀σ ∈ S .

SeB
′
o = B ∈ L

{
V ; H(Ω)

}
i problemi dell’equilibrio e della congruenza sono legati

da una analogia. Per mostrarlo si consideri la formulazione variazionale del problema
della congruenza

( B
′
oτ , u ) = ( τ , ε )− 〈〈 Nτ , ∂w 〉〉 ∀ τ ∈ Σ ,

e si effettuino le sostituzioni

u ∈ H(Ω) ⇐⇒ σ ∈ H(Ω) ,

v ∈ L ⇐⇒ τ ∈ Σ ,

ε ∈ H(Ω) ⇐⇒ b ∈ H(Ω) ,

∂w ∈ ∂V ⇐⇒ t ∈ ∂F .

Si ponga inoltreΓuw = ∂w e Nσt = t con uw ∈ V e σt ∈ S .

Si ottiene cos`ı la condizione variazionale

( B
′

ov , σ ) = ( b , v )− 〈〈 Nv , Γσt 〉〉 ∀v ∈ Σ .
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Tenendo conto dell’eguaglianzaB
′
o = B e dell’antisimmetria

〈〈 Nv , Γσt 〉〉 = −〈〈 Nσt , Γv 〉〉 ,

si perviene alla condizione variazionale di equilibrio per unproblema ausiliario

( σ , Bv ) = ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 ∀v ∈ Σ .

E’ importante osservare che il sottospazio dei cinematismi conformi da considerare
nel problema ausiliario dell’equilibrio `e eguale al sottospazio degli sforzi conformi
dell’originario problema di congruenza.

Viceversa, una formulazione variazionale del problema dell’equilibrio

( σ , Bv ) = ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 ∀v ∈ L ,

effettuando le sostituzioni inverse, si trasforma in unproblema ausiliariodi congruenza

( B
′
oτ , u ) = ( τ , ε )− 〈〈 Nτ , Γw 〉〉 ∀ τ ∈ L ,

in cui il sottospazio degli sforzi conformi `e eguale al sottospazio dei cinematismi con-
formi dell’originario problema dell’equilibrio.

Si ha quindi che

• se in un problema di congruenza (di equilibrio) i vincoli impongono che i cine-
matismi e gli sforzi conformi sianov ∈ L e τ ∈ Σ , nel problema ausiliario di
equilibrio (di congruenza) sar`a v ∈ Σ e τ ∈ L . Dunque

Se il modello strutturale originario `eM{Ω,L,B} il modello strutturale ausiliario
sarà M{Ω, Σ,B} .

Un analogo risultato sussiste se vale la relazioneB
′
o = −B ∈ L

{
V ; H

}
che

induce la seguenteproprietà di simmetria

γ (σ,u) = ( σ , Bu )− ( B
′

oσ , u ) =

= ( u , Bσ )− ( B
′

ou , σ ) = γ (u,σ) , ∀u ∈ V ∀σ ∈ S .

Si ha cioè che

γ (σ,u) = 〈〈 Nσ , Γu 〉〉 = 〈〈 Nu , Γσ 〉〉 = γ (u,σ) , ∀u ∈ V ∀σ ∈ S .
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I problemi dell’equilibrio e della congruenza risultano perfettamente analoghi a patto
di effettuare le sostituzioni

−u ∈ H(Ω) ⇐⇒ σ ∈ H(Ω) ,

v ∈ L ⇐⇒ τ ∈ Σ ,

ε ∈ H(Ω) ⇐⇒ b ∈ H(Ω) ,

−∂w ∈ ∂V ⇐⇒ t ∈ ∂F .

Per mostrarlo si effettuino le sostituzioni nella formulazione variazionale del problema
di congruenza

( B
′
oτ , u ) = ( τ , ε )− 〈〈 Nτ , Γw 〉〉 ∀ τ ∈ Σ .

Tenendo conto dell’eguaglianzaB
′
o = −B e della simmetria

〈〈 Nv , Γσt 〉〉 = 〈〈 Nσt , Γv 〉〉 ,

il problema originario si trasforma nella condizione variazionale di equilibrio

( σ , Bv ) = ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 ∀v ∈ Σ .

Ovviamente allo stesso risultato si perviene effettuando le sostituzioni

u ∈ H(Ω) ⇐⇒ σ ∈ H(Ω) ,

v ∈ L ⇐⇒ τ ∈ Σ ,

−ε ∈ H(Ω) ⇐⇒ b ∈ H(Ω) ,

∂w ∈ ∂V ⇐⇒ t ∈ ∂F .

La prima formulazione di questa analogia con riferimento al modello di trave di
Euler-Bernoulli è dovuta adOtto Mohr 71 edè nota in letteratura come
analogia diMohr.

L’analogia diMohr sarà illustrata in dettaglio nel prossimo capitolo con riferimento
ai modelli strutturali monodimensionali.

71 Otto Mohr (1835-1918)
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2. MODELLI SU VARIETA’

In questa sezione si mostra come, facendo ricorso agli strumenti di geometria
differenziale illustrati nella sezione I.12 (p. 129), sia possibile formulare in completa
generalità un modello strutturale le cui configurazioni sono variet`a differenziabili im-
merse in una variet`a ambiente.

Le nozioni ed i risultati di questa sezione saranno applicati alla trattazione del
modello monodimensionale di fune e del modello bidimensionale di membrana che
saranno illustrati in dettaglio nel seguito.

2.1. Configurazioni, flussi e spostamenti virtuali

Nel caso generale un modello strutturale continuo `e caratterizzato dagli elementi
di seguito definiti.

Lo spazio fisicòe una variet`a differenziabileS senza bordo e di dimensione finita,
modellata su�n ,

Unpiazzamento di riferimentòe una sottovariet`a di B ⊂ S di dimensionem ≤ n .

Unaconfigurazionedella struttura `e un’applicazioneχ : B �→ S .

Lo spazio delle configurazioniè lo spazio funzionale lineare Ck(B, S) delle ap-
plicazioni χ : B �→ S differenziabili con continuit`a fino ad un ordinek ≥ 1 .

Lo spazio delle configurazioni `e una variet`a differenziabile modellata sullo spazio di
Banach Ck(�m,�n) .

Lo spazio tangentein corrispondenza di una configurazioneχ ∈ Ck(B, S) è
definito da

TχCk(B, S) : =
{
v ∈ Ck(B, TS) : πS ◦ v = χ

}
,

dove l’operatoreπS : TS �→ S è il proiettore che ad ogni vettore applicato
v(p) = {x,v} ∈ TS associa il punto basex ∈ S .
In altri termini lo spazio tangenteTχCk(B, S) è costituito da campi di vettori
applicati {χ(p),vS} con vS ∈ TS(χ(p)) .

Una configurazione `e dettaammissibilese l’applicazioneχ ∈ Ck(B, S) è una
inclusione differenziabile. Ciò richiede che la corrispondenzaB �→ χ(B) sia un
diffeomorfismoe cioè un’applicazione invertibile e differenziabile con l’inversa.
(vedasi [33] e [28], sezione 5.25).

Dal teorema sulle funzioni implicite segue che

• L’insieme delleconfigurazioni ammissibiliA(B, S) è una sottovariet`a aperta di
Ck(B, S) .



380 2 – MODELLI SU VARIETA’

Lo spazio tangente alla variet`a delleconfigurazioni ammissibiliA(B, S) nel punto
χ ∈ A(B, S) è definito da

TχA(B, S) =
{
vB ∈ Ck(B, TS) : πS ◦ vB = χ

}
.

Gli elementi dello spazio tangenteTχA(B, S) sono dettispostamenti tangenti(o
spostamenti virtuali).

Gli spostamenti virtualivB ∈ TχA(B, S) sono dunque campi definiti sulla struttura di
riferimento B ed a valori nel fibrato tangenteTS dello spazio fisicoS .

Un motodella struttura nell’intervallo temporaleI = [ tin, tfin ] è una famiglia ad un
parametro di configurazioni

χ : I �→ A(B, S) .

La configurazione al tempot ∈ I della struttura nel motoχ è denotata daχt .

La traiettoria della struttura nel motoχ è l’insieme

Fχ(B) : =
{
{x, t} ∈ S× I : x ∈ χt(B)

}
.

La descrizione spaziale di un campo di spostamenti virtuali si ottiene considerando un
piazzamentoχt(B) della struttura e la funzione composta

vt = vB ◦ χ−1
t
∈ Ck(χt(B), TS) ,

con vB ∈ TχA(B, S) . Si pongaM = χs(B) .

Il flussodella struttura nel motoχ : I �→ A(S, S) è la mappa

ϕ : I × I �→ A(S, S)

con ϕt,s ∈ A(S, S) definita da

ϕt,s ◦ χs : = χt ,

e con domϕt,s = M .

Il flussoè soluzione dell’equazione differenziale

d

dt
ϕt,s = vt ◦ϕt,s ,

edè univocamente individuato dalla condizione inizialeϕs,s(x) = x ∈ M .
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2.2. Misura di deformazione

Sia {S,g} una varietà diRiemann, {M,gM} una sua sottovariet`a e TM e TS i
corrispondenti fibrati tangenti. Si considerino quindi i seguenti operatori lineari limitati:

• IS ∈ L
{
TS ; TS

}
operatore identit`a suTS ,

• IM ∈ L
{
TM ; TM

}
operatore identit`a suTM ,

• Π ∈ L
{
TS ; TM

}
proiettore ortogonale daTS su TM ⊂ TS

• JSM ∈ L
{
TM ; TS

}
immersione canonica diTM in TS .

Sussistono le propriet`a:

Π ◦ JSM = IM , (JSM ◦Π)a = a ∀a ∈ JSMTM .

La metricag ∈ L
{
TS ; TS

}
su S induce in modo naturale una metrica sulla sotto-

varietà M ⊂ S definendo il tensore metricogM ∈ L
{
TM ; TM

}
mediante la relazione

gM (h1,h2) : = g (JSMh1,JSMh2) , ∀h1,h2 ∈ TM .

Proposizione 2.1. L’operatore di immersione canonicaJSM ∈ L
{
TM ; TS

}
coincide

con il traspostoΠT ∈ L
{
TM ; TS

}
dell’operatore di proiezioneΠ ∈ L

{
TS ; TM

}
.

Risulta ciòe

JSM = ΠT ⇐⇒ gM (Πa,h) = g (a,JSMh) , ∀h ∈ TM , ∀a ∈ TS .

Dim. Dalla proprietà caratteristica della proiezione ortogonale

g (JSMΠa,JSMh) = g (a,JSMh) ∀h ∈ TM , ∀a ∈ TS ,

e dalla definizione della metrica indotta suTM si deduce che

gM (Πa,h) = g (JSMΠa,JSMt) = g (a,JSMh) , ∀h ∈ TM , ∀a ∈ TS .

DunqueJSM = ΠT ∈ L
{
TM ; TS

}
.

La misura di deformazione diGreen su M associa al flussoϕt,s ∈ A(S, S) il
campo tensoriale due volte covarianteDM(ϕt,s) : M �→ L(TM, TM ; �) definito
da

DM(ϕt,s) [h1,h2 ] : = 1
2

[
(ϕ∗

t,s
g) (ΠTh1,ΠTh2)− g (ΠTh1,ΠTh2)

]
=

= 1
2

[
g(dϕt,s[Π

Th1 ], dϕt,s[Π
Th2 ])− g (ΠTh1,ΠTh2)

]
,

per ognih1,h2 ∈ TM . Si noti che

dϕs,s = IS ∈ L
{
TS ; TS

}
.

La misura di deformazioneDM(ϕt,s) si annulla se e solo se il flussoϕt,s ∈ A(M, S)
è un’isometria per la variet`a M e cioè se la metrica negli spazi tangenti alle variet`a
ϕt,s(M) è indipendente dal parametro evolutivot ∈ I .



382 2 – MODELLI SU VARIETA’

2.3. Deformazione tangente

Sia v ∈ Ck(M ; TS) il campo vettoriale di velocit`a della sottovariet`a M lungo
una traiettoria nello spazio ambienteS .

La deformazione tangentedi M relativa al cinematismov ∈ Ck(M ; TS) è la
derivata rispetto al tempo, calcolata all’istante iniziales ∈ I , della misura di
deformazione diGreenDM(ϕt,s) : M �→ L(TM, TM ; �) :

(Bv)s : =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

DM(ϕt,s) .

Dall’espressione della misura di deformazione diGreen, osservando che la derivata
di Lie (LvgM) ∈ L(TM, TM ; �) del tensore metrico sulla variet`a M è definita da

(LvgM)s(h1,h2) : = (Lvg)s(ΠTh1,ΠTh2) =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

(ϕ∗
t,s

g)(ΠTh1,ΠTh2) ,

per ogni h1,h2 ∈ TM , si deduce che la deformazione tangente inM può essere
equivalentemente espressa mediante laformula diKilling

Bv : = 1
2 LvgM ∈ Ck−1(M ; L(TM, TM ; �)) .

La trattazione della sezione I.12.7 (p. 156) mostra poi che sussiste l’eguaglianza

(LvgM)(h1,h2) = g((∇v) [ΠTh1 ],ΠTh2) + g(ΠTh1, (∇v) [ΠTh2 ]) .

La deformazione tangente inM assume allora l’espressione

(Bv) [h1,h2 ] : = 1
2 gM((Π∇vΠT + Π (∇v)T )ΠT )h1,h2) ,

per ognih1,h2 ∈ TM . Il campo tensoriale due volte covariante

Bv : = 1
2 LvgM ∈ Ck−1(M ; L

{
TM, TM ; �

}
) ,

può essere trasformato nel campo di tensori mistiBv ∈ Ck−1(M ; L
{
TM ; TM

}
) ,

denotato con lo stesso simbolo e definito dall’identit`a

gM ((Bv)h1,h2) = 1
2 gM((Π∇vΠT + Π (∇v)T )ΠT )h1,h2) ,

per ognih1,h2 ∈ TM .
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La deformazione tangenteBv ∈ Ck−1(M ; L
{
TM ; TM

}
) è dunque un campo di

tensori misti simmetrici definito da

Bv : = sym(Π∇vΠT ) .

Si noti che

∇v∈ L
{
ΠT TM, TS

}
, Π ∈ L

{
TS ; TM

}
,

(∇v)T ∈ L
{
TS ; ΠT TM

}
, ΠT∈ L

{
TM ; TS

}
.

La deformazione tangente si annulla nella configurazioneM = χs(B) se e solo
se il campo di velocit`a v ∈ Ck(M ; TS) definisce unaisometria infinitesimaper M .

La deformazione tangente si annulla poi lungo il flussoϕt,s ∈ A(M, S) se e solo
se il flussoè isometrico perM e cioè se

DM(ϕt,s) = O , ∀ t ∈ I .

Infatti sussistendo la relazione

ϕ∗
τ,s

g − g = (ϕ∗
t,s
◦ϕ∗

τ,t
)g − g = ϕ∗

t,s
(ϕ∗

τ,t
g − g) + (ϕ∗

t,s
g − g) ,

la deformazione diGreen soddisfa la propriet`a di consistenza

DM(ϕτ,s) = ϕ∗
t,s

DM(ϕτ,t) + DM(ϕt,s) ,

ed il risultato segue dalla formula

d

dτ

∣∣∣∣
τ=t

DM(ϕτ,s) = ϕ∗
t,s

(Bv)t .

Osservazione 2.1.Se lo spazio ambiente `e euclideo, all’espressione della deformazione
tangente inM si può pervenire anche mediante un semplice calcolo diretto. Infatti la
spinta inversa del tensore metrico ha l’espressione

(ϕ∗
t,s

g)(ΠTh1,ΠTh2) : = g(dϕt,s[Π
Th1 ], dϕt,s[Π

Th2 ]) , ∀h1,h2 ∈ TM .

Si può allora valutare la derivata diLie per ottenere il risultato:

(LvgM)(h1,h2) =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

g(dϕt,s[Π
Th1 ], dϕt,s[Π

Th2 ]) =

= g((dv) [ΠTh1 ],ΠTh2) + g(ΠTh1, (dv) [ΠTh2 ]) =

= gM(Π (dv) [ΠTh1 ],h2) + g(Π (dv)TΠTh1, [h2 ]) =

= gM((Π dvΠT + Π (dv)T )ΠT )h1,h2) .

Si noti che la prima eguaglianza `e stata ottenuta mediante uno scambio nell’ordine di
derivazione rispetto al tempo ed allo spazio.
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L’espressione generale della deformazione tangente cui si `e pervenuti sar`a applicata
nelle prossime sezioni per formulare il problema dell’equilibrio dei modelli strutturali
delle funi e delle membrane le cui configurazioni occupano sottovariet`a rispettivamente
mono e bidimensionali dello spazio fisico tridimensionale euclideo.

Osservazione 2.2.La trattazione svolta pu`o essere specializzata al caso del continuo
di Cauchy notando che in tale modello strutturale lo spazio fisicoS è lo spazio
euclideo tridimensionale e le variet`a di configurazione della strutturaM ⊂ S sono
domini limitati in S per cui risulta

TM = TS .

Quindi Π = ΠT = IS ∈ L
{
TS ; TS

}
con IS .

Inoltre la derivata covariante∇ coincide con la derivata dirazionaled .
La deformazione tangente `e pertanto data da

Bv : = 1
2

[
dv + (dv)T

]
= symdv ,

cheè la classica formula diEuler.

2.4. Equilibrio

L’ente duale della deformazione tangenteBv ∈ Ck−1(M ; L
{
TM ; TM

}
) ,

definita da

Bv : = sym(Π∇vΠT )] ,

è il campo disforzonella struttura

σM ∈ L2(M ; L
{
TM ; TM

}
) ,

che è un campo di tensori simmetrici di quadrato integrabile suM . Per pervenire
all’espressione della formula diGreen si premettono le seguenti definizioni.

Sianom ed m− 1 le dimensioni delle variet`a M e ∂M .

• i : TM × L
{
Tm

M ; �
}
�→ L

{
T(m−1)

∂M ; �
}

è l’operazione di contrazionedefinita
dall’identità

(ihµM)(X1, . . .X(m−1)) = µM(h,X1, . . . ,X(m−1)) ,

per ogniX1, . . . ,X(m−1) ∈ T∂M .
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Tra le forme di volumeµM e µ∂M sulle varietà M e ∂M ed il versoren ∈ TM
normale alla variet`a ∂M sussistono le relazioni

inµM = µ∂M ⇐⇒

iwµM = g (w,n) µ∂M , ∀w ∈ TM ,

Siano quindi

A ∈ Ck(M ; L
{
TM ; TS

}
) , AT ∈ Ck(M ; L

{
TS ; TM

}
)

un campo tensoriale ed il suo aggiunto, legati dall’identit`a

g (Ah,v) = gM (h,ATv) , ∀v ∈ Ck(M ; TS) , ∀h ∈ TM .

La derivata covariante del campo tensorialeAT ∈ Ck(M ; L
{
TS ; TM

}
) è definita in

modo che valga la formula diLeibniz:

(∇wAT )v : = ∇w(ATv)−AT∇ΠT wv, ∀v ∈ Ck(M ; TS) ∀w ∈ Ck(M ; TM) .

Definendo il campo tensoriale del terzo ordine(∇AT )T ∈ L
{
TS ; L

{
TM ; TM

}}
mediante l’dentit`a

(∇AT )Tv [w ] : = (∇AT ) [w ]v = (∇wAT )v ,

si perviene quindi alla formula tensoriale

(∇AT )Tv : = ∇(ATv)−AT∇vΠT , ∀v ∈ Ck(M ; TS) .

Ne segue che tra gli invarianti lineari sussiste la relazione

tr ((∇AT )Tv) = tr (∇(ATv))− tr (AT∇vΠT ) =

= tr (∇(ATv))−A : (∇vΠT ) , ∀v ∈ Ck(M ; TS) .

Si noti ora che, data una sottovariet`a di Riemann M ⊂ S immersa in una variet`a di
Riemann S , sussistono le seguenti definizioni.

• L’ operatore divergenza

div : Ck(M ; TM) �→ Ck−1(M ; �) ,

associa ad un campo vettorialew ∈ Ck(M ; TM) l’invariante lineare del gradiente
del campo:

div w : = tr (∇w) .
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• L’ operatore divergenza

Div : Ck(M ; L
{
TM ; TS

}
) �→ Ck−1(M ; TS) ,

associa ad un campo tensorialeA ∈ Ck(M ; L
{
TM ; TS

}
) il campo vettoriale

Div A ∈ Ck−1(M ; TS) mediante l’identità locale

g ( Div A,v) = tr ((∇AT )Tv) , ∀v ∈ Ck(M ; TS) ,

La relazione precedente pu`o pertanto porsi nella forma

g ( Div A,v) = div (ATv)−A : (∇vΠT ) , ∀v ∈ Ck(M ; TS) .

Se lo spazio ambienteS è euclideo, a tale formula si pu`o sostituire l’identità

g ( Div A,a) = div (ATa) , ∀a ∈ C∞(M ; TS) ,

dove a ∈ C∞(M ; TS) è un campo vettoriale costante.

Osservazione 2.3.La divergenza di un campo vettorialew ∈ Ck(M ; TM) può più
in generale essere definita su una qualsiasi variet`a orientataM dotata di un campo di
forme di volume, ponendo

LwµM = ( div w) µM .

Se M è una variet`a diRiemann, tale definizione coincide con quella in termini della
derivata covariante:

div w : = tr (∇w) .

Per mostrarlo si osservi che, per ognia,b, c ∈ Ck(M ; TM)

(LwµM)(a,b, c) =

Lw (µM(a,b, c))− µM(Lwa,b, c)− µM(a,Lwb, c)− µM(a,b,Lwc) =

∇w (µM(a,b, c))− µM(∇wa,b, c)− µM(a,∇wb, c)− µM(a,b,∇wc)

+ µM(∇aw,b, c) + µM(a,∇bw, c) + µM(a,b,∇cw) =

(∇w µM)(a,b, c) + µM(∇aw,b, c) + µM(a,∇bw, c) + µM(a,b,∇cw) =

= tr (∇w)µM(a,b, c) ,

poiché ∇w µM = 0 .
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Si consideri ora latrasformazione integrale diAmpère-Kelvin-Hankel (teorema
di Stokes) che, espressa in termini di(n − 1)-forme sulla variet`a n-dimensionale
M , si scrive ∫

M

dω =
∫

∂M

ω .

dove il simbolod denota la derivazione esterna.
Sia quindiw ∈ Ck(M ; TM) un campo vettoriale.
In virtù dellaformula magica diCartan o formula di omotopia, per ogni forma

esternaα si ha che
Lw α = d (iwα) + iw(d α) .

Ponendo quindiω = iwµM nella formula diStokes e α = µM nella formula di
omotopia, notando chedµM = o , si ottiene che∫

M

LwµM =
∫

∂M

iwµM .

Sostituendo le relazioni
LwµM = ( div w)µM ,

iwµM = g (w,n) µ∂M ,

si perviene all’espressione delteorema della divergenza∫
M

div w dv =
∫

∂M

g (w,n) da ,

dove n ∈ TM è il versore normale al bordo∂M della varietà M .
Applicando infine il teorema della divergenza al campo vettorialew = ATv ∈

Ck(M ; TM) , con v ∈ Ck(M ; TS) e AT ∈ Ck(M ; L
{
TS ; TM

}
) , si ottiene

l’espressione della formula diGreen:

∫
∂M

g (An,v) da =
∫

∂M

gM (ATv,n) da =
∫
M

div (ATv) dv =

=
∫
M

g ( Div A,v) dv +
∫
M

A : (∇vΠT ) dv .

Si ponga oraA = ΠT σM e si assuma che il campo vettoriale Div(ΠT σM) sia di
quadrato integrabile sulla variet`a M .
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Si perviene cos`ı alla formula diGreen:

∫
M

σM : Bv dv =
∫
M

σM : (Π (∇v)ΠT ) dv =
∫
M

(ΠT σM) : ((∇v)ΠT ) dv =

=
∫
M

−g ( Div (ΠT σM),v) dv +
∫

∂M

g (ΠT σM n,v) da ,

Si noti che i valori locali dei campi tensoriali

(∇v)ΠT ∈ Ck(M ; L
{
TM ; TS

}
) , ΠT σM ∈ Ck(M ; L

{
TM ; TS

}
) ,

sono omologhi ed `e quindi lecito effettuarne il prodotto interno.

Dalla formula diGreen si deducono le equazioni di equilibrio diCauchy,
differenziali ed al contorno:

{
−Div (ΠT σM) = p carico distribuito,

(ΠT σM)n= t forze al contorno.

Dunquep ∈ TS e t ∈ ΠT TM ⊂ TS e cioè

• le forze distribuite sul contornot ∈ ΠT TM appartengono al piano tangente alla
varietà strutturale,

• il carico distribuito sulla variet`a M è comunque diretto nello spazioTS tangente
allo spazio ambiente euclideoS .

Osservazione 2.4.Sia dimS = n . Allora il proiettore Π ∈ L
{
TS ; TM

}
ha le

seguenti espressioni.

• Se la variet`a M è monodimensionale,Π ∈ L
{
TS ; TM

}
è definito da

Π = JMS (t⊗ t) , t ∈ JSMTM .

• Se la variet`a M è (n− 1)-dimensionale,Π ∈ L
{
TS ; TM

}
è definito da

Π = JMS (IS − n⊗ n) ,

doveIS ∈ L
{
TS ; TS

}
è l’operatore identit`a suTS e n ∈ TS è il versore normale

alla varietà M .
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3. MODELLI MONODIMENSIONALI

In questo capitolo sono illustrati i modelli monodimensionali dell’asta rettilinea,
della fune nello spazio, della trave diTimoshenko 72 e della trave diBernoulli 73

-Euler 74 .
Tali modelli sono di rilevante interesse in ingegneria delle strutture in quanto costi-

tuiscono gli elementi componenti un’ampia classe di strutture portanti. Essi forniscono
importanti esempi di come si specializzano le definizioni e le propriet`a generali di un
modello strutturale.

Il modello di trave diTimoshenko fornisce un esempio di continuo monodi-
mensionale con struttura in cui le configurazioni sono sezioni di variet`a differenziabili
e lo spazio ambiente `e una variet`a differenziabile. Ci`o in quanto i parametri cinematici
sono costituiti dai campi di velocit`a di traslazione e di rotazione delle sezioni rette e
l’insieme dei campi di rotazione `e un gruppo immerso in uno spazio lineare.

I modelli monodimensionali di trave spaziale sono l’idealizzazione di un solido di
forma prismatica nello spazio EuclideoE3 in cui una delle dimensioni, la lunghezza,
è prevalente sulle altre.

La modellazione considera il prisma come un continuo monodimensionaleB
costituito da un insieme di particelle materiali disposte lungo una curva regolare nello
spazio, dettaasse della trave, ed un insieme disezioni trasversaliche vengono assunte
come corpi rigidi. Ad ogni punto della linea d’asse corrisponde una sezione trasversale
e viceversa.

Il modello in cui alle sezioni trasversali `e consentito di subire rotazioni indipen-
denti dallo spostamento della linea d’asse `e dettotrave deformabile a taglioo trave di
Timoshenko.

72 Stephen P. Timoshenko (1878-1972). Nato in Russia a San Pietroburgo frequent`o il Politecnico.
Iniziò ad insegnare nel 1903 divenendo professore nel 1913. Pass`o poi al Politecnico di Zagabria dove
insegnò sino al 1922. Si trasfer`ı quindi negli Stati Uniti dove lavor`o per qualche tempo alla Westinghouse
per divenire poi professore di Meccanica all’Universit`a del Michigan. Ai seminari estivi in Meccanica
Applicata presso l’Universit`a del Michigan parteciparono dall’Europa eminenti scienziati qualiPrandtl,
Southwell,Westergaard evon Karman. In quel periodoTimoshenkopubblicò i volumiStrength
of Materials, Theory of Elasticity and Elastic Stability. Nel 1936 si trasfer`ı all’Università di Stanford dove ha
insegnato fino al 1954 ed ha pubblicato i testiEngineering Mechanics, Theory of Plates and Shells, Theory
of Structurese Advanced Dynamics. Il suo ultimo libroè statoHistory of Strength of Materials, storia della
Meccanica daGalileo agli anni 1940. ATimoshenko è intitolato il laboratorio di Engineering Mechanics
dell’Università di Stanford. E’ stato membro della U.S. National Academy of Science dal 1940 e della Royal
Society of London ed `e considerato il padre dell’Ingegneria Meccanica.

73 Jacob Bernoulli (1654-1705). Nato a Basilea, figlio maggiore diNicolaus Bernoulli
(1623-1708) un ricco commerciante di spezie. La madre apparteneva ad una potente famiglia di banchieri.
La famiglia Bernoulli originaria del Belgio, si era rifugiata in Svizzera nel 1567 quandoFilippo di
Spagna aveva inviato nei Paesi Bassi un potente esercito al comando delDuca di Alba per ricondurre
quelle popolazioni all’obbedienza del governatorato Spagnolo e al Cattolicesimo. IBernoulli che erano
protestanti fuggirono per sottrarsi alle persecuzioni.Jacob Bernoulli era il fratello maggiore diJohann
Bernoulli (1667-1748) e zio diDaniel Bernoulli (1700-1782), figlio di Johann. Costretto a
studiare filosofia e teologia dai genitori si laure`o all’University of Basilea nel 1676. Viaggi`o quindi per
l’Europa, in Francia incontr`o i seguaci diRené Descartes (1596-1650), in Inghilterra incontr`oRobert
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Imponendo il vincolo di ortogonalit`a tra le sezioni trasversali e l’asse si ottiene il
modello ditrave diBernoulli-Euler o trave indeformabile a taglio.

Il modello diBernoulli-Euler è idoneo a descrivere il comportamento di travi
in cui le dimensioni delle sezioni trasversali sono molto pi`u piccole della lunghezza.

3.1. Geometria delle curve

Si premettono i richiami essenziali di geometria delle curve.
La derivata dr(λ)/dλ definisce un vettore tangente alla linea d’asse. Se tale

vettoreè di modulo unitario l’ascissaλ è dettaascissa curvilineae viene denotata col
simbolo s . Si ha quindi che

ds

dλ
= ‖ dr

dλ
‖ .

L’ascissa curvilinea misura col suo incremento la lunghezza del tratto di curva cor-
rispondente. Infatti la lunghezza di un tratto di curva{λ1, λ2} è fornita da

L(λ1, λ2) =

λ2∫
λ1

‖ dr(λ)/dλ ‖ dλ =

s2∫
s1

‖ t(s) ‖ ds =

s2∫
s1

ds = s2 − s1 .

• Nel seguito si denoter`a con un apice( . )′ la derivata rispetto all’ascissa curvilinea.

Boyle (1627-1691) e Robert Hooke (1635-1703). Studiando i lavori diJohn Wallis (1616-
1703) e di Isaac Barrow (1630-1677) si interess`o al calcolo infinitesimale.Jacob Bernoulli
divenne professore di matematica a Basilea nel 1687 ed insieme al fratello minoreJohann Bernoulli
iniziò a studiare il calcolo differenziale sviluppato nel lavoroNova Methodus pro Maximis et Minimis, itemque
Tangentibus...pubblicato negliActa EruditorumdaGottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716).
Ben presto la collaborazione tra i due fratelli si trasform`o in una accesa rivalit`a. Nel 1689Jacob Bernoulli
pubblicò importanti lavori sulle serie e sulla teoria della probabilit`a formulando la sualegge dei grandi numeri.
Nel 1690 pubblic`o un famoso lavoro sulla curvaisocrona (descensus aequabilis), già studiata da Huygens nel
1687 e da Leibniz nel 1689, mostrando che la curva era soluzione di una equazione differenziale non lineare. In
tale lavoro appare per la prima volta il termineintegralische, accettato daLeibniz, entrò nel vocabolario della
matematica. Nel 1696Jacob Bernoulli risolse l’equazione dell’isocronay′=p(x)y+q(x)yn , detta ora
”equazione diBernoulli”, inventando ilmetodo di separazione delle variabili. A Jacob Bernoulli è
anche dovuta la dimostrazione che la curvabrachistocrona (linea celerrimi descensus)è unacicloide, risultato
già trovato, ma con dimostrazione errata, dal fratelloJohann che gli aveva proposto la dimostrazione del
risultato come sfida. A lui sono dovuti molti importanti avanzamenti in algebra, calcolo differenziale, calcolo
delle variazioni, meccanica, teoria delle serie, e teoria della probabilit`a. Sulla sua tomba volle incisa la frase
Eadem Mutata Resurgoche evoca le magiche propriet`a dellaspirale logaritmica. Jacob Bernoulli è
anche citato con i nomiJacques, James e Giacomo.

74 Leonhard Euler (1707-1783). Prima allievo e poi collega ed amico diDaniel Bernoulli
(1700-1782), figlio di Johann Bernoulli, è stato il più prolifico matematico di ogni tempo.
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La posizione dei punti della curva pu`o esprimersi in funzione dell’ascissa curvilinea
mediante la formula di integrazione

r(s) = r(0) +

s∫
0

t(ξ) dξ .

• Il versore tangentet(s) = dr(s)/ds , avendo norma unitaria, ha derivata ad essa
ortogonale. Infatti, derivando l’espressionet . t = 1 , si ottiene

t′ . t + t . t′ = 2 t′ . t = o .

• Il versore normalealla curva nel puntos è definito, se il vettoret′(s) è non nullo,
da

n = t′/‖ t′ ‖ ,

• Il versore binormalèe un terzo versoreb tale che la terna ortonormale orientata
{t,n,b} sia levogira.

Si ha dunque cheµ(t,n,b) = +1 dove µ e la funzione determinante che definisce
l’orientamento levogiro dello spazio. La terna levogira{t,n,b} è dettariferimento
localesulla curva oterna intrinseca.

La famiglia ad un parametro della terna{t,n,b} dei versori tangente, normale
e binormale in ogni punto definisce infatti le propriet`a intrinseche della curva, quelle
cioè indipendenti dal riferimento cartesiano fissato nello spazio.

La generica terna{t,n,b} è legata a quella cartesiana{e1, e2, e3} da una re-
lazione del tipo

{t,n,b} = [M ] {e1, e2, e3} ,

dove la stringa{ . , . , . } denota, per motivi tipografici, un vettore colonna ed[M ]
è la matrice della rotazioneM che porta{e1, e2, e3} in {t,n,b} .

Derivando rispetto ads si ottiene

{t′,n′,b′} = [M ′] {e1, e2, e3} ,

e quindi
{t′,n′,b′} =

[
M ′M−1] {t,n,b} .

L’operatoreC(M) = M′M−1 è l’operatore diCartan 75 di M (vedi [14]).

Per ogni coppia di operatori invertibiliA e B vale la propriet`a notevole

C(AB) = C(A) + AC(B)A−1 .

75 Elie Joseph Cartan (1869-1951). Matematico francese cui sono dovuti contributi fondamentali
alla geometria moderna.
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Se l’operatoreM è ortogonale, essendo

MMT = I ⇐⇒ MT = M−1 ,

l’operatore diCartan C(M) risulta antisimmetrico. Infatti

I′ = (MMT )′ = M′MT + MM′T = O ,

e dunque

C(M)T = (M′MT )T = MM′T = −M′MT = −C(M) .

Essendo la normalen per definizione parallela e concorde at′ , la matrice antisim-
metrica diCartan delle componenti di{t′,n′,b′} rispetto alla terna{t,n,b} ha la
forma

[C (M)] =


0 c 0

−c 0 t

0 −t 0

 .

La relazione {t′,n′,b′} = C(M) {t,n,b} fornisce dunque le noteformule di
Frénet 76 - Serret 77 . 

t′ = c n ,

n′ = −c t + t b ,

b′ = −t n .

Gli scalari positivi c e t sono rispettivamente lacurvaturae latorsionedella curva. Si
noti che l’orientamento positivo (levogiro) della terna intrinseca{t,n,b} implica che
risulti 

t× n = b ,

n× b = t ,

b× t = n .

3.1.1. Espressione della curvatura

Nelle applicazioni `e utile la formula che consente di valutare la curvatura della
curva piana che diagramma una funzione realef di una variabile realex nel piano
cartesiano{x, y} .

76 Jean Frédéric Frénet (1816-1900). Pubblicò le prime sei formule nella tesi di dottorato nel
1847 e poi nel Jour. de Math. XVII (1852) pp. 437-447.

77 Joseph Alfred Serret (1819-1885). Pubblicò le nove formule nel Jour. de Math. XVI (1851)
pp. 193-207.
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Sia f ∈ C2(� ; �) una funzione er il raggio vettore che individua un punto
del diagramma della funzione. Denotando con( . )/x la derivata rispetto all’ascissa
cartesianax , si ha che

r(x) =

∣∣∣∣∣ x

f(x)

∣∣∣∣∣ , r/x(x) =

∣∣∣∣∣ 1

f/x(x)

∣∣∣∣∣ , r/xx(x) =

∣∣∣∣∣ 0

f/xx(x)

∣∣∣∣∣ .

Il versore della tangente alla curva che diagramma la funzione `e

t(x) =
r/x(x)

‖ r/x(x) ‖ .

Derivando si ottiene

t/x =
r/xx

‖ r/x ‖
− 1

2

r/x

‖ r/x ‖3 2 r/x
. r/xx =

1
‖ r/x ‖3

[
r/xx ‖ r/x ‖2 − (r/x ⊗ r/x) r/xx

]
,

e cioè

t/x =
1

‖ r/x ‖3

[
‖ r/x ‖2 I− (r/x ⊗ r/x)

]
r/xx .

Essendo

r/x ⊗ r/x =

[
1 f/x

f/x f/x
2

]
, ‖ r/x ‖ = (1 + f/x

2)1/2 ,

risulta[
‖ r/x ‖2 I− (r/x ⊗ r/x)

]
r/xx = (1 + f/x

2)

∣∣∣∣∣ 0

f/xx

∣∣∣∣∣−
[

1 f/x

f/x f/x
2

] ∣∣∣∣∣ 0

f/xx

∣∣∣∣∣ ,

=

∣∣∣∣∣ −f/x f/xx

(1 + f/x
2)f/xx − f/x

2f/xx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣−f/x

1

∣∣∣∣∣ f/xx .

Dunque

t/x =
1

(1 + f/x
2)3/2

∣∣∣∣∣−f/x

1

∣∣∣∣∣ f/xx ,

Denotando cons l’ascissa parametrica si ha cheds/dx = ‖ r/x ‖ e quindi

t′ =
t/x

‖ r/x ‖
=

1
(1 + f/x

2)2

∣∣∣∣∣−f/x

1

∣∣∣∣∣ f/xx ,

La curvatura ha pertanto l’espressione

c = ‖ t′ ‖ =
‖ t/x ‖
‖ r/x ‖

=
(1 + f/x

2)1/2

(1 + f/x
2)2

| f/xx | =
| f/xx |

(1 + f/x
2)3/2

,

cheè la formula cercata.
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4. L’ASTA

Il modello strutturale pi`u semplice `e quello di asta ad asse rettilineo che `e illustrato
come primo esempio di applicazione della teoria generale.

Si consideri un continuo a forma di prisma retto di lunghezza finitaL e siax
un’ascissa che misura la posizione delle sezioni trasversali lungo l’asse e si denoti con
l’apice ( . )′ la derivata rispetto adx .

Nel modello monodimensionale di asta rettilinea si assume che le sezioni trasversali
possono soltanto traslare in direzione dell’asse del prisma senza ruotare. Una configu-
razione dell’asta `e pertanto individuata da un segmento rettilineoΩ = [x1, x2 ] . con
L = |x2 − x1 | . La cinematica dell’asta `e nota se, in corrispondenza di ogni sezione,
si conosce il valore del cinematismo in direzione assiale.

L’asta subisce un’atto di traslazione rigida se il cinematismo `e costante.

La deformazione tangente `e pertanto associata ad una variabilit`a del cinematismo
ed è naturale definirla come la velocit`a di dilatazioneε cheè data dalla derivata del
cinematismo rispetto adx . Ne segue che

L’operatore cinematicoB è la derivata prima lungo l’asse dell’asta.

Il campo di sforzo duale di quello di deformazione tangente `e il campo scalare disforzo
normale N nell’asta. Denotando conn(x1) = −1 e n(x2) = 1 le normali uscenti
dagli estremi dell’asta, la formula diGreen relativa all’operatore di deformazione
tangenteB si ottiene integrando per parti

x2∫
x1

Nu′ dx = −
x2∫

x1

N ′u dx +
2∑

i=1
(N u n )(xi) .

Dalla formula diGreen si deduce che:

L’operatore differenziale di equilibrioB
′
o è pari all’opposto della derivata prima

lungo l’asse dell’asta.

Gli operatori al contornoΓ e N sono rispettivamente i campionatori dei valori
agli estremi del cinematismo e del prodotto dello sforzo normale con il versore normale.

In definitiva si ha quindi che

Bu = u′ ,

B
′

oN = −N ′ ,

Γu = {u(x1), u(x2)} ,

NN = {N(x1) n1, N(x2)n2} = {−N(x1), N(x2)} .
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Ponendo

(( N , Bu )) : =

x2∫
x1

N u′ dx , ( B
′

oN , u ) : =

x2∫
x1

−N ′ u dx ,

〈〈 NN , Γu 〉〉 : = 〈〈 {−N(x1), N(x2)} , {u(x1), u(x2)} 〉〉 =

=N(x1)u(x1)n1 + N(x2) u(x2) n2 ,

la formula diGreen si può scrivere nella forma astratta

(( N , Bu )) = ( B
′

oN , u ) + 〈〈 NN , Γu 〉〉 .

Nel modello diasta semplicesi assume che i cinematismi conformiu ∈ L abbiano
quale suddivisione di supporto l’intero intervalloΩ = [x1, x2 ] .

Si ha dunque che

• lo spazio V dei cinematismiGreen-regolari con suddivisione di supporto
T (Ω) = Ω è H1[x1, x2 ] a pezzi,

• lo spazioH degli sforzi e delle deformazioni tangenti `e L2[x1, x2 ] ,

• lo spazioS degli sforziGreen-regolari con suddivisione di supportoT (Ω) = Ω
è H1[x1, x2 ] a pezzi,

• lo spazioF delle forzeè costituito da carichi distribuitip ∈ L2[x1, x2 ] e da
forze assiali

{
{F i1, F i2} , i = 1, . . . , n

}
concentrate agli estremi dell’intervallo

Ω = [x1, x2 ]

Dalla formula diGreen si evince che lo spazioFL delle forze attive `e costituito da
carichi distribuiti p ∈ L2[x1, x2 ] e da forze assiali{F i , i = 1, . . . , n} concentrate
in un numero finito di punti diΩ = [x1, x2 ] .

L’operatore cinematico `e un operatore diKorn. Infatti la diseguaglianza

‖u′ ‖
0
+ ‖u ‖

0
≥ ‖u ‖

1
, ∀u ∈ H1[x1, x2 ] ,

fornisce il risultato.

RisultandoB = −B
′
o è valida l’analogia diMohr con le sostituzioni (vedi

sezione 1.3 (p. 376))

u ∈ L ⇐⇒ N ∈ Σ ,

−p ∈ H ⇐⇒ ε ∈ H .
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Si consideri ora un’asta priva di vincoli agli estremi. Allora il sottospazio lineare
dei cinematismi conformi `e

L = V = H1[x1, x2 ] .

Si noti che, in virtù del lemma diSobolev(vedi [33], proposizione 1.1, pag. 122),
i cinematismi conformi sono funzioni continue. E’ pertanto consentito applicare forze
assiali concentrate in punti dell’asse dell’asta.

Nei problemi di valori al contorno i sistemi di forze attive sono dunque costituiti
da un campo di forze distribuite

p ∈ L2[x1, x2 ] ,

di quadrato integrabile su[x1, x2 ] , e da un insieme finito di forze assiali

{F i , i = 1, . . . , n} ,

concentrate in punti dell’asse dell’asta, nell’intervallo[x1, x2 ] .
Osservando che i cinematismi rigidi conformi sono funzioni costanti, si evince che

il sottospazio lineareVrig è monodimensionale.
La condizione di equilibrio di un sistema di forze attive si scrive pertanto

x2∫
x1

p dx +
n∑

i=1
F i = 0 .

Dualmente si consideri il caso in cui agli estremi diΩ = [x1, x2 ] siano assegnati
vincoli assoluti che impongono ai cinematismi ammissibili di assumere valori
assegnatiw(x1) e w(x2) .

Risulta allora
L = KerΓ = H1

o [x1, x2 ] .

I campi diautosforzinormali, cioè di sforzi normali in autoequilibrio, sono allora fun-
zioni costanti in quanto l’operatore di equilibrio di massaB

′
o è la derivata lungo l’asse

ed il flusso agli estremi, rappresentato dalla coppia{−N(x1), N(x2)} , è arbitrario.
La condizione variazionale di congruenza di un sistema cinematico costituito da

un campoε di dilatazioni di quadrato integrabile su[x1, x2 ] e da una coppia di valori
agli estremi{w(x1), w(x2)} dei cinemtismi, si scrive quindi

x2∫
x1

ε dx = w(x2)− w(x1) .

Si noti che tale condizione esprime semplicemente la richiesta che sia soddisfatto il
teorema fondamentale del calcolo integrale da ogni primitiva diε che assume i valori
w(x1) e w(x2) agli estremi dell’intervallo[x1, x2 ] .
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5. LA FUNE

Il modello strutturale della fune `e la naturale estensione di quello di asta rettilinea.
Il modello di fune considera un continuo monodomensionale le cui configurazioni sono
varietà differenziabili di dimensione uno e cio`e curve generalmente regolari nello spazio
euclideo tridimensionaleS .

Sia γ : I �→ S una configurazione di riferimento della fune costituita da una curva
regolare parametrizzata sull’intervalloI = [ s1, s2 ] dall’ascissa curvilineas . Allora
il versore della tangente alla curva `e dato da

dγ

ds
= t , ‖ t ‖ = 1 .

C

Cτ

sτ

s

Ο

r(s)

rt(s,τ)

Fig. 5.1

Si consideri quindi la mappa di evoluzioneϕ : γ× I× I �→ S della fune a partire
dalla configurazioneγ : I �→ S (vedi fig.5.1).

La mappa di evoluzione individua la posizioneϕ (x, τ, t) ∈ S al tempoτ dalla
particella p = p(x, t) che al tempot occupa la posizionex = γ(s) ∈ S . Dunque
sussite la condizione iniziale

ϕt,t(γ(s)) = γ(s) .

dove, come d’uso, si `e posto

ϕτ,t(γ(s)) = ϕt(γ(s), τ) = ϕ (γ(s), τ, t) .

La dilatazione lineare della fune, nel passaggio dal tempot al tempoτ , vale

ετ,t = D(ϕτ,t ◦ γ) = ‖ d(ϕτ,t ◦ γ)/ds ‖ − 1 .
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Denotando con un punto la derivata rispetto al tempo valutata all’istante inizialeτ ∈ I ,
la velocità nella configurazioneγ(s) è quindi data da

v : = (ϕτ,t ◦ γ )̇ =
d

dτ
(ϕτ,t ◦ γ)

∣∣∣∣
τ=t

.

La deformazione tangenteall’istante inizialet ∈ I è la velocità di dilatazione lineare,
definita da

(ετ,t)̇ = Bv : =
d

dτ

[
D(ϕτ,t ◦ γ)

]∣∣∣∣
τ=t

= dD(ϕτ,t ◦ γ) [v ] = (dv/ds) . t = v′ . t .

Osservazione 5.1.Allo stesso risultato si pu`o pervenire partendo dalla definizione
delladeformazione tangentein termini della derivata diLie del tensore metrico della
varietà γ che conduce alla formula diKilling:

Bv : = sym(Π∇vΠT ) .

Poichè lo spazio fisico `e euclideo, il tensore metricog in S coincide con il prodotto
interno (− .−) e la derivata covariante∇ coincide con quella direzionaled .

Notando cheTM è monodimensionale, siah ∈ TM un vettore tangente alla fune
e si pongat = ΠTh . La deformazione tangente ha l’espressione

gM ((Bv)h,h) : = gM (Π dvΠT h,h) = g ((dv) t, t) , ∀h ∈ TM .

La derivatav′ del campo di velocit`a lungo la fune, percorsa con velocit`a untaria,
soddisfa la relazione

(dv) t = g (t, t)v′ = gM (h,h)v′ ,

per cui si ha che

gM ((Bv)h,h) = g ((dv) t, t) = g (v′, t)gM (h,h) .

DunqueBv = g (v′, t) .

L’ente duale della velocit`a di dilatazione lineare `e losforzo normaleN nella fune.

In ogni tratto [ s1, s2 ] di fune in cui la velocità è v ∈ H1[ s1, s2 ] e lo sforzo normale `e
tale ched(N t)/ds ∈ L2[ s1, s2 ] la formula diGreen si ottiene integrando per parti

s2∫
s1

(N t) . (dv/ds) ds = (N t) . v
∣∣∣∣ s2

s1

−
s2∫

s1

d(N t)/ds . v ds ,
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Le azioni esterne che possono agire sulla fune sono quindi del tipo

F(s1) = −N(s1) t(s1) forza assiale concentrata ads = s1

F(s2) = +N(s2) t(x2) forza assiale concentrata ads = s2

p = −d(Nt)/ds carico distribuito per unit`a di lunghezza.

In virtù delle formule diFrénet-Serret, l’equazione differenziale di equilibrio
si può porre nella forma equivalente:

(dN/ds) t + (N c)n = −p ,

Con le notazioni introdotte per il modello strutturale astratto si ha

Bv = (dv/ds) . t , B
′

oN = −d(N t)/ds

Γv =
{
v(s1),v(s2)

}
, NN =

{
−N(s1)t(s1), N(s2)t(s2)

}
e la formula diGreen

(( N , Bv )) = ( B
′

oN , v ) + 〈〈 NN , Γv 〉〉 ,

si scrive esplicitamente

s2∫
s1

N (dv/ds) . t ds =

s2∫
s1

−d(N t)/ds . v ds+

−N(s1) t(s1) . v(s1) + N(s2) t(s2) . v(s2) .

Il principio dei lavori virtualiè espresso dalla condizione variazionale

s2∫
s1

N (v′ . t) ds =

s2∫
s1

p . v ds− (N1 t . v)(s1) + (N2 t . v)(s2) ,

per ogniv ∈ H1[ s1, s2 ] . Gli scalariN1 e N2 sono i valori delle forze di trazione
agli estremi della fune.
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In un modello semplice di fune lo spazio lineare dei cinematismiGreen-regolari
è V = H1[ 0, L ] dove L è la lunghezza della fune nella configurazioneΩ .

Allora la condizione variazionale di equilibrio delle forze distribuite ed ai limiti richiede
l’annullarsi della potenza virtuale per ogni cinematismo rigido

( p , v ) + 〈〈 F , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ V : Bv = 0 ,

condizione che, in assenza di vincoli agli estremi, si scrive esplicitamente

L∫
0

p . v ds + F(0) . v(0) + F(L) . v(L) = 0 ∀v ∈ H1[ 0, L ] : (dv/ds) . t = 0 .

La condizione di rigidità del cinematismo pu`o essere convenientemente espressa in
termini di componenti della velocit`a in direzione tangente e normale alla fune. Ponendo

v = vtt + vnn ,

si deduce che

i cinematismi rigididella fune sono caratterizzati dalla condizione

dv
ds

. t =
dvt

ds
− c vn = 0 .

Osservazione 5.2.Si consideri una fune vincolata in un estremo con la condizione
vt(0) = 0 . In tale caso i cinematismi rigidi per la fune si ottengono assegnando
in modo arbitrario il campo scalarevn(s) ∈ H1[ 0, L ] del cinematismo trasversale
e valutando quindi il cinematismo assialevt(s) ∈ H1[ 0, L ] per integrazione dalla
relazione

dvt

ds
= c vn , vt(0) = 0 .

Pertanto il sottospazio lineare dei cinematismi rigidi della fune ha dimensione infinita.
La condizione di equilibrio della fune non `e dunque esprimibile mediante un numero
finito di equazioni lineari.

La trattazione del problema dell’equilibrio deve pertanto essere effettuata facendo
ricorso alle equazioni di equilibrio differenziali ed ai limiti espresse in termini del campo
di sforzo normale nella fune.

Nelle successive sezioni viene sviluppata la trattazione che consente di dedurre
analiticamente la forma geometrica delle configurazioni di equilibrio (funicolari) di una
fune fissa agli estremi e soggetta a due classiche semplici condizioni di carico verticale,
il primo costante rispetto ad una ascissa orizzontale ed il secondo costante rispetto
all’ascissa curvilinea.
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5.1. Curva funicolare

Si consideri un riferimento cartesiano levogiro{ex, ey, ez} ed una fune fissata agli
estremi a due puntiP1 e P2 del pianoπ individuato dagli assi coordinati{ex, ey} .

La fune sia soggetta ad un carico distribuito lungo il suo asse con intensit`a p(s)
e diretto in verso opposto all’asse coordinatoey , cosı̀ che

p(s) = −p(s) ey .

Sia t il versore tangente all’asse della fune e si ponga

H = N (t . ex) , H⊥ = N (t . ez) , V = N (t . ey) .

Dall’equazione differenziale di equilibrio(N t)′ = −p , si deduce che

H ′ = (N t . ex)
′ = (N t)′ . ex = −p . ex = 0 ,

H ′
⊥ = (N t . ez)

′ = (N t)′ . ez = −p . ez = 0 ,

V′ = (N t . ey)
′ = (N t)′ . ey = −p . ey = p .

a/2 a/2

f

ex

ey
tn

y

x

P1 P2

Fig. 5.2

Dalla condizione di equilibrio alla rotazione attorno ad un asse parallelo aey e
passante perP1 o P2 si deduce che il termine costanteH⊥ deve essere identicamente
nullo. Ne segue quindi che, nei tratti dove lo sforzo normaleN è non nullo, deve
annullarsi la componente dit in direzione diez . L’asse della fune giace pertanto nel
piano π . Si dà la seguente definizione.

• Il tiro è la componente orizzontaleH del vettore sforzo normaleNt .

Di può quindi concludere che

• Il tiro H è costante lungo la fune e la componente verticaleV dello sforzo normale
ha un tasso di variazione pari all’intensit`a del carico distribuito.
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A questi risultati si pu`o anche pervenire imponendo l’equilibrio alla traslazione nelle
direzioni orizzontale e verticale di un qualsiasi tratto di fune ed osservando che il carico
agente sulla fune `e verticale.

La determinazione della curva funicolare del carico richiede di eliminare il campo
di sforzo normale dall’equazione di equilibrio.

Ciò si consegue osservando che

V

H
=

t . ey

t . ex

,

per cui, essendo costante il tiroH , risulta

V ′ = H

[ t . ey

t . ex

]′
= p .

Dunque la configurazione della fune deve soddisfare la seguenteequazione della funi-
colare: [ t . ey

t . ex

]′
=

p

H
.

A tale formula si pu`o dare un’espressione pi`u semplice valutando la derivata[ t . ey

t . ex

]′
=

t′ . ey

t . ex

− t . ey

t′ . ex

(t . ex)2 =
c(n . ey) (t . ex)− c(n . ex) (t . ey)

(t . ex)2 =

=
−c

(t . ex)2

[
2 emi(ex ⊗ ey

]
(t . n) .

La matrice associata al tensore emisimmetrico−2 emi(ex ⊗ ey) è

[
− 2 emi(ex ⊗ ey)

]
=

[
0 −1

1 0

]
.

Dunque−2 emi(ex ⊗ ey) = R dove R è il tensore emisimmetrico che effettua una
rotazione antioraria diπ/2 .

Ne segue che

c =
[
(Rt) . n

]
(t . ex)

2 p

H
.

dove (Rt) . n = ±1 a seconda chen = Rt o n = −Rt .
Se la funicolare `e descritta come grafico di una funzionef(x) si ha che

c = ‖ t′ ‖ =
‖ t/x ‖
‖ r/x ‖

=
(1 + f/x

2)1/2

(1 + f/x
2)2

| f/xx | =
| f/xx |

(1 + f/x
2)3/2

.
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Essendo poi

[ t ] =
1

(1 + f/x
2)1/2

∣∣∣∣∣ 1

f/x

∣∣∣∣∣ , t . ex =
1

(1 + f/x
2)1/2

,

si ha che

| f/xx |
(1 + f/x

2)3/2
=

[
(Rt) . n

] 1
(1 + f/x

2)
p

H
.

e cioè

| f/xx | = (1 + f/x
2)1/2 [

(Rt) . n
] p

H
.

Per determinare il segno della derivata secondaf/xx si osservi che il versore normale
è dato dan = t/x/‖ t/x ‖ e che inoltre

t/x =
1

(1 + f/x
2)3/2

∣∣∣∣∣−f/x

1

∣∣∣∣∣ f/xx .

Dunque(Rt) . n ha lo stesso segno dif/xx . Infatti

(Rt) .t/x = [R ]

∣∣∣∣∣ 1

f/x

∣∣∣∣∣ .

∣∣∣∣∣−f/x

1

∣∣∣∣∣ f/xx =

∣∣∣∣∣−f/x

1

∣∣∣∣∣ .

∣∣∣∣∣−f/x

1

∣∣∣∣∣ f/xx = (1+f/x
2) f/xx .

L’equazione dellafunicolareè pertanto

f/xx =
p

H

√
1 + f/x

2 .

5.2. Funi di sospensione

Si vuole ora calcolare lo sforzo assialeN nella configurazione di equilibrio di una
fune di lunghezzaa in orizzontale e di assegnata frecciaf soggetta ad un carico verti-
cale diretto verso il basso di intensit`a costanteqo per unità di lunghezza in orizzontale
(vedi fig.5.3).
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a/2 a/2

f

qo

x

y

Fig. 5.3

aa
f

Fig. 5.4

La soluzione di questo problema strutturale consente di fornire un semplice di-
mensionamento del cavo di sospensione di un ponte sospeso in cui i pesi propri delle
funi portanti e degli stralli verticali siano trascurabili rispetto al peso dell’impalcato ed
ai carichi su di esso distribuiti (fig.5.4).

L’intensità p(s) del carico distribuito per unit`a di ascissa curvilineas lungo la
fune si esprime in funzione del caricoqo(x) = qo per unità di ascissa orizzontalex
mediante la relazione

p(s) = qo

dx

ds
,
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ovvero in funzione dix
p(s(x)) =

qo√
1 + f/x(x)2

.

L’equazione differenziale della linea funicolare diviene allora

f/xx(x) =
qo

H
.

da cui, integrando due volte e notando che le costanti di integrazione risultano entrambe
nulle, si deduce l’espressione parabolica della curva funicolare:

f(x) =
qo

2H
x2 .

Il valore di f(x) all’estremità della fune `e noto essendof(a/2) = f . Sostituendo si
ottiene la formula notevole

H f = qo

a2

8
.

Essa consente di ricavare il valore del tiroH e quindi lo sforzo normaleN in tutti
i punti della fune una volta assegnata la frecciaf ovvero di determinare la freccia
conseguente ad un assegnato valore del tiro.

Tenendo conto dell’espressione precedente, l’espressione della curva funicolare si
può riscrivere nella forma classica in termini della freccia e della semiluce:

f(x) =
4 f
a2 x2 .

Lo sforzo normale nella fune si ottiene dalla condizioneH = N (t . ex) :

N(x)
H

=
√

1 + f/x(x)2 =

√
1 +

(
qox

H

)2

=

=

√
1 +

(
8 f x

a2

)2

=

√
1 +

(
16 η x

a

)2

.

Il valore massimo viene attinto agli estremi e vale

Nmax = H

√
1 +

(
4f

a

)2

= H
√

1 + (8 η)2 ,

dove η = f/(2a) è il rapporto di ribassamentodella fune.
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Osservazione 5.3.Si considerino due funi di uguale lunghezza. La prima costituita
da un materiale elastico dotato di elevata rigidezza estensionale e la seconda costituita
da un materiale molto deformabile. Le due funi siano soggette allo stesso carico dis-
tribuito. La formulaH f = (po a2)/8 , mostra che il prodottoH f è indipendente dalle
caratteristiche elastiche del materiale. Pertanto nel caso di fune rigida la freccia risulta
piccola mentre la componente orizzontale diN è grande. Nel caso della fune cedevole
la freccia sar`a invece grande mentre il tiroH risulta piccolo.

5.3. La catenaria

Si assuma ora che il carico verticale agente sulla fune sia uniformemente distribuito
lungo la fune. Ci`o avviene ad esempio quando una fune a sezione costante `e soggetta
al solo peso proprio (vedi fig.5.5).

a/2 a/2

f
po

y

x

Fig. 5.5

Il problema di determinare la curva funicolare da peso proprio uniforme fu conside-
rato daLeonardo da Vinci 78 . nel XV secolo.

Galileo 79 pensava che la funicolare fosse una parabola. Il problema fu poi
posto nel 1690 daJacob Bernoulli 80 e risolto daJohann Bernoulli 81

fratello minore diJacob. Contemporaneamente, ma indipendentemente, il problema
fu risolto daLeibniz e daHuygens 82 .

78 Leonardo da Vinci (1452-1516)

79 Galileo Galilei (1564-1642)

80 Jacob Bernoulli (1654-1705), Acta Erud.1690, pp. 217-219.

81 Johann Bernoulli (1667-1748) Acta Erud., 1691, pp. 274-276.

82 Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716), giurista, filosofo e matematico tedesco, e
Christiaan Huygens (1629-1695), matematico, astronomo e fisico olandese, pubblicarono nello stesso
giornale ed anno le soluzioni ottenute con metodologie diverse, geometrica quella diHuygens e fondate
sul calcolo infinitesimale quelle diLeibniz e diBernoulli.
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Dettopo il valore costante del carico verticale distribuito lungo la fune, l’equazione
differenziale della linea funicolare si scrive

f/xx(x) =
po

H

√
1 + f/x(x)2 .

Si ricordino ora le definizioni di seno e coseno iperbolico

cosh(x) = 1
2 ( exp(x) + exp(−x)) , sinh(x) = 1

2 ( exp(x)− exp(−x)) ,

e le relative propriet`a:

cosh2(x)− sinh2(x) = 1 ,
d

dx
cosh(x) = sinh(x) ,

d

dx
sinh(x) = cosh(x) .

Se si ponez(x) = f/x(x) e c = po/H l’equazione della linea funicolare diviene

z/x(x) = c
√

1 + z(x)2 .

Il relativo integrale generale `e dato da

z(x) = sinh(c (x− β)) .

Integrando nuovamente si ottiene

f(x) =
1
c

cosh(c (x− α)) + β ,

cheè l’equazione della catenaria.

Se la sospensione della fune `e simmetrica con aperturaa e l’ordinata nell’origine
è nulla, ponendof/x(0) = 0 si deduce cheα = 0 e ponendof(0) = 0 si ottiene
β = −1/c . L’equazione della catenaria diviene allora

f(x) =
H

po

[
cosh

(
po x

H

)
− 1

]
.

Lo sforzo normale nella fune si ottiene dalla condizione

N = H
√

1 + f/x(x)2 = H

√
1 + sinh2

(
po x

H

)
= H cosh

(
pox

H

)
.

Il massimo valore diN viene attinto agli estremi e vale

Nmax = H cosh

(
po a

2 H

)
.

La freccia f= f(a/2) è quindi fornita dall’espressione

f =
H

po

[
cosh

(
poa

2 H

)
− 1

]
=

Nmax−H

po

,

e pertanto risulta
Nmax = H + po f .
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5.4. Principio di Torricelli

Per una fune sottoposta ad una forza peso comunque distribuita la curva funicolare
è la configurazione geometrica di cui corrisponde la posizione pi`u bassa del centro
di gravità. Tale propriet`a è un caso particolare di un risultato noto come principio di
Torricelli 83 .

Si consideri una struttura vincolata che possa mutare configu-
razione senza che vengano indotte in essa deformazioni. Una
configurazione `e di equilibrio sotto il peso proprio se e solo se la
quota del baricentro `e stazionaria.

Principio di
Torricelli

La dimostrazione di questo principio `e sviluppata qui di seguito con specifico
riferimento alle configurazioni di equilibrio di una fune, ma l’estensione al caso generale
è immediata se si osserva che le trasformazioni rigide sono localmente isocore.

Si consideri una fune in una configurazioneΩ . Sia r = γ(s) l’equazione para-
metrica che definisce la configurazioneΩ della fune in termini dell’ascissa curvilinea
s ∈ [0, L] dove r è il generico raggio vettore misurato a partire da una prefissata
origine edL è lunghezza della fune inΩ .

La fune sia in equilibrio sotto l’azione delle reazioni vincolari agenti agli estremi
fissi e del peso proprio di intensit`a p(s) per unità di lunghezza della fune.

Detto k è il versore della direzione verticale verso il basso, la forza peso alla
ascissas vale f(s) = p(s)k .

Si denoti conA la varietà delle configurazioni che possono essere ottenute a
partire daΩ mediante trasformazioniχ : V �→ V che non alterano la lunghezza
di alcun tratto della curvaγ . Le trasformazioniχ sono quindi isometriche per
la fune.

Tutte le configurazioni diA ammettono pertanto rappresentazioni parametriche in
funzione della medesima ascissa curvilineas ∈ [ 0, L] ] e la leggep(s) di variazione
del peso proprio risulta indipendente dalla particolare configurazioneΩ ∈ A .

Si definisca quindi sulla variet`a A il funzionale

Φ(γ) : =

L∫
0

p(s)k . γ(s) ds =

L∫
0

p(s) zγ(s) ds ,

dove zγ(s) : = k . γ(s) è la quota del punto di ascissas sulla curvaγ .

83 Evangelista Torricelli (1608-1647). Nato a Roma studi`o al Collegio Romano e poi
all’Università della Sapienza. Fu allievo e segretario diGalileo dal 1641 al 1642 e gli succedette alla
corte del granducaFerdinando II di Toscana. ATorricelli sono anche dovute la prima realizzazione
del vuoto spinto, la scoperta del principio del barometro e la realizzazione di lenti ottiche.
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La fibra T γ(A) tangente alla variet`a A in corrispondenza dell’elementoγ ∈ A
è costituita dal sottospazio lineare dei cinematismiv che sono rigidi per la fune nella
configurazioneγ :

v ∈ T γ(A) ⇐⇒ dv(s)
ds

. t(s) = o , ∀ s ∈ [0, L] .

La potenza virtuale compiuta dalle forze peso per effetto di un cinematismo rigido della
fune v ∈ T γ(A) è pari alla variazione prima del funzionaleΦ valutata nel punto
γ ∈ A ed in direzione del campo tangentev ∈ T γ(A) . Risulta infatti

dΦ(γ)[v ] =

L∫
0

p(s)k . v(s) ds .

Osservazione 5.4.La variazione prima di un funzionalef : X �→ � definito su uno
spazio lineareX è per definizione la derivata diGateaux e cioè il limite

df(x)[v ] : = lim
α→0

1
α

[
f(x + αv)− f(x)

]
,

assunto lineare nell’incrementov ∈ X .
Se il funzionaleΦ : A �→ � è definito su una variet`a differenziabileA modellata

su X si considera una carta localeϕ : U ⊂ A �→ X ed il funzionalef = Φ ◦ ϕ−1 :
ϕ(U) ⊂ X �→ X .

Si definisce quindi la variazione prima del funzionaleΦ : A �→ � mimando la
regola di derivazione a catena:

dΦ(γ)[v ] : = df(ϕ(γ)) [ϕ∗v ] , v ∈ T γ(A) .

essndoϕ∗v : = Tϕ [v ] ◦ϕ−1 ∈ X .

La condizione di equilibrio si esprime imponendo che la curvaγ sia un punto di
stazionariet`a per il funzionaleΦ sulla varietà A e cioè che risulti

dΦ(γ)[v ] = o , ∀v ∈ T γ(A) .

D’altro canto la quota del baricentro delle forze peso agenti sulla fune nella configu-
razioneγ è fornita dal rapporto

zG(γ) : =

L∫
0

p(s) zγ(s) ds

L∫
0

p(s) ds

=
Φ(γ)
P (γ)

,
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Per quanto osservato in precedenza,P (γ) con γ ∈ A rappresenta il peso totale
della fune e risulta indipendente daγ ∈ A . Quindi la quota del baricentrozG(γ) è
propozionale al valora del funzionaleΦ(γ) per γ ∈ A .

La condizione di equilibrio pu`o pertanto essere espressa affermando che la quota
del baricentro dei pesi della fune deve essere stazionaria suA (in effetti deve essere
minima altrimenti la fune sarebbe compressa).

5.5. Calcolo delle variazioni

La catenaria `e la forma geometrica di una fune a sezione costante cui corrisponde
la posizione pi`u bassa del centro di gravit`a.

La dimostrazione di tale propriet`a e quindi del principio diTorricelli con
riferimento ad una fune a sezione costante che, sospesa sotto il peso proprio, assume la
forma di una catenaria, `e dovuto aJacob Bernoulli 84 .

In questa sezione si perviene a questo classico risultato dimostrando pi`u in generale
che ogni curva di equilibrio di una fune soggetta ad un carico verticale soddisfa questa
proprietà di estremo La metodologia di indagine fa ricorso alcalcolo delle variazioni.

Per caratterizzare la configurazione di equilibrio di una fune, fissata agli estremi e
appesa sotto il peso proprio, si osservi preliminarmente che il principio diTorricelli
conduce ad unproblema di estremo vincolato.

La soluzione fa ricorso almetodo dei moltiplicatori diLagrange 85 che in
termini moderni si formula come segue.

Proposizione 5.1. Metodo dei moltiplicatori diLagrange. SianoX e H spazi di
Hilbert e X ′ e H′ gli spazi duali. Si consideri quindi un funzionalef : X �→ � ed
una variet̀a A ⊂ X definita dalla condizioneG(x) = o con x ∈ X e G : X �→ H .
Si assuma che gli operatorif : X �→ � e G : X �→ H siano differenziabili con
derivatedf(x) ∈ L

{
X ; X

}
e dG(x) ∈ L

{
X ; H

}
lineari e limitate. La condizione

di stazionariet̀a di f : X �→ � sulla variet̀a A ⊂ X si scrive

df(x)[v ] = 0 , ∀v ∈ X : dG(x)[v ] = o .

Una condizione sufficiente per la stazionarietà è che esista un funzionaleλ ∈ H′ tale
che

df(x)[v ] = 〈 λ , dG(x)[v ] 〉 , ∀v ∈ X .

Se l’operatore linearedG(x) ∈ L
{
X ; H

}
ha immagine chiusa la condizioneè anche

necessaria. Il funzionaleλ ∈ H′ è detto un moltiplicatore diLagrange.

84 Jacob Bernoulli (1654-1705) pubblicò negliActa Erud.del 1691 la dimostrazione del fatto che,
tra le configurazioni di un cavo appeso agli estremi, la catenaria `e quella che ha il baricentro pi`u basso.

85 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) matematico italo-francese. Contribu`ı a dare un fonda-
mento matematico alla meccanica estendendo e completando le ricerche diNewton. Famosa la sua
Mécanique Analytique(1â ed.1788),.
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Dim. La condizione di stazionariet`a di f : X �→ � sulla varietà A ⊂ X si può

scrivere nella formadf(x) ∈
[

KerdG(x)
]⊥

. L’inclusione

Im
[
dG(x)

]′ ⊆ [
KerdG(x)

]⊥
fornisce la condizione sufficiente.

In virtù del teorema dell’immagine chiusa diBanach, la chiusura dell’immagine
di dG(x) in H implica che

Im
[
dG(x)

]′ = [
KerdG(x)

]⊥
,

e prova quindi la necessit`a.

Considerando il funzionaleψ : X ×H′ �→ � definito da

ψ(x,λ) = f(x)− λG(x) ,

la proposizione 5.1 pu`o enunciarsi affermando che la condizione di stazionariet`a del
funzionaleψ : X ×H′ �→ � nello spazio prodottoX ×H′ è equivalente a quella del
funzionalef : X �→ � sulla varietà A ⊂ X . Infatti la condizione di stazionariet`a del
funzionaleψ : X ×H′ �→ � si scrive

{
dxψ(x;λ)[v ] = df(x)[v ]− 〈 λ , dG(x)[v ] 〉 = 0 , ∀v ∈ X ,

dλψ(x;λ)[µ ] = G(x) = O , ∀µ ∈ H′ ,

ed equivale alla condizione della proposizione 5.1.

Tornando al principio diTorricelli applicato al problema della funicolare si
tratta di determinare sulla variet`a A un punto di stazionariet`a del funzionale

Φ(γ) : =

L∫
0

p(s)k . γ(s) ds , γ ∈ A .

A tal fine si consideri la mappa di evoluzioneϕ : S × I × I �→ S della fune che
individua la posizioneϕ (x, t, τ) ∈ S al tempoτ dalla particellap = p(x, t) che al
tempo t occupa la posizionex ∈ S .

Sopprimendo l’indicazione dell’istante iniziales si ponga

ϕt(γ(s), τ) = ϕ (γ(s), t, τ) .

La dilatazione lineare della fune si scrive

ε = D(ϕt ◦ γ) = ‖ d(ϕt ◦ γ)/ds ‖ − 1 .
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Denotando con un punto la derivata rispetto a al tempo valutata al tempo iniziales , e
ponendo

v(s) : =
d(ϕs ◦ γ)

ds
,

la deformazione tangentèe data da

ε̇ = Bv : =
d

dt

[
D(ϕt ◦ γ)

]∣∣∣∣
t=s

= dD(ϕt ◦ γ) [v ] = (dv/ds) . t = v′ . t .

Nella proposizione 5.1 si ponga

G = D : X �→ H ,

con X = H1(I) e H = L2(I) .

La derivatadG(x) ∈ L
{
X ; H

}
è data dadD(ϕt ◦ γ) ∈ L

{
X ; H

}
.

La condizione di stazionariet`a di Φ(γ) sulla varietà A si impone quindi
richiedendo che

dΦ(γ ; v) =

L∫
0

p(s)k . v(s) ds =

L∫
0

N(s)v′(s) . t(s) ds , ∀v ∈ H1(I) ,

dove N ∈ L2(I) è il moltiplicatore diLagrange.

Integrando per parti si ha che

x2∫
x1

(N t) . (dv/ds) ds = (N t) . v
∣∣∣∣ x2

x1

−
x2∫

x1

d(N t)/ds . v ds ,

e tenendo presente che le componenti tangenti del cinematismo sono nulle agli estremi,
la condizione di stazionariet`a si riscrive

dΦ(γ ; v) =

L∫
0

p(s)k . v(s) ds =

L∫
0

(N t)′(s) . v(s) ds , ∀v ∈ H1(I) .

La densità di H1(I) in L2(I) implica che valga la condizione differenziale di equilibrio

(N t)′ + p = o .

Il moltiplicatore diLagrange ha pertanto il significato di sforzo normale nella fune.

In accordo con l’analisi sviluppata nella sezione 5.1 (p. 400), si perviene
all’equazione dellafunicolare

f/xx =
p

H

√
1 + f/x

2 ,

come soluzione del problema di estremo vincolato.
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Osservazione 5.5. In letteratura la dimostrazione della propriet`a di estremo della
catenaria `e condotta col ricorso alla seguentecondizione di stazionarietà di Euler. 86

Proposizione 5.2. Condizione di stazionariet`a. Sia I un intervallo limitato in� , V
uno spazio vettoriale di dimensione finita eF (u, v, x) una funzioneF : V×V×Ω �→
� continua e di classeC2 separatamente nei suoi argomenti. Sia inoltreM una
varietà differenziabile i cui elementi sono campif : I �→ V di classeC1(I) .
Si consideri quindi il funzionale

φ(f) =
∫
I

F
(
f(x), f/x(x), x

)
dx , f ∈M .

Allora, se il funzionaleφ : M �→ � è stazionario in corrispondenza di un campo
f : Ω �→ V appartenente alla varietà M , risulta soddisfatta la condizione diEuler

d

dx

dF

dv
(f(x), f/x(x), x) =

dF

du
(f(x), f/x(x), x) .

Dim. Derivandoφ(f) nella direzioneh ∈ Tf (M) tangente alla variet`aM nel punto
f ∈M si ha che

dφ(f)[h ] =
∫
I

[
du F (f(x), f/x(x), x)[h(x) ]+dv F (f(x), f/x(x), x)[h/x(x) ]

]
dx .

La stazionariet`a richiede che siadφ(f)[h ] = 0 per ognih ∈ Tf (M) . Integrando per
parti si conclude che per ognih ∈ D(I) risulta

dφ(f)[h ] =
∫
I

[
du F (f(x), f/x(x), x)− dx dv F (f(x), f/x(x), x)

]
[h(x) ] dx .

Il lemma fondamentale del calcolo delle variazion impone che il termine in parentesi
sotto il segno di integrale deve annullarsi e ci`o prova l’asserto.

A tal riguardo si veda l’analisi sviluppata in [21], esempio 3 pag. 27.
La discussione della propriet`a di estremo della catenaria condotta in [21] sulla base

della condizione di stazionariet`a diEuler è però inficiata dal fatto che operando in tal
modo non si tiene conto della condizione di vincolo.

La condizione di vincolo impone che i cinematismi della fune lungo cui si effettua
la derivata del funzionaleΦ(γ) siano rigidi.

La proprietà di estremo va infatti imposta sulla variet`a A e non nell’intero spazio
delle configurazioni della fune. Nelle configurazioni da confrontare la fune deve infatti
avere sempre la stessa lunghezza e cos`ı ogni suo tratto.

86 Leonhard Euler (1707-1783), Comm. Acad. Sci. Petrop., VIII, 159-190 (1736). Nel 1744
fu dato alle stampe il volumeMethodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes
contenente i risultati le ricerche diEuler sul calcolo delle variazioni.
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5.6. Peculiarità del modello fune

La fune fornisce un esempio di un modello strutturale in cui l’operatore lineare di
deformazione tangente non `e un operatore diKorn. Infatti il sottospazio lineare dei
cinematismi rigidi conformi non ha dimensione finita e ci`o esclude la possibilit`a che la
diseguaglianza diKorn possa essere soddisfatta.

A tale conclusione si perviene richiamando la proposizione II.6.5 (p. 216) la quale
mostra che la diseguaglianza diKorn implica che il sottospazio lineare dei cinematismi
rigidi conformi abbia dimensione finita.

In conseguenza del fatto che l’operatore di deformazione tangente non `e un opera-
tore diKorn, il teorema delle potenze virtuali costituisce una condizione sufficiente
ma non necessaria di equilibrio. Non `e infatti più possibile dimostrare l’esistenza di
uno stato di sforzo in equilibrio con un sistema equilibrato di carichi.

Ciò comporta che

• nel formulare le condizioni di equilibrio `e necessario assumere l’esistenza di uno
stato di sforzo nella fune,

• le equazioni cardinali della statica sono necessarie ma non sufficienti ad assicurare
l’equilibrio in quanto i cinematismi equiproiettivi costituiscono solo un sottospazio
esadimensionale del ben pi`u ampio spazio dei cinematismi rigidi conformi,

• la condizione di equilibrio va imposta o in forma variazionale tramite il principio
dei lavori virtuali o mediante le equazioni diCauchy, differenziali ed ai limiti, e
dunque in termini dello sforzo normale nella fune.
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6. LA TRAVE DI TIMOSHENKO

Il modello monodimensionale di di trave diTimoshenko è caratterizzato
dall’ipotesi cinematica che consente alle sezioni trasversali di subire rotazioni indipen-
denti dallo spostamento della linea d’asse. Il modello `e pertanto anche dettotrave
deformabile a taglio87 .

Nel modello di trave diTimoshenko i cinematismi delle sezioni rette consistono
in atti di moto rigido composti da

• un atto di moto di traslazione con velocit`a pari a quellav del baricentro della
sezione,

• un atto di moto di rotazione attorno al baricentro con velocit`a angolare pari al
vettore assialeω .

Si assume che l’asse della trave sia un segmento curvilineo regolareΩ rappresentato
in forma parametrica dall’equazione vettorialer = r̂(x) con x ∈ [x1, x2 ] ascissa
curvilinea suΩ .

Si denoti con un apice la derivata rispetto all’ascissa curvilinea, e siat = r̂′ il
versore tangente all’asse. La cinematica della trave `e pertanto determinata dai seguenti
campi:

• Il campo {v,ω} di parametri cinematiciche è la coppia costituita dal campo
vettoriale di velocità della linea d’asse e dal campo di vettori assiali della velocit`a
di rotazione delle sezioni trasversali.

Si definiscano quindi le seguenti quantit`a cinematiche.

• La curvatura tangentedella traveè la derivata della velocit`a di rotazione

χ̇ = ω′ .

• L’ atto di scorrimentoin corrispondenza della sezione all’ascissax è il gradiente
della velocità di traslazione relativa tra le sezioni valutata da un osservatore solidale
con la sezione inx .

L’espressione dell’atto di scorrimento in termini dei parametri cinematiciv e ω si
determina osservando che la velocit`a di traslazione relativa della sezione all’ascissay
vista da quella all’ascissax si ottiene sommando:

• la velocit̀a di traslazione relativavrel(y;x) della sezione all’ascissay rispetto
a quella all’ascissax data da

vrel(y;x) = v(y)− v(x) ,

87 A tale modello strutturaleA.E.H. Love dedica il capitolo XVIII delTreatise on the Mathemati-
cal Theory of Elaticity. La meccanica delle travi sottili soggette a torsione e flessione `e stata trattata da
Kirchhoff in [1] e daKelvin eTait in [2].
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• la velocit̀a di trascinamentovtra(y;x) dovuta all’atto di moto di rotazione della
sezione all’ascissax data da

vtra(y;x) = −ω(x)×
[
r̂(y)− r̂(x)

]
,

Infatti un osservatore solidale con la sezione inx che ruoti con velocit`a angolareω(x)
vede le altre sezioni della trave ruotare in verso opposto con velocit`a angolare−ω(x) .

Ne consegue che lavelocit̀a di traslazione apparentee cioè la velocità di traslazione
relativa della sezione iny vista da un osservatore solidale con la sezione inx è fornita
da

vapp(y;x) =
[
v(y)− v(x)

]
− ω(x)×

[
r̂(y)− r̂(x)

]
∀ y ∈ [0, L] ,

dove il simbolo× denota il prodotto vettoriale.

Valutando nel puntox la derivata divapp(y;x) rispetto ady e definendol’atto
di scorrimentoδ̇ : = v′app , si ottiene l’espressione

δ̇ = v′ − ω × t = v′ + t× ω .

La deformazione tangenteD è costituita dalla coppia{χ̇, δ̇} formata dalla velocit`a
di curvatura e dall’atto di scorrimento tra le sezioni rette.

I cinematismi rigidi sono quelli per cui risulta

D =

∣∣∣∣∣ χ̇

δ̇

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ω′

v′ + t× ω

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣oo
∣∣∣∣∣ .

Infatti dalla prima condizione si deduce cheω è costante.
Ponendoω = ωo ed integrando la seconda condizione si ha poi che

v(y)− v(x) = ωo ×
[
r(y)− r(x)

]
,

che è l’espressione del campo di velocit`a di un atto di moto rigido con velocit`a di
rotazione pari a quella delle sezioni trasversali.

L’operatore cinematicoB è dunque definito in forma matriciale da

B

∣∣∣∣∣ v

ω

∣∣∣∣∣ =

[
O d/dx

d/dx t×

] ∣∣∣∣∣ v

ω

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ω′

v′ + t× ω

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ χ̇

δ̇

∣∣∣∣∣ .

Nel modello ditrave semplicesi assume che i cinematismi conformiu ∈ L(T (Ω))
abbiano quale suddivisione di supporto l’intero intervalloΩ = [x1, x2 ] e quindi che
lo spazio cinematicoV(T (Ω)) sia il prodotto cartesianoH1(x1, x2)×H1(x1, x2) .

Si ricordi che lo spazio diSobolev H1(x1, x2) è costituito dai campi vettoriali
di quadrato integrabile suΩ = {x1, x2} insieme alla derivata prima distribuzionale.
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L’ente duale della deformazione tangenteD = {χ̇, δ̇} è un campo di sforzi

σ =

∣∣∣∣∣MF
∣∣∣∣∣

costituito dalla coppia di campi vettoriali

• M sforzo torcente-flettente,

• F sforzo normale-tagliante.

Alla formula di Green si perviene integrando per parti la potenza virtuale compiuta
dal campo di sforzi per la deformazione tangente:

x2∫
x1

[
M . χ̇ + F . δ̇

]
dx =

x2∫
x1

[
M . ω′ + F . (v′ + t× ω)

]
dx =

=
2∑

i=1

[
Fn . v + Mn . ω

]
(xi) −

x2∫
x1

[
F′ . v + (M′ + t× F) . ω

]
dx ,

dove n(xi) vale −1 o +1 a seconda che il puntoxi sia l’estremo iniziale o finale
della trave.

La coppiaMn e la forzaFn sono rispettivamente l’azione torcente-flettentee
l’ azione normale-tagliantein corrispondenza degli estremi della trave.

Le equazioni differenziali di equilibrio impongono che inx ∈ {0, L} risulti

{
−p = F′ carico distribuito,

−m= M′ + t× F coppia distribuita.

• Il carico distribuitop ∈ H(x1, x2) è costituito da un campo vettoriale di quadrato
integrabile suΩ = {x1, x2} e rappresenta un sistema di forze la cui potenza
virtuale per unità di lunghezza `e fornito dal prodottop . v con v ∈ H1(x1, x2)
velocità della linea d’asse.

• La coppie distribuitam ∈ H(x1, x2) è costituita da un campo vettoriale di
quadrato integrabile suΩ = {x1, x2} che rappresenta un sistema di forze la
cui potenza virtuale per unit`a di lunghezza `e fornito dal prodottom . ω con
ω ∈ H1(x1, x2) velocità di rotazione della sezione trasversale.
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L’operatore differenziale di equilibrio `e rappresentato in forma matriciale da

B
′

o

∣∣∣∣∣MF
∣∣∣∣∣ : = −

[
O d/dx

d/dx t×

] ∣∣∣∣∣MF
∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣ F′

M′ + t× F

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ p

m

∣∣∣∣∣ .

Gli operatori al contorno sono

Γ

∣∣∣∣∣ v

ω

∣∣∣∣∣ : =

∣∣∣∣∣ v(xi)

ω(xi)

∣∣∣∣∣ , N

∣∣∣∣∣MF
∣∣∣∣∣ : =

∣∣∣∣∣ Fn(xi)

Mn(xi)

∣∣∣∣∣ ,

per cui risulta

〈〈 N

∣∣∣∣∣MF
∣∣∣∣∣ , Γ

∣∣∣∣∣ v

ω

∣∣∣∣∣ 〉〉 : = N

∣∣∣∣∣MF
∣∣∣∣∣ . Γ

∣∣∣∣∣ v

ω

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1
[Fn . v + Mn . ω](xi) .

Le equazioni di equilibrio al contorno impongono che{
Fn(xi) = F(xi) + FR(xi) ,

Mn(xi) = M(xi) + MR(xi) .

dove M(xi) e F(xi) sono le coppie e le forze attive agenti agli estremi del trave. Con
il pedice ( . )R si denotano gli analoghi enti reattivi.

In generale un modello di trave diTimoshenko è definito da una suddivisione
della linea d’asse in un numero finito di elementi.

In ciascuno di essi il sistema di forze agenti `e costituito da un campo di coppie e
forze distribuite lungo l’asse della trave e da coppie e forze concentrate agli estremi. Ne
segue che il sistema di forze agenti sull’intera trave `e costituito da un campo di coppie
e forze distribuite e da un numero finito di coppie e forze concentrate lungo l’asse della
trave.

Le forze attive in equilibrio nel modello di trave diTimoshenko sono dunque
costituite da coppie e forze distribuite e da un numero finito di coppie e forze concentrate
lungo l’asse della trave.

EssendoB = −B
′
o si ha che

l’ analogia diMohr sussiste effettuando le sostituzioni∣∣∣∣∣MF
∣∣∣∣∣ ⇐⇒

∣∣∣∣∣ v

ω

∣∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣∣ χ̇

δ̇

∣∣∣∣∣ ⇐⇒ −
∣∣∣∣∣ p

m

∣∣∣∣∣ .

L’analogia diMohr è illustrata in maggior dettaglio nella prossima sezione.
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6.1. Analogia di Mohr

Si consideri una trave di lunghezzaL incastrata all’estremos = 0 e libera all’altra
estremità. Dunquev(0) = o e ω(0) = o . Integrando l’espressione della velocit`a di
curvatura si ottiene la formula

ω(s) =

s∫
0

ω′(ξ) dξ =

s∫
0

χ̇(ξ) dξ ,

che consente di calcolare la velocit`a di rotazione della generica sezione all’ascissa
s ∈ [0, L] in funzione delle curvature tangenti.

L’espressione della velocit`a di scorrimento fornisce

v′ = δ̇ + ω × t = δ̇ + ω × r′ = −ω′ × r + δ̇ + (ω × r)′ =

= − χ̇× r + δ̇ + (ω × r)′ .

Integrando si ottiene

v(s) =

s∫
0

[
δ̇(ξ)− χ̇(ξ)× r(ξ)

]
dξ + ω(s)× r(s) .

Sostituendo infine l’espressione della velocit`a di rotazioneω(s) si perviene alla formula

v(s) =

s∫
0

[
δ̇(ξ) + [r(ξ)− r(s)]× χ̇(ξ)

]
dξ ,

che consente di calcolare la velocit`a di spostamento della generica sezione alla ascissa
s ∈ [ 0, L ] in funzione della velocit`a di curvatura e della velocit`a di scorrimento.

Si consideri quindi una trave, dettatrave ausiliaria, eguale a quella in esame ma
incastrata all’ascissas = L e libera all’altro estremo e caricata da

• un campo di forze fittizie distribuitep∗ = −χ̇ ,

• un campo di coppie fittizie distribuitem∗ = −δ̇ .

Le due formule precedenti mostrano che,

• la velocità di rotazioneω(s) è opposta al risultante delle forze fittizie distribuite
p∗(ξ) agenti sul trattoξ ∈ [0, s] ,

• la velocità di spostamentov(s) è opposta al momento risultante rispetto ads
delle coppie distribuite fittiziem∗(ξ) e delle forze distribuite fittiziep∗(ξ) agenti
sul tratto ξ ∈ [0, s] .
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In altri termini le velocità di rotazioneω(s) e di spostamentov(s) sono rispet-
tivamente il risultante ed il momento risultante della interazione ins come azioni
sulla faccia di normale positiva. Essi sono dunque rispettivamente eguali agli sforzi
normale-taglianteF∗(s) e torcente-flettenteM∗(s) nella trave ausiliaria.

Queste osservazioni sono alla base della

analogia statico-cinematicadi Otto Mohr 88 .

La validità dell’analogia statico-cinematica diMohr per la trave diTimoshenko è
legata allasimmetriadella formula diGreen

x2∫
x1

[
M . ω′ + F . (v′ + t× ω)

]
ds +

x2∫
x1

[
v . F′ + ω . (M′ + t× F)

]
ds =

=
2∑

i=1

[
Fn . v + Mn . ω

]
(xi) ,

rispetto alla sostituzione ∣∣∣∣∣MF
∣∣∣∣∣ ⇐⇒

∣∣∣∣∣ v

ω

∣∣∣∣∣ ,

tra le variabili statiche e cinematiche.
Ogni problema di tipo cinematico pu`o quindi essere tradotto in uno fittizio di tipo

statico formulato in termini delle variabili statiche fittizie

M∗ = v , F∗ = ω .

Viceversa ogni problema di tipo statico pu`o essere tradotto in uno fittizio di tipo cine-
matico formulato in termini delle variabili cinematiche fittizie

v∗ = M , ω∗ = F .

Nel formulare il problema fittizio (statico o cinematico) le condizioni di vincolo e
la azioni sulle travi (forze o distorsioni) vanno ovviamente modificate in accordo
all’analogia statico-cinematica. Inoltre, risultando{

χ̇ = ω′

δ̇ = v′ + t× ω

{−p = F′

−m = M′ + t× F

nel formulare il problema statico fittizio corrispondente ad un assegnato problema
cinematico si dovr`a caricare la trave ausiliaria con forze e coppie distribuite opposte
rispettivamente alla velocit`a di curvatura ed alla velocit`a di scorrimento agenti sulla
trave

p∗ = −χ̇ , m∗ = −δ̇ ,

e viceversa per formulare un problema cinematico fittizio.

88 Otto Mohr (1835-1918). Ingegnere e professore al Politecnico di Stoccarda. Progett`o alcuni tra
le prime strutture metalliche in Germania. Per primo applic`o le linee d’influenza in ingegneria delle strutture.
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Osservazione 6.1.L’analogia diMohr può, a prima vista, sembrare priva di interesse
in quanto il problema fittizio da risolvere `e perfettamente identico a quello di partenza.

Ciò nonostante essa ha avuto un grande successo presso gli strutturisti che
l’adoperano frequentemente per i loro calcoli come un metodomagicoche consente di
risolvere problemi cinematici traducendoli in problemi statici fittizzi che risultano di
più agevole soluzione.

Una classica applicazione dell’analogia diMohr, nell’ambito della teoria lineariz-
zata delle travi, consiste nel calcolo di spostamenti o rotazioni di sezioni trasversali sulla
base della conoscenza dei campi di scorrimento e curvatura.

6.2. Buona posizione

La buona posizione del modello di trave diTimoshenko si stabilisce dimostrando
che l’operatore cinematico `e un operatore diKorn.

Poichè l’operatore di deformazione tangente della trave diTimoshenko è un
operatore differenziale del primo ordine, ladiseguaglianza diKorn ha la forma astratta

‖Bu ‖
0
+ ‖u ‖

0
≥ α ‖u ‖

1
∀u ∈ H1(Ω) ,

con u = {v,ω} e

B

∣∣∣∣∣ v

ω

∣∣∣∣∣ =

[
O d/dx

d/dx t×

] ∣∣∣∣∣ v

ω

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ω′

v′ + t× ω

∣∣∣∣∣ .

In forma esplicita la diseguaglianza diKorn si può scrivere

‖ω′ ‖
0
+ ‖v′ + t× ω ‖

0
+ ‖v ‖

0
+ ‖ω ‖

0
≥ α

[
‖v ‖

1
+ ‖ω ‖

1

]
∀ v,ω ∈ H1(Ω) .

La validità di tale diseguaglianza segue facilmente osservando che

‖ω′ ‖
0
+ ‖ω ‖

0
≥ ‖ω ‖

1
, ∀ω ∈ H1(Ω) ,

e che perβ > 1 risulta

‖v′ + t× ω ‖
0
+ ‖v ‖

0
+ β ‖ω ‖

0
≥ ‖v ‖

1
∀v,ω ∈ H1(Ω) .

Infatti
‖v′ + t× ω ‖

0
≥ ‖v′ ‖

0
− ‖ t× ω ‖

0
= ‖v′ ‖

0
− ‖ω ‖

0
.

Quindi
‖v′ + t× ω ‖

0
+ ‖v ‖

0
+ β ‖ω ‖

0
≥

‖v′ ‖
0
− ‖ω ‖

0
+ ‖v ‖

0
+ β ‖ω ‖

0
≥

‖v′ ‖
0
+ ‖v ‖

0
≥ ‖v ‖

1
∀v,ω ∈ H1(Ω) ,

e la diseguaglianza diKorn segue ponendoα = (1 + β)−1 .
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6.3. Componenti assiali e trasversali

La formulazione delle relazioni costitutive che descrivono il comportamento elas-
tico di una trave diTimoshenko richiede che la deformazione tangente sia decomposta
nelle componenti assiali e trasversali.

Sia Π = I − t ⊗ t ∈ L
{

V ; V
}

il proiettore ortogonale sul piano della sezione
trasversale.

La velocità dicurvaturae la velocità discorrimento χ̇ = ω′ ,

δ̇ = v′ + t× ω ,

sono somma delle componenti χ̇ = χ̇t t + Π χ̇ ,

δ̇ = δ̇t t + Π δ̇ ,

con

• χ̇t = χ̇ . t velocità dicurvatura torsionale,

• δ̇t = δ̇ . t velocità discorrimento assiale,

• Π χ̇ velocità dicurvatura flessionale,

• Π δ̇ velocità discorrimento trasversale.

Esprimendo le componenti assiali e trasversali delle velocit`a di curvatura e di scor-
rimento in termini delle corrispondenti componenti assiali e trasversali dei parametri
cinematici

• vt = v . t velocità di traslazione assiale,

• ωt = ω . t velocità di rotazione torsionale,

• Πv velocità di traslazione trasversale,

• Πω velocità di rotazione flessionale,

si perviene alle relazioni cinematiche

χ̇t = ω′ . t = (ω . t)′ − c(ω . n) = (ω . t)′ − (cn) . (Πω) ,

δ̇t = δ̇ . t = v′ . t + (t× ω) . t = (v . t)′ − c(v . n) + (t× ω) . t =

= (v . t)′ − (cn) . (Πv) ,

Π χ̇ = Πω′ = Π (Πω)′ −ΠΠ′ ω = Π (Πω)′ + cn (ω . t) ,

Π δ̇ = Πv′ + t× ω = Π (Πv)′ −ΠΠ′ v + t× ω =

= Π (Πv)′ + cn (v . t) + t×Πω .
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Infatti
Π′ = −(t⊗ t)′ = −c(t⊗ n + n⊗ t) ,

e quindi
−ΠΠ′ v = c(n⊗ t)v = cn (v . t) ,

−ΠΠ′ ω = c(n⊗ t) ω = cn (ω . t) .

Le componenti assiali e trasversali{M t, N,Mf ,T} dello sforzo duale della defor-
mazione tangente{χ̇t, δ̇t,Π χ̇,Π δ̇} prendono il nome di

• M t sforzo torcente,

• N sforzo normale,

• Mf sforzo flettente,

• T sforzo tagliante.

In termini delle componenti assiali e trasversali la formula diGreen si scrive

L∫
0

[
M t χ̇t + N δ̇t + Mf

. Π χ̇ + T . Π δ̇
]

ds =

L∫
0

[
M t

[
(ω . t)′ − cn . (Πω)

]
+ N

[
(v . t)′ − cn . (Πv)

]
+

Mf
.
[
Π (Πω)′ + cn (ω . t)

]
+ T .

[
Π (Πv)′ + cn (v . t) + t×Πω

]]
ds =

=
2∑

i=1

[
M t (ω . t) + N (v . t) + Mf

. (Πω) + T . (Πv)
]

i ni +

−
L∫

0

[
M ′

t
(ω . t) + (cnM t) . (Πω) + N ′ (v . t) + (cnN) . (Πv) +

M′
f

. (Πω)− (cn . Mf ) (ω . t) +

T′ . (Πv)− (cn . T) (v . t) + (t×T) . (Πω)
]
.

Denotando le componenti assiali e trasversali dei campi di forze agenti sulla trave con

• pt = p . t carico assiale,

• mt = m . t coppia torsionale,

• pf carico flessionale,

• mf coppia flessionale,
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e le equazioni differenziali di equilibrio sono date da



N ′ − cn . T = −pt ,

M ′
t
− cn . Mf = −mt ,

ΠT′ + cnN = −pf ,

ΠM′
f
+ t×T + cnM t = −mf .

La forma matriciale degli operatori differenziali di equilibrio e di congruenza:

B

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v . t

ω . t

Πv

Πω

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 (•)′ 0 −cn . (•)
(•)′ 0 −cn . (•) 0

0 cn (•) 0 Π (•)′

cn (•) 0 Π (•)′ t×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v . t

ω . t

Πv

Πω

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

χ̇t

δ̇t

Πχ̇

Πδ̇

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

B
′
o

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M t

N

Mf

T

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 (•)′ 0 −cn . (•)
(•)′ 0 −cn . (•) 0

0 cn (•) 0 Π (•)′

cn (•) 0 Π (•)′ t×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M t

N

Mf

T

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

pt

mt

pf

mf

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
rivela cheB = −B

′
o .

Si ritrova cos`ı che sussiste l’analogia diMohr con le sostituzioni

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v . t

ω . t

Πv

Πω

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

M t

N

Mf

T

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

χ̇t

δ̇t

Πχ̇

Πδ̇

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⇐⇒ −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

pt

mt

pf

mf

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Si noti che nell’analogia diMohr,

• alla velocità di curvatura torsionalėχt corrisponde il carico assiale−pt ,

• alla velocità di dilatazione assialėδt corrisponde la coppia torcente−mt .



IV – MODELLI STRUTTURALI 425

6.4. La trave piana

Si consideri ora il caso particolare in cui la geometria e la cinematica della trave
di Timoshenko sono simmetriche rispetto ad un pianoπ .

Detto t ∈ π il versore tangente all’asse della trave, si fissi una terna ortonormale
{t, t⊥,k} con t⊥ ∈ π e ∆(t, t⊥,k) = 1 , con ∆ forma di volume (vedi [33]).

Il versorek è quindi ortogonale al pianoπ .
Si noti che il versoret⊥ ha la direzione del versoren normale alla curva d’asse,

nei punti a curvatura non nulla dove il versore normale `e definito, ma pu`o avere verso
ad esso opposto, se la coppia{t,n} ha orientamento diverso dalla coppia{t, t⊥} . In
generale si ha che

t⊥ = (n . t⊥)n , n . t⊥ = ±1 .

La cinematica e la statica della trave piana sono caratterizzate dalle condizioniM t = o ,
ω . t = o , χ̇t = o , mt = o .

Effettuando le posizioni

{
v = v t⊥ + (v . t) t ,

ω = ωk ,

{
Π χ̇ = χ̇k ,

Π δ̇ = δ̇ t⊥ ,

{
T = T t⊥ ,

Mf = M k ,

{
pf = p t⊥ ,

mf = mk ,

dove v = v . t⊥ e ω = ω . k , le componenti della deformazione tangente si scrivono
δ̇t = (v . t)′ − (cn) . (Πv) ,

Π χ̇ = Π (Πω)′ + cn (ω . t) ,

Π δ̇ = Π (Πv)′ + cn (v . t) + t×Πω .

Tenendo presente che

Πω = ω k ,

(Πω)′ = ω′ k ,

t× (Πω) = t× kω = −ω t⊥ ,

Πv = (v . n)n = (v . t⊥) t⊥ ,

n′ = −ct , Πk = k ,

Π (Πv)′ = (v . n)′ n + Π (v . n)n′ = (v . n)′ n = (v . t⊥)′ t⊥ ,

(v . n) = (n . t⊥) (v . t⊥) ,
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le relazioni cinematiche si possono riscrivere

δ̇t = (v . t)′ − c(n . t⊥) (v . t⊥) ,

χ̇ = ω′ ,

δ̇ = c(n . t⊥) (v . t) + (v . t⊥)′ − ω .

Dall’espressione della formula diGreen

L∫
0

[
N δ̇t + M f

. χ̇ + T . δ̇
]

ds =

L∫
0

[
N

[
(v . t)′ − c(n . t⊥) (v . t⊥)

]
+

M ω′ + T
[
c(n . t⊥) (v . t) + (v . t⊥)′ − ω

]]
ds =

=
2∑

i=1

[
N (v . t) + M ω − T (v . t⊥)

]
i ni +

−
L∫

0

[
N ′ (v . t) + cN (n . t⊥) (v . t⊥) +

M ′ ω − cT (n . t⊥) (v . t) + T ′ (v . t⊥) + T ω
]
.

si deduce che le equazioni differenziali di equilibrio sono date da
N ′ − cT (n . t⊥) = −pt ,

T ′ + cN (n . t⊥) = −p ,

M ′ + T = −m .

Gli operatori differenziali di equilibrio e di congruenza hanno pertanto la forma matri-
ciale

B

∣∣∣∣∣∣∣
v . t

v . t⊥

ω

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
(•)′ −c(n . t⊥) (•) 0

0 0 (•)′

c(n . t⊥) (•) (•)′ −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣

v . t

v . t⊥

ω

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
δ̇t

χ̇

δ̇

∣∣∣∣∣∣∣
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B
′
o

∣∣∣∣∣∣∣
N

M

T

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
(•)′ 0 −c(n . t⊥) (•)

c(n . t⊥) (•) 0 (•)′

0 (•)′ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
N

M

T

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
pt

p

m

∣∣∣∣∣∣∣
L’analogia diMohr non sussiste.

Ciò dipende dal fatto che dalle equazioni sono stati eliminati la velocit`a di curvatura
torsionale ed il momento torcente mentre sono presenti i campi di sforzo normale e di
velocità di scorriemnto assiale ad essi corrispondenti nell’analogia diMohr.

6.5. La trave ad asse rettilineo

Se la curvatura della linea d’asse `e nulla le componenti assiali e trasversali delle
velocità di curvatura e di scorrimento assumono le espressioni

χ̇t = (ω . t)′ ,

δ̇t = (v . t)′ ,

Π χ̇ = (ω . k)′ k ,

Π δ̇ =
[
(v . t⊥)− (ω . t)

]
t⊥ .

Specializzando le formule generali della sezione 6.3 (p. 421), si osserva che se c= 0
le prime due equazioni di congruenza e di equilibrio si disaccoppiano.

Le ultime due equazioni di congruenza e di equilibrio si scrivono

B

∣∣∣∣∣ Πv

Πω

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
0 Π (•)′

Π (•)′ t×

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ Πv

Πω

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣Π χ̇

δ̇f

∣∣∣∣∣

B
′
o

∣∣∣∣∣Mf

T

∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣
0 Π (•)′

Π (•)′ t×

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣Mf

T

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ pf

mf

∣∣∣∣∣
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6.6. La trave piana ad asse rettilineo

Si consideri ora unatrave piana ad asse rettilineoe si effettuino le posizioni{
v = v t⊥ ,

ω = ωk ,

{
Π δ̇ = δ̇ t⊥ ,

Π χ̇ = χ̇k ,

{
T = −T t⊥ ,

Mf = M k ,

{
pf = p t⊥ ,

mf = mk .

Si noti che, come si mostrer`a nel seguito, il segno− nella posizioneT = −T t⊥ è
essenziale per instaurare l’analogia diMohr. Si ha che{

Π δ̇ = v′ + t× ω = v′t⊥ + (t× k)ω = (v′ − ω) t⊥ = δ̇ t⊥ ⇒ δ̇ = v′ − ω ,

Π χ̇ = ω′ = ω′ k = χ̇k ⇒ χ̇ = ω′ .

La formula diGreen si scrive

x2∫
x1

[
M . ω′ + (−T ) . (v′ − ω)

]
dx =

=
2∑

i=1

[
Mn . ω + (−T )n . v

]
(xi) −

x2∫
x1

[
(−T )′ . v + (M ′ − T ) . ω

]
dx .

Infatti, tenendo conto delle definizioni̇δf = δ̇ t⊥ e T = −T t⊥ , il lavoro virtuale
dello sforzo tagliante `e T . δ̇f = −T δ̇ .

Le equazioni differenziali di equilibrio e di congruenza sono allora

B

∣∣∣∣∣ v

ϕ

∣∣∣∣∣ : =

[
0 (•)′

(•)′ −1

] ∣∣∣∣∣ v

ω

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ω′

v′ − ω

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ χ̇

δ̇

∣∣∣∣∣ ,

B
′

o

∣∣∣∣∣ M

T

∣∣∣∣∣ : =

[
0 (•)′

(•)′ −1

] ∣∣∣∣∣ M

T

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ T ′

M ′ − T

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ p

−m

∣∣∣∣∣ .

Risulta quindiB = B
′
o e pertanto

l’ analogia diMohr sussiste effettuando le sostituzioni∣∣∣∣∣ M

T

∣∣∣∣∣ ⇐⇒
∣∣∣∣∣ v

ω

∣∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣∣ χ̇

δ̇

∣∣∣∣∣ ⇐⇒
∣∣∣∣∣ p

−m

∣∣∣∣∣ .
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7. LA TRAVE DI BERNOULLI-EULER

Nel modello monodimensionale dellatrave di Bernoulli-Euler le sezioni
trasversali sono assunte solidali con l’asse della trave e ad esso ortogonali.

La condizione di ortogonalit`a tra le sezioni trasversali e l’asse della trave si esprime
richiedendo che la velocit`a di scorrimento abbia componente trasversale identicamente
nulla lungo l’asse della trave.

Per precisare tale richiesta si richiamano le seguenti definizioni.

Sia Π = I − t ⊗ t ∈ L
{

V ; V
}

il proiettore ortogonale sul piano della sezione
trasversale. Si considerino quindi le decomposizioni

v = (v . t) t + Πv , ω = (ω . t) t + Πω ,

dei campi di velocit`a e di rotazione nelle componenti assiali e trasversali, e si definiscano

• la velocità discorrimento
δ̇ = v′ + t× ω ,

• la velocità discorrimento assiale

δ̇t = δ̇ . t =
[
v′ + t× ω

]
. t = v′ . t ,

che misura la velocit`a di dilatazione delle fibre assiali,

• la velocità discorrimento trasversale

δ̇ − (δ̇ . t) t = Π δ̇ ,

cheè la componente della velocit`a di scorrimento sul piano della sezione retta,

• la velocità dicurvatura
χ̇ = ω′ ,

cheè la derivata della velocit`a di rotazioneω delle sezioni rette,

• la velocità dicurvatura torsionale

χ̇t = χ̇ . t = ω′ . t ,

cheè la componente assiale della velocit`a di curvatura,

• la velocità dicurvatura flessionale

Π χ̇ = Πω′ ,

cheè la componente della velocit`a di curvatura sul piano della sezione retta.
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Dall’espressione della velocit`a di scorrimento si deduce che

Π δ̇ = Πv′ + t× ω = Πv′ + t× (Πω) .

L’annullarsi della componente trasversale della velocit`a di scorrimento implica che

t×Π δ̇ = t×Πv′ + t×
[
t× (Πω)

]
= o ,

e quindi, essendot×
[
t× (Πω)

]
= −Πω , che

Πω = t×Πv′ = t× v′ .

7.1. Espressioni della velocit`a di curvatura flessionale

Sussiste il seguente fondamentale risultato.

Proposizione 7.1. Velocit`a di curvatura flessionale. Se la componente trasversale
della velocit̀a di scorrimentòe nulla, la velocit̀a di curvatura flessionalèe fornita dalle
formule

i) Πω′= cn (ω . t) + Π
[
cb (v . t) + t× (Πv)′

]′
,

ii) Πω′= cn (ω . t) + t× (Πv′)′ ,

dovec è la curvatura dell’asse della trave e{t,n,b} è la terna intrinseca della curva
d’asse orientata in modo che∆(t,n,b) = 1 .

Dim.

Dimostrazione della formulai) .

Si consideri la decomposizionev = (v . t) t + Πv del campo di velocit`a nella
componenti assiale e trasversale. Derivando si ottiene che

v′ = (v . t)′ t + c(v . t)n + (Πv)′ ,

e quindi
Πω = t× v′ = c(v . t)b + t× (Πv)′ .

Ne segue che

ω = (ω . t) t + Πω = (ω . t) t + c(v . t)b + t× (Πv)′ ,

e dunque

ω′ = (ω . t)′ t + c(ω . t)n +
[
c(v . t)b + t× (Πv)′

]′
,

da cui
Πω′ = c(ω . t)n + Π

[
c(v . t)b + t× (Πv)′

]′
,

cheè l’espressione della velocit`a di curvatura flessionale.
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Dimostrazione della formulaii) .

Derivando l’espressioneΠω = t×Πv′ rispetto ads si ha

(Πω)′ = (t×Πv′)′ = t× (Πv′)′ + t′ ×Πv′

da cui, essendot′ = cn , Π (n ×Πv′) = o e Π
[
t × (Πv′)′

]
= t × (Πv′)′ , si ha

che

Π(Πω)′ = t× (Πv′)′ .

Ora Π′ = −(t′ ⊗ t + t⊗ t′) = −c(n⊗ t + t⊗ n) e quindi ΠΠ′ = −cn⊗ t .
Ne segue che

Πω′ = (Πω)′ −Π′ ω = Π (Πω)′ −ΠΠ′ω = t× (Πv′)′ + c(ω . t)n ,

in quantoΠΠ′ ω = −c(n⊗ t)ω = −c(ω . t)n .

Osservazione 7.1.E’ possibile verificare direttamente l’eguaglianza tra le formulei)
e ii) procedendo come segue. Dalla relazione

t× (Πv)′ = t× (Πv′) + t× (Π′ v) ,

osservando chet× (Π′ v) = t× (ΠΠ′ v) e cheΠΠ′ = −cn⊗ t , si trae che

[
t× (Πv)′

]′ = [
t× (Πv′)

]′ − [
c(t× n) (v . t)

]′ =
= t× (Πv′)′ + t′ × (Πv′)−

[
c(v . t)b

]′ =
= t× (Πv′)′ + cn× (Πv′)−

[
c(v . t)b

]′
.

Da qui, notando cheΠ
[
n× (Πv′)

]
= o , si deduce che

Π
[
t× (Πv)′ + c(v . t)b

]′ = t× (Πv′)′ ,

e quindi l’eguaglianza tra lai) e la ii) .

7.2. Esempi

Il significato delle formulei) e ii) della proposizione 7.1 `e illustrato dai seguenti
esempi di applicazione.
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Moto rigido

Si consideri una trave a forma dianello circolarecon l’asse nel pianoπ che
subisce un atto di moto rigido con velocit`a angolareω costante e parallela aπ .

E’ evidente che la velocit`a di curvatura `e nulla essendoω′ = o . Si voglia verificare
che l’espresioneii) fornisce correttamente il risultato nullo.

A tal fine si osservi che il cinematismo dell’asse della trave `e dato da

v(s) = ω × r(s) ,

e dunque si ha che

v′ = ω × t , Πv′ = v′ , (Πv′)′ = v′′ = cω × n .

Dalla ii) si trae quindi che

Πω′ = cn (ω . t) + t× (Πv′)′ = c
[
(ω . t)n + t× (ω × n)

]
.

Essendo

ω × n =
[
(ω . t) t + (ω . b)b

]
× n = (ω . t)b− (ω . b) t ,

risulta poi
t× (ω × n) = (ω . t) (t× b) = −(ω . t)n ,

e pertanto la velocit`a di curvatura flessionale risulta nulla, come era da attendersi in
quanto l’atto di moto considerato `e rigido.

Espansione radiale

Con riferimento allo stessoanello circolarecon l’asse nel pianoπ si consideri un
cinematismo in cui

• sia nulla la velocit`a di rotazione torsionale delle sezioni:ω . t = 0 ,

• il campo di velocità della linea d’asse rappresenti un’espansione radiale di intensit`a
α̇ costante lungo l’asse:v = −α̇n .

Risulta allorav′ = −α̇n′ = α̇ ct in quanto la linea d’asse, essendo piana, ha torsione
t nulla. Dunque

Πv′ = o , Πω = t×Πv′ = o .

In definitiva ω = ω . t + Πω = o ed anche la velocit`a di curvatura flessionale,
valutata mediante laii) , è nulla, infatti

Πω′ = c(ω . t)n + t× (Πv′)′ = o .

La velocità di dilatazione assiale `e data daδ̇t = v′ . t = α̇ c .
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Eversione dell’anello

Sempre con riferimento all’anello circolarecon l’asse nel pianoπ si consideri un
cinematismo in cui

• la velocità dei punti della linea d’asse sia nulla:v = o ,

• la componente torsionaleω . t della velocità di rotazione delle sezioni sia costante
lungo l’asse.

La velocità di rotazioneω = (ω . t) t è quindi puramente torsionale ed ha intensit`a
ω . t costante. Si ha allora che

δ̇t = v′ . t = o , ω′ = cn (ω . t) ,

e cioè

• la velocità di dilatazione assiale `e nulla,

• la velocità di curvatura torsionale `e nulla,

• la velocità di curvatura flessionale `e costante.

Osservando il pianoπ in modo da vedere i versori tangenti inseguirsi in verso antiorario,
e chiamando lato superiore della trave quello cos`ı osservato, le fibre superiori della trave
risultano dilatate e quelle inferiori risultano contratte dalla curvatura flessionale.

Infatti le fibre superiori hanno, per effetto della rotazione torsionale, una velocit`a di
traslazione diretta verso l’esterno dell’anello, mentre quelle inferiori hanno una velocit`a
di traslazione diretta verso il centro dell’anello.

Torsione dell’anello

Con riferimento ad unanello circolare apertocon l’asse nel pianoπ si consideri
un cinematismo in cui

• la velocità dei punti della linea d’asse sia nulla:v = o ,

• la componente torsionaleω . t della velocità di rotazione delle sezioni sia variabile
linearmente lungo l’asse. Si pongaω .t = θ s avendo fissato l’origine dell’ascissa
in una delle sezioni d’estremit`a.

La velocità di rotazioneω = (ω . t) t è puramente torsionale. Allora

δ̇t = v′ . t = o , ω′ . t = θ , Πω′ = cθ sn ,

e cioè

• la velocità di dilatazione assiale `e nulla,

• la velocità di curvatura torsionale `e costante e pari aθ ,

• la velocità di curvatura flessionale varia linearmente lungo l’asse dell’anello.

Osservando il pianoπ in modo da vedere i versori tangenti inseguirsi in verso antiorario,
e chiamando lato superiore della trave quello cos`ı osservato, le fibre superiori della trave
risultano dilatate e quelle inferiori risultano contratte dalla curvatura flessionale.



434 7 – LA TRAVE DI BERNOULLI-EULER

7.3. Equilibrio

Gli operatori di equilibrio differenziali ed ai limiti sono definiti mediante la formula
di Green cui si perviene integrando per parti. Si ha che

x2∫
x1

[
N δ̇t + M t χ̇t + M f Π χ̇

]
ds =

x2∫
x1

{
N

[
(v . t)′ − cn . (Πv)

]
+ M t

[
(ω . t)′ + cb . (Πv)′

]
+

Mf
.
[
cn (ω . t) + Π

[
cb (v . t) + t× (Πv)′

]′]} ds =

=
2∑

i=1

[
N (v . t) + M t (ω . t) + (M t cb) . (Πv) + (cb . Mf ) (v . t) +

−(t×Mf ) . (Πv)′
]

i ni −
x2∫

x1

[
N ′ (v . t) ds +

−
x2∫

x1

(cnN) . (Πv) ds −
x2∫

x1

M ′
t
(ω . t) ds −

x2∫
x1

(cbM t)
′ . (Πv) ds +

+

x2∫
x1

(cn . Mf )(ω . t) ds−
x2∫

x1

(cb . M′
f
) (v . t) ds +

x2∫
x1

(t×M′
f
) . (Πv)′ ds .

Una seconda integrazione per parti mostra che

x2∫
x1

(t×M′
f
) . (Πv)′ ds =

[
(t×M′

f
) . (Πv)

]
i ni −

x2∫
x1

(t×M′
f
)′ . (Πv) ds .

Le equazioni di equilibrio si scrivono


N ′ + cb . Mf

′ = −pt ,

M t
′ − cn . Mf = −mt ,

Π
[
cbM t

]′ + cnN + Π
[
t×M′

f

]′ = −pf .
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L’operatore differenziale di equilibrio ha dunque la forma matriciale

−B
′
o

∣∣∣∣∣∣∣
N

M t

Mf

∣∣∣∣∣∣∣ =


0 (•)′ cb . (•)′

(•)′ 0 −cn . (•)

Π
[
cb(•)

]′
cn (•) Π

[
t× (•)′

]′


∣∣∣∣∣∣∣
M t

N

Mf

∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣
pt

mt

pf

∣∣∣∣∣∣∣ .

per cui risultaB
′
o = −B . L’analogia diMohr sussiste, con le sostituzioni∣∣∣∣∣∣∣
M t

N

Mf

∣∣∣∣∣∣∣ ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣
v . t

ω . t

Πv

∣∣∣∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣∣∣∣∣
χ̇t

δ̇t

Π χ̇

∣∣∣∣∣∣∣∣ ⇐⇒ −

∣∣∣∣∣∣∣
pt

mt

pf

∣∣∣∣∣∣∣ .

7.4. Buona posizione

Con riferimento alla proposizione 7.1 (p. 430), si noti che la formulai) è più
conveniente dal punto di vista computazionale, mentre laii) è idonea per l’analisi
della buona posizione del modello di trave diBernoulli in quanto in essa la velocit`a
di curvatura flessionale `e espressa in termini delle componenti assiali e trasversali della
velocità e delle loro derivate.

La deformazione tangente `e espressa dalle componenti
δ̇t = v′ . t = (v . t)′ − cv . n ,

χ̇t = ω′ . t = (ω . t)′ − cω . n ,

Π χ̇ = Πω′ = c(ω . t)n + Π
[
c(v . t)b + t× (Πv)′

]′
.

Per esprimere esplicitamente le componenti di deformazione in funzione dei parametri
cinematici

• vt = v . t velocità di traslazione assiale,

• ωt = ω . t velocità di rotazione torsionale,

• Πv velocità di traslazione trasversale,

si può procedere nel modo seguente.

Si noti chev . n = (Πv) . n e cheω . n = (Πω) . n = (t× v′) . n .

Ora −(t× v′) . n = −
[
t× (Πv′)

]
. n = b . (Πv′) = b .

[
(Πv)′ − (Π′ v)

]
.

Inoltre, essendoΠΠ′ = −cn⊗ t , risulta

b . (Π′ v) = b . (ΠΠ′ v) = −c(v . t) (b . n) = o .
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Dunque si pu`o scrivere

δ̇t = (v . t)′ − cn . (Πv) ,

χ̇t = (ω . t)′ + cb . (Πv)′ ,

Π χ̇ = cn (ω . t) + Π
[
cb (v . t) + t× (Πv)′

]′
,

Lo spazio cinematico `e costituito dai campi di velocit`a di traslazione e di rotazione tali
che

v . t ∈ H1(Ω) , ω . t ∈ H1(Ω) , Πv ∈ H2(Ω) .

L’operatore cinematico si scrive in forma matriciale

B

∣∣∣∣∣∣∣
v . t

ω . t

Πv

∣∣∣∣∣∣∣ =


0 (•)′ cb . (•)′

(•)′ 0 −cn . (•)

Π
[
cb(•)

]′
cn (•) Π

[
t× (•)′

]′


∣∣∣∣∣∣∣
v . t

ω . t

Πv

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
χ̇t

δ̇t

Π χ̇

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Si può mostrare [31] che l’operatore cinematico soddisfa la diseguaglianza diKorn
nella forma

‖Bu ‖H + ‖u ‖U ≥ cK ‖u ‖V , ∀u ∈ V .

dove u = {(v . t), (ω . t), (Πv)} ∈ V e gli spazi funzionali sono

• H = L2(Ω)× L2(Ω)× L2(Ω) ,

• U = L2(Ω)× L2(Ω)×H1(Ω) ,

• V = H1(Ω)×H1(Ω)×H2(Ω) .

con B ∈ L
{
V,H

}
.

Si noti che l’iniezione diU in V è compatta e che la validit`a della precedente
diseguaglianza implica che vale anche la seguente [31]:

‖Bu ‖H + ‖u ‖
H
≥ cK ‖u ‖V , ∀u ∈ V .

dove H = L2(Ω)× L2(Ω)× L2(Ω) .
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7.5. La trave piana

Si consideri il caso in cui la trave e le azioni su di essa agenti siano simmetriche
rispetto ad un pianoπ .

Sia t ∈ π il versore tangente all’asse della trave e si fissi una terna ortonormale
{t, t⊥,k} con m ∈ π e ∆(t, t⊥,k) = 1 . Il versorek è quindi ortogonale al piano
π ed il versoret⊥ è parallelo al versore normalen nei punti a curvatura non nulla.

La cinematica della trave piana `e caratterizzata dalle condizioni

v = (v . t⊥) t⊥ + (v . t) t , ω = ω k = 0 .

Risulta quindiΠv = (v . t⊥) t⊥ . Le componenti della deformazione tangente

δ̇t = (v . t)′ − cn . (Πv) ,

χ̇t = (ω . t)′ + cb . (Πv)′ ,

Π χ̇ = cn (ω . t) + Π
[
cb (v . t) + t× (Πv)′

]′
,

tenendo presente che

• b . (Πv)′ = (b . t⊥) (v . t⊥)′ = 0 ,

• ω . t = 0 ,

• t× (Πv)′ = (t× t⊥) (v . t⊥)′ = k (v . t⊥)′ ,

si riscrivono quindi

δ̇t = (v . t)′ − c(n . t⊥) (v . t⊥) ,

χ̇t = 0 ,

Π χ̇ =
[
c(v . t) (b . k) + (v . t⊥)′

]′ k ,

ovvero, tenendo conto cheb . k = n . t⊥ ,

δ̇t = (v . t)′ − c(n . t⊥) (v . t⊥) ,

Π χ̇ =
[
c(n . t⊥) (v . t) + (v . t⊥)′

]′ k ,

In particolare, se la curvatura della linea d’asse `e nulla, si ha che

δ̇t = (v . t)′ ,

Π χ̇ = (v′′ . t⊥)k ,
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7.6. La trave ad asse rettilineo

Si è visto che nel caso generale di travi spaziali curve lo studio della trave di
Bernoulli risulta più complesso di quello della trave diTimoshenko.

Ciò non deve sorprendere in quanto al modello diBernoulli si perviene impo-
nendo nella trave diTimoshenko il vincolo cinematico di indeformabilit`a a taglio.
Una drastica semplificazione del modello diBernoulli si ottiene considerando travi
ad asse rettilineo.

In tal caso infatti il versoret ed il proiettoreΠ sul piano della sezione trasversale
non variano con l’ascissa e la curvatura c `e nulla.

Denotando con

• Πv la componente del cinematismo sul piano della sezione trasversale, che `e
detta componente flettente,

• vt = v . t la componente assiale del cinematismo,

• wt = ω . t la componente assiale della velocit`a di rotazione,

risulta
(Πv)′ = Πv′ , (Πv)′′ = Πv′′ .

Essendo nulla la curvatura della linea d’asse, le misure di deformazione tangente sono
date da


χ̇t = χ̇ . t = (ω . t)′ = w′

t
velocità di curvatura torsionale,

δ̇t = δ̇ . t = (v . t)′ = v′
t

velocità di estensione assiale,

Π χ̇ = t× (Πv)′′ velocità di curvatura flessionale.

Le misure di deformazione tangente risultano quindi disaccoppiate in quanto in
ciascuna di esse compare una sola delle componenti indipendenti del cinematismo
{v . t,ω . t,Πv} .
L’operatore cinematico si scrive pertanto in forma matriciale

B

∣∣∣∣∣∣∣
v . t

ω . t

Πv

∣∣∣∣∣∣∣ =


0 (•)′ 0

(•)′ 0 0

0 0 t× (•)′′


∣∣∣∣∣∣∣
v . t

ω . t

Πv

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
χ̇t

δ̇t

Π χ̇

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Gli sforzi, duali delle componenti{χ̇t, δ̇t,Π χ̇} della deformazione tangente, sono
{M t, N,Mf} , rispettivamente losforzo torcente, losforzo normalee losforzo flettente.

Per semplificare la notazione conviene definire i vettori

M = Mf × t , k̇ = (Π χ̇)× t .
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Si ha quindi chek̇ = (Π χ̇)× t = t× (Πv)′′ × t = (Πv)′′ = Πv′′ .
La formula diGreen si decompone in tre distinte identit`a

L∫
0

Mf
. (t×Πv′′) ds =

L∫
0

M . Πv′′ ds =

2∑
i=1

[
M . Πv′ −M′ . Πv

]
i
ni +

L∫
0

M′′ . Πv ds =

2∑
i=1

[
−(t×Mf ) . Πv′ + (t×M′

f
) . Πv

]
i
ni −

L∫
0

(t×M′′
f
) . Πv ds ,

L∫
0

N v′t ds =
2∑

i=1

[
N vt

]
i
ni +

L∫
0

−N ′ vt ds ,

L∫
0

Mt w′
t

ds =
2∑

i=1

[
Mt wt

]
i
ni +

L∫
0

−Mt
′ wt ds .

Le forze distribuite{pt, mt,pf}, le forze concentrate{Fi,Mti,Mi}, e gli sforzi
{M t, N,M} soddisfano quindi le condizioni di equilibrio



pf = M′′ = −t×Mf
′′ forze trasversali distribuite,

pt = −N ′ forze assiali distribuite,

mt = −Mt
′ coppie torcenti distribuite,

Ff i = [−M′]i ni forze trasversali di estremit`a,

Fti = [Nt]i ni forze assiali di estremit`a,

Mi = [M]i ni coppie flettenti di estremit`a,

Mti= Mti ni coppie torcenti di estremit`a.



440 7 – LA TRAVE DI BERNOULLI-EULER

7.6.1. Analogia di Mohr

Nelle travi ad asse rettilineo `e evidente che le espressioni della formula diGreen
in termini dei tre parametri cinematici indipendenti godono della propriet`a di simmetria
anche rispetto alle sostituzioni∣∣∣∣∣∣∣

M t

N

Mf

∣∣∣∣∣∣∣ ⇐⇒

∣∣∣∣∣∣∣
ω . t

v . t

Πv

∣∣∣∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣∣∣∣∣
χ̇t

δ̇t

Π χ̇

∣∣∣∣∣∣∣∣ ⇐⇒ −

∣∣∣∣∣∣∣
mt

pt

pf

∣∣∣∣∣∣∣ .

E’ quindi possibile instaurare le tre analogie diMohr corrispondenti a tali sostituzioni,
in alternativa alle tre analogie corrispondenti alle sostituzioni gi`a considerate per le travi
ad asse curvilineo.

7.7. La trave rettilinea nel piano

Un modello usuale nelle applicazioni `e quello di trave ad asse rettilineo i cui
cinematismi, per motivi di simmetria, appartengono ad un pianoπ.

In tal caso si perviene ad un’ulteriore semplificazione del modello di trave in cui i
parametri cinematici sono tutti scalari.

Si fissi la terna ortonormale{t, t⊥,k} con t⊥ ∈ π e ∆(t, t⊥,k) = 1 . Il versore
k è quindi ortogonale al pianoπ e si può porre

Πv = v t⊥ , p = p t⊥ , ω = w k , Π χ̇ = χ̇ k , Mf = M k

Osservando cheΠ χ̇ = t×Πv′′ e chep = Mf
′′ × t si ha

χ̇ = (t×Πv′′) . k = (t× t⊥) . k v′′ = ∆(t, t⊥,k) v′′ ,

p = (Mf
′′ × t) . t⊥ = (k× t) . t⊥ M ′′ = ∆(t, t⊥,k) M ′′ ,

ed inoltre

(Mf × t) . Πv′′ = (k× t) . t⊥ Mv′′ = ∆(t, t⊥,k) Mv′′ ,

− (t×Mf ) . v′
f

= (k× t) . t⊥ Mv′ = ∆(t, t⊥,k) Mv′ ,

(t×M′
f
) . vf = (t× k) . t⊥ M ′v = −∆(t, t⊥,k) M ′v ,

− (t×M′′
f
) . vf = −(t× k) . t⊥ M ′′v = ∆(t, t⊥,k) M ′′v .

Assumendo positivo l’orientamento della terna{t, t⊥,k} risulta ∆(t, t⊥,k) = +1 e
quindi la formula diGreen relativa alla componente flessionale si scrive

L∫
0

M v′′ ds =
2∑

i=1

[
M v′ −M ′ v

]
i
ni +

L∫
0

M ′′ v ds ,
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e le corrispondenti condizioni di equilibrio assumono la forma scalare
p = M ′′ forze trasversali distribuite,

Fi = −M ′
i ni forze trasversali di estremit`a,

Mi = Mi ni coppie flettenti di estremit`a.

L’ analogia diMohr sussiste con la sostituzione

M ⇐⇒ v

e la corrispondenza
p ⇐⇒ χ̇

tra carichi e velocit`a di curvatura.

Osservazione 7.2.I modelli strutturali monodimensionali di interesse ingegneristico
sono privi di coazioni nascoste. Infatti

Nel modello diastail dominio Ω è l’intervallo reale[ 0, 1 ] , l’operatore cinematico
B ∈ L

{
V,H

}
è B = Dx ∈ L

{
HP 1[ 0, 1 ],L2[ 0, 1 ]

}
e l’operatore aggiunto

formaleè B
′
o = −Dx ∈ L

{
HP 1[ 0, 1 ],L2[ 0, 1 ]

}
.

Le coazioni nascoste sonoσ ∈ KerB
′

= KerB
′
o ∩ KerN ⊂ S[ 0, 1 ] =

HP 1[ 0, 1 ] . Dunque deve essereB
′
oσ = o ⇐⇒ Dxσ = 0 e pertanto lo

sforzo normaleσ ∈ S[ 0, 1 ] = HP 1[ 0, 1 ] nell’astaè costante a tratti. In ogni
tratto [ a, b ] si ha cheNσ = σn con n = −1 in a e n = +1 in b .
I valori di σ ∈ KerN devono pertanto essere nulli agli estremi di ogni tratto
[ a, b ] . Ne segue che le coazioni nascoste sono nulle.

Un analogo risultato sussiste in unatrave inflessaad asse rettilineo in cui il dominio
Ω è l’intervallo reale [ 0, 1 ] , l’operatore cinematicoB ∈ L

{
V,H

}
è B =

D2
x
∈ L

{
HP 2[ 0, 1 ],L2[ 0, 1 ]

}
e l’operatore aggiunto formale `e B

′
o = D2

x
∈

L
{
HP 2[ 0, 1 ],L2[ 0, 1 ]

}
.

Le coazioni nascoste sonoσ ∈ KerB
′

= KerB
′
o ∩ KerN ⊂ S[ 0, 1 ] =

HP 2[ 0, 1 ] . Dunque deve essereB
′
oσ = o ⇐⇒ D2

x
σ = 0 e pertanto lo

sforzo flettenteσ ∈ S = HP 2[ 0, 1 ] nella traveè lineare a tratti. In ogni tratto
[ a, b ] si ha che

Nσ =

∣∣∣∣∣ σn

Dxσn

∣∣∣∣∣ con n = −1 in a e n = +1 in b .

I valori di σ ∈ KerN devono pertanto essere nulli con le derivate prime agli
estremi di ogni tratto[ a, b ] . Dunque non vi sono coazioni nascoste.

Una via dimostrativa alternativa (e pi`u semplice) dell’assenza di coazioni nascoste
può essere perseguita considerando cinematismi che generano arbitrariatti di de-
formazione costantisugli elementi di una arbitraria suddivisione del dominio del
modello strutturale.
A tal proposito si veda la dimostrazione condotta per ilcontinuo tridimensionale
di Cauchynella proposizione II.6.1 (p. 203).
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8. DEFORMAZIONE FINITA DELLE TRAVI

In questa sezione si estende la trattazione della trave diTimoshenko svolta nella
sezione 6 (p. 415) considerando travi ad asse curvilineo nello spazio soggette a grandi
spostamenti e deformazioni.

8.1. Configurazioni

Sia V lo spazio delle traslazioni associato allo spazio euclideo tridimensionale
S = E3 e si denoti con Orth+(V ; V) il gruppo delle isometrie proprie in V .

Fissata un’origineO nello spazioS , la linea d’asseΩ è descritta da una funzione
vettorialer(λ) di un parametro scalareλ ∈ [ 0, 1 ] che ad ogni valore diλ associa la
posizionex = r(λ) nello spazio.

La giacitura nello spazio della generica sezione trasversale all’ascissaλ viene
individuata da un campo tensorialeR che ad ogni valore diλ ∈ [ 0, 1 ] associa
l’isometria propria R(λ) ∈ Orth+(V ; V) che descrive la rotazione della sezione
trasversale all’ascissaλ rispetto ad una giacitura di riferimento.

Dal punto di vista geometrico le configurazioni della trave possono essere
descritte considerando unavarietà differenziabile M immersa nello spazio fisico
S × Orth+(V ; V) cheè il prodotto cartesiano dello spazio euclideoS e della variet`a
compatta tridimensionale delle rotazioni Orth+(V ; V) .

La varietà M ha la struttura di unfibrato π : M �→ Ω costituito da

• unavarietà basecheè la sottovariet`a differenziabile monodimensionaleΩ ⊂ S ,

• unafibra tipicacheè la varietà compatta tridimensionale Orth+(V, V) ,

• le fibre π−1(x) attaccate ai punti dix ∈ Ω identiche allafibra tipica.

Allora, nella terminologia della geometria differenziale, unaconfigurazionedella trave
è unasezione del fibratoM e cioè una funziones : Ω �→ M con π ◦ s = IΩ essendo
s : M �→ Ω il proiettore sulla variet`a base eIΩ l’identità in Ω .

In altri termini una configurazione della trave nello spazio `e un campo regolare su
Ω i cui valori puntuali sono coppie{r,R} ∈ M = Ω ×Orth+(V ; V) .

Una configurazione della trave `e quindi costituita da coppie di parametri cinematici
{r(λ),R(λ)} con λ ∈ [0, 1] , r(λ) ∈ V e R(λ) ∈ Orth+(V ; V) .

8.2. Processi evolutivi

Si consideri un processo in cui la configurazione della trave nello spazio varia
in funzione di un parametro evolutivot ∈ [ to, tf ] che convenzionalmente sar`a detto
tempo.

Si denoti conΩ(to) la configuratione assunta dalla trave al tempo inizialet = to
e conso ∈ [ 0, Lo ] la relativa ascissa curvilinea.
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I parametri cinematici{r(t, so),R(t, so)} individuano le posizioni dei punti
dell’asse e le giaciture delle sezioni della trave, nella generica la configurazioneΩ(t)
al tempot , in funzione dell’ascissa curvilineaso ∈ [ 0, Lo ] riferita alla configurazione
Ω(to) .

Lo spostamentou(t, so) dei punti dell’asse e la rotazioneQ(t, so) delle sezioni
trasverali della trave nel passaggio dalla configurazioneΩ(to) alla configurazione
Ω(t) sono definiti dalle relazioni{

r(t, so) = r(to, so) + u(t, so),
R(t, so) = Q(t, so)R(to, so).

Si noti la struttura di spazio vettoriale degli spostamenti e quella di gruppo, non com-
mutativo, delle rotazioni.

Derivando rispetto all’ascissaso e postoto(so) = r′(to, so) si ha

r′(t, so) = r′(to, so) + u′(t, so) = to(so) + u′(t, so) .

L’ascissa cuvilineas ∈ [ 0, L(t) ] in Ω(t) è definita valutando la lunghezza di un
arbitrario tratto di trave

ŝ(t, so) =

so∫
0

∣∣∣∣∣∣∣∣dr(t, so)
dso

∣∣∣∣∣∣∣∣ dso =

so∫
0

‖ to(t, so) ‖ dso.

cosı̀ che L(t) = s(t, Lo) . Assumendo che per ogni fissato tempot ∈ [ to, tf ] sia
invertibile la funzioneŝ(t, so) che associa all’ascissaso in Ω(to) la corrispondente
ascissas in Ω , si denoti conŝo(t, s) la funzione inversa. Si possono quindi definire
i parametri cinematici

ρ(t, s) = r(t, ŝo(t, s)) , Θ(t, s) = R(t, ŝo(t, s)).

che individuano le posizioni dei punti dell’asse e le giaciture delle sezioni della trave,
nella generica la configurazioneΩ(t) in funzione dell’ascissa curvilineas ∈ [ 0, L(t) ] .

Nel seguito si denoter`a con un apice la derivata rispetto alle ascisse curvilinee, sia
s che so , che compaiono quali argomenti dei campi scalari, vettoriali o tensoriali e con
un punto sovrapposto la derivata rispetto al tempo.

Il versore t(t, s) della tangente alla linea d’asse inΩ(t) è quindi definito da
t(t, s) = ρ′(t, s) e valgono le relazioni

r′(t, so) = to(so) + u′(t, so) ,

r′(t, so) = ρ′(t, s) ŝ′(t, so) = t(t, s) ŝ′(t, so), con s = ŝ(t, so) ,

s′(t, so) = ‖ r′(t, so) ‖ ,

ε(t, so) = ‖ r′(t, so) ‖ − 1 =
dŝ

dso
− 1 ,

dove ε(t, so) è la dilatazione della fibra tangente all’asse nel puntoso .
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In termini dello spostamento della linea d’asse, omettendo gli argomenti, si ha

r′ =
dŝ

dso
t = (1 + ε) t = to + u′ , ε = ‖ to + u′ ‖ − 1 .

E’ conveniente riproporre qui di seguito la proposizione I.3.3 (p. 23) in quanto essa
svolge un ruolo fondamentale nell’analisi della deformazione finita delle travi.

Proposizione 8.1. Processi di rotazione.Una famiglia ad un parametroλ ∈ [ 0, 1 ]
di trasformazioni lineariQ(λ) è un processo di rotazione se e solo seè soluzione dei
problemi differenziali lineari del primo ordine, tra loro equivalenti

i) Q′(λ) = G(λ)Q(λ) , Q(0) = Qo

ii) Q′(λ) = Q(λ)Go(λ) , Q(0) = Qo

dove il valore inizialeQo è una rotazione eG,Go sono traformazioni antisimmetriche
legate dalla relazioneG = QGoQT .

Dim. Una rotazioneQ(λ) è caratterizzata dalle propriet`a

QQT = QTQ = I , detQ = +1 ,

e quindi derivando rispetto aλ si ha

Q′QT + Q(Q′)T = O , (Q′)TQ + QTQ′ = O .

Ne consegue cheG(Q) : = Q′QT e Go(Q) : = QTQ′ sono trasformazioni antisim-
metriche.

Viceversa seQ(λ) è soluzione del problema differenzialei) posto Z = QQT

risulta Z(0) = QoQT
o = I e l’equazione differenziale del primo ordine

Z′ = Q′QT + Q(Q′)T = GQQT −QQTG = GZ− ZG , Z(0) = I

amette l’unica soluzioneZ(λ) = I . Ciò dimostra cheQ(λ) è una isometria. Per
continuità detQ(λ) = detQo = +1 e pertantoQ(λ) è una rotazione.

Osservazione 8.1.Se la condizione iniziale ini) − ii) viene modificata inQ(0) =
Qo Mo = MQo , la soluzione diventaQ(λ)Mo = MQ(λ) .

Proposizione 8.2. Commutatività. L’operazione axial e la rotazione di un tensore
antisimmetricoA sono commutative.

axial(QAQT ) = Q axialA ∀Q ∈ Orth+.
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Dim. Il prodotto vettorialea× b è definito da

(a× b) . c = ∆(a,b, c) ∀a,b, c ∈ V ,

dove ∆ è la funzione determinante. Allora, essendo detQ = +1 , si ha

(Qa×Qb) . Qc = ∆(Qa,Qb,Qc) = ( detQ)∆(a,b, c) = (a× b) . c

e quindi

Qa×Qb = Q(a× b).

Ne segue che, postoa = axialA , risulta

(QAQT )b = Q
[
a× (QTb)

]
= Qa× (QQTb) = Qa× b ,

ed il risultatoè provato.

Proposizione 8.3. Vettore assiale del commutatore. Il vettore assiale del tensore
antisimmetrico definto dal commutatore

[
W,K

]
: = WK − KW di due tensori

antisimmetriciW e K è eguale al prodotto vettoriale dei rispettivi vettori assiali

axial
[
W,K

]
= axialW × axialK.

Dim. In termini dei vettori assiali

k̇ = axialK̇ , ω = axialW ,

la formula K̇ = W′ +
[
W,K

]
si scrive

k̇ = axial
[
W,K

]
+ ω′ .

D’altra parte per la proposizione 8.2 risulta

K = QKoQT ⇐⇒ k = Qko , K̇o = QTW′Q ⇐⇒ k̇o = QT ω′ .

Derivando la prima rispetto al tempo si ha allora

k̇ = (Qko)̇ = Q̇ko + Qk̇o = WQko + QQT ω′ = ω × k + ω′.

Confrontando con la prima espressione dik̇ si ottiene il risultato.
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8.3. Deformazione finita

Una trave diTimoshenko subisce un cambiamento di configurazionerigido,
cioè non si deforma, se si verifica che

un osservatore solidale ad una qualsiasi prefissata sezione trasversale della trave,
che misura la posizione rispetto ad esso della linea d’asse e delle altre sezioni
trasversali, non nota alcun cambiamento di configurazione durante il processo
evolutivo.

Le rotazioni e le traslazioni delle sezioni trasversali viste da un tale osservatore saranno
dette apparenti. La trave subisce quindi un cambiamento di configurazionerigido se
non si verificano

• rotazioni apparenti delle sezioni rette,

• traslazioni apparenti delle sezioni rette.

Per definire una misura di deformazione `e necessario esprimere tali condizioni in termini
dei parametri cinematici spostamento-rotazione{u(t, so),Q(t, so)} che caratterizzano
il passaggio della trave dalla configurazioneΩ(to) alla configurazioneΩ(t) . Si per-
viene cos`ı a definire la variazione di curvatura e lo scorrimento che subisce la trave.

Una traiettoria della trave `e definita da una coppia di funzioni posizione-rotazione
{r(t, so),Q(t, so)} . Ad esse si pu`o associare una misura della deformazione finita
della trave nel passaggio dalla configurazioneΩ(to) alla configurazioneΩ(t) .

In particolare, in accordo con la definizione data, un cambiamento di confi-
gurazione della trave daΩ(to) a Ω(t) è rigido seè caratterizzato da una rotazione
uniforme Q(t, so) = Q(t) delle sezioni trasversali e da una posizioner(t, so) della
linea d’asse inΩ(t) tale che la differenza tra due punti arbitrari `e pari alla differenza
tra i due punti corrispondenti inΩ(to) ruotata diQ(t) :

r(t, so)− r(t, so) = Q(t) [ r(to, so)− r(to, so) ] .

Un misura di deformazione finit`a è costituita da un operatore non lineare che ad ogni
campo posizione-rotazione{r(t, so),Q(t, so)} associa un opportuno campo (di defor-
mazioni) che risulta nullo se e solo se il cambiamento di configurazione della trave `e
rigido.

L’annullarsi della deformazione si avr`a allora se e solo se sono soddisfatte le
condizioni

• Q′(t, so) = O .

• r′(t, so)−Q(t) to(so) = o .

La condizione Q′(t, so) = O può esprimersi convenientemente imponendo
l’annullarsi dei campi tensoriali antisimmetrici

K(Q) : = Q′QT , Ko(Q) : = QTQ′ .
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• Si noti che tra i tensori antisimmetriciK e Ko sussiste la relazione

K = QKoQT .

Il tensoreK è quindi il ruotato secondoQ del tensoreKo .

La posizione occupata nelle formuleQ′ = K(Q)Q e Q′ = QKo(Q) suggerisce per
i tensoriantisimmetriciK(Q) e Ko(Q) rispettivamente i nomi di

• K(Q) tensore sinistroe Ko(Q) tensore destrodella curvatura associata alla
variazione di configurazione.

Con lo stesso nome si indicheranno anche i corrispondenti vettori assiali

k(Q) = axialK(Q) , ko(Q) = axialKo(Q) ,

tra cui sussiste la relazionek = Qko . Il vettore k è quindi il ruotato secondoQ del
vettoreko .

La condizioner′(t, so) − Q(t) to(t, so) = o può scriversi anche nelle forme
equivalenti

t ŝ′ −Qto = o , QT [ t ŝ′ ]− to = o .

Si può allora affermare che

Proposizione 8.4. Misure di deformazione. La trave subisce una trasformazione
rigida se e solo se si annulla una delle equivalenti misure di deformazione finita

D(u,Q) : =

∣∣∣∣∣ δ(u,Q)

K(Q)

∣∣∣∣∣ , Do(u,Q) : =

∣∣∣∣∣ δo(u,Q)

Ko(Q)

∣∣∣∣∣ ,

ovvero

D(u,Q) : =

∣∣∣∣∣ δ(u,Q)

k(Q)

∣∣∣∣∣ , Do(u,Q) : =

∣∣∣∣∣ δo(u,Q)

ko(Q)

∣∣∣∣∣ ,

dove
k(Q) : = axialK , K = Q′QT ,

ko(Q) : = axialKo , Ko = QTQ′ ,

δ(u,Q) : = t ŝ′ −Qto,

δo(u,Q) : = QT [ t ŝ′ ]− to ,

con k = Qko , K = QKoQT e δ = Q δo .
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Dim. In una trasformazione rigida, essendo uniforme la rotazione delle sezioni, si
ha Q′ = O e quindi k(Q) = o . Derivando allora rispetto adso l’espressione
r(t, so) = ro(t) + Q(t) r(to, so) si ottiene

t ŝ′ = Q(t) to ⇐⇒ δ(u,Q) = o .

Viceversa seD(u,Q) = {o,o} la condizionek(Q) = o assicura che la rotazioneQ
è uniforme. La condizioneδ(u,Q) = o assicura cher′(t, so) = Q(t)r′(to, so), ed
integrando rispetto adso si deduce la relazione

r(t, so) = ro(t) + Q(t) r(to, so) ,

cheè caratteristica di una trasformazione rigida. Resta solo da notare cheD(u,Q) =
{o,o} equivale aDo(u,Q) = {o,o}.
Osservazione 8.2.Si noti esplicitamente che i tensoriK(Q) e Ko(Q) misurano la
curvatura associata alla variazione di configurazione e non la variazione di curvatura
dell’asse della trave.

Si consideri l’esempio riportato in fig.8.1 di una trave a forma di anello circolare il
cui asse subisce una diminuzione di raggio mentre le sezioni trasversali non ruotano. La
curvatura dell’asse della trave, essendo pari al reciproco del raggio della circonferenza,
ovviamente aumenta. La curvatura associata alla variazione di configurazione `e invece
nulla in quanto, verificandosi cheQ = I si ha cheK(Q) = Ko(Q) = O . Inoltre,
risultandot = to , si ha che

δ(u,Q) = δo(u,Q) = t ŝ′ −Qto = (1 + ε) t− t = ε t .

Lo scorrimento `e quindi puramente assiale e di intensit`a pari alla dilatazione della linea
d’asse.

8.4. Velocità di deformazione

Per caratterizzare lo stato di sforzo in una generica configurazioneΩ(t) della trave
è necessario definire l’operatore cinematico che ad ogni moto tangente della struttura
associa la corrispondente deformazione tangente.

Si consideri a tal fine la derivata temporale degli operatori di deformazione finita
D(u,Q) e Do(u,Q)

Ḋ(u,Q) =

∣∣∣∣∣ δ̇(u,Q)

K̇(Q)

∣∣∣∣∣ , Ḋo(u,Q) =

∣∣∣∣∣ δ̇o(u,Q)

K̇o(Q)

∣∣∣∣∣ .

Si osservi quindi che in base alla proposizione 8.1 (p. 444) la derivata rispetto al tempo
della rotazione pu`o scriversi

Q̇(t, s) = W(t, s)Q(t, s) = Q(t, s)Wo(t, s) .
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I tensori antisimmetrici

W(Q) = Q̇QT , Wo(Q) = QT Q̇ ,

sono rispettivamente dettigiratore sinistroegiratore destro.

I vettori assiali ad essi associati, definti dalle relazioni

ω = axialW ⇐⇒ Wx = ω × x , ∀x ∈ V ,

ωo = axialWo ⇐⇒ Wox = ωo × x , ∀x ∈ V ,

sono dettigiratori asssialisinistro e destro.

Dalla proposizione 8.2 (p. 445) si deduce che valgono le relazioni

W = QWoQT ⇐⇒ ω = Qωo .

8.4.1. Velocità di curvatura

Si osservi che per ogniQ ∈ Orth+ si ha che

Q̇′ = (WQ)′ = W′Q + WQ′ = W′Q + WKQ ,

Q̇′ = (KQ)̇ = K̇Q + KQ̇ = K̇Q + KWQ .

Ne segue che deve sussistere l’eguaglianza

W′ + WK = K̇ + KW .

Analogamente per ogniQ ∈ Orth+ si ha che

Q̇′ = (QWo)′ = Q′Wo + QW′
o = QKoWo + QW′

o ,

Q̇′ = (QKo)̇ = Q̇Ko + QK̇o = QWoKo + QK̇o .

Ne segue che deve sussistere l’eguaglianza

KoWo + W′
o = WoKo + K̇o .

Esprimendo entrambe le derivate sia in termini diW che di Wo si ha

K̇ = W′ +
[
W,K

]
,

K̇o = W′
o −

[
Wo,Ko

]
,

dove
[
A,B

]
è il commutatore di due tensori antisimmetrici e cio`e il tensore antisim-

metrico definito da
[
A,B

]
: = AB−BA .
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A tali espressioni si pu`o anche pervenire effettuando:

• nella derivataK̇(Q) : = (Q′QT )̇ la posizioneQ̇ = WQ e Q′ = KQ ,

• nella derivataK̇o(Q) : = (QTQ′)̇ la posizioneQ̇ = QWo e Q′ = QKo .

Se invece

• nella derivataK̇(Q) : = (Q′QT )̇ si poneQ̇ = QWo e Q′ = QKo ,

• nella derivataK̇o(Q) : = (QTQ′)̇ si poneQ̇ = WQ e Q′ = KQ .

si perviene alle espressioni

K̇ = QW′
oQ

T , K̇o = QTW′Q ,

Infatti
K̇ =Q̇′QT + Q′Q̇T = (QWo)′QT −QKoWoQT =

Q′WoQT + QW′
oQ

T −QKoWoQT =

QKoWoQT + QW′
oQ

T −QKoWoQT = QW′
oQ

T .

Le espressioni precedenti possono anche scriversi

K̇ = Q (K̇o +
[
Wo,Ko

]
)QT , K̇o = QT (K̇−

[
W,K

]
)Q .

In forza delle proposizioni 8.2 (p. 445) e 8.3 (p. 445) esprimendo le velocit`a di cur-
vatura in termini dei vettori assiali si ottiene

k̇ = ω′ + ω × k = Qω′o ,

k̇o = ω′o + ωo × ko = QT ω′ ,

e risulta

k̇ = Q (k̇o + ωo × ko) ⇐⇒ k̇o = QT (k̇− ω × k) .

8.4.2. Velocità di scorrimento

La derivata rispetto al tempo dei vettori scorrimento

δo(u,Q) = QT (to + u′)− to , δ(u,Q) = to + u′ −Qto ,

formisce le espressioni

δ̇o(u,Q) = Q̇T (to + u′) + QT u̇′ = QT
[
u̇′ −W(to + u′)

]
,

δ̇(u,Q) = u̇′ − Q̇ to = u̇′ −WQto .
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Valutando la derivata temporale in corrispondenza della configurazioneΩ(to) risulta
Q = I e quindi k = ko = o . Ne segue chėk = k̇o = ω′ = ω′o . Si ottiene pertanto
per lavelocit̀a iniziale di scorrimentol’espressione

δ̇ = δ̇o = u̇′ −Wto = u̇′ − ω × to .

8.5. Equazioni di equilibrio

Le condizioni di equilibrio illustrate nella sezione 6 (p. 415) possono essere anche
dedotte dall’analisi non lineare condotta nelle sezione 8 (p. 442).

Rappresentando il giratoreW ed il tensore velocit`a di curvaturaK̇ mediante i
corrispondenti vettori assiali le formule precedenti assumono la forma

k̇ = ω′ , δ̇ = v′ − ω × t .

Nella configurazioneΩ(t) individuata, rispetto a quella di riferimento, dai parametri
cinematici{u,Q} , le forze esterne sulla trave sono enti duali dei cinematismi definiti
in Ω(t) .

Lo spazio dei cinematismi virtuali in corrispondenza della generica configurazione
Ω(t) è costituito dalle coppie{u̇, Q̇} delle derivate di{u,Q} lungo traiettorie partenti
da Ω(t) .

In virtù della proposizione 8.1 (p. 444) si ha cheQ̇ = WQ e quindi, per ogni
fissatoQ , lo spazio tangente `e in corrispondenza biunivoca con lo spazio vettoriale
costituito dalle coppie di campi{v,ω} .

• Il campo v è un atto di moto della linea d’asse della trave,

• il campo ω è costituito da vettori assiali che descrivono l’atto di rotazione delle
sezioni trasversali della trave.

L’espressione della velocit`a di curvatura e di scorrimento inΩ(t) in funzione di un
cinematismo{v,ω} mostra che l’operatore cinematicoB in Ω(t) è l’operatore
differenziale del primo ordine definito da

B

∣∣∣∣∣ v

ω

∣∣∣∣∣ : =

∣∣∣∣∣ ω′

v′ + t× ω

∣∣∣∣∣ =

[
O d/ds

d/ds t×

] ∣∣∣∣∣ v

ω

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ k̇δ̇
∣∣∣∣∣ .

Il campo di sforzi{M,F} duale della deformazione tangente{k̇, δ̇} è costituito da
campi dicoppie di interazioneM e forze di interazioneF definite lungo l’asse della
trave. Lo spazio cinematico dell’elemento trave diTimoshenko è dunque lo spazio
di Sobolev H1(Ω)×H1(Ω) .
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La formula diGreen corrispondente all’operatore cinematico

B ∈ L
{
V(Ω),H(Ω)

}
,

si ottiene integrando per parti la potenza virtuale interna

L∫
0

(M . k̇ + F . δ̇) ds =

L∫
0

[
M . ω′ + F . (v′ + t× ω)

]
ds =

=
2∑

i=1
[Mi

. ωi + Fi
. vi]ni −

L∫
0

[
(M′ + t× F) . ω + F′ . v)

]
ds

,

doven1 = −1 edn2 = +1 sono le normali uscenti dall’intervallo[ 0, L ].
Le forze esterne in equilibrio con gli sforzi{M,F} sono quindi


p = −F′ forze distribuite

m = −(M′ + t× F) coppie distribuite

Fi = Fini forze di estremit`a

Mi= Mini coppie di estremit`a

Tali espressioni mostrano che l’operatore di equilibrio di massaB
′
o in Ω(t) è

l’operatore differenziale del primo ordine definito da

B
′

o

∣∣∣∣∣MF
∣∣∣∣∣ : = −

∣∣∣∣∣ M′

M′ + t× F

∣∣∣∣∣ = −
[

O d/ds

d/ds t×

] ∣∣∣∣∣MF
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ p

m

∣∣∣∣∣ .

8.6. Relazioni cinematiche

Si consideri una traformazione che porti la trave dalla configurazioneΩ(t) alla
configurazioneΩ(τ) .

Lo spostamentout(τ, s) dei punti dell’asse e la rotazioneQt(τ, s) delle sezioni
trasverali della trave nel passaggio dalla configurazioneΩ(t) alla configurazioneΩ(τ)
sono definiti dalle relazioni{

r(τ, s) = r(t, s) + ut(τ, s),
R(τ, s) = Qt(τ, s)R(t, s).
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Col pedicet si denotano i campi definiti suΩ(t) , funzioni dell’ascissa curvilineas
in Ω(t) . Si consideri la corrispondente misura di deformazione finita

Dt(ut,Qt) : =

∣∣∣∣∣ δt(ut,Qt)

Kt(Qt)

∣∣∣∣∣ ,

con Kt(Qt) = QT
t
Q′

t
. Derivando rispetto aτ la relazione

Q(τ, so) = Qt(τ, ŝ(t, so))Q(t, so) ,

si ottiene che
Q̇(τ, so) = Q̇t(τ, ŝ(t, so))Q(t, so) .

Essendo poi

Q̇t(τ, s) = Wt(τ, s)Qt(τ, s) , Q̇(τ, so) = W(τ, so)Q(τ, so) ,

si deduce che

Wt(τ, ŝ(t, so)) Qt(τ, ŝ(t, so)) = W(τ, so)Q(τ, so)QT (t, so) .

Valutando al tempot ed osservando cheQt(t, ŝ(t, so)) = I si perviene alla relazione

Wt(t, ŝ(t, so)) = W(t, so) .

EssendoK̇t = W′
t , derivando la relazione precedente rispetto aso si può concludere

che

K̇t(Qt(t, ŝ(t, so)))
dŝ

dso
=W′

t
(t, ŝ(t, so))

dŝ

dso
= W′(t, so) =

=Q(t, so) K̇o(Q(t, so))QT (t, so) ,

e, sinteticamente

K̇t(Qt)
dŝ

dso
= Q K̇o(Q)QT .

Per quanto attiene alle velocit`a di scorrimento si osservi che risulta

δ̇o(u,Q) = QT
[
u̇′ −W(to + u′)

]
,

δ̇t(ut,Qt) = u̇′
t
−Wt t .

Allora, essendou̇′ = u̇′
t
ŝ′ , W = Wt e to + u′ = t ŝ′ , risulta

δ̇o(u,Q) = QT
[
u̇′

t
−Wt

]
ŝ′ ,
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e quindi

δ̇t(ut,Qt) ŝ′ = Q δ̇o(u,Q) .

Tra la misura della velocit`a di deformazioneḊt(u,Q) = {δ̇t, K̇t} in Ω(t) e la
derivata temporale della deformazione finitaḊo(u,Q) = {δ̇o, K̇o} da Ω(to) a
Ω(t) esiste pertanto la relazione biunivoca lineare definita da

K̇t(Qt) ŝ′ = Q K̇o(Q)QT , δ̇t(ut,Qt) ŝ′ = Q δ̇o(u,Q) .

L’esistenza di tale relazione consente di scrivere le condizioni di equilibrio in termini
di forze e di sforzi definiti in modo opportuno su di una configurazione di riferimento,
come sar`a mostrato nella prossima sezione.

In particolare si ha chėDt(u,Q) = O se e solo seḊo(u,Q) = O .

8.7. Equilibrio nella configurazione di riferimento

Nella configurazioneΩ(t) della trave siaf t un sistema di forze in equilibrio e cio`e
tale che sia nulla la potenza virtuale〈 f t , vt 〉 = 0 per ogni cinematismovt = {u̇t, Q̇t}
rigido a pezziche la trave pu`o subire a partire daΩ(t) .

L’operatore di deformazione tangente `e definito da

Bvt = Ḋt(u,Q) , ∀vt = {u̇t,Wt} .

Si noti che risultaQ̇t = Wt(t)Qt(t) = Wt(t) , essendoQt(t) = I .

Il teorema delle potenze virtuali assicura che inΩ(t) esiste uno stato di sforzo
St = {Ft,Mt} tale che per ogni cinematismovt = {u̇t,Wt} sussista l’eguaglianza

〈 f t , vt 〉 = 〈 St , Ḋt(u,Q) 〉 =

L∫
0

Ft
. δ̇t ds +

L∫
0

Mt : K̇t ds .

Nella configurazioneΩ(to) si definisce uno sforzoSo = {Fo,Mo} equivalente allo
sforzo {Ft,Mt} nella configurazioneΩ(t) mediante l’identità

〈 St , Ḋt(u,Q) 〉 = 〈 So , Ḋo(u,Q) 〉 ,

che costituisce la formulazione del principio delle potenze virtuali nella configurazione
di riferimento.
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Esplicitamente si scrive

L∫
0

Ft
. δ̇t ds +

L∫
0

Mt : K̇t ds =

Lo∫
0

Fo
. δ̇o dso +

Lo∫
0

Mo : K̇o dso ,

per ogni Ḋo(u,Q) = {δ̇o, K̇o} e per ogniḊt(u,Q) = {δ̇t, K̇t} tali che

K̇t(Qt) ŝ′ = Q K̇o(Q)QT , δ̇t(ut,Qt) ŝ′ = Q δ̇o(u,Q) .

Da tali relazioni e dalla formula del cambiamento della variabile di integrazione si
deduce che

• posto K̇t = K̇o = O , si ha che perogni̇δo deve aversi

L∫
0

Ft
. δ̇t ds =

Lo∫
0

Ft
. δ̇t

dŝ

dso
dso =

Lo∫
0

Ft
. Q δ̇o dso =

Lo∫
0

Fo
. δ̇o dso ,

• posto δ̇t = δ̇o = o , si ha che perogniK̇o deve aversi

L∫
0

Mt : K̇t ds =

Lo∫
0

Mt : K̇t

ds

dso
dso =

Lo∫
0

Mt : QK̇o QT dso =

Lo∫
0

Mo : K̇o dso .

Ne deriva che tra lo sforzoSt = {Ft,Mt} nella configurazioneΩ(t) e quello equi-
valenteSo = {Fo,Mo} nella configurazioneΩ(to) sussistono le relazioni

Ft = QFo , Mt = QMo QT .

Sia fo il sistema di forze definito nella configurazioneΩo ed equivalente al sistema
di forze f t agente nella configurazioneΩ(t) nel senso che vale l’identit`a

〈 f t , vt 〉 = 〈 fo , vo 〉 , ∀vt = {u̇t,Wt} , vo = {u̇o,WQ} ,

essendou̇t(t, ŝ(t, so)) = u̇(t, so) e Wt(t, ŝ(t, so)) = W(t, so) .

La condizione di equilibrio

〈 f t , vt 〉 = (( St , Bvt )) , ∀vt = {u̇t,Wt} ,

si può dunque riscrivere nella configurazioneΩo come

〈 fo , vo 〉 = (( So , dDo(u,Q) . vo )) , ∀vo = {u̇o,WQ} .
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9. MODELLI BIDIMENSIONALI

In questa sezione viene svolta la trattazione del modello strutturale di membrana
curva e dei due modelli classici di piastra che rispettivamente costituiscono l’estensione
dei modelli di fune e di trave diBernoulli-Euler e diTimoshenko dal contesto
monodimensionale a quello bidimensionale.

Il modello di piastra cinematicamente pi`u riccoè quello diReissner-Mindlin
che, tenendo conto anche della deformabilit`a a taglio,è adatto a descrivere il compor-
tamento di piastre di spessore anche non piccolo.

Il modello di piastra dovuto aKirchhoff è l’estensione del modello di trave di
Bernoulli-Euler. Tenendo conto solo della deformabilit`a flessionale della trave, il
modello diKirchhoff descrive in modo sufficientemente accurato il comportamento
di piastre di piccolo spessore.

Un aspetto notevole del modello diKirchhoff è rappresentato dalla metodologia
variazionale cui si fa ricorso per dedurre le equazioni di equilibrio.

Il metodo originale diKirchhoff costituisce il primo esempio non banale di
applicazione della formula diGreenper dedurre le equazioni di equilibrio, differenziali
ed al contorno.

9.1. Geometria delle superfici

Si premettono alcuni risultati di teoria delle superfici cui si far`a riferimento nel
formulare il modello strutturale di membrana. La trattazione `e inquadrata in un contesto
più generale che considera il modello strutturale quale variet`a (n−1)-dimensionale im-
mersa in una variet`a diRiemann di dimensionen . Nella trattazione si far`a riferimento
ad alcune nozioni introdotte nella sezione 2.2 (p. 380). Si considerino quindi

• una varietà diRiemann {S,g} di dimensionen ,

• una sottovariet`a {M,gM} di dimensionen− 1 immersa in{S,g} e dotata della
metrica indotta dall’immersione.

Nel seguito la variet`a M sarà detta per brevit`a unasuperficieimmersa inS .

La prima forma fondamentaledella superficieM è la forma bilineare simmetrica
e definita positiva

gM ∈ L
{
TM, TM ; �

}
,

della metrica indotta da quella di{S,g} , definita dalla relazione

gM (h1,h2) : = g (JSMh1,JSMh2) , ∀h1,h2 ∈ TM .

Si denoti quindi coni : TS×L
{
Tn

S ; �
}
�→ L

{
T(n−1)

S ; �
}

l’operazione di contrazione
definita dall’identità

(ihµS)(X1, . . .X(n−1)) = µS(h,X1, . . . ,X(n−1)) ,

per ogniX1, . . . ,X(n−1) ∈ TS .
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Il versore normalen è allora definito da

µM = inµS , g (n,n) = 1 ,

dove µS e µM sono le forme di volume sulle variet`a orientateS e M .

Vale l’identità
g (n,h)µM = ihµS , ∀h ∈ TS .

Se S è lo spazio euclideo tridimensionale il versore normale pu`o essere definito in via
alternativa considerando un sistema di coordinate sulla superficie che localmente induce
sugli spazi tangenti il riferimento{h1,h2} . Ponendotα = ΠThα per α = 1, 2 il
versore normale alla superficie `e definito da

n =
t1 × t2

‖ t1 × t2 ‖
.

L’ applicazione diGauss 89 γ : M �→ S definita da

γ(x) = n(x) , ∀x ∈ M ,

associa ad ogni punto della superficieM il corrispondente versore normale sulla
sfera unitaria diS .

Si ricordi che la derivata covariante∇v : JSMTM �→ TS è restrizione aM della
derivata covariante suS valutata lungo vettori del sottospazio lineare diTS

JSMTM = ΠT TM ,

tangente aM .

89 Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Genio matematico tedesco, tra i maggiori di
ogni tempo. Nato nel ducato di Brunswick-Wolfenbüttel all’et`a di sette anni inizi`o la scuola e stup`ı il suo
maestroBüttner sommando istantaneamente i numeri da 1 a 100. Ottenuto uno stipendio dalDuca
di Brunswick entrò al Collegium Carolinum nel 1792. Nel 1795Gauss lasciò Brunswick per studiare
all’Università di Göttingen, dove ebbe attese alle lezioni di matematica diKaestner, lezioni cheGauss
criticava per essere troppo elementari. Lasciata Göttingen nel 1798 senza aver conseguito il diploma si
laureò nel 1799 a Brunswick. All’epocaGauss aveva già scoperto la costruzione con riga e compasso di
un poligono di 17 lati, il maggior risultato in geometria dal tempo degli antichi greci. Con il supporto del
Duca di Brunswick consegu`ı il dottorato all’Università di Helmstedt dove ebbe quale tutoreJohann
Friedrich Pfaff (1765-1825). La dissertazione diGauss fu sul teorema fondamentale dell’algebra.
Nell’estate del 1801 pubblic`o leDisquisitiones Arithmeticaededicate alla teoria dei numeri ed alla costruzione
del 17-gono. Nel giugno del 1801 calcol`o col suo metodo dei minimi quadrati la posizione del piccolo pianeta
Ceres scoperto il 1° gennaio 1801 dall’astronomo italianoL. Piazzi ed i suoi calcoli furono confermati dalle
osservazioni dell’astronomoZach. Nel 1802 iniziò a corrispondere conFriedrich Wilhelm Bessel
(1784-1846). che conobbe poi solo nel 1825, e conMarie-Sophie Germain (1776-1831). Gauss
sposòJohanna Ostoff nel 1805 e nel 1807, dopo la morte in guerra delDuca di Brunswick divenne
direttore dell’osservatorio di G¨ottingen. Nel 1808 mori prima il padre, poi la moglie ed infine il secondo
figlio. Gauss sposò quindiMinna, la migliore amica diJohanna, da cui ebbe tre figli. Nel 1809 pubblic`o
il trattato in due volumiTheoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis Solem ambientium, nel
1816 laTheoria attractionis corporum sphaeroidicorum ellipticorum homogeneorum methodus nova tractata.
dedicato alla teoria del potenziale ed alla geodesia e nel 1823 laTheoria combinationis observationum
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L’applicazione tangente diγ è quindi definita da

Tγ = (∇n)ΠT ∈ L
{
TM ; ΠT TM

}
.

Infatti, essendo per definizioneg (n,n) = 1 , derivando si deduce che

∇(g (n,n)) [a ] = g (∇n [a ],n) + g (n,∇n [a ]) =

= 2g (∇n [a ],n) = 0 , ∀a ∈ ΠT TM .

Dunque∇n [a ] ∈ ΠT TM per ognia ∈ ΠT TM .

L’ operatore di formao operatore diWeingarten 90 della superficieM è
l’operatore lineareSM ∈ L

{
TM ; TM

}
definito da

SM : = JMS(∇n)JSM = Π(∇n)ΠT .

Si noti che l’operatore di proiezioneΠ è inessenziale, essendoΠ(∇n) = ∇n .
Esso compare nella formula solo per motivi di simmetria formale.

La seconda forma fondamentaledella superficieII ∈ L
{
TM, TM ; �

}
è la forma

bilineare associata all’operatore diWeingarten edè quindi definita da

II (aM,bM) = gM (SM[aM ],bM) = gM (JMS(∇n)JSM aM,bM) =

= g ((∇n)ΠTaM,ΠTbM) .

Un risultato fondamentale `e il seguente.

Proposizione 9.1. Simmetria dell’operatore di forma. L’operatore diWeingarten
è simmetrico rispetto alla prima forma fondamentale.

erroribus minimis obnoxiaededicato alla statistica matematica ed al metodo dei minimi quadrati. Il famoso
Theorema Egregriumfu pubblicato nelleDisquisitiones generales circa superficies curvadel 1828. Nel
1831 mor`ı anche la seconda moglie ma arriv`o a Göttingen il fisicoWilhelm Eduard Weber (1804-
1891) con il qualeGauss condivise amicizia e collaborazione scientifica a problemi di elettricit`a e di
magnetismo. Nel 1849 alla dissertazione del giubileo d’oro diGauss, cinquanta anni dopo la dissertazione
del 1799, parteciparonoJacobi e Dirichlet. Nel 1850Gauss, da sempre convinto dell’esistenza di
geometrie non euclidee, ed estimatore delle idee diJános Bolyai (1802-1860), figlio del suo amico
Farkas Wolfgang Bolyai (1775-1856), e di quelle diNikolai Ivanovich Lobachevsky (1792-
1856), approvò la dissertazione dottorale diRiemann. Famosi sono i contributi diGauss alla geometria
differenziale delle superfici, alla soluzione dei sistemi lineari ed al metodo dei minimi quadrati, alla teoria
del potenziale ed allo studio del magnetismo.

90 Julius Weingarten (1836-1910) (vedi la nota biografica).
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Dim. La dimostrazione si conduce osservando che, essendog (n,b) = 0 , risulta

0 = ∇(g (n,b)) [a ] = g (∇n [a ],b) + g (n,∇b [a ]) , ∀a,b ∈ ΠT TM .

Dunque, ponendo

aM = JMSa , bM = JMSb ,

la seconda forma fondamentale della superficieM si scrive

II (aM,bM) = g (n,∇b [a ]) = −g (∇n [a ],b) .

Si ha quindi che

II (aM,bM)− II (bM,aM) = g (n,∇b [a ])− g (n,∇a [b ]) = g (n, [a,b ]) ,

dove [a,b ] è la parentesi diLie-Jacobi definita nella sezione I.12.3 (p. 135).
L’ultima eguaglianza segue dalla simmetria della connessione che per definizione im-
pone che (si veda la sezione I.12.5 (p. 148)):

∇b [a ]−∇a [b ] = [a,b ] .

La simmetria della seconda forma fondamentale si deduce allora dalla propriet`a di
ortogonalità,

g (n, [a,b ]) = 0 ,

che deriva dall’implicazionea,b ∈ ΠT TM ⇒ [a,b ] ∈ ΠT TM cheè una diretta
conseguenza della definizione della derivata diLie.

La proprietà di simmetria stabilita nella proposizione 9.1 consente di affermare
che esiste una base di autovettori dell’operatore di forma che `e ortonormale rispetto alla
prima forma fondamentale. L’operatore di forma ammette inoltre una rappresentazione
spettrale con autovalori reali (si veda ad es. [33]) .

• Gli autovalori dell’operatore di forma sono lecurvature principalidella superficie.

• L’invariante lineare (traccia) trSM dell’operatore di forma `e pari a due volte la
curvatura mediadella superficie.

• Il determinante detSM dell’operatore di forma `e la curvatura diGauss della
superficie.

Un risultato famoso e sorprendente dovuto aGauss (il Theorema Egregium)
stabilisce l’invarianza della curvatura Gaussiana rispetto ad un’arbitraria trasformazione
isometrica della superficie.
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Remark 9.1.

La proprietà di simmetria della seconda forma fondamentale pu`o essere dedotta
più direttamente osservando che il versore normale alla superficie `e il gradiente di una
funzione distanza.

Si riconosce cos`ı che la seconda forma fondamentale `e la derivata covariante se-
conda (ovvero l’Hessiano) della funzione distanza. Si conclude notando che l’Hessiano
è simmetrico in virt`u del fatto che la metrica euclidea ha torsione nulla.

Una funzione distanza da una sottovariet`a differenziabileM di dimensionen−1
di una varietà riemanniana{S,g} di dimensionen è una funzione scalaref : U �→ �
definita e differenziabile in un intorno apertoU ⊂ S di M ed avente gradiente con
norma unitaria. Una funzione distanza soddisfa quindi l’equazione non lineare di
Hamilton-Jacobi

‖∇f(x) ‖ = 1 , ∀x ∈ U .

Per costruire una funzione distanza da una variet`a differenziabile orientataM si con-
sideri una striscia apertaO ⊂ S di spessore opportunamente piccolo attorno adM
in modo che ogni punto in tale strisciax ∈ O possa essere univocamente proiettato
ortogonalmente su di un puntom ∈ M (quello che rende minima la distanza dix ∈ O
da M , misurata nella metrica diS ). Allora x = m + tn e si possono definire

• la funzione distanza con segno

f(x) = t , ∀x ∈ U .

cheè differenziabile sull’apertoO = U ,

• la funzione distanza
f(x) = | t | , ∀x ∈ U \M .

cheè differenziabile sull’apertoO = U \M .
Allora n = ∇f e ∇n = ∇2f per cui l’operatore di formaSM ∈ L

{
TM ; TM

}
può scriversi:

SM = Π(∇2f)ΠT .

Tale espressione mostra che la simmetria dell’operatore di forma `e una diretta con-
seguenza della simmetria dell’Hessiano della funzione distanza.

10. LA MEMBRANA

Unamembranàe un modello strutturale definito da una superficieM orientabile
e regolare a pezzi nello spazio euclideoS .

La deformazione della membrana `e costituita dalla modifica delle propriet`a me-
triche degli spazi tangenti alla variet`a M .
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La trattazione svolta nella sezione 2 (p. 379) mostra che ladeformazione tangente
è descritta, in termini della derivata diLie del tensore metrico, dal campo tensoriale
simmetrico due volte covariante

1
2 LvgM :∈ Ck(M ; L

{
TM, TM ; �

}
) ,

ovvero, in termini della derivata covariante nello spazio ambiente, dal corrispondente
campo tensoriale mistoBv ∈ Ck(M ; L

{
TM ; TM

}
) definito da

Bv = sym (Π∇vΠT ) .

dove v ∈ Ck(M ; TS) è un campo di spostamenti virtuali della membrana.
Si noti che la derivata covariante coincide con quella direzionale in quanto lo spazio

ambiente `e euclideo.
Per esplicitare la formula della deformazione tangente `e necessario fornire una

espressione del proiettore ortogonaleΠ ∈ L
{
TS ; TM

}
.

A tal fine si consideri

• un sistema di coordinate cartesiane corrispondente ad una base ortonormale
{e1, e2, e3} dello spazio euclideo,

• un sistema di coordinate sulla superficie che localmente induce sullo spazio tan-
genteTM la base{h1,h2} .

Si ponga poitα = ΠThα ∈ TS per α = 1, 2 .

Sia quindi

n =
t1 × t2

‖ t1 × t2 ‖
,

il versore normale alla superficie della membrana. Il proiettore ortogonale

Π = JMS(I− n⊗ n) ∈ L
{
TS ; TM

}
,

è rappresentato, rispetto alle basi{e1, e2, e3} e {h1,h2} dalla matrice2× 3 definita
dalla relazione

Πei = JMS(ei − g (ei,n)n) = Πβ
i tβ , i = 1, 2, 3 , β = 1, 2 .

Dunque, essendog (n, tα) = 0 per α = 1, 2 , effettuando il prodotto interno pertα

si deduce che

Παi = Gαβ Πβ
i = g (tα, tβ)Πβ

i = g (tα, ei) , i = 1, 2, 3 , α, β = 1, 2 .

Esplicitamente la matrice[Π ] ∈ L
{
�3 ; �2

}
si scrive pertanto

[Π ] =

∣∣∣∣∣ Π11 Π12 Π13

Π21 Π22 Π23

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ t1
. e1 t1

. e2 t1
. e3

t2
. e1 t2

. e2 t2
. e3

∣∣∣∣∣ .
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L’ente duale della deformazione tangenteBv ∈ L
{
TM ; TM

}
è losforzo normale

N ∈ L
{
TM ; TM

}
nella membrana che `e un campo di tensori simmetrici di quadrato integrabile sulla
superficieM .

La formula diGreen si scrive∫
M

N : Bv µM =
∫
M

N : (Π∇vΠT )µM =

=
∫
M

−[ Div (ΠTN)] . v µM +
∫

∂M

(ΠTN)n . Γv µ∂M ,

dove il versoren ∈ TM è la normale uscente al contorno della superficieM ed
appartiene allo spazio tangente alla superficieM .

Le equazioni di equilibrio della membrana si scrivono dunque{
−Div (ΠTN) = p carico distribuito,

(ΠTN)n= t campo di tensioni al contorno.

Pertanto

• Il carico distribuitop ∈ TS ha dimensione[FL−2] e può essere comunque diretto
nella fibra dello spazio ambiente.

• Il campo di tensioni al contornot ∈ ΠT TM ha dimensione[FL−1] e la condizione
di equilibrio richiede che sia tangente alla superficie della membrana.

Osservazione 10.1.Ogni cinematismov : M �→ TS può essere univocamente de-
composto come somma di una componente normale e di una componente tangente alla
superficie:

v = v|| + vn n , vn = g (v,n) .

La derivata covariante div : M �→ TS nello spazio ambienteS si scrive allora

∇v = ∇v|| + (∇vn)⊗ n + vn∇n .

Risulta quindi

g (∇v [a ],b) = g (∇v|| [a ],b) +

+ g (n,a) g (∇vn,b) +

+ vn g (∇n [a ],b) , ∀a,b ∈ ΠT TM .
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Ponendo quindia = ΠTh1 e b = ΠTh2 con h1,h2 ∈ TM ed osservando che
g (n,a) = 0 in quantoa ∈ ΠT TM , si ha che

g (Π∇vΠT [h1 ],h2) = g (Π∇v||Π
T [h1 ],h2) +

+ vn g (Π∇nΠT [h1 ],h2) , ∀h1,h2 ∈ TM .

Definendo poi∇M|| ∈ L
{
TM ; TM

}
, derivata covariante sulla superficieM , mediante

la proiezione
∇M||v|| : = Π (∇v||)Π

T ,

e ricordando la definizione dell’operatore diWeingarten

SM : = Π(∇n)ΠT ,

si perviene alla relazione notevole

Π∇vΠT = ∇M||v|| + vn SM

La deformazione tangente della membrana pu`o scriversi dunque nella forma

Bv = sym (Π∇vΠT ) = sym(∇M||v||) + vn SM .

Se la curvatura della membrana `e nulla risultaSM = O e dunque la componente
normale del cinematismo non gioca nessun ruolo nel generare la deformazione tangente
della membrana che assume allora l’espressione ridotta

Bv = sym(∇M||v||) .

coincidente con quella di un continuo bidimensionale in cuiv = v|| .

La trattazione qui sviluppata `e una versione modificata di quella svolta in [26]. La
modifica essenziale riguarda la motivazione dell’eliminazione del termine(∇vn)⊗n
dall’espressione della deformazione tangente. La trattazione in [26] adduce infatti al
riguardo una motivazione non corretta.

Osservazione 10.2.La formulazione della deformazione tangente della membrana in
termini delle componenti normale e tangenziale dei cinematismi consente di esplicitare
l’effetto della curvatura della superficie tramite la seconda forma fondamentale. Per la
scrittura della condizione di equilibrio tale formulazione non `e però di norma perseguita
in quanto spesso non `e conveniente adottare le componenti normale e tangenziale dei
cinematismi quali parametri cinematici e le entit`a duali quali parametri di forza.
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10.1. La membrana ribassata e pretesa

A titolo esemplificativo si deduce l’equazione di equilibrio di una membrana
soggetta ad un carico diretto lungo l’asse coordinatoe3 , del riferimento ortonormale
{e1, e2, e3} dello spazio euclideo, e pretesa in modo da generare un campo di sforzo
normale isotropo e costante. Dunque si assume che

p = p e3 , p ∈ � ,

N = N I , N ∈ � ,

con N costante eI ∈ L
{
TM ; TM

}
identità in TM .

L’equazione differenziale di equilibrio della membrana si scrive allora

−Div ΠT =
p

N
e3 ,

ovvero
−( Div ΠT ) . e3 =

p

N
.

In termini di componenti cartesiane l’equazione di equilibrio si scrive dunque

−(Π13/1 + Π23/2) =
p

N
.

Osservando cheΠ13 = t1
. e3 e Π23 = t2

. e3 si ha che

Π13/1 = t1/1
. e3 , Π23/2 = t2/2

. e3 .

Sia f : �2 �→ � la funzione che fornisce la rappresentazione parametrica della su-
perficie della membrana. Dette{x, y, z} le coordinate nel riferimento ortonormale
{e1, e2, e3} , i punti della superficie della membrana nello spazioS sono quindi indi-
viduati dalle coordinate

{x, y, f(x, y)} , {x, y} ∈ Ω .

dove il dominioΩ rappresenta la configurazione iniziale (piana) della membrana.
Dalla trattazione svolta nella sezione 3.1.1 (p. 392) si trae che

tx/x =
1

(1 + f/x
2)3/2

∣∣∣∣∣∣∣
−f/x

0

1

∣∣∣∣∣∣∣ f/xx , ty/y =
1

(1 + f/y
2)3/2

∣∣∣∣∣∣∣
0

−f/y

1

∣∣∣∣∣∣∣ f/yy

Se la configurazione di equilibrio della membrana `e molto ribassata, e cio`equasi piatta,
risulta f 2

/x
<< 1 e f 2

/y
<< 1 per cui si pu`o porre

tx/x =

∣∣∣∣∣∣∣
−f/x

0

1

∣∣∣∣∣∣∣ f/xx , tyy/y =

∣∣∣∣∣∣∣
0

−f/y

1

∣∣∣∣∣∣∣ f/yy ,
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e quindi
Π13/1 = t1/1

. e3 = f/11 , Π23/2 = t2/2
. e3 = f/22 .

L’equazione differenziale di equilibrio della membrana assume pertanto la forma ap-
prossimata

−(f/11 + f/22) =
p

N
,

ed in termini vettoriali
−∆ f =

p

N
,

dove ∆ è l’operatore diLaplace.

Si assuma quindi che la membrana sia fortemente pretesa e fissata al contorno del
dominio Ω nel piano{x, y} .

Dall’equazione di equilibrio e dalle condizioni di vincolo si traggono allora le
seguenti condizioni del tipo diPoisson-Dirichlet che definiscono la configurazione
di equilibrio della membrana per effetto di un carico trasversale che ne provoca una
lieve inflessione −∆ f =

p

N
in Ω,

f = 0 su ∂Ω.

Questa formulazione approssimata `e alla base dell’analogia della membranaformulata
daPrandtl 91 per il problema della torsione delle travi elastiche (vedi [34]).

11. LA PIASTRA DI REISSNER-MINDLIN

Una piastra è definita da un dominio limitatoΩ appartenente ad un pianoπ ,
detto piano medio della piastra, e da uno spessore costanteh .

Sia k è un versore ortogonale al pianoπ .
L’assunto cinematico del modello diReissner-Mindlin è che

la generica fibra trasversale di lunghezzah subisca un atto di moto rigido carat-
terizzato da

• una velocità di traslazione trasversalev(x) pari a quella del suo punto medio
x ∈ π e da

• un atto di rotazione rigida di tipo flessionale con vettore assialeω(x) ∈ π .

91 Ludwig Prandtl (1875-1953). Nato in Bavaria fu professore prima ad Hannover e quindi a
Göttingen dal 1904 al 1953.Prandtl è stato il fondatore del centro di ricerche aerodinamiche (AVA) che
attualmente `e il DLR (Deutsches Zentrum für Luft-und Raumfahrt) di Göttingen ed `e considerato il padre
dell’aerodinamica. APrandtl è dovuta la scoperta nel 1904 dellostrato limiteche si crea alla superficie
di un solido che si muove in un fluido a bassa vicosit`a. Teodore von Kármán (1881-1963) fu uno dei
molti scienziati suoi allievi. Le idee diPrandtl hanno influenzato la moderna aerodinamica e la meccanica
dei fluidi in molti campi tra cui la teoria delle ali, i flussi in fluidi comprimibili, i tunnels del vento e le tecniche
sperimentali. Altri importanti contributi diPrandtl hanno riguardato la meteorologia, l’aeroelasticit`a e la
plasticità. E’ stato uno dei fondatori delGesellschaft f̈ur Angewandte Mathematik und Mechanik(GAMM).
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Si ponga la seguente definizione:

L’ atto di scorrimentoδ̇(x) in punto x ∈ π è il gradiente della
velocità relativa trasversale delle fibre rispetto ad un osservatore
solidale con la fibra di centrox ∈ π .

atto di
scorrimento

Per valutare l’espressione dello atto di scorrimento si osservi che la velocit`a trasver-
sale relativa della generica fibra di centroy ∈ π , rispetto ad un osservatore solidale
con la fibra di centrox ∈ π , è data da

v rel(y) k =
[
v(y)− v(x)

]
k− ω(x)× (y − x) , ∀y ∈ π .

La velocità trasversale relativa `e somma di due aliquote

• la velocità trasversale relativa
[
v(y)−v(x)

]
k della fibra di centroy ∈ π rispetto

alla fibra di centrox ∈ π ,

• e la velocità di trascinamento−ω(x) × (y − x) . dovuta al fatto che la fibra di
centrox ∈ π , ruotando con velocit`a angolareω(x) , vede ruotare attorno ad essa,
e con velocità angolare−ω(x) , la fibra di centroy ∈ π .

Moltiplicando scalarmente perk si ottiene

v rel(y) = v(y)− v(x) + (y − x) .
[
ω(x)× k

]
∀y ∈ π .

I vettori ω(x) e k× ω(x) appartengono entrambi al pianoπ e sussiste la formula

Rω = k× ω , ∀ω ∈ π ⇐⇒ −Rω = ω × k , ∀ω ∈ π ,

conR tensore emissimetrico bidimensionale che effettua una rotazione diπ/2 in senso
levogiro rispetto ak . Si può quindi riscrivere l’espressione della velocit`a relativa nella
forma

v rel(y) = v(y)− v(x)− (y − x) . Rω(x) ∀y ∈ π .

Ricordando che l’atto di scorrimentȯδ(x) è per definizione la derivata della velocit`a
v rel(y) valutata nel puntox si ha che

δ̇(x) = gradv rel(x) = gradv(x)−Rω(x) .

Negli sviluppi successivi conviene far riferimento al vettoreatto di rotazionedefinito
da

ϕ : = Rω ,

che si ottiene ruotando il vettore assialeω di π/2 nel piano π in senso levogiro
rispetto ak .
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Si ha dunque che
δ̇ = gradv −ϕ .

La rotazione della fibra di centrox avviene nel piano che il vettoreϕ(x) forma col
versorek e nel verso che portaϕ(x) su k con una rotazione diπ/2 .

Sia allora{e1, e2} un riferimento ortonormale inπ tale che il riferimento ortonor-
male{e1, e2,k} risulti levogiro. Si denoteranno con{x, y, z} le coordinate cartesiane
secondo gli assi del riferimento ortonormale{e1, e2,k}

La matrice associata adR è data da

[R ] =

[
0 −1

1 0

]
con [R ]T = − [R ] .

In termini di componenti si ha∣∣∣∣∣∣
δ̇x

δ̇y

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∂v/∂x

∂v/∂y

∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣
ϕx

ϕy

∣∣∣∣∣∣ con

∣∣∣∣∣∣
ϕx

ϕy

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−ωy

ωx

∣∣∣∣∣∣ .

I cinematismi rigidi sono caratterizzati dalla propriet`a che gli atti di rotazione delle fibre
sono tutti eguali e che il cinematismo trasversale del piano medioπ tenda a preservarne
l’ortogonalità con le fibre. Tale propriet`a è espressa dalle condizioni{

gradϕ = o,

gradv = ϕ ⇐⇒ δ̇ = o .

La seconda condizione implica che il gradiente diϕ sia dato da

gradϕ = grad gradv ,

e dunque che sia simmetrico.
La prima condizione pu`o quindi essere sostituita da una meno restrittiva che impone

l’annullarsi della sola parte simmetrica di gradϕ . La condizione di rigidit`a assume
quindi la forma {

χ̇ = sym gradϕ = o,

δ̇ = gradv −ϕ = o .

Gli atti di moto rigido sono pertanto caratterizzati dall’annullarsi degli atti di curvatura
e degli atti di scorrimento.
Il valore locale del campo tensorialėχ è il tensore simmetrico bidimensionale

χ̇(x) = sym gradϕ(x) ,

che rappresenta lacurvatura tangenteo atto di curvaturanel puntox .
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In termini di componenti il tensore atto di curvatura tangente `e rappresentato dalla
matrice simmetrica

[ χ̇(x) ] =


∂ϕx

∂x
1
2 (

∂ϕx

∂y
+

∂ϕy

∂x
)

1
2 (

∂ϕx

∂y
+

∂ϕy

∂x
)

∂ϕy

∂y

 .

La relazione di compatibilit`a cinematica si pu`o quindi scrivere in forma matriciale∣∣∣∣∣ δ̇

χ̇

∣∣∣∣∣ =

[
grad −I

0 sym grad

] ∣∣∣∣∣ v

ϕ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ gradv −ϕ

sym gradϕ

∣∣∣∣∣ .

Con riferimento alla teoria astratta dei modelli strutturali, la trattazione svolta mostra
che nel modello di piastra diReissner-Mindlin l’operatore cinematicoB , il cine-
matismou , e la deformazione tangenteε sono definiti da

B =

[
grad −I

O sym grad

]
, u =

∣∣∣∣∣ v

ϕ

∣∣∣∣∣ , ε =

∣∣∣∣∣ δ̇

χ̇

∣∣∣∣∣ .

L’operatore cinematico `e unoperatore diKorn.
Infatti dalla classica diseguaglianza diKorn bidimensionale

‖ sym gradϕ ‖
0
+ ‖ϕ ‖

0
≥ α ‖ϕ ‖

1
, ∀ϕ ∈ H1(Ω) ,

si trae che per ogniv ∈ H1(Ω) e ϕ ∈ H1(Ω) vale la diseguaglianza

‖ gradv −ϕ ‖
0
+ ‖ sym gradϕ ‖

0
+ ‖ v ‖

0
+ ‖ϕ ‖

0
≥ c

[
‖ v ‖

1
+ ‖ϕ ‖

1

]
,

che in forma astratta si scrive

‖Bu ‖
0
+ ‖u ‖

0
≥ cB ‖u ‖1

, ∀u ∈ H1(Ω) ,

con cB = c/
√

2 .

11.1. Formula di Green

Gli sforzi σ sono costituiti da una coppia di enti duali rispettivamente degli atti
di curvaturaχ̇ e degli atti di scorrimentȯδ . Essi sono

• il campo tensoriale simmetricoM deglisforzi flettenti e torsionali,

• il campo vettorialeT deglisforzi taglianti.
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La potenza virtuale compiuta da un campo di sforziσ = {T,M} per una defor-
mazione tangente congruente

ε = {δ̇, χ̇} = {gradv −ϕ, sym gradϕ} = Bu ,

ha l’espressione

∫
Ω

M : χ̇ + T . δ̇ =
∫
Ω

[
M : sym gradϕ + T . ( gradv −ϕ)

]
.

Applicando la regola di derivazione del prodotto si ha, in termini di componenti,{
Mijϕi,j = (Mijϕi),j −Mij,jϕi

Tiv,i = (Ti v)i −Ti,i v ,

e quindi, in virtù della simmetria diM ,{
M ∗ sym gradϕ = div (Mϕ)− ( div M) . ϕ,

T . gradv = div (Tv)− ( div T)v .

Sostituendo nella espressione della potenza virtuale ed applicando il teorema della
divergenza si perviene alla formula diGreen∫

Ω

[
M : sym gradϕ + T . ( gradv −ϕ)

]
µΩ

= −
∫
Ω

[
( div M + T) . ϕ + ( div T) v + div (Mϕ + T v)

]
µΩ

= −
∫
Ω

[
( div M + T) . ϕ + ( div T) v

]
µΩ +

∫
∂Ω

[
Mn . ϕ + (T . n) v

]
µ∂Ω .

dove n è la normale uscente dal contorno diΩ .
Dalla formula diGreen si deduce che in una piastra diReissner-Mindlin:

• lo spazio dei cinematismiGreen-regolariè costituito dalle coppie{v,ϕ} con
v ∈ H1(Ω) a pezziϕ ∈ H1(Ω) a pezzi,

• lo spazio degli sforziGreen-regolariè costituito dalle coppie{T,M} ∈ L2(Ω)
con divT ∈ L2(Ω) a pezzi e divM ∈ L2(Ω) a pezzi,
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Le forze agenti sulla piastra sono

p = −div T forze trasversali distribuite inΩ ,

m= −( div M + T) coppie distribuite inΩ ,

F = T . n forze trasversali distribuite sul contorno∂T (Ω) ,

M= Mn coppie distribuite sul contorno∂T (Ω) ,

con T (Ω) suddivisione diΩ .

Gli operatori al contornoΓ e N e le forze al contornoF sono definiti in forma
vettoriale da

u =

∣∣∣∣∣ v

ϕ

∣∣∣∣∣ ; Γu =

∣∣∣∣∣ Γv

Γϕ

∣∣∣∣∣ ; σ =

∣∣∣∣∣ T

M

∣∣∣∣∣ ; Nσ =

∣∣∣∣∣T . n

Mn

∣∣∣∣∣ ; F =

∣∣∣∣∣ F

M

∣∣∣∣∣ .

L’operatore differenziale di equilibrio e le forze di massa sono infine definite da

B
′

oσ =

[
div O

−I −div

] ∣∣∣∣∣ T

M

∣∣∣∣∣ ; b =

∣∣∣∣∣ p

m

∣∣∣∣∣ .

Si consideri il versoret della tangente al contorno∂T (Ω) nel piano medioπ della
piastra definito da

t = k× n = Rn ,

in modo che la terna{k,n, t} sia levogira. In termini di componenti si ha∣∣∣∣∣∣
tx

ty

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
−ny

nx

∣∣∣∣∣∣ .

Le coppieM distribuite sul contorno∂T (Ω) possono allora decomporsi nelle com-
ponenti flettenti e torcenti. La velocit`a di rotazioneω delle fibre di contorno ha
componenti flettenti e torcenti date da

ϕf = −ω . t = ϕ . n atto di rotazione flessionale

ϕt = ω . n = ϕ . t atto di rotazione torsionale

e pertanto le corrispondenti componenti delle coppie distribuite sul contorno sono

Mf = M . n = Mn . n coppie flettenti

Mt = M . t = Mn . t coppie torcenti
.
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In termini di componenti, ponendo

M =

 Mx Mxy

Myx My

 , T =

∣∣∣∣∣∣
Tx

Ty

∣∣∣∣∣∣ ,

risulta
Mf = Mxn

2
x

+ 2Mxynxny + Myn
2
y
,

Mt = (My −Mx)nxnx + Mxy(n
2
x
− n2

y
) ,

F = Txnx + Tyny .

In particolare

• le componentiMx e My rappresentano le coppie flettenti agenti sulle giaciture
di normali e1 ed e2 ,

• la componenteMyx = Me1
. e2 = Mxy = Me2

. e1 fornisce la coppia torcente
agente sulla giacitura di normalee1 e l’opposto della coppia torcente agente sulla
giacitura di normalee2 . Infatti le coppie torcenti sono definite daMn . t con
{k,n, t} levogira. Ora la terna{k, e1, e2} è levogira mentre la terna{k, e2, e1}
è destrogira.

11.2. Dal tridimensionale al bidimensionale

Il modello della piastra diReissner-Mindlin può essere anche dedotto da quello
del continuo tridimensionale diCauchy mediante una approssimazione dei campi
cinematici.

Per mostrarlo si denotino con{x, y, z} le coordinate cartesiane secondo gli assi
del riferimento ortonormale{e1, e2,k} e conr il vettore posizione nel pianoπ .

Si assuma quindi che la cinematica del continuo sia definita dalle funzioni di forma
v(r) e ω(r) mediante il legame

u(r, z) = v(r)k + ω(r)× zk = v(r)k− zRω(r) = v(r)k− zϕ(r) .

Il gradiente del cinematismou(r, z) è fornito da

gradu(r, z) =

−z gradϕ(r) −ϕ

( gradv)T 0

 ,

e pertanto il tensore della deformazione tangente ha l’espressione

sym gradu(r, z) =

−z sym gradϕ(r) 1
2

[
gradv −ϕ

]
1
2

[
gradv −ϕ

]T 0

 .
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Ricordando la definizione dell’atto di scorrimentoe dell’atto di curvaturasi può
porre il tensore della deformazione tangente nella forma

ε =

−z χ̇ 1
2 δ̇

1
2 δ̇T 0

 .

La corrispondente partizione del tensore dello stato di tensione fornisce l’espressione

σ =

σΩ τ

τ T σz

 ,

dove σΩ è il tensore di ordine due delle tensioni nel piano medioπ della piastra

σΩ =

 σx τxy

τ yx σy

 ,

e τ è il vettore delle tensioni tangenziali trasversali

τ =

∣∣∣∣∣∣
τxz

τ yz

∣∣∣∣∣∣ .

Esprimendo la potenza virtuale interna in termini dell’atto di scorrimentoe dell’atto di
curvaturasi ottiene

∫
Ω

h/2∫
−h/2

σ : ε dz dvΩ =
∫
Ω

h/2∫
−h/2

[
−z (σΩ : χ̇) + τ . δ̇

]
dz dvΩ =

=
∫
Ω

h/2∫
−h/2

[
M : χ̇ + T . δ̇

]
dz dvΩ ,

dove le posizioni

M =

h/2∫
−h/2

−z σΩ dz , T =

h/2∫
−h/2

τ dz ,

forniscono le espressioni del tensore di sforzo flesso-torsionaleM e del vettore di
taglio T nella piastra in funzione dello stato tensionaleσΩ nel piano della piastra e
delle tensioni tangenziali trasversaliτ .
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12. LA PIASTRA DI KIRCHHOFF

Il modello della piastra diKirchhoff è fondato sull’assunto che le fibre trasver-
sali siano solidali con il piano medio della piastra.

Il modello può quindi essere dedotto da quello della piastra diMindlin imponendo
che l’atto di scorrimentȯδ tra le fibre trasversali sia nullo.

La cinematica del modello `e dunque completamente definita dal campo di velocit`a
trasversali dei punti del piano medio della piastra.

Infatti, imponendo che l’atto di scorrimento sia nullo si ottiene

δ̇ = o ⇒ ϕ = gradv .

Sostituendo nell’espressione del tensore atto di curvaturaχ̇ si ha quindi che

χ̇ = sym gradϕ = sym grad gradv = grad gradv ,

in quanto la derivata seconda div è simmetrica.
Gli atti di moto rigido sono pertanto costituiti dalle velocit`a trasversali che non

tendono a far variare la curvatura del piano medio e sono caratterizzati dall’essere

gradv = costante,

e dunque da diagrammi di velocit`a trasversale con andamento lineare.
Gli sforzi σ , duali degli atti di curvaturaχ̇ , sono costituite dal campo di tensori

simmetrici M dei momenti nella piastra. Risulta dunque

u = v ; ε̇ = χ̇ ; σ = M .

L’operatore cinematico `e

B = grad grad∈ L
{
H2(Ω) ; L2(Ω)

}
.

L’operatore cinematico `e unoperatore diKorn.
Infatti sussiste la diseguaglianza del tipo diPoincaré

‖ grad gradv ‖
0
+ ‖ v ‖

0
≥ α ‖ v ‖

2
, ∀ v ∈ H2(Ω) ,

cheè una immediata conseguenza della proposizione II.6.5 (p. 216) e del principio
di selezione diRellich (vedi [33], proposizione VIII.1.2 (p. 123))
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12.1. Formula di Green

Una duplice applicazione del teorema della divergenza fornisce l’espressione della
formula diGreen:∫

Ω

M : grad gradv µΩ

=
∫
Ω

div
[
M( gradv)

]
µΩ −

∫
Ω

div M . gradv µΩ =

=
∫

∂Ω

Mn . gradv µ∂Ω −
∫

∂Ω

( div M . n) v µ∂Ω +
∫
Ω

( div div M) v µΩ

Formula
di
Green

dove n è il versore della normale uscente dal contorno∂Ω .

Il vettore TM : = −div M è detto losforzo di taglionella piastra.
In termini di componenti si ha

[TM] =

∣∣∣∣∣ (TM)x

(TM)y

∣∣∣∣∣ = −div M = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂Mx

∂x
+

∂Mxy

∂y

∂Mxy

∂x
+

∂My

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

ed inoltre

div div M =
∂2Mx

∂x2 + 2
∂2Mxy

∂x∂y
+

∂2My

∂y2 .

Le forze agenti sulla piastra sono dunque costituite da

M= Mn coppie distribuite sul contorno

T = T . n = −( div M) . n forze taglianti sul contorno

p = div div M forze trasversali per unit`a di superficie

La formula diGreen, nella versione considerata, non consente di fornire una
rappresentazione completa dei sistemi di forze agenti sulla piastra. Essa infatti
permette solo di affermare che esistono forze trasversali per unit`a di superficie
pari a p = div div M ed azioni di contatto distribuite sul contorno di cui non `e
fornita una rappresentazione esplicita. Ci`o è dovuto al fatto che i campi cinematici
v e gradv non sono indipendenti.
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E’ pertanto necessario modificare l’espressione della formula diGreen come descritto
nella prossima sezione.

12.2. Forma canonica delle condizioni al contorno

Lungo ogni tratto regolare∂T (Ω)α ;α = 1, . . . , n del contorno∂T (Ω) si
possono decomporre le coppieM e gli atti di rotazione delle fibreϕ = Rω = gradv
nelle componenti flettenti e torcenti

Mf = Mn . n coppie flettenti,

Mt = Mn . t coppie torcenti,

ϕf = −ω . t = ϕ . n = ( gradv) . n =
∂v

∂n
atto di rotazione flessionale,

ϕt = ω . n = ϕ . t = ( gradv) . t =
∂v

∂s
atto di rotazione torsionale,

doves denota l’ascissa curvilinea lungo il contorno et il versore tangente al contorno.
La potenza virtuale delle forze si scriver`a allora

∫
∂T (Ω)

Mf

∂v

∂n
dµ∂Ω +

∑
α

∫
∂T (Ω)α

Mt

∂v

∂s
µ∂Ω +

∫
∂T (Ω)

T v da +
∫
Ω

p v µΩ .

Integrando per parti il secondo integrale in corrispondenza di ogni tratto regolare
del contorno si ottiene∫

∂T (Ω)α

Mt

∂v

∂s
da =

2∑
i=1

[Mti vi ni ]α −
∫

∂T (Ω)α

∂Mt

∂s
v da ,

dove il pedicei = 1, 2 denota l’estremo iniziale e finale del tratto e si `e poston1 = −1
e n2 = 1 . La formula diGreen assume dunque la forma∫

T (Ω)

M : grad gradv µΩ =

=
∫

∂T (Ω)

Mf

∂v

∂n
µ∂Ω +

∫
∂T (Ω)

(T − ∂Mt

∂s
) v µ∂Ω +

∑
k

[[Mt]]k vk +
∫
Ω

p v µΩ

dove l’indice k varia nell’insieme dei punti angolosi del contorno e[[Mt]]k è la
discontinuità del momento torcente in tali punti.
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In conclusione si `e stabilito che nel modello flessionale diKirchhoff le forze
agenti sulla piastra sono costituite da

• forze trasversalip = div div M distribuite sul piano medio,

• coppie flettentiMf = Mn . n distribuite sul contorno,

• forze tagliantiF , distribuite sui tratti regolari di contorno, date da

F : = T − ∂Mt

∂s
con T = T . n , Mt = Mn . t ,

• forze tagliantiµMt concentrate nei punti angolosi del contorno.

Gli operatori al contornoΓ e N sono definiti da

Γu = Γ v ; Nσ = Mn .

Le forze di massa sonob = p , e l’operatore differenziale di equilibrio `e definito da

B
′
oσ = div div M ∈ L

{
S(Ω) ; L2(Ω)

}
.

12.3. Dal tridimensionale al bidimensionale

Il modello della piastra diKirchhoff può essere dedotto, in modo analogo a
quanto visto per la piastra diReissner-Mindlin, da quello del continuo tridimen-
sionale diCauchy mediante una approssimazione cinematica.

Si assuma che la cinematica del continuo sia definita dalle funzioni di formav(r)
e ω(r) mediante il legame

u(r, z) = v(r)k + ω(r)× zk = v(r)k− zRω(r) = v(r)k− zϕ(r) ,

dove siè posto

ϕ = gradv .

Il gradiente del cinematismou(r, z) e fornito da

gradu(r, z) =

−z grad gradv −gradv

( gradv)T 0

 .
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Pertanto il tensore dell’atto di deformazione ha l’espressione

sym gradu(r, z) =

−z grad gradv o

oT 0

 .

Ricordando la definizione dell’atto di curvaturasi può porre il tensore della defor-
mazione tangente nella forma

ε =

−z χ̇ o

oT 0

 .

La corrispondente partizione del tensore dello stato di tensione fornisce l’espressione

σ =

σΩ τ

τ T σz

 ,

dove σΩ è il tensore di ordine due delle tensioni nel piano medioπ della piastra

σΩ =

 σx τxy

τ yx σy

 ,

e τ è il vettore delle tensioni tangenziali trasversali

τ =

∣∣∣∣∣∣
τxz

τ yz

∣∣∣∣∣∣ .

Esprimendo la potenza virtuale interna in termini del parametro cinematicoatto di
curvaturasi ottiene

∫
Ω

h/2∫
−h/2

σ : ε dz µΩ =
∫
Ω

h/2∫
−h/2

−z (σΩ : χ̇) dz µΩ =
∫
Ω

h/2∫
−h/2

M : χ̇ dz µΩ ,

dove la posizione

M =

h/2∫
−h/2

−z σΩ dz ,

fornisce l’ espressione del tensore di sforzo flesso-torsionaleM in funzione dello stato
tensionaleσΩ nel piano medio della piastra.
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13. CONTINUI CON STRUTTURA

Un modello generale di continuo con struttura pu`o essere ideato assumendo che
la geometria del continuo possa essere descritta da una variet`a fibrata. Definizioni e
proprietà di tali oggetti geometrici e nozioni ad essi connesse possono essere trovati in
testi di geometria differenziale (vedasi ad es.Abraham et al. [27]).

13.1. Varietà fibrate

L’idea intuitiva di varietà fibrata è quella di una variet`a differenziabile, detta
varietà di base, ad ogni punto della quale `e attaccata un’altra variet`a differenziabile
dettafibra.

Deve quindi essere possibile stabilire per ogni fibra quale sia il punto alla quale
essa `e attaccata. Tale individuazione viene realizzata mediante una mappa che si dice
la proiezionedella varietà fibrata sulla variet`a di base.

La definizione formale `e pertanto la seguente.

Una varietà fibrata avente quale fibra tipica una variet`a F è una mappa detta la
proiezione

π : M �→ S
suriettiva e di classe Ck tra due variet`a M andS di classe Ck dette rispettivamnte
varietà totaleevarietà di base.

La mappaπ : M �→ S è localmente un prodotto. Ci`o significa che la variet`a S
ammette unatlante {Uα, φα}α∈A tale che:

• per ogni α ∈ A esiste un Ck diffeomorfismoµ ∈ Ck(π−1(Uα), Uα × F) tale
che π = p ◦ µ , dove p : Uα × F �→ Uα è la proiezione canonica

La controimmagine tramiteπ di un punto p ∈ S della varietà base e una variet`a
chiusaπ−1(p) = Mp ⊂ M detta lafibra in p .

Si dia ora le definizioni di spazio fisico o spazio ambiente e di struttura adatte allo
sviluppo dela teoria deicontinui con struttura.

Si adotta il punto di vista proposto daM. Epstein andR. Segev in [24] e
riportato in [26], cap. 2, box 4.2.

L’operazione di compatibilit`a definita in [24] è però generalizzata tramite
l’adozione di una misura di deformazione. Tale estensione consente di adeguare la
trattazione al contesto pi`u generale qui considerato (si veda anche [31]).

Lo spazio fisicoe lastrutturasono variet`a fibrate di dimensione finita

πS : S �→ S , πB : B �→ B ,

con fibra tipicaF . La varietà di baseS dello spazio fisico `e lo spazio euclideo e
la varietà di baseB della struttura `e una immersione differenziale inS [28].
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La configurazione materialedi uncontinuo micromorfòe unasezionedella varietà
fibrata πB : B �→ B , e cioè una mappa regolaresB : B �→ B tale cheπB ◦ sB =
identità .

Un posizionamentodella struttura `e una mappaχ : B �→ S , che conserva le fibre,
e cioè tale che

e1, e2 ∈ B , πB(e1) = πB(e2) ⇒ (πS ◦ χ)(e1) = (πS ◦ χ)(e2) .

La mappa di baseχB : B �→ S associata alla mappaχ : B �→ MS è definita dalla
legge di composizioneχB ◦ πB = πS ◦ χ .

Una configurazione spazialedella struttura `e unasezionedella varietà fibrata
χ(B) .

Lo spazio delle configurazionidi un continuo micromorfo `e l’insieme Ck(B, MS)
delle mappe differenziabili con continuit`a χ : B �→ MS di ordine k ≥ 1 .

Lo spazio delle configurazioni `e una variet`a differenziabile modellata su uno spazio di
Banach. In corrispondenza di una configurazioneχ ∈ Ck(B, MS) lo spazio tangente
è dato da

TχCk(B, MS) =
{
v ∈ Ck(B, TMS) : πS ◦ v = χ

}
,

dove πS : TMS �→ MS è il proiettore.

13.2. Configurazioni e spostamenti virtuali

Una configurazione `e ammissibilese la mappaχ ∈ Ck(B, MS) è un’inclusione
differenziabile. Ciò significa che (vedasi [27], 3.5.6 e 3.5.9):

• la mappa tangente(Tχ)(p) ∈ L
{
TpB; Tχ(p)MS

}
è iniettiva per ognip ∈ M

ed ha immagine chiusa nello spazioTχ(p)MS nel puntoχ(p) ∈ χ(B) ,

• la mappaχ ∈ Ck(B, MS) è un diffeomorfismo sull’immagineχ(B) cheè una
sottovarietà di MS .

In forza del teorema sulle funzioni implicite si ha che

L’insieme delleconfigurazioni ammissibiliA(B, MS) è una sottovariet`a aperta di
Ck(B, MS) .

Si dicono allora

spostamenti tangenti(o spostamenti virtuali) gli elementi dello spazio tangente
nel puntoχ ∈ A(B, MS) , definito da

TχA(B, MS) =
{
vB ∈ A(B, TMS) : πS ◦ vB = χ

}
.

Gli spostamenti virtualivB ∈ TχA(B, MS) sono dunque campi definiti sulla
strutturaB ed a valori nel fibrato tangenteTMS dello spazio fisicoMS .
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Un motodella struttura nell’intervallo temporaleI = [ tin, tfin ] è una famiglia ad un
parametro di configurazioni

χ : I �→ A(B, MS) .

La configurazione al tempot ∈ I della struttura nel motoχ è denotata daχ(t) .
La traiettoria della struttura nel motoχ è l’insieme

Fχ(B) : =
{
{x, t} : x ∈ χ(B, t), t ∈ I

}
.

La descrizione spaziale di un campo di spostamenti virtuali si ottiene considerando un
piazzamentoχt(B) della struttura e la funzione composta

v = vB ◦ χ−1
t
∈ A(MS, TMS) ,

con vB ∈ TχA(B, MS) e πS ◦ v = I .

Il campo spazialev è pertanto unasezionedella varietà fibrataMS .

• Il flussodella struttura nel motoχ : I �→ A(B, MS) è la mappa

ϕ : I × I �→ A(MS, MS)

definita da
ϕt,s(χ(m, s)) : = χ(m, t) , ∀m ∈ B .

Osservazione 13.1.Un continuo diCauchy è un insieme di particelle puntiformi
dotato della struttura geometrica di una variet`a differenziabile di dimensione finita.

Pertanto la variet`a di baseB di un continuo con microstrutturaM può essere con-
siderata come la variet`a che definisce la geometria del continuo diCauchy soggiacente
al continuo con microstrutturaM .

D’altro canto un continuo diCauchy può essere visto come un continuo con
microstruttura con fibra tipica lineare di dimensione nulla.

Si ricordi però che alla variet`a baseB è comunque associato il fibrato tangente
π : TB �→ B cheè un fibrato vettoriale le cui fibreπ−1(p) sono glispazi tangenti
TpB a p ∈ B . La dimensione della variet`a B è quella degli spazi tangenti.

13.3. Continui micromorfi e micropolari

Un continuo micromorfòe un continuo con microstruttura in cui ogni particella
può subire una deformazione omogenea.

La descrizione geometrica `e pertanto fornita da una variet`a fibrata la cui fibra tipica
è la varietà delle mappe lineari non singolari L+(V ; V) sullo spazio lineare V, delle
traslazioni nello spazio euclideo ambienteS .

Si pone pertanto la seguente definizione.
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Un continuo micromorfòe unavarietà fibratacon fibra tipicaF costituita dalla
varietà che ha per sostegno il gruppo L+(V ; V) dei tensori del secondo ordine
non singolari. La non linearit`a della fibra tipica `e dovuta alla condizione di volume
positivo imposta alla deformazione al microlivello

Un continuo micropolaresi ottiene assumendo che la fibra tipicaF sia la varietà
che ha per sostegno il gruppo Orth+(V ; V) delle rotazioni.

In un continuo micromorfola deformazione omogenea dello spazio vettoriale V(p)
dei direttori in corrispondenza delle particellep ∈ B descrive i cambiamenti al livello
microscopico.

Queste modifiche non sono correlate a quelle che subiscono le fibre tangenti per
effetto della macrodeformazione della struttura vista come insieme di particelle.

Altre tipologie particolari di continui con microstruttura si ottengono assumendo
peculiari prerogative della deformazione omogenea al microlivello.

E’ possibile ad esempio assumere che le microdeformazioni consistano in semplici
omotetie, che producono solo variazioni di volume, ovvero che le microdeformazioni
consistano nel prodotto di una rotazione e di un’omotetia.

13.4. Misure di deformazione

La misura di deformazione per un continuomicromorfoè definita da


QT dQ , microcurvatura,

F−1dk− I , divario della deformazione,

1/2(FTF− I) , microdistorsione allaGreen .

in cui k : S �→ S è la mappa di trasferimento. Il tensoreQT dQ è emisimmetrico in
quanto

O = dI = d(QTQ) = QT (dQ) + (dQT )Q ,

e pertanto pu`o essere sostituito dal vettore assialeΩ definito da

Ω[h ] : = axial(QT dQ [h ]) , ∀h ∈ V .

In un continuo micromorfocosı̀ definito la misura di deformazione involve i campi
tensorialiΩ,F−1dk,FTF cui corrispondono3+9+9 = 21 campi scalari componenti.

Una configurazione di un continuo micromorfo, che `e una sezione di una variet`a
fibrata,è individuata da un campo di coppie{k,F} . Ne segue che le configurazioni
sono variet`a di dimensione3 + 9 = 12 .
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In un processo evolutivo caratterizzato dal flussokt(x, τ) si ponga

• v : = k̇t campo di macrovelocit`a,

• L : = Ḟt campo di microdeformazione tangente,

La corrispondente misura di deformazione tangente `e allora data da
dw , microcurvatura tangente,

dv − L , divario della deformazione tangente,

D , microdistorsione tangente.

dove w = axialW = emiL e D = symL . Il numero di campi scalari componenti
è allora3 + 9 + 9 = 21 .

La misura di deformazione per un continuomicropolareè definita da{
Ω , microcurvatura,

QT dk− I , divario della deformazione.

con
Ω[h ] : = axial(QT dQ [h ]) , ∀h ∈ V .

La misura di deformazione involve i campi tensorialiΩ,QT dk cui corrispondono
3 + 9 = 12 campi scalari componenti.

Una configurazione di un continuo micropolare, che `e una sezione di una variet`a
fibrata,è individuata da un campo di coppie{k,Q} . Ne segue che le configurazioni
sono variet`a di dimensione3 + 3 = 6 .

La misura di deformazione tangente per un continuo micropolare `e{
dw , microcurvatura tangente,

dv − antiw , divario della deformazione tangente,

dove w = axialW e anti = axial−1 .
Il numero di campi scalari componenti `e quindi 3 + 3 = 6 .

13.5. Operatori cinematici

In uncontinuo micromorfoai campi cinematici{v,L} corrispondono3+9 = 12
campi scalari componenti. L’operatore cinematico ha la forma matriciale

B {v,L} =

∣∣∣∣∣∣∣
O d axial emi

d −I

O sym

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ vL

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
d( axial emiL)

dv − L

symL

∣∣∣∣∣∣∣ .
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La misura di deformazione tangente involve9 + 9 + 6 = 24 parametri scalari.

Nel continuo micropolaredeiCosserat risulta L = emiL = W .
Dunque, ponendow = axialW , (W = antiw) , i campi cinematici{v,w}
sono rappresentati da3 + 3 = 6 componenti scalari. L’operatore cinematico ha
quindi la forma matriciale

B {v,w} =

[
O d

d −anti

] ∣∣∣∣∣ v

w

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ dw

dv − antiw

∣∣∣∣∣ .

La misura di deformazione tangente involve9 + 9 = 18 parametri scalari.

13.6. Equilibrio

Si consideri

• una configurazione ammissibileχ ∈ A(B, MS) ,

• il proiecttoreπS : TMS �→ MS .

Un campo di spostamenti virtuali nella configurazioneχ ∈ A(B, MS) è un elemento
dello spazio

TχA(B, MS) =
{
vB ∈ A(B, TMS) : πS ◦ vB = χ

}
.

La descrizione spazialev dello spostamento virtuale materialevB è

v = vB ◦ χ−1 ∈ A(MΩ, TMS) , MΩ = χ(B) .

Il campo v è detto uncinematismo.

I sistemi di forze materiali appartengono allo spazio cotangente

T∗
χ
A(B, MS) =

{
fB ∈ A(B, T∗MS) : π∗S ◦ fB = χ

}
,

dove π∗S : T∗MS �→ MS .
Il corrispondente sistema spaziale di forze `e

f = fB ◦ χ−1 ∈ A(MΩ, T∗MS) , MΩ = χ(B) .

Un sistema di forzef ∈ A(MΩ, T∗MS) è in equilibrio sulla struttura nella confi-
gurazioneχ ∈ A(B, MS) se il lavoro virtuale〈 f , v 〉 si annulla per ogni cinematismo
rigido v ∈ A(MΩ, TMS) ∩ KerB .

In uncontinuo micromorfouno spostamento virtuale `e rappresentato da una coppia
di campiu = {v,L} ∈ H1(Ω) di quadrato integrabile suΩ insieme alle derivate
prime.
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Un campo di sforziσ = {m, τ , s} ∈ H(Ω) di quadrato integrabile suΩ è in equilibrio
con un sistma di forzef ∈ A(MΩ, T∗MS) se sussite l’identit`a dei lavori virtuali

〈 f , u 〉 = (( {m, τ , s} , Bu )) =
∫
Ω

∣∣∣∣∣∣∣
m

τ

s

∣∣∣∣∣∣∣ .

∣∣∣∣∣∣∣
d( axial emiL)

dv − L

symL

∣∣∣∣∣∣∣ dv .

• m ∈ L
{

V ; V
}

è losforzo di coppia(tensore non simmetrico (0,2)),

• τ ∈ L
{

V ; V
}

è losforzo(tensore non simmetrico (0,2)),

• s ∈ Sym{V ; V} è il microsforzo(tensore simmetrico (0,2)).

Nei problemi di valori al contorno, assumendo che lo sforzo siaGreen-regolare, `e
possibile applicare la formula diGreen

(( σ , Bu )) = ( B
′

oσ , u ) + 〈〈 Nσ , Γu 〉〉 ,

per ottenere le equazioni di equilibrio

(( σ , B{v,L} )) =
∫
Ω

∣∣∣∣∣∣∣
m

τ

s

∣∣∣∣∣∣∣ .

∣∣∣∣∣∣∣
d( axial emiL)

dv − L

symL

∣∣∣∣∣∣∣ dv =

−
∫
Ω

( div m) . ( axial emiL) dv −
∫
Ω

( div τ ) . v dv −
∫
Ω

τ : L dv +

+
∫
Ω

s : ( symL) dv +
∫

∂Ω

(mn) . ( axial emiL) da +
∫

∂Ω

(τ n) . v da .

• L’operatore di equilibrio di massaB
′
o ∈ L

{
S, H

}
è dato da

B
′

o

∣∣∣∣∣∣∣
m

τ

s

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ O −div O

−1/2 anti div −I sym

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
m

τ

s

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ −div τ

−1/2 anti divm− τ + s

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ bv

bL

∣∣∣∣∣ ,

dove per definizione anti= axial−1 .
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La forza di massa `e b = {bv,bL} ∈ H(Ω) .

• L’operatore di equilibrio al contornoN ∈ L
{
S, ∂F

}
è espresso da

N

∣∣∣∣∣∣∣
m

τ

s

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ O [ . ]n O

[ . ]n O O

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
m

τ

s

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ τ n

mn

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ tvtL
∣∣∣∣∣ .

Il sistema di forze di contatto `e definito dat = {tv, tL} ∈ ∂F .

• L’operatore dei valori al contornoΓ ∈ L
{
V, ∂V

}
è espresso da

Γ

∣∣∣∣∣ vL
∣∣∣∣∣ =

 I O

O axial emi

 ∣∣∣∣∣ vL
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ v

axial emiL

∣∣∣∣∣ .

Nel continuo micropolareuno spostamento virtuale `e u = {v,w} e la misura
dello stato di sforzo, duale di quella di deformazioneε = {dw, dv− anti(w)} ∈
H , è σ = {m, τ} ∈ H e l’identità dei lavori virtualiè

〈 f , u 〉 = (( {m, τ} , Bu )) =
∫
Ω

∣∣∣∣∣mτ
∣∣∣∣∣ .

∣∣∣∣∣ dw

dv − anti(w)

∣∣∣∣∣ dv .

dove

• m ∈ L(V, V) è losforzo di coppia(tensore non simmetrico (0,2)),

• τ ∈ L
{

V, V
}

è losforzo(tensore non simmetrico (0,2)),

La formula diGreen fornisce la relazione

(( τ , B{v,w} )) =
∫
Ω

∣∣∣∣∣mτ
∣∣∣∣∣ .

∣∣∣∣∣ dw

dv − anti(w)

∣∣∣∣∣ dv =

−
∫
Ω

div m . w dv −
∫
Ω

div τ . v dv −
∫
Ω

2 axial emiτ . w dv +

+
∫

∂Ω

(mn) . w dv +
∫

∂Ω

(τ n) . v dv .
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• L’operatore di equilibrio di massaB
′
o ∈ L

{
S, H

}
è dato da

B
′

o

∣∣∣∣∣mτ
∣∣∣∣∣ =

[
O −div

−div −2 axial emi

] ∣∣∣∣∣mτ
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ −div τ

−div m− 2 axial emiτ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ bv

bw

∣∣∣∣∣ .

La forza di massa `e definita dab = {bv,bw} ∈ H , dovebv e bw sono campi
vettoriali.

• L’equilibrio al contornoè espresso da

N

∣∣∣∣∣mτ
∣∣∣∣∣ τ =

[
O [ . ]n

[ . ]n O

] ∣∣∣∣∣mτ
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ τ n

mn

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ tv

tw

∣∣∣∣∣ .

Il sistema di forze di contatto `e definito dat = {tv, tw} ∈ ∂F dove tv e tw
sono campi vettoriali.

• L’operatore dei valori al contornoΓ ∈ L
{
V, ∂V

}
è la restrizione al contorno,

espressa da

Γ

∣∣∣∣∣ vL
∣∣∣∣∣ =

 I O

O I

 ∣∣∣∣∣ vL
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ vL
∣∣∣∣∣ .

Osservazione 13.2.Si consideri la misura di defomazione finita proposta daEringen
eKafadar in [22]

FT dF , gradiente della microdeformazione,

F−1dk− I , divario della deformazione,

1/2(FTF− I) , microdistorsione allaGreen.

L’espressione della corrispondente deformazione tangente `e


dL , gradiente della microdeformazione tangente,

dv − L , divario della deformazione tangente,

D , micro deformazione tangente,

con 27+9+6 = 42 parametri scalari coinvolti, contro i3+9+9 = 21 campi scalari
componenti la deformazione tangente definita all’inizio della sezione 8.4 (p. 448).
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Osservazione 13.3.La misura di deformazione tangente proposta daMindlin in [15]
può essere dedotta dalla misura di deformazione finita adottata daŞuhubi eEringen
in [17] 

F−1dF , gradiente della microdeformazione,

F−1dk− I , divario della deformazione,

1/2
[
(dk)T dk− I

]
, microdistorsione allaGreen.

Questa misura di deformazione finita `e ridondante. Infatti il teorema I.4.2 (p. 37)
afferma che se(dk)T dk = I allora il campo tensorialedk è costante. Dunque
se la microdistorsione allaGreen ed divario della deformazione sono nulli, dalla
condizioneF−1dk = I segue che, essendodk costante, il campo tensorialeF è
anch’esso costante. PertantodF = O e la condizioneF−1dF = O è ridondante.

La misura di deformazione tangente proposta daMindlin in [15] è
dL , gradiente della microdeformazione tangente,

dv − L , divario della deformazione tangente,

symdv , macro deformazione tangente,

e corrisponde alla misura di deformazione finita proposta daŞuhubi edEringen.
Anche la misura di deformazione tangente diMindlin è dunque ridondante. Una

dimostrazione diretta della ridondanza si conduce osservando che, in forza del teorema
cinematico I.9.9 (p. 84), la condizione symdv = O implica chedv è costante ed
emisimmetrica. La condizionedv−L = O implica allora che il campo tensorialeL
è costante ed emisimmetrico. Pertanto la condizionedL = O è ridondante.

Si osservi infine che se la misura di deformazione tangente per continui micromorfi
proposta daMindlin in [15] è depurata del termine ridondantedL , si perviene alla
seguente definizione dell’operatore cinematico

B {v,L} =

[
d −I

sym d O

] ∣∣∣∣∣ vL
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ dv − L

sym dv

∣∣∣∣∣ .

Applicando la formula diGreen si ha

(( τ , B{v,L} )) =
∫

Ω(t)

θ : (dv − L) dv +
∫

Ω(t)

s : sym dv dv =

−
∫

Ω(t)

div θ . v dv −
∫

Ω(t)

θ : L dv −
∫

Ω(t)

div s . v dv +

+
∫

∂Ω(t)

(s n) . v dv +
∫

∂Ω(t)

(θ n) . v dv .
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Ne consegue che

• l’operatore di equilibrio di massaB
′
o ∈ L

{
S, H

}
è allora espresso da

B
′

o

∣∣∣∣∣ θ

s

∣∣∣∣∣ =

[
−div −div

−I O

] ∣∣∣∣∣ θ

s

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣−div (θ + s)

−θ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ bv

bL

∣∣∣∣∣ ,

dove bv ∈ V e bL ∈ L
{

V, V
}

e

• l’operatore di equilibrio al contornoN ∈ L
{
S, ∂F

}
è espresso da

N

∣∣∣∣∣ θ

s

∣∣∣∣∣ =

[
[ . ]n [ . ]n

O O

] ∣∣∣∣∣ θ

s

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ (θ + s)n

o

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ tvo
∣∣∣∣∣ ,

dove tv ∈ V . Essendo−θ = bL si ha che

div θ = −div bL , θ n = −bL n .

Allora, ponendob = bv − div bL e t = tv − bL n , le equazioni di equilibrio
si scrivono

−div s = b ,

s n = t .

Queste sono le equazioni di equilibrio diCauchy per il campo di tensori sim-
metrici di sforzos ∈ Sym(V ; V) . Il modello del continuo micromorfo collassa
quindi in quello classico diCauchy.

14. VARIAZIONE DEI VINCOLI

Nella meccanica della strutture `e di grande interesse teorico ed applicativo deter-
minare le modifiche indotte in un modello strutturale da una variazione dei vincoli.

In questa sezione si presenta una analisi rigorosa della questione svolta in termini
geometrici. I risultati pi`u direttamente connessi con le applicazioni alle travature sono
illustrati nella sezione 14.5 (p. 499).

14.1. Relazioni di dualità

SianoM1{Ω,L1,B} e M2{Ω,L2,B} due strutture che differiscono solo per
l’insieme deivincoli lineari imposti.
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Per semplificare la notazione, nel seguito di questa sezione si ometter`a di indicare
esplicitamente la dipendenza dal dominioΩ .

Dunque si denoteranno conV e F gli spazi duali cinematico e statico e rispetti-
vamente con

• L1 , L2 ⊂ V i sottospazi lineari chiusi deicinematismi conformi,

• R1 , R2 ⊂ F i sottospazi lineari chiusi dellereazioni vincolari.

Sussiste la relazione di complementariet`a ortogonale

Li = R⊥
i

, Ri = L⊥
i

, i = 1, 2 .

Per fissare le idee si assuma che

L1 ⊂ L2 ⇐⇒ R2 ⊂ R1 .

Si dia quindi la seguente definizione.

Variazione dei vincoli.

L’inclusione L1 ⊂ L2 determina nell’insieme delle strutture vincolate as-
sociate ad un modello strutturaleM{Ω,V(Ω),B} unarelazione d’ordine
parzialein cui la strutturaM1{Ω,L1,B} è dettapiù vincolatadella struttura
M2{Ω,L2,B} .

Per analizzare le modifiche indotte da una variazione dei vincoli si richiama la
definizione disupplementare topologico.

• In uno spazio diBanach X si dice che un sottospazio lineare chiusoA ⊆ X
ammette un supplementare topologicoB ⊆ X se B è un sottospazio lineare
chiuso diX tale che

A ∩ B = {o} , A� B = X .

Si consideri quindi il caso in cui

nel passare dalla strutturaM1{Ω,L1,B} alla strutturaM2{Ω,L2,B} venga
eliminato un sottospazio vincolare didimensione finita.
Ciò equivale ad assumere che il sottospazioR2 ⊂ R1 abbiacodimensione finita
nello spazio diBanach R1 e cioè cheR2 ⊂ R1 ammetta inR1 un supple-
mentare topologico di dimensione finita.

Una variazione dei vincoli `e allora descritta dai sottospazi lineari chiusi

L12 ⊆ L2 , R21 ⊆ R1 ,
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tali che

• L1 e L12 sono supplementari topologici inL2 ,

• R2 e R21 sono supplementari topologici inR1 conR21 di dimensione finita.

Risulta pertanto

L2 = L1 � L12 , R1 = R2 �R21 ,

con

L1 ∩ L12 = {o} , R2 ∩R21 = {o} .

Si noti che

• è possibile effettuare la decomposizioneL2 = L1 � L12 poiché lo spazio lineare
L2 è uno spazio diHilbert,

• è inoltre possibile effettuare la decomposizioneR1 = R2 � R21 in quanto il
sottospazio lineareR21 ha dimensione finita nello spazio diBanach R1 .

Le condizioni che assicurano l’esistenza di un sottospazio supplementare topologico
sono discusse in [30].

Considerando i complementi ortogonali, si ha che

L2 = L1 � L12 ⇐⇒ R2 = R1 ∩ L
⊥
12 ,

R1 = R2 �R21 ⇐⇒ L1 = L2 ∩R
⊥
21 .

• Il sottospazio lineareL12 è costituito daicinematismi conformi liberati,

• Il sottospazio lineareR21 è costituito daivincoli eliminati.
Sussiste il seguente risultato.

Propositione 14.1. Dualità. I sottospazi lineari chiusiL12 e R21 sono duali e ciòe

L12 ∩R⊥21 = {o} , R21 ∩ L⊥12 = {o} .

Dim. Dalla relazioneL1 = L2 ∩R⊥21 segue che

L1 ∩ L12 = {o} ⇒ L2 ∩R⊥21 ∩ L12 = R⊥21 ∩ L12 = {o} ,

in quantoL12 ⊆ L2 .
La seconda relazione si dimostra procedendo in modo duale.
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Osservazione 14.1.In una struttura continuaM{Ω,L,B} il sottospazio lineareL
dei cinematismi conformi e quelloR delle reazioni vincolari hanno sempre dimensione
infinita. Al contrario il sottospazio lineareVrig = L ∩ Vo dei cinematismi conformi
rigidi ha dimensione finita se l’operatore cinematicoB ∈ L

{
V,H

}
è un operatore di

Korn. (vedi la sezione II.6.3 (p. 210)).

La dualità tra i sottospazi lineari chiusiL12 e R21 assicura che

dimR21 < +∞ ⇐⇒ dimL12 < +∞ .

In tal caso si ha che
dimL21 = dimR12 = n21 .

La dimensionen21 rappresenta il numero divincoli semplici indipendentiche de-
vono essere eliminati dalla strutturaM1{Ω,L1,B} per pervenire alla struttura
M2{Ω,L2,B} .

La proposizione 14.1 implica quindi che

• Se da una strutturaM1{Ω,L1,B} si eliminanon21 vincoli semplici il sottospazio
lineare dei cinematismi conformi viene incrementato di un sottospazio lineare di
dimensionen21 .

Si considerino ora i sottospazi lineari chiusiN 1 e N 2 deicinematismi rigidi conformi
delle struttureM1{Ω,L1,B} e M2{Ω,L2,B}

N 1 = L1 ∩ Vo , N 2 = L2 ∩ Vo ,

Poichè l’operatore cinematicoB ∈ L
{
V,H

}
è un operatore diKorn i sottospazi

N 1 e N 2 sono di dimensione finita.
L’assuntoL1 ⊂ L2 implica cheN 1 ⊂ N 2 . Si ponga quindi

N 2 = N 1 �N 12 ⇐⇒ N⊥
2 = N⊥

1 ∩N
⊥
12 .

con N 1 e N 12 supplementari topologici inN 2 cioè tali cheN 1 ∩N 12 = {o} .

Variazione della labilit̀a.

L’inclusione N 1 ⊂ N 2 determina nell’insieme delle strutture associate ad
un modello strutturaleM{Ω,V(Ω),B} una relazione d’ordine parziale
in cui la struttura M1{Ω,L1,B} è detta meno labile della struttura
M2{Ω,L2,B} .

• Il sottospazio lineareN 12 è costituito daicinematismi rigidi conformi liberati.
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• La dimensione dei sottospaziN 1 e N 2 è dettagrado di labilità strutturale, e la
dimensione del sottospazioN 12 è lavariazione del grado di labilit̀a strutturale.

Sussiste la seguente propriet`a.

Propositione 14.2. Controllo cinematico. I sottospazi lineari chiusiN 12 e R21
godono della propriet̀a

N 12 ∩R⊥21 = {o} ,

e ciòe non esiste alcun cinematismo rigido inN 12 per il quale compiano potenza
virtuale nulla tutte le reazioni inR21 .

Dim. Dalla relazioneR1 = R2 �R21 prendendo i complementi ortogonali si deduce
cheL1 = L2 ∩R⊥21 e quindi che

N 1 = L1 ∩ Vo = L2 ∩R⊥21 ∩ Vo = N 2 ∩R⊥21 .

Ne segue che

N 1 ∩N 12 = {o} ⇒ N 2 ∩R⊥21 ∩N 12 = R⊥21 ∩N 12 = {o} ,

in quantoN 12 ⊆ N 2 .

Osservazione 14.2.La proprietà dimostrata nella proposizione 14.2 pu`o enunciarsi
dicendo che

• I cinematismi rigidiN 12 liberati dalla soppressione dei vincoliR21 sono con-
trollati dalle reazioni vincolariR21 .

Si noti che in generale `e falsa la proprietà R21 ∩ N⊥
12 = {o} duale di quella

della proposizione 14.2. In generale possono infatti esistere reazioni inR21 che
compiono potenza virtuale nulla per tutti i cinematismi rigidi inN 12 .

Il seguente risultato chiarisce la situazione generale fornendo una caratterizzazione pi`u
precisa della propriet`a enunciata nella proposizione 14.2.

Propositione 14.3. Dualità efficace. Si consideri la decomposizione del sottospazio
lineareR21 nella seguente somma diretta di due supplementari topologici

R21 = R∗21 �R∗∗21 , con R∗∗21 = R21 ∩N⊥
2 .

Le reazioni del sottospazio lineareR∗21 sono dette cinematicamente efficaci, quelle del
sottospazio lineareR∗∗21 sono dette cinematicamente inefficaci.
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Allora risulta

N 1 = N 2 ∩R∗21
⊥

.

ed i sottospazi lineari chiusiN 12 e R∗21 sono duali e ciòe

N 12 ∩R∗21
⊥ = {o} , R∗21 ∩N

⊥
12 = {o} .

Dim. Prendendo i complementi ortogonali dalla relazioneR21 = R∗21 �R∗∗21 si ottiene
che

R⊥21 = R∗21
⊥ ∩ R∗∗21

⊥
.

e dalla relazioneR1 = R2 �R21 si deduce che

L1 = L2 ∩R
⊥
21 = L2 ∩R

∗
21
⊥ ∩ R∗∗21

⊥
.

e quindi cheN 1 = L1 ∩ Vo = L2 ∩ Vo ∩R⊥21 = N 2 ∩R∗21
⊥ ∩ R∗∗21

⊥ .

Ora per definizioneR∗∗21 ⊆ N
⊥
2 e quindiR∗∗21

⊥ ⊇ N 2 per cui

N 1 = N 2 ∩R
∗
21
⊥

.

La proprietà di controllo dimostrata nella proposizione 14.2 continua a valere se si
sostituisceR∗21 a R21 . Sussiste infatti l’eguaglianza

N 12 ∩R⊥21 = N 12 ∩R∗21
⊥

,

in quantoN 12 ∩R⊥21 = N 12 ∩R∗21
⊥ ∩ R∗∗21

⊥ e N 12 ⊆ R∗∗21
⊥ .

Per dimostrare quest’ultima inclusione si osservi cheR∗∗21
⊥ = R⊥21 + N 2 e che

N 12 ⊆ N 2 per cuiN 12 +R⊥21 ⊆ N 2 +R⊥21 = R∗∗21
⊥ .

Rimane da dimostrare cheR∗21 ∩N
⊥
12 = {o} . A tal fine si osservi che

N 2 = N 1 �N 12 ⇐⇒ N⊥
2 = N⊥

1 ∩N
⊥
12 ,

e che

N 1 = N 2 ∩R⊥21 ⇒ N⊥
1 ⊇ N

⊥
2 +R21 .

Allora risultaR21 ∩N⊥
2 = R21 ∩N⊥

1 ∩N
⊥
12 che, essendoR21 ⊆ N⊥

1 , fornisce

R21 ∩N⊥
2 = R21 ∩N⊥

12 .

Basta infine osservare che sussistendo la somma diretta

R21 = R∗21 �R∗∗21 , con R∗∗21 = R21 ∩N⊥
12 ,

deve risultareR∗21 ∩N
⊥
12 = {o} .
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Osservazione 14.3.La dualità tra i sottospazi lineari chiusiN 12 e R∗21 assicura che
dimR∗21 < +∞ ⇐⇒ dimN 12 < +∞ . In tal caso risulta

dimR∗21 = dimN 12 = n21 .

Allora n21 è il numero di vincoli semplici efficacieliminati dalla struttura
M2{Ω,L2,B} ovvero il numero di cinematismi rigidi aggiunti alla struttura
M1{Ω,L1,B} .

Osservazione 14.4.Se tutte le reazioni vincolari aggiuntiveR21 sono cinematicamente

inefficaci, e cioè seR∗21 = {o} allora dalla relazioneN 12 ∩ R∗21
⊥ = {o} segue che

N 12 = {o} e quindi cheN 2 = N 1 .

Viceversa, se l’eliminazione dei vincoliR21 non altera la labilit`a della struttura,
e cioè seN 2 = N 1 ovvero N 12 = {o} , allora la relazioneR∗21 ∩ N

⊥
12 = {o}

implica cheR∗12 = {o} e quindi cheR21 = R∗∗21 , per cui tutti i vincoli aggiuntivi sono
cinematicamente inefficaci.

Si può quindi concludere affermando che

N 1 = N 2 ⇐⇒ R∗21 = {o} ⇐⇒ R21 = R∗∗21 ,

e cioè

• La labilit à della struttura non varia se e solo se i vincoli aggiuntivi sonocinemati-
camente inefficaci.

Osservazione 14.5.Se il sottospazio lineare chiusoR∗21 delle variazioni vincolari
cinematicamente efficaci `e di dimensione finita allora si ha che

N 1 = N 2 ∩R∗21
⊥ ⇐⇒ N⊥

1 = N⊥
2 �R∗21 .

L’eguaglianza a secondo membro segue dalla propriet`a dimR∗21 < +∞ la quale

assicura che la somma dei sottospazi lineari chiusiN⊥
2 e R∗21 è chiusa (vedi [30]).

14.2. Synopsis

Si fornisce ora un sommario dei risultati conseguiti.

SianoM1{Ω,L1,B} e M2{Ω,L2,B} due strutture e siano rispettivamente

• L1 , L2 ⊂ V i sottospazi lineari chiusi deicinematismi conformi,

• R1 , R2 ⊂ F i sottospazi lineari chiusi dellereazioni vincolari.

Se la strutturaM1{Ω,L1,B} è più vincolata diM2{Ω,L2,B} si ponga

L2 = L1 � L12 ⇐⇒ R2= R1 ∩ L⊥12 ,

R1= R2 �R21 ⇐⇒ L1 = L2 ∩R⊥21 .

e nel caso opposto si scambino gli indici1 e 2 .
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I sottospazi lineari chiusiL12 e R21 , sono detti rispettivamente

• L12 sottospazio deicinematismi conformi liberati,

• R21 sottospazio deivincoli eliminati,

e sono duali. Risulta cio`e

L12 ∩R⊥21 = {o} , R21 ∩ L⊥12 = {o} .

Siano quindi

• N 1 , N 2 ⊆ V i sottospazi lineari chiusi deicinematismi rigidi conformi, definiti
da

N 1 = L1 ∩ Vo , N 2 = L2 ∩ Vo ,

e si considerino le somme dirette definite dalle decomposizioni

N 2 = N 1 �N 12 ⇐⇒ N⊥
2 = N⊥

1 ∩N
⊥
12 .

R21 = R∗21 �R∗∗21 , con R∗∗21 = R21 ∩N⊥
2 .

I sottospazi lineari chiusiR∗21 , R∗∗21 e N 12 sono costituiti rispettivamente

• R∗21 dallevariazionivincolari cinematicamenteefficaci,

• R∗∗21 dallevariazionivincolari cinematicamenteinefficaci.

• N 12 dallevariazionideicinematismi rigidi conformi.

I sottospazi lineariN 12 e R∗21 sonoduali e cioè

N 12 ∩R∗21
⊥ = {o} , R∗21 ∩N

⊥
12 = {o} .

14.3. Autosforzi e iperstaticità

In una strutturaM{Ω,L,B} si consideri il sottospazio lineare

Sauto(Ω) : =(BL )⊥ = KerB
′

L = B
′−1R(Ω) =

=
{
σ ∈ S(Ω) : (( σ , Bv )) = 0 ∀v ∈ L

}
=

=
{
σ ∈ S(Ω) : 〈 B

′
σ , v 〉 = 0 ∀v ∈ L

}
=

=
{
σ ∈ S(Ω) : B

′
σ ∈ L⊥ = R(Ω)

}
=

=
{
T ∈ S : B

′

oT = o , NT ∈ [ΓL]⊥
}

.

Gli elementi diSauto sono gli sforzi inautoequilibrioe cioè in equilibrio con reazioni
vincolari, detti ancheautosforzio coazioni.
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Iperstaticit̀a.

L’inclusione Sauto1 ⊂ Sauto2 determina nell’insieme delle strutture as-
sociate ad un modello strutturaleM{Ω,V(Ω),B} unarelazione d’ordine
parziale in cui la strutturaM1{Ω,L1,B} è dettameno iperstaticadella
strutturaM2{Ω,L2,B} .

Si consideri ora una qualsiasi eliminazione di vincoli agenti sulla struttura
M{Ω,L,B} e siaMo{Ω,Lo,B} la struttura cos`ı generata. Si ponga

R = Ro � µR , Lo = L� µL , N o = N � µN .

Il sottospazio diR costituito dalle reazionicinematicamente inefficaciè per definizione

µR∩N⊥
o

= µR∩ (µN )⊥ .

Si denoti quindi conB
′ ∈ L

{
H,F

}
l’operatore di equilibrio, duale dell’operatore

cinematicoB ∈ L
{
V,H

}
secondo l’identit`a definitoria

(( σ , Bv )) = 〈 B
′
σ , v 〉 ∀v ∈ V ∀σ ∈ S .

• Le autotensioniσ ∈ KerB
′

sono dettecoazioni nascosteo autosforzi nascosti.

• Una strutturaM{Ω,L,B} tale che KerB
′

= {o} è dettapriva di coazioni
nascoste.

Un sistema reattivor ∈ R è detto inautoequilibrio sulla struttura vincolata
M{Ω,L,B} seè in equilibrio sulla strutturaMo{Ω,Lo,B} generata eliminando
il vincolo corrispondente al sistema reattivo.

Il sottospazio deisistemi reattivi autoequilibratisuM{Ω,L,B} è quindi definito
da

Rauto : =
{
r ∈ R ∩N⊥

o
: R = Ro � lin {r}

}
.

Dalla definizione risulta che un sistema reattivor ∈ R è in autoequilibriosulla
struttura vincolataM{Ω,L,B} se e solo se `ecinematicamente inefficace.

Un sistema reattivor ∈ R è detto inautoequilibrio sulla struttura vincolata
M{Ω,L,B} con unostato di sforzoautoequilibratoσ ∈ Sauto seè in equilibrio
con σ ∈ Sauto sulla strutturaMo{Ω,Lo,B} generata eliminando il vincolo
corrispondente al sistema reattivo.
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L’insieme dei sistemi reattivi in autoequilibriocon uno sforzoσ ∈ Sauto su
M{Ω,L,B} è definito da

R(σ) : =
{
r ∈ R : R = Ro � lin {r} , r ∈ B

′
σ +Ro

}
.

Si noti che la definizione diR(σ) implica cheσ ∈ Sauto in quanto ser ∈ R(σ)
con σ ∈ H allora si ha cheB

′
σ ∈ R e quindi σ ∈ Sauto .

Valgono le seguenti propriet`a.

Propositione 14.4. Rappresentazione delle reazioni in autoequilibrio. In una
struttura M{Ω,L,B} il sottospazio dei sistemi reattivi in autoequilibrioè l’unione
degli insiemi dei sistemi reattivi in autoequilibrio con un autosforzo:

Rauto =
⋃ {

R(σ)
∣∣ σ ∈ Sauto

}
.

Dim. Sia r ∈ R(σ) con σ ∈ Sauto . Allora

〈 r , v 〉 = (( σ , Bv )) ∀v ∈ Lo ⇒ r ∈ N⊥
o

,

e quindi r ∈ Rauto . Dunque

Rauto ⊇
⋃ {

R(σ)
∣∣ σ ∈ Sauto

}
.

Viceversa ser ∈ Rauto risulta r ∈ N⊥
o

ed il teorema delle potenze virtuali

assicura che esiste uno sforzoσ ∈ H tale cheB
′
σ = r +Ro ⊆ R . Inoltre

〈 r , v 〉 = (( σ , Bv )) ∀v ∈ Lo ⇒ σ ∈ (BL)⊥ = Sauto .

Ne segue cher ∈ R(σ) . Dunque

Rauto ⊆
⋃ {

R(σ)
∣∣ σ ∈ Sauto

}
,

e quindi sussiste il risultato.

Propositione 14.5. Autosforzi e reazioni in equilibrio. In una struttura vincolata
M{Ω,L,B} ad ogni autosforzo non nullo corrisponde un insieme non nullo di sistemi
reattivi con esso in autoequilibrio. Viceversa ad ogni sistema reattivo non nullo ed in
autoequilibrio corrisponde una varietà lineare di autosforzi con essa in equilibrio, non
nulla e parallela al sottospazio degli sforzi in autoequilibrio sulla struttura generata
eliminando il vincolo corrispondente al sistema reattivo.
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Dim. Si supponga cheσ ∈ Sauto \ {o} .

Essendo KerB
′
= {o} si ha cheB

′
σ ∈ R\{o} .

Poichè B
′
σ ∈ R(σ) risultaR(σ) 
= {o} .

Viceversa ser ∈ Rauto \ {o} risulta r ∈ (R ∩ N⊥
o
) e quindi il teorema delle

potenze virtuali assicura che esiste unσ ∈ H tale cheB
′
σ = r +Ro ⊆ R .

Deve inoltre essereσ 
= o in quanto altrimenti si avrebbe cher ∈ Ro e ciò è
impossibile perch`e Ro ∩ lin {r} = {o} .

Dunqueσ ∈ Sauto \ {o} .

Infine due autosforziσ1,σ2 ∈ Sauto sono in autoequilibrio con un sistema
reattivo r ∈ Rauto \ {o} se

B
′
σ1 = r +Ro , B

′
σ2 = r +Ro .

Ciò e possibile se solo seB
′
(σ1 − σ2) ∈ Ro .

Osservazione 14.6.Per contraddizione il risultato precedente pu`o enunciarsi affer-
mando che sussiste l’equivalenza

Sauto = (BL)⊥ = {o} ⇐⇒ µR∩N⊥
o

= {o} , ∀µR ⊆ R ,

ovverro che

• non esistono autosforzi non nulli se e solo se ogni eliminazione di vincoli `e cine-
maticamente efficace e cio`e genera almeno un cinematismo rigido conforme.

Propositione 14.6. Eliminazione degli sforzi in autoequilibrio. Uno sforzoσ ∈
(BL)⊥ non nullo chèe in autoequilibrio sulla strutturaM{Ω,L,B} certamente non
è in autoequilibrio sulla strutturaMo{Ω,Lo,B} ottenuta dalla soppressione di un
sistema reattivor ∈ R(σ) con esso in autoequilibrio.

Dim. Si supponga cheσ ∈ (BLo)
⊥ \ {o} e cioè cheσ 
= o e cheB

′
σ ∈ Ro . Allora

essendoB
′
σ−r ∈ Ro dovrebbe aversi cher ∈ Ro \ {o} , ma ciò è impossibile poich`e

la decomposizione in somma direttaR = Ro � lin {r} impone cheRo ∩ lin {r} =
{o} .

Ne segue che tra gli elementiSk , k = 1, . . . , n di una famiglia finita di sottospazi
di sforzi in autoequilibrio, eliminati con la soppressione di sistemi reattivi cinematica-
mente inefficaci, sussistono le relazioni

S i ∩
∑
j 
=i

Sj = {o} .
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14.4. Variazioni finite dell’iperstaticit à e della labilità

Dalla proposizione 14.1 (p. 490) si deduce che la dimensione del sottospazioR21
dei vincoli eliminatiè pari alla dimensione del sottospazioL21 dei cinematismi liberati.

Dalla proposizione 14.6 si deduce poi che la dimensione del sottospazioR∗21 dei
vincoli cinematicamente inefficaci eliminati `e pari alla dimensione del sottospazio degli
autosforzi eliminati.

Si dirà che i vincoli hanno subito unavariazione finitapari a

dimR21 = dimL12 .

• Il valore assoluto dellavariazione della labilit̀a strutturaleè la dimensione del
sottospazioR∗21 delle variazioni deivincoli cinematicamente efficaci, pari alla
dimensione del sottospazioN 12 delle variazioni deicinematismi rigidi conformi.

• Il valore assoluto dellavariazione dell’iperstaticit̀astrutturale, `e la dimensione del
sottospazioR∗∗21 delle variazioni vincolaricinematicamente inefficaci.

Dalla decomposizione del sottospazio lineareR21 nella somma diretta

R21 = R∗21 �R∗∗21 , con R∗∗21 = R21 ∩N⊥
2 ,

e dalla dualità tra i sottospazi lineari chiusiN 12 e R∗21 espressa dalle condizioni

N 12 ∩R∗21
⊥ = {o} , R∗21 ∩N

⊥
12 = {o} ,

si deduce la relazione di complementariet`a

dimR21 = dimR∗21 + dimR∗∗21 = dimN 12 + dimR∗∗21 .

Sussistono quindi le seguenti propriet`a.

Proprietà di complementarietà

Ogni variazione finitadei vincoli è pari alla somma dei valori assoluti della
variazione dell’iperstaticit̀a e dellavariazione della labilit̀a.

Le due variazioni sono di segno opposto.

Teorema dell’alternativa

La variazione di unvincolo sempliceproduce in alternativa

• unavariazione dell’iperstaticit̀a di valore unitario,

• unavariazione della labilit̀a di valore unitario.

Le due variazioni sono di segno opposto.
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14.5. Strutture semplici

In una strutturaM{Ω,L,B} si consideri il sottospazio lineare deivincoli cine-
maticamenteinefficacie cioè quelli la cui eliminazione non produce incremento della
labilit à. Si dia quindi la seguente definizione.

Le strutture sempliciquelle tali che il sottospazio lineare deglisforzi au-
toequilibrati ed il sottospazio lineare deicinematismi rigidi conformihanno
entrambidimensione finita.

Si dirà in tal caso

• grado di labilità strutturale, la dimensione del sottospazio dei cinematismi rigidi
conformi,

• grado di iperstaticit̀a strutturale, la dimensione del sottospazio degli sforzi auto-
equilibrati.

Una struttura `e quindi detta

• labile se il sottospazio dei cinematismi rigidi conformi `e non nullo,

• staticamente indeterminatao iperstaticase il sottospazio degli sforzi autoequili-
brati è non nullo,

• staticamente determinatase nonè iperstatica,

• isostaticaseè non labile e non iperstatica.

Sulla base dei risultati precedenti si pu`o affermare che in una struttura semplice sus-
sistono le seguenti relazioni tra ilgrado di labilità ed il grado di iperstaticit̀a strut-
turale.

Proprietà di complementarietà

Ogni variazione finitadei vincoli è pari alla somma dei valori assoluti delle
variazioni delgrado di iperstaticit̀a e delgrado di labilità.

Le due variazioni sono di segno opposto.
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Teorema dell’alternativa

La variazione di unvincolo sempliceproduce in alternativa

• una modifica unitaria delgrado di iperstaticit̀a,

• una modifica unitaria dellagrado di labilità.

con modifiche di segno opposto

Entrambi i risultati sono utili nelle applicazioni per valutare uno dei due gradi (di
iperstaticità e di labilità) quando `e noto l’altro o per controllare la valutazione diretta
dei due gradi.

Osservazione 14.7.Si noti che anche in una struttura continuasempliceil sottospazio
delle reazioni in autoequilibrio con uno stato di sforzo `e di dimensione non finita. A
fortiori tale è anche il sottospazioRauto delle reazioni in autoequilibrio.

Osservazione 14.8.In unastruttura sempliceiperstatica una rappresentazione parame-
trica di Sauto si può determinare mediante il seguente procedimento.

Si individua un sistema reattivo semplice Gen(r) , con r ∈ Rauto , in autoequi-
librio e si elimina il vincolo corrispondente. In tal modo si elimina anche il sottospazio
monodimensionale di sforzi in autoequilibrio con il sistema reattivo.

Si procede con passi analoghi finch`e si perviene ad una strutturastaticamente
determinata, caratterizzata dall’essere priva di stati di sforzo in autoequilibrio non
nulli. Il numero iper di vincoli semplici cinematicamente inefficaci soppressi fornisce
il grado di iperstaticit̀adella struttura. Lo spazioSauto è descritto dalle combinazioni
lineari degli stati di sforzo in autoequilibrio mediante un insieme diiper parametri reali
detti incognite iperstatiche.

In corrispondenza di ogni sistema reattivo eliminato si determina quindi l’unico
sforzo con esso in equilibrio sulla strutturastaticamente determinata. I campi di sforzo
cosı̀ individuati costituiscono una base del sottospazioSauto cheè generato dalle loro
combinazioni lineari per arbitrari valori delle incognite iperstatiche.

In modo duale si pu`o determinare in una struttura labile una rappresentazione
parametrica del sottospazioVrig dei cinematismi rigidi conformi.

La procedura consiste nell’aggiungere vincoli semplici cinematicamente efficaci
che eliminano un sottospazio monodimensionale Gen(v) , con v ∈ Vrig , di cine-
matismi rigidi conformi. procedendo sino a pervenire ad una struttura non labile, cio`e
priva di cinematismi rigidi conformi non nulli. Il numerolab dei vincoli cinemati-
camente efficaci aggiunti fornisce ilgrado di labilità della struttura. Lo spazioVrig

è quindi descritto parametricamente mediante le combinazioni lineari dei cinematismi
rigidi conformi soppressi, mediante un insieme dilab parametri cinematici.

Dalla proprietà di complementariet`a di deduce che ilgrado di iperstaticit̀a iper



502 14 – VARIAZIONE DEI VINCOLI

ed il grado di labilità lab sono legati dalla relazione di complementariet`a

iper− lab = costante .

Il valore costante può essere determinato valutando la differenzaiper − lab su di
una conveniente variazione del modello strutturale.
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Oberfläche.Acad. Wiss., M̈unchen, Math. phys. Kl. Sitz.36, 351-402 (1906).
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Università di Napoli Federico II, (2000).
31. G. Romano, Theory of structural models, Part II, Structural models, Universit`a

di Napoli Federico II, (2000).
32. G. Romano, On the necessity of Korn’s inequality,Symposium on Trends in

Applications of Mathematics to Mechanics, STAMM 2000, National University
of Ireland, Galway, July 9th-14th (2000).

33. G. Romano, Scienza delle Costruzioni - Tomo Zero - Elementi di Algebra Lin-
eare ed Analisi Vettoriale, Hevelius, Benevento, (2001).

34. G. Romano, Scienza delle Costruzioni, Tomo II, Hevelius, Benevento (2001).



INDICE ANALITICO

H , decomposizione dello spazio, 248

H(Ω) , decomposizione dello spazio, 372

H , decomposizione dello spazio, 235

T (Ω)-conformi, cinematismi, 194

Airy, funzione di, 115, 233

Almansi, misura di deformazione, 48

Almansi, tensore di, 50

Archimede, spinta di, 276

Banach, spazio di, 177

Banach, teorema di, 215, 223

Beltrami, 100, 107

Beltrami, soluzione di, 107, 233

Bernoulli, def. dell’equilibrio, 201

Bernoulli-Euler, trave di, 387, 426

Bianchi, prima identità, 165
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conservazione della massa, 258

continuo con struttura, 473

continuo diCauchy, 11

continuo diCosserat, 292

continuo micromorfo, 292, 474, 476

continuo polare, 292

contorno di una suddivisione, 3

controllo, volume di, 260, 267

convesso, insieme, 195

coppia flessionale, 420

coppia torsionale, 420

corpo, 12

corpo, posizionamento del, 14

corpo, posizione spaziale del, 14

covettoriale, campo, 130

criterio diEuler, 83, 199

critica, quota, 363

curva materiale, 70

curvatura, 163, 389, 419, 426

curvatura diGauss, 456

curvatura flessionale, 419, 426

curvatura media, 456

curvatura tangente, 463

curvatura torsionale, 419, 426

curvatura, atto di, 463

curvatura, tensore, 162

curvature principali, 456

curve caratteristiche, 139

curvilinea, ascissa, 387

decomposizione dello spazioH , 248

decomposizione dello spazioH(Ω) , 372

decomposizione dello spazioH , 235

decomposizione polare, 19, 24

deform. monoassiale, atto di, 94

deformazione finita, 19

deformazione omogenea, 35

deformazione omogenea, atto di, 83

deformazione pura, 40

deformazione tangente, 78, 382, 413

deformazione tangente , parte regolare, 185

deformazione tangente congruente, 234

deformazione tangente deviatorica, 95

deformazione tangente distribuzionale, 183, 309

deformazione tangente sferica, 95

deformazione tangente, parte regolare, 185

deformazione tangente, stato piano, 94

deformazione, atto di, 78

deformazione, gradiente della, 16

deformazione, misura di, 47

deformazione, operatore di, 47

deformazioni infinitesime, 19

deformazioni omogenee, 38

deformazioni tangenti regolari, 235, 372
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densità di forza d’inerzia, 261
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energia cinetica, 261

energia di forma, 96

energia di volume, 96

energia, tasso di produzione di, 280

enti duali, 191

equazione della catenaria, 404

equazione della funicolare, 399, 400

equazione ridotta di conservazione dell’energia, 282

equazioni cardinali, 205

equazioni cardinali della dinamica, 264

equazioni di bilancio, 281, 284

equazioni diEuler, 272

equazioni diNavier-Stokes, 269

equazioni diNavier-StVenant-Stokes, 271

equilibrio, 201

equilibrio alla rotazione, 231

equilibrio alla traslazione, 231

equilibrio astatico, 295

equilibrio dinamico, 262

equilibrio dinamico, cond. locali, 264

equilibrio dinamico, materiale, 265

equilibrio dinamico, spaziale, 269

equilibrio dinamico, volume di controllo, 267

equilibrio referenziale, 284

equilibrio, assioma dell’, 202

equilibrio, condizione variazionale, 208

equilibrio, condizioni variazionali, 239

equilibrio, def. diBernoulli, 201

equilibrio, operatore di, 202

equiproiettività, 76
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proprietà di equiproiettività, 76

proprietà di estensione, 199
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reazioni vincolari, 197, 301, 369, 485, 491

reazioni vincolari al contorno, 222

reazioni vincolari esterne, 299

reazioni vincolari interne, 300

referenziale, equilibrio, 284

regione, 2, 12, 35

regione regolare, 2

regola diLeibniz, 67

regole di complementariet`a, 242, 375

relazione d’ordine, 3

relazione d’ordine parziale, 485, 487, 492

relazione diSignorini, 294

ribassamento, rapporto di, 402

riferimento locale, 388

riferimento, mappa di, 15

riflessione, 21

rigidi semplici, cinematismi, 75

rigidi, cinematismi, 201

risultante, 231

risultante, momento, 205, 231

risultante, vettore, 205, 231

rotazione, 21, 39

rotazione flessionale, 419

rotazione tangente, 78

rotazione torsionale, 419, 432

rotazione, asse di, 21

rotazione, atto di, 78

rotazione, equilibrio alla, 231

rotazioni, sottogruppo delle, 21

salto di discontinuit`a, 123

scalare, campo, 130

scorrimento, 419, 426

scorrimento angolare, 27

scorrimento angolare, atto di, 87

scorrimento assiale, 419, 426

scorrimento trasversale, 419, 426

seconda diseguaglianza diKorn, 187, 212, 370

seconda forma fondamentale, 455

seconda identit`a diBianchi, 165

semplicemente connesso, 2

semplici, strutture, 496

separazione, propriet`a di, 192

sezionamento, principio di, 176

sezione, 474

sezione del fibrato, 439

sezioni trasversali, 386

sferico, stato tensionale, 337

sforzi conformi, 223, 372

sforzi flettenti e torsionali, 464

sforzi in autoequilibrio, 218, 232

sforzi in equilibrio con forze di massa nulle, 373

sforzi taglianti, 464

sforzo, 480, 481

sforzo coniugato, 288

sforzo di coppia, 480, 481

sforzo di taglio, 470

sforzo equivalente, 265

sforzo flettente, 420, 435, 438

sforzo normale, 420, 435, 438

sforzo normale-tagliante, 414

sforzo tagliante, 420

sforzo torcente, 420, 435

sforzo torcente-flettente, 413

sforzoGreen-regolare, 227

simboli diChristoffel, 53, 149

singolare, superficie, 123
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sottospazi lineari duali, 491
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spazi tangenti, 476
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spazio ambiente cinematico, 368
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spazio pre-Hilbert, 177

spazio quoziente, 182

spazio tangente, 12, 379, 475

spazio vettoriale duale, 191

spettro, 93

spinta, 49, 128, 130

spinta attiva, 359
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staticamente determinata, struttura, 219
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stazionariet`a della lunghezza, 84

stazionariet`a, condizione diEuler, 409
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stiramento, 40

struttura, 474

struttura continua, 194

struttura di riferimento, 379

struttura non vincolata, 198

struttura staticamenta determinata, 219

struttura vincolata, 198

struttura, continuo con, 473

strutture semplici, 496

successione diCauchy, 177

suddivisione base, 221

suddivisione base del modello, 193

suddivisione di supporto, 184, 185, 368, 369

suddivisione di un dominio, 3

superfici di propagazione delle discontinuit`a, 126

superficie materiale, 70

superficie singolare, 123

supplementare topologico, 485

supporto, 6

supporto compatto, 6

suriettività, 220

synopsis cinematica, 46
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tagliante, sforzo, 420

taglio, 4

taglio completo, 4

taglio, cono di, 340
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tangente, rotazione, 78
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termodinamica, primo principio, 278

terna intrinseca, 388

tetraedrali, componenti, 337

tetraedro diCauchy, 318

Theorema Egregium, 456

tiro, 398

torcente, sforzo, 420

torsionale, coppia, 420

torsionale, curvatura, 419, 426

torsionale, rotazione, 419, 432

torsione, 389

torsione della connessione, 149

torsione, tensore di, 149

traccia al contorno, 181

traiettoria, 15, 380, 476

trascinamento, accelerazione di, 99, 158

trasformata diPiola, 32

trasformazione rigida, 42

trasformazione tangente, 16, 18

trasformazioni isocore, 30

trasformazioni isometriche, 19

traslazione, 37

traslazione assiale, 419, 432

traslazione destra, 38

traslazione sinistra, 38

traslazione trasversale, 419, 432

traslazione, equilibrio alla, 231

traslazione, velocit`a di, 76

trasporto del volume, 69

trasporto della circolazione, 79

trasporto parallelo, 285

trasporto, formula di, 206

trasporto, teorema del, 66, 145

trasposto parallelo, 150

trasversale, carico, 420

trasversale, scorrimento, 419, 426

trasversale, traslazione, 419, 432
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trasversali, sezioni, 386

trave ausiliaria, 416

trave deformabile a taglio, 386, 412

trave diBernoulli-Euler, 387, 426

trave diTimoshenko, 386

trave indeformabile a taglio, 386

trave inflessa, 438

trave, asse della, 386

valor medio, formula del, 295

valor medio, lemma del, 8

valori principali, 93

variazionali, condizioni di congruenza, 240
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variazione dei vincoli, 485
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velocità, 60, 75, 175
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velocità di trascinamento, 412

velocità di traslazione, 76, 200
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versore binormale, 388

versore normale, 388, 453
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vincoli lineari, 485
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vincolo cinematico, 194
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virtuali, principio delle potenze, 227

virtuali, spostamenti, 75

virtuali, velocità, 75

viscosità cinematica, 270

viscosità dinamica, 270

volume di controllo, 260, 267

volume di controllo, equilibrio dinamico, 267

volume materiale, 67

vortice, linea di, 81

vorticità, 78
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