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2.2. Unicità della soluzione elastostatica. . . . . . . . . . . . . . 53

2.3. Elastodinamica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.4. Teorema di Clapeyron . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.5. Teorema di Betti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.6. Estensione del teorema di Clapeyron . . . . . . . . . . . . . . 62

2.7. Estensione del teorema di Betti. . . . . . . . . . . . . . . . 63

2.8. Metodo degli spostamenti. . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

2.8.1. Applicazione alle travature. . . . . . . . . . . . . . . . . 69

2.9. Esistenza della soluzione in elastostatica. . . . . . . . . . . . 73

2.10. Equazioni differenziali di equilibrio elastico . . . . . . . . . . 76

3. CONGRUENZA ELASTICA . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.1. Formulazione in termini di sforzi . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.1.1. Metodo delle forze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

3.2. Equazione differenziale di congruenza elastica. . . . . . . . . . 81

4. PRINCIPI DI ESTREMO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.1. Energia potenziale. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

4.2. Energia potenziale complementare. . . . . . . . . . . . . . . 84

5. ONDE ELASTICHE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

5.1. Onde progressive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

RIFERIMENTI

III – ELASTICITA’ GENERALIZZATA . . . . . . . . . . . . . 95

1. LEGAMI MULTIVOCI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

1.1. Legami conservativi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

1.2. Legami elastici generalizzati. . . . . . . . . . . . . . . . 101

2. POTENZIALI CONVESSI . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

2.1. Potenziali coniugati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107



INDICE vii

2.2. Relazioni di coniugio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

2.3. Stretta monotonia, stretta convessit`a e differenziabilità . . . . . . 114
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1.2.3. Propriet̀a di proiezione . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

1.2.4. Propriet̀a di isomorfismo quoziente. . . . . . . . . . . . . 184

1.3. Interpolazione in spazi non finitamente generabili. . . . . . . . 185

1.4. Interpolazione in spazi di dimensione finita. . . . . . . . . . 186

1.5. Esercizi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

1.6. Soluzione degli esercizi. . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

1.7. Discussione degli esempi . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

1.8. Polinomi di Hermite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

1.8.1. Interpretazione meccanica. . . . . . . . . . . . . . . . 194

2. METODO DEGLI SPOSTAMENTI . . . . . . . . . . . . . . 195

2.1. Assemblaggio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

2.1.1. Equilibrio elastico della struttura assemblata . . . . . . . . 197

2.1.2. Definizione parametrica dei vincoli . . . . . . . . . . . . 197

2.2. Analisi dell’elemento trave. . . . . . . . . . . . . . . . . 198

2.3. Lo schema discreto. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

2.4. Lo schema continuo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

2.4.1. Carico affine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202

2.4.2. Distorsione di curvatura costante. . . . . . . . . . . . . 206

2.5. Matrice di rigidezza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206



INDICE ix

2.6. Assemblaggio della travatura. . . . . . . . . . . . . . . . 207

2.7. Vincoli e cedimenti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

2.7.1. Vincoli e cedimenti nodali . . . . . . . . . . . . . . . . 211

2.8. Vincoli e cedimenti alle estremit`a delle travi . . . . . . . . . . 216

2.9. Risultati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219

3. TRAVATURE RETICOLARI . . . . . . . . . . . . . . . . 219

3.1. Analisi delle singole aste . . . . . . . . . . . . . . . . . 220

3.2. Assemblaggio della travatura reticolare. . . . . . . . . . . . 220

3.3. Vincoli esterni e cedimenti imposti . . . . . . . . . . . . . 222

RIFERIMENTI

VI – FORMULAZIONI VARIAZIONALI . . . . . . . . . . . 227

1. PROPRIETA’ FUNZIONALI . . . . . . . . . . . . . . . . 228

1.1. Legame costituivo lineare . . . . . . . . . . . . . . . . . 228

1.2. Vincoli elastici lineari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231

1.3. Problemi elastici al contorno. . . . . . . . . . . . . . . . 232

2. FORMULAZIONE PRIMALE . . . . . . . . . . . . . . . . 233

2.1. Problema misto primale. . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

2.2. Formulazione in termini di operatori. . . . . . . . . . . . . 236

2.3. Buona posizione. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238

2.4. Condizioni di ammissibilit`a dei dati . . . . . . . . . . . . . 240

2.5. Condizioni di buona posizione . . . . . . . . . . . . . . . 242
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PREMESSA

Questo secondo tomo del testo di Scienza delle Costruzioni `e per gran parte dedi-
cato all’analisi delle strutture in campo elastico e dei relativi metodi solutivi, sia esatti
che approssimati. Gli ultimi due capitoli forniscono invece gli elementi essenziali del
comportamento ultraelastico dei materiali ed una panoramica dei principali criteri di
resistenza per materiali fragili e duttili.

In accordo con la trattazione svolta nel Tomo I, la formulazione variazionale occupa
una posizione privilegiata negli sviluppi sia teorici che applicativi.

Il primo capitolo descrive la modellazione del comportamento elastico nel quadro
della teoria linearizzata. Dopo una disamina delle propriet`a di un materiale elastico
allaGreen sono illustrati i risultati essenziali relativi ai gruppi di simmetria materiale.
Segue la classica trattazione delle relazioni diNavier-Lamé per materiali elastici
isotropi ed alcuni cenni sui comportamenti anisotropi con particolare riferimento ai
materiali ortotropi e trasversalmente isotropi.

Il secondo capitolo `e dedicato alla formulazione del problema dell’equilibrio elas-
tico. Nell’approccio in termini di spostamento sono illustrati e discussi i classici teoremi
di Clapeyron eMaxwell-Betti-Rayleigh, il principio di estremo dell’energia
potenziale, il metodo degli spostamenti per la soluzione del problema dell’equilibrio
elastico, le equazioni differenziali dell’equilibrio elastico diNavier-Cauchy e gli
aspetti essenziali della propagazione del suono in un mezzo elastico lineare ed isotropo.
Nell’approccio in termini di tensioni sono trattati il principio di estremo dell’energia
complementare, il metodo delle forze e le equazioni differenziali di congruenza elastica
di Beltrami-Donati-Michell.

Il terzo capitoloè dedicato all’illustrazione degli elementi di base dell’Analisi Con-
vessa ed allo sviluppo di una teoria variazionale dell’equilibrio in presenza di legami
costitutivi monotoni multivoci. Le condizioni di esistenza di una soluzione conducono
naturalmente alla discussione dell’Analisi Limite delle strutture ed alla formulazione
del relativo teorema fondamentale. Si mostra quindi come i risultati della teoria possano
essere direttamente applicati alla formulazione variazionale dei problemi di viscoplas-
ticità e di elastoplasticit`a incrementale.

Nel quarto capitolo, dopo una presentazione degli elementi essenziali della inter-
polazione lineare, viene illustrata la procedura di implementazione del metodo degli
spostamenti.

E’ affrontata quindi in dettaglio la soluzione di una travatura elastica piana costituita
dall’assemblaggio di travi semplici ad asse rettilineo, considerando il caso generale in
cui le travi possono essere vincolate ai nodi mediante vincoli di non completa solidariet`a.
La trattazione `e poi ridisegnata per adattarla al caso particolare delle travature reticolari.

Il quinto capitoloè più impegnativo essendo dedicato alla teoria della formulazione
variazionale del problema elastico di strutture con elasticit`a lineare anche singolare.

In tale contesto generale il problema deve essere necessariamente espresso in
forma mista, imponendo cio`e sia la condizione di equilibrio che quella di congruenza
ed assumendo quali campi incogniti sia il campo degli spostamenti che quello degli
sforzi.
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La trattazione mostra che sono perseguibili due approcci, corrispondenti alle forme
miste primale e complementare del problema elastico lineare.

Una precisa definizione degli spazi funzionali in cui sono posti i problemi consente
di sviluppare una teoria che, basandosi su risultati classici di Analisi Lineare, fornisce le
condizioni necessarie e sufficienti per l’esistenza e l’unicit`a della soluzione del problema
elastico.

Segue quindi una trattazione generale delle cosidette formulazioni ibride del pro-
blema elastico lineare.

Le formulazioni ibride sono caratterizzate da un rilassamento delle condizioni di
continuità dei campi incogniti in corrispondenza delle interfacce di una suddivisione
finita del dominio di definizione della struttura, e dal ripristino della continuit`a violata
mediante l’imposizione di condizioni variazionali poste in forma integrale sulle inter-
facce. I relativi risultati di esistenza ed unicit`a sono dedotti da quelli stabiliti per le
formulazioni miste primale e complementare.

Il sesto capitolo fornisce una introduzione generale all’approssimazione interna
del problema elastico. Si mostra come dalla formulazione variazionale si pervenga
in modo diretto alle formulazioni approssimate, trattando prima il caso generale delle
formulazioni miste e quindi quello della formulazione negli spostamenti.

Nel settimo capitolo si affronta lo studio delle travi elastiche in grandi spostamenti.
La trattazione `e svolta con riferimento al modello diTimoshenko di trave deformabile
a taglio e fornisce l’espressione della rigidezza tangente facendo ricorso a concetti e
risultati di geometria differenziale esposti nel Tomo I.

I capitoli VIII, IX e X sono dedicati ad argomenti tradizionali della disciplina quali
la geometria delle masse, la trave diSaint Venant e le travi con pareti sottili. La
geometria delle masse `e trattata con un approccio analitico e con metodologie generali
orientate al calcolo automatico.

Un approccio analogo `e seguito nell’analisi della trave diSaint Venant e delle
travi con pareti sottili.

Tra gli aspetti non tradizionali si evidenziano: l’applicazione della formula di
Cesàro al calcolo degli spostamenti elastici da flessione composta, la metodologia
iterativa per la soluzione del problema non lineare della pressoflessione di travi costituite
da materiali non reagenti a trazione, dovuta aManfrediRomano, la trattazione della
torsione per le travi con sezione a connessione multipla, e le formule per il calcolo del
centro di taglio e dei fattori di taglio delle travi con pareti sottili.

Negli ultimi due capitoli XI e XII, è fornita una descrizione del comportamento
ultraelastico dei materiali ed una panoramica dei principali criteri di resistenza per
materiali fragili e duttili.

Come nel Tomo I, anche in questo Tomo il lettore trover`a, accanto ad argomenti
tradizionali, formulazioni e risultati originali che fanno riferimento all’attivit`a di ricerca
svolta dall’autore nel settore della meccanica delle strutture.

I capitoli III, IV, V, VI e VII contengono i principali contributi derivanti dall’attivit`a
di ricerca riguardante applicazioni dell’Analisi Convessa alla teoria delle strutture, le
formulazioni miste ed ibride in elasticit`a, le corrispondenti formulazioni approssimate
e l’analisi di travi elastiche spaziali in regime di grandi spostamenti.
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I – ELASTICITA’

Questo capitolo `e dedicato alla trattazione del modello di comportamento elastico
dei mezzi materiali modellati come continui diCauchy.

Nelle parte iniziale si fornisce un quadro generale che, dopo un breve excursus
sulla termodinamica dei mezzi continui, illustra i modelli termoelastico, elastico ed
ipoelastico in presenza di grandi spostamenti e deformazioni ed introduce il principio
di indifferenza materiale.

Si illustra quindi in dettaglio la teoria dell’elasticit`a nella formulazione linearizzata
applicabile nel quadro di piccoli spostamenti e deformazioni.

1. ELEMENTI DI TERMODINAMICA DEI CONTINUI

La termodinamica dei continuìe fondata su due principi fondamentali cui sono
soggetti tutti i fenomeni fisicamente accettabili:

• il primoed il secondo principio della termodinamica.

Il primo principio, già illustrato nella sezione II.12 (p. 278) del Tomo I, `e qui richiamato
per convenienza.

Il primo principio della termodinamicaasserisce che per ogni corpoB , e per ogni
parte di esso, vale lalegge di conservazione dell’energiache si scrive

Ė = M+Q ,

dove

• Ė è il tasso di incremento dell’energia interna,

• M è lapotenza meccanica compiuta,

• Q è il tasso di calore apportato.

Per potenza meccanica si intende la potenza compiuta da tutti i sistemi di forze agenti
sul corpo ivi incluse le forze d’inerzia. Denotando conρ la densità e conD = Bv
la velocità di deformazione associata al campo di velocit`a v ∈ La(T (Ω)) del corpo
lungo la traiettoria dinamica, si ha che

M =
∫
Ω

(b− ρ v̇) . v dv +
∫

T (Ω)

t . v da =
∫
Ω

T : D dv ,
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L’energia cineticaK e la potenzaW compiuta dal sistema di forze di massa e di
contatto agenti sul corpo nell’atto di motov ∈ La(T (Ω)) , sono definite da

K =
1
2

∫
Ω

ρv . v dv , W =
∫
Ω

b . v dv +
∫

T (Ω)

t . v da ,

La potenza meccanica compiuta `e dunque pari aM = W − K̇ e quindi la legge di
conservazione dell’energia si scrive

Ė = M+Q ⇐⇒ Ė + K̇ = W +Q .

Si introducano le densit`a volumetriche e superficiali

• ε̇ il tasso di incremento dell’energia interna per unit`a di volume,

• ρ q il tasso di apporto di calore per unit`a di volume,

• ∂q il tasso di apporto di calore per unit`a di superficie,

e si ponga

Ė =
∫
Ω

ρ ε̇ dv ,

M=
∫
Ω

T : Bv dv ,

Q =
∫
Ω

ρ q dv +
∫

∂T (Ω)

∂q da ,

Il primo principio della termodinamica si scrive allora in forma locale

{
ρ ε̇ = ρ q + div h + T : D in Ω ,

∂q = h . n su ∂T (Ω) ,

in cui h ∈ H1(T (Ω)) è il campo vettoriale della densit`a di flusso di freddo.

• div h è la sorgente volumetrica del flusso di freddo.

• La relazioneh . n = ∂q è dettaprincipio del flusso di caloredi Fourier.

Il bilancio energetico enunciato nel primo principio `e fondato sul concetto di apporto di
calore e della funzione di stato estensivaenergia interna. Alla base del principio vi sono
le prime fondamentali osservazioni del conteRobert Rumford (1753-1814) sul
fatto che l’energia meccanica pu`o trasformarsi in calore, e le successive sperimentazioni
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in proposito effettuate nel 1842 dal fisico tedescoRobert Julius von Mayer
(1814-1878) e nel 1847 dall’ingleseJames Prescott Joule (1818-1889).

Il secondo principio della termodinamicaasserisce che per ogni corpoB , e per
ogni parte di esso, `e non negativa laproduzione di entropia, definita come differenza
tra il tasso d’incremento di entropia e l’apporto di entropia.

Il secondo principio trae origine dall’osservazione che mentre il lavoro meccanico
può essere integralmente trasformato in calore, viceversa, come osservato nel 1824 da
Nicolas Léonard Sadi Carnot (1796-1832), può essere trasformata in lavoro
solo un’aliquota del calore che `e funzione delle differenze tra le temperature dei corpi
che si scambiano il calore.

1.1. Diseguaglianza di Clausius-Duhem

Tale proprietà è espressa dalladiseguaglianza diClausius 1 -Duhem 2

Ḣ ≥
∫
Ω

1
T

ρ q dv +
∫

∂T (Ω)

1
T

∂q da ,

dove

• H è l’entropia, cosı̀ che Ḣ è il tasso di incremento di entropia,

• T > 0 è latemperatura assolutaintrodotta daKelvin nel 1848,

• ρ q/T è il tasso diapporto volumetrico di entropia,

• ∂q/T è il tasso diapporto superficiale di entropia,

1 Rudolf Julius Emmanuel Clausius (1822-1888). Nato in Prussia sesto figlio di un ministro
protestante, si laure`o alla Università di Berlino nel 1840.Clausius pubblicò il primo lavoro sulla teoria
meccanica del calore nel 1850. Per la fama che ne deriv`o divenne professore alla Universit`a di Berlino
e quindi nel 1855 alla Universit`a di Zurigo. Nel 1867 si trasfer`ı alla Università di Würzburg e nel 1869,
accettò una cattedra alla Universit`a di Bonn. Fervente patriota partecip`o alla guerra Franco-Tedesca del
1870-71 come direttore del corpo delle anbulanze e riport`o una ferita alle gambe che lo menom`o per il resto
della vita. Nel 1865Clausius formulò per primo entrambi i principi della termodinamica e rivendic`o la
priorità della scoperta divon Mayer su quella diJoule. I suoi contributi gli valsero molti riconoscimenti
quali l’associazione alla Royal Society of London nel 1868, la MedagliaCopley nel 1879 e la Medaglia
Huygens nel 1870, il PremioPoncelet nel 1883.

2 Pierre Maurice Marie Duhem (1861-1916). Nato a Parigi da famiglia fiamminga studi`o
scienze alla Ecole Normale Sup´erieure, dove tre anni dopo entr`o ancheJacques Salomon Hadamard
(1865-1963), Tra i due nacque una sincera amicizia.Duhem è stato un grande fisico matematico ed ha
portato contributi fondamentali alla assiomatizzazione della termodinamica nelle memorieEtude sur les
travaux thermodynamiques de J. Willard Gibbs(1887) eCommentaire aux principes de la thermodynamique
(1892). I principali trattati sonoThermodynamique et chimie(1902), il lavoro in due volumiRecherches sur
l’hydrodynamique(1903-4), eRecherches sur l’élasticit́e (1906).



4 1 – ELEMENTI DI TERMODINAMICA DEI CONTINUI

Definendo

• ρ η la densit̀a di entropiaper unità di volume,

risulta

H =
∫
Ω

ρ η dv .

Applicando il teorema della divergenza si ottiene poi che∫
∂T (Ω)

1
T

h . n da =
∫
Ω

div
h
T

dv =
∫
Ω

[
1
T

div h− 1
T 2 h . ( gradT )

]
dv ,

e dunque la diseguaglianza diClausius-Duhem si scrive in forma locale

ρ η̇ ≥ ρ q + T div
h
T

= ρ q + div h− 1
T

h . ( gradT ) .

Eliminando il termine
ρ q + div h ,

che compare nelle espressioni locali del primo e del secondo principio, ed introducendo
l’energia libera diHelmholtz per unità di massa

ψ = ε− T η ,

si perviene allaforma ridotta della diseguaglianza della dissipazione:

T : D− ρ ψ̇ − ρ η Ṫ +
1
T

h . ( gradT ) ≥ 0 .

Si assume poi che tale diseguaglianza sia soddisfatta in forma pi`u forte imponendo che
siano separatamente positivi i termini:

• densità volumetrica didissipazione intrinseca

T : D− ρ ψ̇ − ρ η Ṫ = T : D− ρ ε̇ + ρ η̇ T ≥ 0 ,

• densità volumetrica didissipazione termica

1
T h . ( gradT ) ≥ 0 .

Quest’ultima diseguaglianza impone che il vettore flusso di freddo abbia una compo-
nente non negativa con il gradiente di temperatura e cio`e che il freddo si trasmetta verso
i punti a temperatura superiore.
I processi per cui si verificano le seguenti condizioni sono rispettivamente detti

h = o processo adiabatico,

T = 0 processo isotermo,

η̇ = 0 processo isoentropico,

gradη = o processo omoentropico.
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2. RELAZIONI COSTITUTIVE

La trattazione della termodinamica dei materiali sviluppata nel seguito `e rivolta
allo studio di materiali in cui i valori locali le funzione di statoenergia internaε ,
temperatura assolutaT , flusso di freddoh estato tensionaleT dipendono dai valori
locali delle variabili indipendenti costituite dall’entropia η , del gradiente di defor-
mazioneF , misurato a partire da una configurazione di riferimento, e di un insieme
finito di variabili internerappresentato da un campo vettorialeα :

ε = ε̂(η,α,F) ,

T = T̂ (η,α,F) ,

h = ĥ(η,α,F) ,

T = T̂(η,α,F) .

Derivando l’energia interna rispetto al tempo si ha che

ε̇ (η,α,F) = dηε̂(η,α,F) . η̇ + dαε̂(η,α,F) . α̇ + dFε̂(η,α,F) . Ḟ .

Il postulato diHelmholtz assicura che `e possibile assegnare arbitrari tassi di
variazione di entropiȧη con α̇ = o e Ḟ = O . Allora la diseguaglianza della
dissipazione intrinseca deve essere una eguaglianza e si ha che

T = dηε̂(η,α,F) .

Assumendo che l’energia interna sia una funzione differenziabile e strettamente con-
vessa della variabile entropia, latrasformata diLegendredell’energia interna, rispetto
alla coppia di parametri duali entropia-temperatura `e la funzione di statôε∗ definita
da:

ε̂
∗(T, α,F) = T η − ε̂(η,α,F) ,

 T = dηε̂(η,α,F) ,

η = dT ε̂
∗(T, α,F) .

L’ energia libera diHelmholtz è definita come l’opposta della trasformata di
Legendre dell’energia interna, rispetto alla coppiaη, T :

ψ(T, α,F) = −ε̂
∗(T, α,F) .

Si introduca quindi il vettoreaffinità termodinamicaduale del vettore delle variabili
interne:

χ = −dαψ(T, α,F) = dαϕ
∗(T, α,F) ,

Decomponendo lo stato tensionale in parte reversibile ed irreversibileT = Trev+Tirr

con la parte reversibileTrev definita da

Trev = ρ dFψ(T, α,F)FT ,
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si ha che

T : D− ρ ψ̇ − ρ η Ṫ = T : L− ρ dFψ : (LF)− ρ dαψ . α− ρ dT ψ . T − ρ η Ṫ =

= (T− ρ dFψ FT ) : L− ρ dαψ . α̇− ρ (η + dT ψ) . Ṫ ≥ 0 .

La diseguaglianza della dissipazione intrinseca assume quindi la forma

Tirr : D + ρ χ . α̇ ≥ 0 .

Si osservi che in termini del tensore diPiola (vedi Tomo I sezione II.13.1 (p. 285)):

P = J TF−T ,

la parte reversibileTrev dello stato tensionale `e data da

Prev = ρ0 dFψ(T, α,F) ,

in quantoJ ρ = ρ0 .

Se nella definizione delle funzioni di statoenergia internaε , temperatura assolutaT ,
flusso di freddoh e stato tensionaleT si eliminano levariabili interne α si ottiene
la descrizione di

unmateriale termoelasticocaratterizzato dalle relazioni

ε = ε̂(η,F) ,

T = T̂ (η,F) ,

h = ĥ(η,F) ,

T = T̂(η,F) .

La definizione di

un materiale iperelasticoo elastico secondoGreen è basata su una teoria pura-
mente meccanica in cui la temperatura e l’entropia non giocano nessun ruolo, e
l’unica variabile indipendente `e il gradiente di deformazione.

ε = ε̂(F) ,

T = T̂(F) .

L’energia libera diHelmholtzcoincide con l’energia interna e la funzioneε = ψ
prende il nome di potenziale elastico. Il legame costitutivo `e allora

T = ρ dFψ(F)FT , P = ρ0 dFψ(F) .

In termoelasticit`a è possibile dimostrare, [20], [23], [24], che la diseguaglianza di
Clausius-Duhem si decompone nelle diseguaglianze delladissipazione intrinsecae
delladissipazione termicafacendo ricorso al seguente

assioma di localitadovuto aNoll [15]: Le funzioni costitutive sono locali.

Una funzione costitutivaψ(T, χ) per la termoelasticit`a è locale se per ogni aperto
U ⊂ B accade che: se una coppia di posizionamentiχ1,χ2 : B �→ S ed una coppia
di funzioni di temperaturaT1, T2 : B �→ 	+ coincidono suU , allora le risposte
ψ(T1,χ)1 e ψ(T2,χ)2 coincidono suU .
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2.1. Principio di indifferenza materiale

Il principio di indifferenza materiale(PIM ) afferma che il comportamento dei
materiali non dipende dall’osservatore che effettua la sperimentazione.

Per un materiale elastico questa basilare richiesta si esprime affermando che osservatori
in moto relativo devono misurare la stessa energia elastica.

Si consideri la legge di trasformazione del gradiente di deformazione al cambiare
dell’osservatore

F∗ = QF ,

dove Q ∈ Orth+ è la rotazione dell’osservatoreO rispetto all’osservatoreO∗ .
(vedi Tomo I sezione I.6 (p. 55)). Applicando ilPIM ai materiali iperelastici si ottiene
dunque la condizione

ψ(F∗) = ψ(QF) = ψ(F) , ∀Q ∈ Orth+ (V ; V) .

Effettuando la decomposizione polareF = RU e ponendoQ = RT si evince che
deve essere

ψ(F) = ψ(RT RU) = ψ(U) .

Ricordando la definizione del tensore destro diCauchy-Green

C(F) = FTF ,

si può definire il potenziale elastico

ψ(C(F)) = ψ(F) , ∀F ∈ Lin (V ; V) .

Allora risulta
dFψ(F) : H = dCψ(C(F)) : (dC(F) . H) .

Essendo poidC(F) . H = HTF + FTH , in virtù della simmetria diC si ottiene che

dFψ(F) = 2F dCψ(C(F)) ,

e quindi che
T = ρ dFψ(F)FT = 2 ρF dCψ(C(F))FT .

In termini deltensore diPiola P e deltensore diPiola-Kirchhoff S = F−1 P
(vedi Tomo I sezione II.13.3 (p. 287)) si ha:

P = 2 ρ0 F dCψ(C(F)) , S = 2 ρ0 dCψ(C(F)) .

Si noti che ilPIM equivale alla propriet`a di simmetria

dFψ(F)FT = F (dFψ(F))T .
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2.2. Materiali ipoelastici

Un ulteriore esempio del ruolo giocato dalPIM , nell’imporre restrizioni alle re-
lazioni costitutive, `e fornito dalla definizione della risposta deimateriali ipoelastici.

Per tali materiali si assume che il tasso di variazione dello stato tensionaleṪ sia
funzione del valore attuale dello stato tensionaleT e del gradiente di deformazione
L = gradv :

Ṫ = f(T,L) .

Se taleè la risposta registrata da un osservatoreO , sia O∗ un osservatore ruotato di
QT ∈ Orth+ rispetto all’osservatoreO∗ .

Si osservi ora che la potenza virtuale `e invariante (indipendente dall’osservatore),
e che il gradiente di velocit`a varia con la legge (vedi Tomo I sezione I.9.13 (p. 97))

L∗ = WQ + QLQT .

dove WQ = Q̇QT ∈ Emi(V ; V) . Ne segue che

la deformazione tangenteD = symL è indifferentee cioè varia con la legge

D∗ = QDQT .

Da ciò di deduce che lo stato tensionaleT è anch’esso indifferente. Infatti l’identit`a

T∗ : D∗ = T : D , ∀D ∈ Sym(V ; V) ,

impone che deve essere

tr (T∗ QDQT ) = tr (QTT∗QD) = tr (TD) , ∀D ∈ Sym(V ; V) ,

e cioè che sia
T∗ = QTQT .

Per quanto detto l’osservatoreO∗ misurerà il legame ipoelastico

(QTQT )̇ = f(QTQT ,WQ + QLQT ) ,

dove
(QTQT )̇ =QṪQT + Q̇TQT + QTQ̇T =

=QṪQT + Q̇QT (QTQT ) + (QTQT )QQ̇T =

=QṪQT + WQ(QTQT ) + (QTQT )WT
Q

,

Si assuma quindi che la rotazione diO rispetto aO∗ sia definita dalla legge esponen-
ziale

Q(t) = exp(−tW) Q̇(t) = −W ◦Q(t) .
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soluzione dell’equazione differenziale

Q̇(t) = −W ◦Q(t) , Q(0) = I ,

dove W è l’atto di moto di rotazione dello spazio tangente al corpo nel punto con-
siderato. Risulta alloraWQ(0) = −W = emiL e quindi al tempot = 0 deve
essere

Ṫ−WT + TW = f(T,−W + L) = f(T,D) .

Il primo membro rappresenta il tasso di variazione dello stato tensionale misurato
dall’osservatoreO∗ che all’istante inizialet = 0 subisce lo stesso atto di moto di
rotazione dello spazio tangente al corpo nel punto considerato. Si definisce quindi la

derivata co-rotazionaleo derivata diJaumann [6]

◦
T = Ṫ−WT + TW ,

e l’equazione costitutiva dei materiali ipoelastici si scrive nella forma

◦
T = f(T,D) .

Si noti che ilPIM impone che risulti

Q
◦
TQT = Qf(T,D)QT = f(QTQT ,QDQT ) , ∀Q ∈ Orth+ (V ; V) ,

e cioè che la funzionef sia isotropa simultaneamente nei due argomentiT e D .
Si assuma inoltre che lo stato di sforzo dipenda dalla storia deformativa ma non

dalla legge oraria con cui tale storia `e stata percorsa. Dettoα il rapporto all’istante
attuale tra le scale dei tempi relative a due leggi orarie diverse, denotate con2 e 1 ,
risulta

D2 = αD1 , W2 = αW1 , Ṫ2 = α Ṫ1 ,
◦
T = α

◦
T .

Deve allora essere
f(T, αD) = α f(T,D) , ∀α ∈ 	 .

Assumendo che la funzione di rispostaf sia differenziable con continuit`a in un intorno
di D = O , l’omogeneità implica che la dipendenza daD deve essere lineare.

In definitiva il legame ipoelastico si scrive

◦
T = g(T) [D ] ,

con g : Sym(V ; V) × Sym(V ; V) �→ Sym(V ; V) funzione tensoriale lineare in
D ed isotropa inT e D .
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Osservazione 2.1.La derivata temporale diJaumann può essere sostituita con altre
espressioni che risultano indifferenti ad un cambiamento di osservatore. Tale propriet`a
è assicurata se si effettua unaderivata diLie del tensore dello stato tensionale lungo
un flusso arbitrario.

La questione `e stata illustrata nel Tomo I alla sezione I.12.3 (p. 142).
Sia Tt il campo tensoriale dello stato tensionale evt il campo di velocità cor-

rispondente ad un flussokv(t,s) , misurati dall’osservatoreO al tempo t . Si denoti
con

• ϕt : V �→ V il diffeomorfismo che definisce la deformazione dell’osservatoreO
visto dall’osservatoreO∗ .

L’osservatoreO∗ misura quindi il flusso (vedi Tomo I, sezione I.12.13 (p. 145))

kw(t,s) = ϕt ◦ kv(t,s) ◦ϕ−1
s

,

ed il campo di velocit`a
wt = ut + ϕt∗vt ,

dove

• ut è il campo di velocit`a relativo al flussoku(t,s) = ϕt ◦ ϕ−1
s

generato dal
diffeomorfismoϕt ,

• ϕt∗vt è la spinta del campo vettorialevt per effetto del diffeomorfismoϕt

(o differenzialedel diffeomorfismoϕt secondo il campo vettorialevt ), definita
dalla derivazione puntuale:

(ϕt∗vt)(f) : = vt(ϕt ◦ f) , ∀ f ∈ C1(x, Ω) ,

avendo indicato conC1(x, Ω) il germe delle funzioni scalari derivabili con con-
tinuità in un intorno del puntox ∈ Ω .

La proposizione I.12.14 (p. 146) del Tomo I assicura che per la derivata diLie del
campoTt , definita da

(LYT)s : =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

k∗
t,s

Tt =
d

dt

∣∣∣∣
t=s

Tt +
d

dt

∣∣∣∣
t=s

k∗
t,s

Ts ,

sussiste la legge di trasformazione

Lwt
(ϕt∗Tt) = ϕt∗(Lvt

Tt) .

Ponendoϕt∗ = Q e quindi ϕ∗
t

= ϕt∗
−1 = QT , ed osservando che

ϕt∗Tt = ϕ∗
t

T Tt ϕ
∗
t

= QTt Q
T ,

si ottiene la relazione

Lwt
(QTt Q

T ) = Q (Lvt
Tt)Q

T ,

che garantisce l’indifferenza della derivata diLie.
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Si considera un flussokv(t,s) tale che al tempos il corrispondente campo di velocit`a
sia l’atto di moto di rotazione dello spazio tangente al corpo nel puntox ∈ B . Allora
la derivata diLie coincide con l’espressione della

derivata co-rotazionaleo derivata diJaumann:
◦
T : = Lvt

Tt = (FTTF)̇ = Ṫ−WT + TW .

Assumendo che il flussokv(t,s) sia quello che definisce la deformazione del corpo
misurata dall’osservatoreO , la derivata diLie fornisce invece l’espressione della

derivata convettivao derivata diOldroyd [10]:

�
T : = Lvt

Tt = (FTTF)̇ = Ṫ + LT T + TL .

In [11] e [12]Truesdell ha introdotto la derivata del prodotto tensorialeT∆ tra il
tensore dello stato tensionaleT e la forma di volume∆ . Osservando che

Lvt
(Tt ∆t) = Lvt

(Tt)∆t + Tt Lvt
(∆t) ,

e ricordando che (Tomo I, sezione I.12.4 (p. 146))

Lvt
(∆t) = ( div vt)∆t ,

si perviene all’espressione delladerivata diTruesdell:

(
�
T + T div vt)∆t .

Si noti infine che la derivata diLie non commuta con l’operazione di alterazione di un
tensore in quanto la spinta di vettori e covettori si effettua con operazioni duali.

Se dunque, prima di effettuare la derivata diLie, si trasforma la forma mista
del tensore dello stato tensionale in quella due volte covariante od in quella due volte
contravariante, si perviene ad una diversa espressione che comunque fornisce ancora una
misura tensoriale che si trasforma in modo indifferente nel cambiamento di osservatore.

Le diverse forme dei tassi indifferenti di variazione dello stato tensionale dif-
feriscono tra di loro per un termine lineare nello stato tensionale. Ad esempio tra le
derivate temporali diJaumann e diOldroyd si ha la relazione

�
T−

◦
T = DT + TD .

Le diverse derivate temporali indifferenti costituiscono scelte equivalenti e non sussiste
alcun motivo per preferirne una ad un’altra (vedi [21]).

Ne segue che `e necessario assumere che le diverse funzioni di rispostag , che rap-
presentano lo stesso materiale ipoelastico al variare della derivata temporale indifferente
prescelta, siano almeno polinomiali di primo grado inT . Pertanto relazioni omogenee
di grado zero del tipo

◦
T = g [D ] ,

non sono accettabili.
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3. ELASTICITA’ LINEARIZZATA

La trattazione che sar`a sviluppata nel seguito di questo capitolo concerne la teoria
del comportamento elastico dei materiali sotto l’ipotesi dipiccoli spostamentiepiccole
deformazionimisurati da una configurazione di riferimento.

Si assume cio`e che sia ammissibile approssimare la deformazione puntuale trascu-
rando i termini non lineari nel campo di spostamento e valutare lo stato tensionale nella
configurazione di riferimento, imponendo la condizione di equilibrio senza tener conto
del cambiamento di configurazione. Per ulteriori considerazioni sull’ipotesi di piccoli
spostamenti e piccole deformazioni si veda la sezione II.1 (p. 49).

3.1. Legge di Hooke

L’osservazione che in una struttura elastica esiste una legge di propozionalit`a tra
forza applicata e spostamento duale `e dovuta aRobert Hooke 3 che la formulò nel
1676 sotto forma di un anagrammaCEIIINOSSSTTVVdel quale poi svel`o il significato:

vt tensio sic vis

che in latino esprime la proporzionalit`a tra l’estensione ((ex)-tensio) e la forza (vis).
Nel modello di comportamento elastico si assume che esista un legame biunivoco

tra lo stato puntuale di deformazione e quello puntuale di sforzo e che tale legame
sia integrabile cos`ı che possa esprimersi come gradiente di una funzione scalare detta
potenziale elastico.

Il concetto dipotenziale elasticofu introdotto daGreen 4 nel 1839 in [4].
Il potenziale del legame inverso, che ad ogni stato puntuale di sforzo associa

il corrispondente stato puntuale di deformazione elastica `e dettopotenziale elastico
complementareedè stato studiato daCastigliano 5 nel 1873 .

3 Robert Hooke (1635-1702). Nato nel’isola di Wight nel 1653 and`o al Christ College di Oxford
dove conobbeBoyle e lo aiutò a costruire la pompa ad aria. Per 30 anni fu professore di geometria al
Gresham College di Londra, a partire dal 1665, anno in cui pubblic`o il libro Micrographia che contiene
osservazioni e scoperte fatte mediante un microscopio di sua costruzione.Hooke inventò il pendolo conico,
costru`ı per primo il telescopio riflettente e concep`ı l’idea che la luce consiste in una vibrazione trasversale di
lunghezza d’onda molto corta. Fece importanti osservazioni astronomiche e nel 1866 propose di misurare la
gravità mediante un pendolo. Per la sua riconosciuta competenza fu nominato City Surveyor e partecip`o con
grande impegno alla ricostruzione di Londra dopo il grande incendio del 1666. Nel 1672 osserv`o che la terra
si muove con orbita ellittica attorno al sole e nel 1678 propose la legge di gravitazione secondo il reciproco
del quadrato della distanza ed ebbe conNewton un’aspra polemica circa la priorit`a della scoperta. Nel
1678 pubblic`o il lavoroDe Potentia restitutivache contiene i risultati dei suoi esperimenti con corpi elastici.

4 George Green (1793-1841). Mugnaio e matematico autodidatta inglese. L’opera fondamentale di
Green del 1828,An Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theories of Electricity and
Magnetism, fu pubblicata nel 1850 per merito diSir William Thomson (Lord Kelvin, 1824-1907).

5 Carlo Alberto Castigliano (1847-1884). Nato ad Asti (Piemonte) dopo quattro anni di studi
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3.2. Cedevolezza e rigidezza elastica

Si ricordi che Sym(V ; V) ⊂ Lin (V ; V) denota il sottopazio lineare dei tensori
simmetrici del secondo ordine sullo spazio V delle traslazioni associato allo spazio
affine euclideoS .

Sia TB un corpo continuo che occupa nello spazio una posizioneΩ ⊂ S .

Il comportamento del materiale di cui `e costituito un corpoTB è elasticose
in ogni puntox ∈ Ω in cui agisce uno stato tensionaleσ(x) ∈ Sym(V ; V) si
produce istantaneamente uno stato deformativoe(x) ∈ Sym(V ; V) che dipende
unicamente dal valore locale ed attuale dello stato tensionale.

Il legame che allo stato tensionaleσ(x) ∈ Sym(V ; V) agente in un puntox ∈ Ω
associa la corrispondente deformazione elastica linearizzatae(x) ∈ Sym(V ; V) è
dettocedevolezza elasticadel materiale e si scrive

e(x) = C (σ(x),x) x ∈ Ω .

Un materiale elastico `e privo di memoria, nel senso che la sua risposta deformativa
puntuale non tiene in alcun conto la storia passata dello stato tensionale puntuale.

Si assume inoltre che allo stato tensionale nullo corrisponda una deformazione
elastica nulla

C(0,x) = 0 x ∈ Ω .

Nel seguito, per semplificare la notazione, ometteremo di indicare esplicitamente la
dipendenza dalla posizionex ∈ Ω .

Una caratteristica peculiare di un materiale elastico `e quella della

stabilità della risposta elastica.

Tale proprietà si esprime in termini analitici richiedendo che il grafico del legame
elastico siastrettamente monotono(crescente).

Formalmente la propriet`a distabilità si enuncia come segue.

Se si considerano due qualsiasi coppie distinte{σ1, e1} e {σ2, e2} di stati ten-
sionali e deformativi legati dal legame elastico, il relativo lavoro incrementale
risulta positivo

(σ2 − σ1) : (e2 − e1) > 0 .

a Terni (Umbria) divenne studente del Politecnico di Torino dove si laure`o nel 1873 con una dissertazione
dal titolo Intorno ai sistemi elasticiche lo rese famoso. Dopo la laurea si impieg`o alle Ferrovie Italiane
del Nord delle quali diresse l’Ufficio Tecnico sino alla prematura scomparsa. Il nome diCastigliano è
legato al suo principio che costituisce una estensione di quello formulato daLuigi Federico Menabrea
(1809-1896) e che fu causa di una lunga disputa tra i due.
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Stabilità del
legame elastico

Il legame elastico, essendo strettamente monotono, risultalocalmente invertibilee cioè
invertibile per ognix ∈ Ω . La legge

σ(x) = E (e(x),x) E = C−1 ,

che in ogni punto associa ad una deformazione elastica lo stato tensionale corrispondente
è dettarigidezza elasticadel materiale.

3.3. Cedevolezza e rigidezza tangenti

Se il legame elastico `e derivabile, la propriet`a distabilità comporta la definizione
positiva della sua derivata.

Si osservi infatti che per definizione la derivata direzionale diC(σ) secondo
l’incrementoσ è fornita dal limite

dC(σ;σ) : = lim
α→0

1
α

[
C(σ + ασ)− C(σ)

]
,

La dipendenza dall’incrementoσ è omogenea e, se `e anche additiva, definisce un
operatore linearedC(σ) cheè la derivata diC nel puntoσ ∈ Sym(V ; V)

dC(σ)
[
σ

]
: = dC(σ; σ) ∀σ ∈ Sym(V ; V).

Ora la stretta monotonia del legame elastico assicura che[
C(σ + ασ)− C(σ)

]
: ασ > 0 ∀α > 0 ∀σ ∈ Sym(V ; V) \ {o} ,

e quindi anche che[
C(σ + ασ)− C(σ)

]
: σ > 0 , ∀α > 0 , ∀σ ∈ Sym(V ; V) \ {o} .

Ne consegue che risulta

dC(σ)
[
σ

]
: σ = lim

α→0+

1
α

[
C(σ + ασ)−C(σ)

]
: σ > 0 , ∀σ ∈ Sym(V ; V) \ {o} ,

ed il risultatoè dimostrato.
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La derivatadC(σ) è dettacedevolezza elastica tangente.

La rigidezza elastica tangente, è la derivata del legame elastico inversoE(e) ed
è quindi rappresentata dall’operatore linearedE(e) inverso della cedevolezza
elastica tangente

dE(e) =
[
dC(σ)

]−1
, e = C(σ) .

La rigidezza elastica tangente `e anch’essadefinita positiva

dE(e)
[
e
]

: e > 0 , ∀ e ∈ Sym(V ; V) \ {o} .

La differenziabilità dei legami elastici diretto ed inverso consente di esprimere la
proprietà di stabilità del legame elastico mediante l’equivalente richiesta che la
cedevolezza e la rigidezza elastiche tangenti siano definite positive.

3.4. Conservatività del legame elastico

Una proprietà caratteristica dei materiali elastici `e quella di non dar luogo a
fenomeni dissipativi il che equivale a richiedere che il legame elastico siaconservativo
e cioè che il lavoro compiuto dallo stato tensionale lungo un qualsiasi ciclo chiuso di
deformazione elastica sia nullo.

Si consideri quindi un circuitoc ∈ Sym(V ; V) nello spazio dei tensori sim-
metrici del secondo ordine su V .

La proprietà di conservativit`a impone che∮
c

E(e) : de = 0 , ∀ c ∈ Sym(V ; V) .

Se si considerano due percorsi qualsiasic1(e1, e2) e c2(e1, e2) che portano dallo
stato deformativo elastico

e1 ∈ Sym(V ; V)

allo stato deformativo elastico

e2 ∈ Sym(V ; V)

si ha che

c2 (e1 ,e2 )

c1 (e1 ,e2 )

e1

e2

∫
c1(e1,e2)

E(e) : de =
∫

c2(e1,e2)

E(e) : de .
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La nozione di potenziale elastico fu introdotta nel 1828 daGreen [4] ed un
materiale elastico che ammette un potenziale di deformazione `e perciò dettomateriale
elastico allaGreen.

Il modello elastico che non richiede l’esistenza di un potenziale `e talvolta detto
materiale elastico allaCauchy.

Il potenziale ϕ : Sym(V ; V) �→ 	 del legame elasticoE : Sym(V ; V) �→
Sym(V ; V) è definito dalla relazione

ϕ(e2)− ϕ(e1) =
∫

c(e1,e2)

E(e) : de ,

dove c1(e1, e2) è un qualsiasi percorso tra gli stati deformativie1 e e2 .
Assumendo poi cheϕ(o) = 0 si può scrivere

ϕ(e) =
∫

c(o,e)

E(e) : de =
∫

c(o,e)

E(e)ij deij ,

doveè sottintesa una sommatoria sugli indici uguali delle componenti cartesiane dei
tensori. Essendo l’integrale indipendente dal percorso, conviene integrare lungo un
segmento rettilineo di equazione parametrica

ê(ξ) = e + ξη ξ ∈ {0, 1} .

Si ottiene cos`ı la formula semplice

ϕ(e) =

1∫
0

E(ξe) : e dξ .

Sussistono le seguenti fondamentali propriet`a.

Proposizione 3.1. Il gradiente del potenzialeϕ(e) è pari a E(e) .

Dim. Si ha infatti:

ϕ(e + αη)− ϕ(e) =

α∫
0

E(e + ξη) : η dξ ,

e pertanto

dαϕ(ê(α)) = dϕ(e)
[ dê
dα

]
= dϕ(e)

[
η
]
.

Il teorema fondamentale del calcolo assicura peraltro che

dαϕ(ê(α)) = E(e) : η ,

e quindi risulta

dϕ(e)
[
η
]

= E(e) : η ∀η ⇐⇒ E(e) = gradϕ(e) ,

cheè il risultato che si voleva dimostrare.
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Il dominio della rigidezza elasticaE è l’intero spazio Sym(V ; V) e quindi
è semplicemente connesso. Ne segue che, se la rigidezza elastica `e derivabile con
continuità, l’esistenza del potenziale elasticoϕ è assicurata dalla seguente condizione
necessaria e sufficiente dovuta aVolterra 6 .

dE(e) e1 : e2 = dE(e) e2 : e1 , ∀ e1, e2 ∈ Sym(V ; V) .

Simmetria
della rigidezza
elastica tangente

Essendo
E(e) = gradϕ(e) .

la necessit`a della condizione diVolterra è conseguenza diretta della propriet`a di
simmetria della derivata seconda del potenzialeϕ(e)

d2ϕ(e)
[
e1, e2

]
= d2ϕ(e)

[
e2, e1

]
.

La dimostrazione della sufficienza `e più delicata e per essa si rimanda alla letteratura
specialistica [18]. Ecco un’altra importante propriet`a.

Proposizione 3.2. Il legame elasticòe strettamente monotono se e solo se il potenziale
elasticoϕ(e) è strettamente convesso.

Dim. Sia{e1, e2} ∈ Sym(V ; V)×Sym(V ; V) una arbitraria coppia di deformazioni
elastiche. Il segmento tra tali estremi ha equazione parametrica

ê(ξ) = e1 + ξ (e2 − e1) ξ ∈ {0, 1} .

Ora la stretta monotonia del legame elastico comporta che la funzione

f(ξ) : = E(ê(ξ)) : (e2 − e1) ,

risulta strettamente crescente in quanto

[f(ξ2)− f(ξ1)](ξ2 − ξ1) =
[
E(ê(ξ2))− E(ê(ξ1))

]
: (e2 − e1)(ξ2 − ξ1) =

=
[
E(ê(ξ2))− E(ê(ξ1))

]
: (ê(ξ2)− ê(ξ1)) > 0 ,

per ogni ξ1 = ξ2 . Ne consegue la diseguaglianza

ϕ(e2)− ϕ(e1) =

1∫
0

E(ê(ξ)) : (e2 − e1) dξ =

1∫
0

f(ξ) dξ > f(0) = E(e1) : (e2 − e1) ,

che esprime la stretta convessit`a del potenziale (vedi fig.3.2).

6 Vito Volterra (1860-1940). Fu successore diBeltrami alla cattedra di fisica matematica a
Roma. Per primo contribu`ı a fondare la teoria generale delle equazioni integrali, cui poi diedero contributi
decisivi lo svedeseErik Ivar Fredholm (1866-1927) ed il tedescoDavid Hilbert (1862-1943).
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ϕ(e1)

)ϕ(e2

e2e1

Fig. 3.2 Potenziale elastico

Stretta convessità
del
potenziale elastico

Viceversa, se il potenziale elastico `e strettamente convesso, per ognie1 = e2 si
ha

ϕ(e2)− ϕ(e1) > E(e1) : (e2 − e1) ,

e, scambiando gli indici1 e 2

ϕ(e1)− ϕ(e2) > −E(e2) : (e2 − e1) .

Sommando si ottiene
E(e2)− E(e1) : (e2 − e1) > 0 ,

che esprime la stretta monotonia del legame elastico.

3.5. Energia di deformazione elastica

Il potenziale ϕ(e) del legameσ = E(e) con ϕ(o) = 0 è dettoenergia di
deformazione elasticae la legge di rigidezza elastica si pu`o scrivere

σ = E(e) = gradϕ(e) .

L’energia di deformazione elastica si pu`o valutare integrando lungo un raggio il lavoro
incrementale

ϕ(e) =
∫

c(o,e)

E(e) : de =

1∫
0

E(ξe) : e dξ .
Energia di
deformazione elastica
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3.6. Energia elastica complementare

L’invertibilit à del legame elastico comporta che se la leggeσ = E(e) ammette
un potenziale anche la legge inversae = C(σ) ammette un potenziale.

Infatti ad ogni circuitoce ⊂ Sym(V ; V) nello spazio delle deformazioni cor-
risponde un circuitocσ ⊂ Sym(V ; V) in quello degli stati tensionali e viceversa.

Considerando quindi un arbitrario circuitoce ⊂ Sym(V ; V) nello spazio delle
deformazioni, risulta ∮

ce

d
[
E(e) : e

]
= 0 ,

e quindi ∮
ce

d
[
E(e) : e

]
=

∮
ce

[
E(e) : de

]
+

∮
ce

[
e : dE(e)

]
=

=
∮
ce

[
E(e) : de

]
+

∮
cσ

[
C(σ) : dσ

]
= 0 .

La conservativit`a del legameE(e) implica quindi quella del legameC(σ) e viceversa.

Il potenzialeψ : Sym(V ; V) �→ 	 del legame inversoC(σ) prende il nome di
energia elastica complementaree la legge di cedevolezza elastica si scrive

e = C(σ) = gradψ(σ) .

E’ conveniente porreψ(o) = 0 .
Se il legameC(σ) è differenziabile, l’esistenza dell’energia elastica comple-

mentareψ(σ) è assicurata dalla condizione di integrabilit`a diVolterra.

dC(σ)σ1 : σ2 = dC(σ)σ2 : σ1

Simmetria della cedevolezza
elastica tangente

L’energia elastica complementareψ(σ) risulta anch’essa strettamente convessa
edè fornita dall’espressione

ψ(σ) =

σ∫
o

C(σ) : dσ =

1∫
0

C(ξσ) : σ dξ
Energia elastica
complementare
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Il nome di energia elastica complementare `e dovuto al sussistere del seguente risultato
dovuto aLegendre 7 .

Proposizione 3.3. L’energia di deformazione elastica e quella complementare sod-
disfano la relazione di complementarietà

ϕ(e) + ψ(σ) = σ : e ∀σ = E(e) ,

detta trasformazione diLegendre.

Dim. Basta osservare che, essendoσ = E(e) , si ha

ϕ(e) + ψ(σ) =

e∫
o

E(e) : de +

σ∫
o

C(σ) : dσ =

=

e∫
o

E(e) : de +

E(e)∫
o

e : dE(e) =

e∫
o

d
[
E(e) : e

]
= E(e) : e ,

e quindi il risultatoè dimostrato.

La relazione tra energia di deformazione elastica ed energia elastica complementare
consente di ottenere l’espressione di uno di tali potenziali una volta noto l’altro ed il
legame elastico. Ciascun potenziale `e latrasformata diLegendre dell’altro.

La relazione di complementariet`a è schematicamente illustrata in fig.3.3.

7 Adrien-Marie Legendre (1752-1833). Nato a Parigi da famiglia ricca, studi`o al Collège Mazarin
dove nel 1770, all’et`a di 18 anni difese la tesi di matematica e fisica. Dal 1775 to 1780, segnalato da
d’Alembert insegnò conLaplace all’Ecole Militaire. Nel 1782 il suo lavoroRecherches sur la trajectoire
des projectiles dans les milieux résistantsvinse il premio dell’Accademia di Berlino di cui a quel tempo era
direttoreLagrange. Nel 1783, su segnalazione diLaplace fu eletto all’Académie des Sciences di Parigi.
Nel lavoro del 1784,Recherches sur la figure des planètesintrodusse i polinomi di Legendre. Nel 1794
Legendre pubblicò gli Eléments de ǵeoḿetrieche costituirono il testo di base sull’argomento per circa un
secolo. Nel 1795 l’Acad´emie des Sciences, chiusa durante la rivoluzione nel 1793, fu riaperta sotto il nome
di Institut National des Sciences et des Arts . Nel 1806 in un’appendice al libro sulla determinazione delle
orbite delle comete pubblic`o il metodo dei minimi quadrati.Gauss lo pubblicò nel 1809 rivendicando la
priorità dell’idea. Un’analoga disputa avvenne circa la priorit`a nella scoperta della distribuzione asintotica
dei numeri primi e sulla legge della reciprocit`a quadratica. Nel 1824Legendre si rifiutò di votare per il
candidato del governo nell’Institut National. Di conseguenza perse la pensione e mor`ı in povertà.
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e

σ

ψ(σ)

ϕ(e)

Fig. 3.3

Energia di deformazione
elastica e complementare
in elasticit̀a non lineare

Osservazione 3.1.E’ possibile definire legami elastici pi`u generali di quello descritto in
precedenza consentendo che la relazione tra deformazione linearizzata e stato tensionale
sia multivoca e rilassando la richiesta di stretta monotonia crescente in quella molto
meno restrittiva di semplice monotonia crescente del grafico.

A tal fine, posto Sym= Sym(V ; V) , si osservi che ad una relazione

G(E) ⊆ Sym× Sym ,

si associano duemappe multivoche

E : Sym �→ Sym , E−1 : Sym �→ Sym ,

definite da
E(ε) : =

{
σ ∈ Sym : {ε,σ} ∈ G(E)

}
,

E−1(σ) : =
{
ε ∈ Sym : {ε,σ} ∈ G(E)

}
.

I domini efficaci domE e domE−1 sono definiti dalle condizioni

dom(E) : =
{
ε ∈ Sym : E(ε) = ∅

}
,

dom(E−1) : =
{
σ ∈ Sym : E−1(σ) = ∅

}
.

Si definisce

legame elastico generalizzatoil grafico G(E) di una relazione tra Sym(V ; V) e
Sym(V ; V) che soddisfa le propriet`a

i) G(E) è monotono massimale,

ii) G(E) è conservativo,

iii) dom(E) e dom(E−1) sono insiemi convessi.
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La conservativit̀a del legameG(E) richiede che sia nullo il lavoro associato al legame
E lungo ogni polilinea chiusac contenuta in dom(E) ⊆ Sym :∮

c

E(e) : de = 0 ∀ c ⊆ dom(E) ,

o equivalentemente, lungo ogni polilinea chiusa contenuta in dom(E−1) ⊆ Sym :∮
c

E(σ) : dσ = 0 ∀ c ⊆ dom(E−1) .

La corrispondenza tra stati tensionali e deformativi non `e più univoca ma `e possibile
far ricorso ad una generalizzazione della teoria del potenziale per definire l’energia di
deformazione elastica e quella complementare [25].

I potenziali complementari sono convessi ma in generale non differenziabili per
cui è necessario far ricorso alla nozione di sottodifferenziabilit`a definita da

σ ∈ ∂ϕ(e) ⇐⇒ ϕ(e)− ϕ(e) ≥ σ : (e− e) , ∀ e ∈ Sym(V ; V) ,

e ∈ ∂ψ(σ) ⇐⇒ ψ(σ)− ψ(σ)≥ e : (σ − σ) , ∀σ ∈ Sym(V ; V) .

La relazione di complementariet`a vale ancora ed `e nota come

trasformata diLegendre-Fenchel.
I grafici di un legame elastico generalizzato e del relativo potenziale sono schemati-

camente mostrati nelle figg.3.4 e 3.5.

σ

ε

Fig. 3.4

ε

ϕ

Fig. 3.5

Nel capitolo III sarà sviluppata in dettaglio la teoria che consente di modellare
comportamenti costitutivi non univoci ma governati da potenziali convessi.

Viene inoltre mostrato come la discussione dell’esistenza di una soluzione del
problema elastico generalizzato conduca naturalmente alla formulazione dei teoremi
dell’Analisi Limite e come il contesto formale dell’elasticit`a generalizzata consenta di
sviluppare una teoria sistematica del principi variazionali e di trattare in modo unitario
i problemi strutturali di plasticit`a, viscoplasticit`a e plasticità incrementale.
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3.7. Synopsis

Le proprietà del legame elastico sono raccolte nel quadro riassuntivo che segue.

e = C(σ) , σ = E(e) , E = C−1
, invertibilità

C(o) = o , E(o) = o , stato naturale

∆[σ ] : ∆[ e ] > 0 ∀∆[σ ] = o , ∀∆[ e ] = o , monotonia stretta

dC(σ)σ : σ ≥ 0 , dE(e)e : e ≥ 0 , stabilità

C(σ) = gradψ(σ) , E(e) = gradϕ(e) , conservativit̀a

ϕ(e)− ϕ(e) > E(e) : (e− e) , ∀ e = e , convessit̀a stretta

ψ(σ)− ψ(σ) > C(σ) : (σ − σ) , ∀σ = σ , convessit̀a stretta

ϕ(e) + ψ(σ) = σ : e , ∀σ = E(e) . complementarietà

3.8. Legame elastico lineare

Si considerino ora lo spazio lineare dei tensori del quarto ordine ed il sottospazio
lineare dei tensori del quarto ordine simmetrici che operano tra spazi di tensori sim-
metrici

Lin(V) : = Lin ( Lin (V ; V) ; Lin (V ; V)) ,

Sym(V) : = Sym( Sym(V ; V) ; Sym(V ; V)) .

Se il legame elastico `e lineare si scrive

e = C σ , σ = E e

ed in termini di componenti cartesiane

eij = Cijksσks , σij = Eijkseks ,

con
C ∈ Sym(V) , E ∈ Sym(V) ,

tensori simmetrici del quarto ordine.
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Essendoσ ed e tensori simmetrici, i tensori elastici soddisfano le seguenti pro-
prietà disimmetria minore

Cijks = Cjiks = Cijsk = Cjisk ,

Eijks = Ejiks = Eijsk = Ejisk .

Si osservi inoltre che, in virt`u della linearità del legame, la derivata della rigidezza
elastica risulta costante

dE(e) = E ∀ e ∈ Sym(V ; V) ,

dC(σ) = C ∀σ ∈ Sym(V ; V) ,

e quindi la condizione di integrabilit`a diVolterra consiste nel richiedere la simmetria
dei tensori elastici

E e1 : e2 = E e2 : e1 , ∀ e1, e2 ∈ Sym(V ; V) ,

Cσ1 : σ2 = Cσ2 : σ1 , ∀σ1,σ2 ∈ Sym(V ; V) .

Per un materiale elastico allaGreen sussiste quindi un’ulteriore propriet`a di simmetria
dei tensori elastici, dettasimmetria maggiore

Cijks = Cksij , Eijks = Eksij .

L’energia di deformazione elastica e quella complementare sono forme quadratiche

ϕ(e) =

1∫
0

E(ξe) : e dξ = (E e : e)

1∫
0

ξ dξ =
1
2

E e : e .

ψ(σ) =

1∫
0

C(ξσ) : σ dξ = (Cσ : σ)

1∫
0

ξ dξ =
1
2

Cσ : σ ,

che, per la propriet`a di stabilità, sonodefinite positive

E e : e > 0 ∀ e ∈ Sym(V ; V) \ {o} ,

C σ : σ > 0 ∀σ ∈ Sym(V ; V) \ {o} .

• La linearità del legame comporta inoltre che l’energia di deformazione elastica e
quella complementare assumono lo stesso valore se gli stati tensionali e deformativi
sono legati dalla legge di elasticit`a.

La relazione di complementariet`a è schematicamente illustrata in fig.3.6.



I – ELASTICITA’ 25

e

ϕ(e)

ψ(σ)

σ

Energia di deformazione
elastica e complementare
in elasticit̀a lineare

3.9. Costanti elastiche

Lo spazio vettoriale Sym(V ; V) dei tensori simmetrici del secondo ordine, cui
appartengono gli stati di tensione e di deformazione, ha dimensione6 .

Fissato un riferimento ortonormale{d1,d2,d3} è possibile rappresentare i ten-
sori simmetrici come vettori numerici assumendo nello spazio Sym(V ; V) una base
ortonormale costituita dai6 tensori simmetrici

{
di ⊗ di i = 1, 2, 3 ,
√

2 sym(di ⊗ dj) , j > i = k k = 1, 2, 3 .

In meccanica del continuo si preferisce adottare basi duali cui riferire rispettivamente
le componenti dello stato tensionale e le componenti della deformazione linearizzata,
secondo la notazione introdotta daVoigt (vedi Tomo I, sezione I.9.7 (p. 90) e sezione
III.3.3 (p. 333)). Si assuma infatti per gli stati tensionali la base di Sym(V ; V)

{
di ⊗ di i = 1, 2, 3 ,

2 sym(di ⊗ dj) , j > i = k , k = 1, 2, 3 ,

e per le deformazioni linearizzate la base duale in Sym(V ; V)

{
di ⊗ di , i = 1, 2, 3 ,

sym(di ⊗ dj) , j > i = k , k = 1, 2, 3 .

I vettori numerici delle componenti dello stato tensionaleσ ∈ Sym(V ; V) e della
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deformazione linearizzatae ∈ Sym(V ; V) sono allora rispettivamente dati da

[σ ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1

σ2

σ3

τ23

τ13

τ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
[ e ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε1

ε2

ε3

γ23

γ13

γ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

ed il prodotto internoσ : e assume l’espressione canonica

σ : e = σ1ε1 + σ2ε2 + σ3ε3 + τ23γ23 + τ13γ13 + τ12γ12 .

Al tensore di rigidezza elasticaE ∈ Sym(V) è quindi associata una matrice
quadrata d’ordine6 , per cui il legame elastico si pu`o scrivere

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1

σ2

σ3

τ23

τ13

τ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=



E11 E12 E13 E14 E15 E16

E21 E22 E23 E24 E25 E26

E31 E32 E33 E34 E35 E36

E41 E42 E43 E44 E45 E46

E51 E52 E53 E54 E55 E56

E61 E62 E63 E64 E65 E66



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε1

ε2

ε3

γ23

γ13

γ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

La matrice di rigidezza elastica ha36 componenti che definiscono le costanti elastiche
del materiale. Di esse per`o solo21 sono indipendenti in virt`u della simmetria del legame
elastico che implica la simmetria della matrice[E ] . Infatti delle 36 componenti della
matrice elastica le15 del triangolo alto sono eguali a quelle del triangolo basso e ad
esse vanno sommate le restanti6 componenti sulla diagonale principale.

4. SIMMETRIE MATERIALI ED ISOTROPIA

Un materiale elastico si diceisotropoquando ha le stesse propriet`a elastiche in
ogni direzione.

In termini più precisi ciò significa che nell’effettuare un esperimento meccanico
su di un provino del materiale, che induce in esso un qualsivoglia stato tensionale,
la defomazione elastica che viene misurata `e indifferente rispetto ad una arbitraria
rotazione relativa tra provino e macchina di prova.
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La caratterizzazione formale della propriet`a di isotropia del materiale in corrispon-
denza di una particella del corpoTB consiste nell’imporre che la legge di risposta
elastica non vari se si ruota arbitrariamente lo stato di tensione, nel senso che lo stato
di deformazione subisce anch’esso la medesima rotazione.

Si consideri una rotazioneR ∈ Orth+(V ; V) dello spazio tangente V nel punto
x ∈ Ω al corpoTB nella configurazioneΩ .

Lo stato tensionale inx ∈ Ω sia definito dal tensoreσ e la corrispondente
deformazione elastica dal tensoree = Cσ .

Per ogni rotazioneR ∈ Orth+(V ; V) il tensore ruotatoσR è definito come il
tensore che associa al generico versoreRn ∈ V , il vettore Rσ n ∈ V . Dunque

σR Rn = Rσ n , ∀n ∈ S2(1) .

Risulta quindi
σR R = Rσ ⇐⇒ σR = Rσ RT .

Per ogni coppia di tensoriA,B ∈ Lin (V ; V) si considerino ora i prodotti tensoriali

A⊗B∈ Lin(V) ,

A×B ∈ Lin(V) ,

definiti da
(A⊗B)C= (B : C)A , ∀C ∈ Lin (V ; V) ,

(A×B)C = ACBT , ∀C ∈ Lin (V ; V) .

Il prodotto tensoriale× gode delle seguenti propriet`a.

i) (A×B)T = AT ×BT ,

ii) (A×B)−1 = A−1×B−1 ,

iii) (A×B) (C×D) = (A×C) (B×D) ,

iv) (A×B) (C⊗D) = (ACBT )⊗D ,

v) (A⊗B) (C×D) = A⊗ (CTBD) ,

doveC,D ∈ Lin (V ; V) e nella seconda si `e assunto che i tensoriA,B ∈ Lin (V ; V)
siano invertibili.
Si noti che il trasposto di un tensore del quarto ordineA ∈ Lin(V) è definito da

(AC) : D = (AT D) : C , ∀C,D ∈ Lin (V ; V) .

In termini di componenti cartesiano si ha che

(A⊗B)ijks = Aij Bks ,

(A×B)ijks = Aik Bjs .
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Da tali proprietà segue immediatamente che per ogni isometriaR ∈ Orth(V ; V) il
tensore del quarto ordine definito daR = R×R è una isometria. Risulta infatti

RT R = R RT = (R×R) (R×R)T = I× I = I ,

dove I è l’identità in Lin(V) .
Per ogniR ∈ Orth(V ; V) il tensore del secondo ordine ruotato pu`o quindi essere

definito da
σR = R σ ,

ed il tensore del quarto ordine ruotato `e definito da

CR = R C RT , ∀R = R×R .

Si consideri ora una rotazioneR ∈ Orth+(V ; V) dello stato tensionaleσ ∈
Sym(V ; V) . Se il materiale elastico `e isotropo nel puntox ∈ Ω , la risposta elastica
non deve cambiare.

Dunque allo stato tensionale ruotatoσR ∈ Sym(V ; V) deve corrispondere una
deformazione elasticaeR ∈ Sym(V ; V) che si pu`o ottenere effettuando la medesima
rotazione sue ∈ Sym(V ; V) .

In termini analitici si ha che

• Un materiale elastico non lineare `e isotropose il legame di
cedevolezza elastica

C : Sym(V ; V) �→ Sym(V ; V) ,

soddisfa la relazione

C(Rσ RT ) = RC(σ)RT ,

per ogniσ ∈ Sym(V ; V) e per ogniR ∈ Orth+(V ; V)
ovvero

C R = R C ⇐⇒ CR = C ,

per ogni rotazioneR ∈ Orth+(V ; V) .

Elasticità
isotropa

Si osservi ora che

(−R)σ(−RT ) = Rσ RT , −RC(σ) (−R)T = RC(σ)RT .

Inoltre, seR ∈ Orth(V ; V) è una isometria, allora una delle isometrie{R,−R} è
una rotazione (isometria propria).

La validità della condizione

C(Rσ RT ) = RC(σ)RT ,
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sotto l’azione del sottogruppo delle rotazioni Orth+(V ; V) comporta dunque la sua
validità sotto l’azione dell’intero gruppo delle isometrie Orth(V ; V) .

La biunivocità del legame elastico consente quindi di mostrare che l’isotropia della
rigidezza elastica implica quella della cedevolezza elastica e viceversa.

Proposizione 4.1. Se la cedevolezza elasticaC : Sym(V ; V) �→ Sym(V ; V)
gode della propriet̀a di isotropia tale propriet̀a sussiste anche per la rigidezza elastica
E : Sym(V ; V) �→ Sym(V ; V) . L’isotropia è quindi una propriet̀a caratteristica
del grafico della relazione elastica.

Dim. L’identità che definisce l’isotropia della cedevolezza elastica

C(Rσ RT ) = RC(σ)RT , ∀R ∈ Orth(V ; V) ,

può essere riscritta nella forma equivalente

Rσ RT = E
(
RC(σ)RT

)
, ∀R ∈ Orth(V ; V) ,

da cui, ponendoσ = E(e) e e = C(σ) si ottiene

E
(
ReRT

)
= RE(e)RT , ∀R ∈ Orth(V ; V) .

cheè il risultato cercato.

4.1. Gruppi di simmetria materiale

Una famiglia di tensori mistiA(V) ⊆ Lin (V ; V) è invarianterispetto al gruppo
delle isometrie Orth(V ; V) se

A ∈ A(V) ⇒ RART ∈ A(V) , ∀R ∈ Orth(V ; V) .

Un legame costitutivo

C : A(V) �→ Lin (V ; V) ,

definito sullafamiglia invarianteA(V) ⊆ Lin (V ; V) è unlegame invarianterispetto
al sottogruppoG(V) ⊂ Orth(V ; V) se sussiste la relazione

C = R C RT , ∀R ∈ G(V) .

L’insieme G(V) è dettogruppo di simmetria materiale.

L’insieme G(V) è un sottogruppo di Orth(V ; V) in quanto sono soddisfatte le
proprietà caratteristiche di un gruppo:

i) I ∈ G(V) ,

ii) R ∈ G(V) ⇒ RT = R−1 ∈ G(V) ,

iii) R,Q ∈ G(V) ⇒ RQ ∈ G(V) .
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Si osservi inoltre che

• Il pi ù piccolo gruppo di simmetria materiale `e costituito dalla coppia{I,−I} ed
è caratteristico deimateriali ælotropi.

• Il pi ù grande gruppo di simmetria materiale `e Orth(V ; V) edè caratteristico dei
materiali isotropi.

• Il gruppo di simmetria materiale Orth+ (V ; V) è caratteristico deimateriali
emitropi.

4.2. Elasticità lineare isotropa

Se il materiale `e linearmente elastico ed isotropo le costanti elastiche indipendenti
si riducono a due.

Proposizione 4.2. In un materiale elastico lineare ed isotropo le direzioni principali
degli stati di tensione e di deformazione coincidono.

Dim. Il tensore dello stato tensionale pu`o essere decomposto nella somma di tre stati
tensionali monoassiali facendo ricorso alla rappresentazione spettrale

σ =
3∑

i=1
σiPi ,

dove:

• {d1,d2,d3} è una terna ortonormale di direzioni principali,

• Pi = di ⊗ di è il proiettore ortogonale sulla direzione principaledi

• σi è la tensione principale relativa alla direzionedi .

In virtù della linearità, la risposta elastica pu`o essere ottenuta sovrapponendo le
risposte elastiche ai tre stati tensionali monoassiali principali.

Si consideri la risposta elastica del materiale ad uno stato tensionale monoassiale
σd con versore principaled cui compete la tensione principaleσ

σd = σ d⊗ d .

Si osservi che lo stato tensionale monoassialeσd è invariante rispetto alle rotazioni
attorno al suo asse, caratterizzate dalla propriet`a

R ∈ Orth(V ; V) : Rd = d .

Infatti si ha che

Rσd RT = σ R (d⊗ d)RT = σ (Rd)⊗ (Rd) = σ d⊗ d = σd .
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La proprietà di isotropia comporta che lo stato deformativo elasticoed = C(σd)
corrispondente aσd è anch’esso invariante rispetto alle rotazioni attorno all’assed :

RC(σd)RT = C(Rσd RT ) = C(σd) , ∀R ∈ Orth(V ; V) : Rd = d .

Ne segue che l’assed è principale per lo stato deformativo elasticoed e che tale `e
anche ogni asse giacente nel piano ortogonale all’assed .

Infatti la proprietà di invarianza died rispetto alle rotazioni attorno all’assed :

Red RT = ed ⇐⇒ Red = ed R , ∀R ∈ Orth(V ; V) : Rd = d ,

implica che
Red d = ed Rd = ed d .

Dunque il vettoreed d appartiene al sottospazio lineare invariante per una qualsiasi
rotazione attorno all’assed edè pertanto proporzionale ad .

Ciò significa ched è principale pered .
Sia quindi d⊥ un versore ortogonale ad e principale pered . Se µ è il cor-

rispondente autovalore, si ha che

ed Rd⊥ = Red d⊥ = µRd⊥ .

Dunque tutti i versori ortogonali ad sono principali pered con autovaloreµ .
Il tensore simmetricoed ammette pertanto la rappresentazione spettrale

ed = C
[
σd⊗ d

]
= εd⊗ d + εt (I− d⊗ d) ,

con

• ε dilatazione principale in direzioned ,

• εt dilatazione principale trasversale, nel piano ortogonale ad .

Sovrapponendo gli effetti dei tre stati tensionali monoassiali principali si giunge
alla conclusione che ogni direzione principale dello stato tensionale risulta principale
anche per lo stato di deformazione elastica.

Si noti ora che se il legame elastico `e isotropo anche il legame elastico inverso
risulta isotropo.

Si può quindi percorrere un iter analogo a quello sin qui seguito per dimostrare
che ogni direzione principale per lo stato di deformazione elastica risulta principale
anche per lo stato tensionale. Ne consegue che le direzioni principali dello stato
deformativo elasticoe ∈ Sym(V ; V) coincidono con quelle dello stato tensionale
σ ∈ Sym(V ; V) .

Osservazione 4.1.Il risultato della proposizione 4.2 pu`o essere esteso a legami elastici
isotropi non lineari. La dimostrazione di questa propriet`a generale dei legami isotropi
tra tensori simmetrici `e riportata nella sezione 4.3 (p. 39).
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Si è visto che la risposta di un materiale elastico, lineare ed isotropo, ad uno stato
tensionale monoassiale di assed

σd = σd⊗ d ,

consiste in una dilatazione longitudinaleε della fibra principaled ed in dilatazioni
trasversali, tutte eguali tra loro, delle fibre ortogonali ad .

La dilatazione principale lungod è proporzionale alla tensione principaleσ ed
il relativo fattoreE è dettomodulo di elasticit̀a longitudinaleo modulo diYoung 8

σ = E ε .

Si noti che il modulo diYoung ha le dimensioni di una tensione[FL−2] .

In direzione trasversale si verifica invece una contrazione uniforme e proporzionale
alla dilatazioneε tramite un coefficienteν che viene dettorapporto diPoisson 9

εt = −ν ε = −ν σ/E .

Il rapporto diPoisson è adimensionale.

In termini analitici si pu`o concludere affermando che ad uno stato tensionale
monoassiale

σd = σd⊗ d ,

corrisponde una deformazione elastica espressa da

ed = C
[
σd⊗ d

]
=

σ

E

[
d⊗ d− ν(I− d⊗ d)

]
.

8 Thomas Young (1773-1829). Naturalista e scienziato, formul`o per primo la teoria ondulatoria della
luce. Il modulo che prende il suo nome fu in effetti introdotto per la prima volta daLeonhard Euler nel
1727.Young sviluppò un’idea simile nel 1807.

9 Siméon-Denis Poisson (1781-1840). Illustre fisico matematico, professore all’Ecole Polythec-
nique, pubblic`o nel 1835 laThéorie math́ematique de la chaleur.
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σσ

(1 + ε) l

l

d

(1 - ν ε) d

Fig. 4.1

Stato di tensione
monoassiale

e deformazione elastica
associata

Assumendo un riferimento principale{d1,d2,d3} con l’assed1 coincidente con
d , le tre dilatazioni principali valgono

ε1 = +
1
E

σ , ε2 = − ν

E
σ , ε3 = − ν

E
σ .

Il comportamento di un cilindro di materiale elastico isotropo soggetto ad uno stato
tensionale monoassiale `e schematicamente rappresentato in fig.4.1.

Sovrapponendo le risposte deformative ai tre stati tensionali monoassiali principali,
si perviene all’espressione delle dilatazioni elastiche lungo una terna principale

ε1 =
1
E

[
σ1 − ν (σ2 + σ3)

]
=

1 + ν

E
σ1 −

ν

E
(σ1 + σ2 + σ3) ,

ε2 =
1
E

[
σ2 − ν (σ1 + σ3)

]
=

1 + ν

E
σ2 −

ν

E
(σ1 + σ2 + σ3) ,

ε3 =
1
E

[
σ3 − ν (σ1 + σ2)

]
=

1 + ν

E
σ3 −

ν

E
(σ1 + σ2 + σ3) .

Le rappresentazioni spettrali dei tensori di tensione e di deformazione

e =
3∑

i=1
εi Pi , σ =

3∑
i=1

σi Pi ,

forniscono quindi l’espressione del legame di cedevolezza elastica isotropa

e =
1 + ν

E

3∑
i=1

σi Pi −
ν

E

3∑
i=1

σi I .
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Essendo trσ = σ1 + σ2 + σ3 e definendo poi laprima costante elastica diLamé 10 o
modulo di elasticit̀a tangenziale

G =
E

2(1 + ν)
, Prima costante

di Lamé

il legame elastico si pu`o scrivere

e =
1

2 G
σ − ν

E
(tr σ) I .

I proiettori sui sottospazi sferici e deviatorici sph∈ Sym(V) e dev∈ Sym(V) sono
definiti da

sph =
1
3

I⊗ I ,

dev = I− 1
3

I⊗ I ,

dove I = I× I è l’identità in Lin(V) (vedi sezione 4 (p. 26)).
Si noti che, per definizione

sphσ =
1
3

(tr σ) I , devσ = σ − 1
3

(tr σ) I .

Dalla relazione elastica

e =
1
E

[
(1 + ν)σ − ν (tr σ) I

]
,

eguagliando gli invarianti lineari e notando che trI = 3 , si deduce la relazione tra la
deformazione elastica volumetrica e la traccia dello stato tensionale

tr e =
1− 2ν

E
tr σ .

Introducendo ilmodulo volumetrico

k =
E

3 (1− 2ν)
,

risulta trσ = 3 k tr e ovvero sphσ = 3 k sphe e quindi

p(σ) = k sphe ,

dove p(σ) = (1/3) tr σ è la tensione media.

10 Gabriel Lamé (1795-1870). Ingegnere e matematico, famoso per lo studio dell’equazione del
calore e per l’introduzione delle coordinate curvilinee.
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• Il modulo volumetricoè dunque definito dal rapporto tra la tensione media e la
corrispondente dilatazione elastica volumetrica.

La relazione tra le parti deviatoriche si scrive poi

devσ = 2G deve .

Ne segue che

σ = 3 k sphe + 2G deve ,

e che

e =
1

3 k
sphσ +

1
2 G

devσ .

Introducendo laseconda costante elastica diLamé

λ =
νE

(1 + ν)(1− 2ν)
Seconda costante
di Lamé

è facile vedere che risulta
3 k = 2G + 3λ .

La relazione elastica
σ = 2G e + (3 k − 2 G) sphe ,

si può dunque riscrivere in funzione delle costanti diLamé

σ = 2G e + λ (tr e) I =
λ

ν

[
(1− 2 ν)e + ν (tr e) I

]
.

In termini di tensioni principali, il legame di rigidezza elastica si scrive

σ1 =(2G + λ) ε1 + λ (ε2 + ε3)
]
,

σ2 =(2G + λ) ε2 + λ (ε1 + ε3)
]
,

σ3 =(2G + λ) ε3 + λ (ε1 + ε2)
]
.

I tensori del quarto ordineE ∈ Sym(V) e C ∈ Sym(V) che rappresentano la rigidezza
e la cedevolezza del materiale elastico lineare ed isotropo hanno dunque le espressioni

E = 3 k sph + 2G dev = k I⊗ I + 2G

(
I− 1

3
I⊗ I

)
= 2G I + λ I⊗ I ,

C =
1

3 k
sph +

1
2 G

dev =
1
k

I⊗ I +
1

2 G

(
I− 1

3
I⊗ I

)
=

1
2 G

I− ν

E
I⊗ I ,
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in quanto
1
3

(
1

3 k
− 1

2 G

)
= − ν

E
.

La prossima proposizione fornisce condizioni necessarie e sufficienti da imporre alle
costanti elastiche per assicurare che la forma quadratica dell’energia elastica risulti
definita positiva.

Proposizione 4.3. La stabilità del legame elastico equivale ad assumere che il modulo
volumetrico e il modulo di elasticità tangenziale risultino positivi.

Dim. Si decomponga la deformazione elastica nelle parti sferica e deviatorica:

ϕ(e) =
1
2

(E e) : e =
1
2
[
3 k sphe + 2G deve

]
:
[

sphe + deve
]
.

In virtù dell’ortogonalità tra tensori sferici e deviatorici

sphe : deve = 0 ,

l’energia di deformazione elastica si pu`o scrivere nella forma

ϕ(e) =
1
2

[
3 k ‖ sphe ‖2 + 2G ‖ deve ‖2

]
.

La forma quadraticaϕ(e) risulta dunque definita positiva se e solo se

k > 0 ; G > 0 ,

cioè se il modulo volumetrico e il modulo di elasticit`a tangenziale risultano positivi.
La positività del modulo volumetrico comporta che un corpo elastico lineare ed isotropo
soggetto ad uno stato di compressione idrostatica subisce una contrazione di volume.
L’interpretazione meccanica della positivit`a del modulo di elasticit`a tangenziale sar`a
illustrata nella prossima sezione, fig.4.2.

Dalla proposizione 4.3 si deduce un equivalente risultato in termini del modulo di
Young e del rapporto diPoisson.

Proposizione 4.4. La stabilità del legame elastico equivale ad assumere che il modulo
di Young sia positivo e che il rapporto diPoisson soddisfi le limitazioni

−1 < ν <
1
2

.

Dim. Ricordando le espressioni dik e di G in funzione diE e di ν

3 k =
E

1− 2ν
, G =

E

2(1 + ν)
,

si deduce che la positivit`a di k e di G equivale a richiedere che

E > 0 ; −1 < ν <
1
2

,

e cioè che il modulo diYoung sia positivo e che il rapporto diPoisson sia maggiore
di −1 e minore di1/2 .
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Osservazione 4.2.E’ da rilevare che l’evidenza sperimentale mostra che i materiali
con comportamento elastico lineare isotropo presentano in genere valori positivi del
rapporto diPoisson.

Si verifica cioè di norma un fenomeno di contrazione trasversale per effetto di una
trazione longitudinale.

Quando il rapporto diPoisson tende al valore1/2 il modulo volumetrico tende
all’infinito e quindi il materiale elastico isotropo tende a divenire incomprimibile.

Un esempio di materiali comuni che risultano praticamente incomprimibili `e for-
nito dalle gomme.

Si consideri l’espressione dello scorrimento angolareγ tra due fibre lineari ortog-
onali di versorin e m :

γ = 2 (en) . m ,

e l’espressione della relativa tensione tangenziale

τ = (σn) . m .

In un materiale elastico lineare isotropo sussiste una semplice relazione di proporzion-
alità tra tensioni tangenziali e scorrimenti angolari.

Infatti, essendon . m = 0 , si ha che

τ = (σn) . m = 2 G (en) . m + λ (tr e)(n . m) = G γ .

Tale relazione rivela il significato della prima costante diLamé G cheè pertanto detta
anchemodulo di elasticit̀a tangenziale.

La positività del moduloG comporta che per effetto di tensioni tangenziali la
deformazione di un corpo elastico isotropo sia del tipo illustrato in fig.4.2.

Fig. 4.2

Scorrimento elastico
per effetto di tensioni tangenziali
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Nella notazione diVoigt la matrice di rigidezza di un materiale elastico lineare
isotropo si scrive

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1

σ2

σ3

τ23

τ13

τ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=



2 G + λ λ λ 0 0 0

λ 2 G + λ λ 0 0 0

λ λ 2 G + λ 0 0 0

0 0 0 G 0 0

0 0 0 0 G 0

0 0 0 0 0 G



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε1

ε2

ε3

γ23

γ13

γ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

e quella di cedevolezza ha l’espressione

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε1

ε2

ε3

γ23

γ13

γ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=



E−1 −ν E−1 −ν E−1 0 0 0

−ν E−1 E−1 −ν E−1 0 0 0

−ν E−1 −ν E−1 E−1 0 0 0

0 0 0 G−1 0 0

0 0 0 0 G−1 0

0 0 0 0 0 G−1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1

σ2

σ3

τ23

τ13

τ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Alla espressione della cedevolezza si pu`o anche pervenire invertendo la matrice di
rigidezza. Ciò si consegue osservando che la sottomatrice


2 G + λ λ λ

λ 2 G + λ λ

λ λ 2 G + λ

 ,

ha determinante pari a8 G3 + 12G2 λ = 4G2 (2G + 3λ) = 12G2 k ed inversa data
da

1
12 G2 k


4 G2 + 4G λ −2 G λ −2 G λ

−2 G λ 4 G2 + 4G λ −2 G λ

−2 G λ −2 G λ 4 G2 + 4G λ

 =

=
1

6 G k


2 G + 2λ −λ −λ

−λ 2 G + 2λ −λ

−λ −λ 2 G + 2λ

 .
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L’espressione della cedevolezza si ottiene osservando che sussistono le relazioni

2 G + 2λ =
2
3

(G + 3 k) ,

−λ =
1
3

(2 G− 3 k) ,

1
3

(
3 k + G

3 k G

)
=

1
3

(
1
G

+
1

3 k

)
= E−1 ,

1
3

(
2 G− 3 k

3 k 2 G

)
=

1
3

(
1

3 k
− 1

2 G

)
= −ν E−1 .

Nella tabella che segue sono riportati i valori del modulo diYoung e del rapporto di
Poisson per alcuni materiali elastici lineari isotropi di uso comune.

Materiale E (MPa) ν

Acciaio (2.0 ÷ 2.1)× 105 0.25 ÷ 0.33

Alluminio 6.5× 104 0.36

Piombo (1.65)× 104 0.44

Zinco (1.05 ÷ 1.15)× 105 0.20 ÷ 0.30

Ghisa grigia (8.3 ÷ 11.3)× 104 0.22 ÷ 0.30

Ghisa malleabile (1.6 ÷ 1.7)× 105 0.22 ÷ 0.30

Calcestruzzo (2.0 ÷ 4.0)× 104 0.10 ÷ 0.16

Tufi vulcanici (3.0 ÷ 15.0)× 103 0.10 ÷ 0.15
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4.3. Elasticità isotropa non lineare

Il legame elastico isotropo, dedotto nella sezione 4.2 (p. 30) nel caso lineare,
può essere ottenuto come caso particolare da un risultato generale concernente i ma-
teriali elastici isotropi non lineari. A tal fine `e necessario estendere il risultato della
proposizione 4.2 (p. 31) mediante il seguente fondamentale teorema.

Una prima dimostrazione incompleta fu data daRichter in [9]. Una di-
mostrazione pern = 3 data daRivlin e Ericksen in [13]. La dimostrazione
riportata nel seguito `e presa daTruesdell eNoll [21] edè simile a quella diSer-
rin [16].

Proposizione 4.5. In un materiale elastico isotropo le direzioni principali degli stati
di tensione e di deformazione coincidono.

Dim. Si consideri un vettored ∈ V principale perσ ∈ Sym(V ; V) , cosı̀ che

σ d = σ d ,

e la riflessioneRd ∈ Orth(V ; V) rispetto al piano ortogonale all’autovettored ∈ V .
PostoΠd = I− d⊗ d , si ha che

Rd d = −d , Rd Πd d = Πd d .

Dalla rappresentazione spettrale

σ =
3∑

i=1
σi di ⊗ di ,

con d1 = d e {d1,d2,d3} base principale ortonormale, segue cheRd σ RT
d

= σ .

L’isotropia del legame elasticoe = C(σ) richiede che

C(Rσ RT ) = RC(σ)RT ,

per ogniσ ∈ Sym(V ; V) e per ogniR ∈ Orth+(V ; V) e quindi che

Rd eRT
d

= Rd C(σ)RT
d

= C(Rd σ RT
d
) = C(σ) = e .

Allora, essendoRT
d

= R−1
d

si ha cheRT
d
d = −d e quindi

ed = Rd eRT
d
d = −Rd (ed) .

Poiché gli unici vettori cheRd trasforma negli opposti sono quelli proporzionali ad ,
si può concludere che

ed = εd ,

con ε autovalore die ∈ Sym(V ; V) associato all’autovettored . Dunque ogni
autovettore diσ ∈ Sym(V ; V) è anche autovettore die = C(σ) ∈ Sym(V ; V) .
L’invertibilit à del legame elastico conduce infine all’enunciato.
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Per pervenire ad una formula di rappresentazione del legame elastico isotropo si
osservi che gli autovalori della deformazione elasticae ∈ Sym(V ; V) sono funzioni
degli autovalori dello stato tensionaleσ ∈ Sym(V ; V) e si può porre

εi = ϕo + ϕ1 σi + ϕ2 σi
2 ,

con ϕo, ϕ1, ϕ2 funzioni di {σi , i = 1, 2, 3} . Tali relazioni costituiscono un sistema di
equazioni lineari nelle incogniteϕo, ϕ1, ϕ2 la cui matrice dei coefficienti `e

1 1 1

σ1 σ2 σ3

σ2
1 σ2

2 σ2
3

 .

Sia {d1,d2,d3} una base principale ortonormale.

• Se σ ∈ Sym(V ; V) ha 3 autovalori semplici, la formula diVandermonde 11

mostra che il determinante del sistema lineare `e non nullo essendo eguale a

(σ1 − σ2) (σ2 − σ3) (σ3 − σ1) .

Rappresentando i tensorie = C(σ) ∈ Sym(V ; V) e σ ∈ Sym(V ; V) nella forma
canonica, si ottiene la relazione

e = C(σ) = ϕo I + ϕ1 σ + ϕ2 σ2 ,

• Se σ ∈ Sym(V ; V) ha un autovalore semplice ed un autovalore doppio la
formula di rappresentazione diventa

e = C(σ) = ϕo I + ϕ1 σ ,

edè dunque un caso particolare della precedente.

Se il legame elastico `e lineare la formula di rappresentazione si specializza poi in

e = C(σ) = λ (tr σ) I + 2G σ .

11 Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796). Musicista e genio matematico fu eletto
all’Académie des Sciences nel 1771 sulla base del suo primo lavoro di matematica dal titoloMémoire sur
la résolution deśequations. Vandermonde pubblicò solo altri tre lavori di matematica nel periodo 1771-
1772,Remarques sur des problèmes de situation(1771),Mémoire sur des irrationnelles de différens ordres
avec une application au cercle(1772), eMémoire sur l’́elimination(1772).Kronecker nel 1888 afferm`o
che lo studio dell’algebra moderna inizia col primo lavoro diVandermonde e Cauchy sostenne che
Vandermonde prima di Lagrange ebbe le idee fondamentali che condussero alla teoria dei gruppi.
Vandermonde è poi considerato il fondatore della teoria dei determinanti, anche se il determinante che
porta il suo nome non compare nei suoi lavori. Nel 1778Vandermonde present`o all’Académie un lavoro in
due parti sulla teoria della musicaSyst̀eme d’harmonie applicablèa l’ état actuel de la musiquein cui sostenne
che la musica era un’arte e non parte della matematica. Nel 1777Vandermonde pubblicò i risultati di
esperimenti sulle basse temperature condotti conBezout e Lavoisier. Dieci anni dopo pubblic`o due
lavori sulla manifattura dell’acciaio in collaborazione conMonge eBertholet. Scopo della ricerca era
di migliorare l’acciaio per le baionette calibrando il contenuto di carbonio. Fu legato da profonda amicizia con
Monge, tanto da essere noto come lafemme de Monge, e con lui condivise l’entusiasmo per la rivoluzione
che scoppi`o il 14 luglio 1789.
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4.4. Elasticità anisotropa

La prima analisi completa delle propriet`a di simmetria dei cristalli `e dovuta aW.
Voigt 12 [5] nel 1882. Una trattazione dettagliata dei principali gruppi di simmetria
materiale e delle relative classi cristallografiche `e stata condotta pi`u recentemente da
B. Coleman eW. Noll in [20] edè riportata in [22].

4.4.1. Materiali monoclini

Un materiale monoclinòe caratterizzato dall’esistenza di unpiano di simmetria.
Sia {e1, e2, e3} una terna ortonormale tale che il piano di simmetria coincida col

piano coordinatoe1, e2 . Il gruppo di simmetria materiale `e costituito da

G(V) = {I,−I,Q3} ,

con Q3 riflessione rispetto alla direzionee3 , definita da

Q3 e1 = e1 , Q3 e2 = e2 , Q3 e3 = −e3 ,

La matrice rappresentativa diQ3 nel riferimento{e1, e2, e3} è quindi

[Q 3] =


1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 .

Imponendo che risulti
C(Q3 σ QT

3 ) = Q3 C(σ)QT
3 ,

per ogniσ ∈ Sym(V ; V) si conclude che il materiale `e monoclino se e solo se

E14 = E24 = E34 = E46 = E15 = E25 = E35 = E56 = 0 .

La matrice di rigidezza elastica assume dunque la forma∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1

σ2

σ3

τ23

τ13

τ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=



E11 E12 E13 0 0 E16

E21 E22 E23 0 0 E26

E31 E32 E33 0 0 E36

0 0 0 E44 E45 0

0 0 0 E54 E55 0

E61 E62 E63 0 0 E66



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε1

ε2

ε3

γ23

γ13

γ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

edè caratterizzata da13 costanti elastiche indipendenti.
Si noti che la matrice di cedevolezza elastica ha una forma analoga.

12 Woldemar Voigt (1850-1919). Allievo di Franz Neumann a Königsberg e poi professore di
fisica teorica a G¨ottingen, ha portato importanti contributi sia teorici che sperimentali all’elasticit`a anisotropa.
A Voigt è dovuta la prova sperimentale che l’elasticit`a isotropa `e descritta da due costanti e l’introduzione
della nozione di tensore nella teoria dell’elasticit`a.
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4.4.2. Materiali ortotropi

Un materiale ortotropòe caratterizzato dall’esistenza di trepiani di simmetriaa
due a due ortogonali.

Sia {e1, e2, e3} una terna ortonormale tale che i piani di simmetria coincidano
con i piani coordinati.

Si noti che se esistono due piani di simmetria tra loro ortogonali allora anche il
piano ortogonale ad entrambi `e un piano di simmetria.

Siano infatti Q1,Q2 le riflessioni rispetto alle direzionie1, e2 . La proprietà di
gruppo impone che

Q1,Q2 ∈ G(V) ⇒ Q1 Q2 ∈ G(V) .

Allora risulta 
Q1 Q2 e1 = Q1 e1 = −e1 ,

Q1 Q2 e2 = Q1 (−e2) = −e2 ,

Q1 Q2 e3 = Q1 e3 = e3 .

Ne segue cheQ1 Q2 = −Q3 e quindi cheQ3 = (−I) (−Q3) ∈ G(V) . Pertanto

• Un materiale avente due piani di simmetria tra loro ortogonali `e un materiale
ortotropo.

Imponendo che risulti

C(Qi σ QT
i
) = Qi C(σ)QT

i
, i = 1, 2, 3

per ogniσ ∈ Sym(V ; V) si giunge a concludere che il materiale `e ortotropo se e solo
se

E14 = E24 = E34 = E46 = 0

E15 = E25 = E35 = E45 = 0

E16 = E26 = E36 = E16 = 0 .

La matrice elastica assume dunque la forma generale∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1

σ2

σ3

τ23

τ13

τ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=



E11 E12 E13 0 0 0

E21 E22 E23 0 0 0

E31 E32 E33 0 0 0

0 0 0 E44 0 0

0 0 0 0 E55 0

0 0 0 0 0 E66



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε1

ε2

ε3

γ23

γ13

γ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

edè caratterizzata da9 costanti elastiche indipendenti.
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4.4.3. Materiali trasversalmente isotropi

Unmateriale trasversalmente isotropoè un materiale ortotropo in cui uno dei piani
di simmetria (e sia il piano{e1, e2} ) è unpiano di isotropia.

Imponendo la simmetria rispetto ad uno scambio degli assi{e1, e2} e l’invarianza
rispetto ad una arbitraria rotazione attorni all’assee3 , la matrice elastica assume la
forma∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1

σ2

σ3

τ23

τ13

τ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=



E11 E12 E13 0 0 0

E21 E11 E13 0 0 0

E31 E31 E33 0 0 0

0 0 0 E44 0 0

0 0 0 0 E44 0

0 0 0 0 0 1
2 (E11 − E12)



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε1

ε2

ε3

γ23

γ13

γ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

La matrice di cedevolezza elastica si pu`o porre nella forma

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1

σ2

σ3

τ23

τ13

τ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=



E−1 −νE−1 −µE−1
3 0 0 0

−νE−1 E−1 −µE−1
3 0 0 0

−µE−1
3 −µE−1

3 E−1
3 0 0 0

0 0 0 G−1
13 0 0

0 0 0 0 G−1
13 0

0 0 0 0 0 G−1



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ε1

ε2

ε3

γ23

γ13

γ12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

dove G = 1
2 E/(1 + ν) . Si hanno dunque5 costanti elastiche indipendenti.

4.5. Stati piani di deformazione

Sia {d1,d2,d3} una base ortonormale principale per lo stato di deformazione in
un punto del continuo.

Si assuma che nel materiale elastico lineare ed isotropo lo stato di deformazione
sia piano con un valore nullo della dilatazione principale in direzione dell’assed3 .

Allora si ha che

ε3 =
1
E

[
σ3 − ν (σ1 + σ2)

]
= 0 ,

e quindi
σ3 = ν (σ1 + σ2) .
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Sostituendo nelle relazioni elastiche si ha

σ1 = (2G + λ) ε1 + λ (ε2 + ε3)
]

=
λ

ν

[
(1− ν) ε1 + ν ε2

]
,

σ2 = (2G + λ) ε2 + λ (ε1 + ε3)
]

=
λ

ν

[
(1− ν) ε2 + ν ε1

]
,

σ3 = (2G + λ) ε3 + λ (ε1 + ε2)
]

= λ (ε1 + ε2) .

Si noti che la terza relazione `e conseguenza delle prime due e dell’espressione dellaσ3
precedentemente dedotta.

Denotando conσ2 e e2 i tensori bidimensionali che sono la restrizione dei tensori
tridimensionaliσ e e al piano delle deformazioni, il legame elastico si pu`o riscrivere
in modo formalmente analogho al caso tridimensionale:

σ2 = 2G e2 + λ (tr e2) I =
λ

ν

[
(1− 2 ν)e2 + ν (tr e2) I

]
.

Adottando la rappresentazione diVoigt per gli stati bidimensionali di tensione e di
deformazione e denotando conx, y una coppia di assi nel piano delle deformazioni, si
ha che

σ2 =

∣∣∣∣∣∣∣
σx

σy

τxy

∣∣∣∣∣∣∣ , e2 =

∣∣∣∣∣∣∣
εx

εy

γxy

∣∣∣∣∣∣∣ ,

e le matrici associate ai tensori bidimensionali di rigidezza e di cedevolezza elastici si
scrivono

[ E 2] =
λ

ν


1− ν ν 0

ν 1− ν 0

0 0 (1− 2 ν)/2

 ,

[ C 2] =
1

2 G


1− ν −ν 0

−ν 1− ν 0

0 0 2

 .

Gli stati piani di deformazione trovano applicazione nell’analisi elastica di solidi cilin-
drici di lunghezza notevole rispetto alle dimensioni della sezione trasversale.

Essi forniscono una modellazione sufficientemente accurata nelle zone non
prossime alle estremit`a.
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4.6. Stati piani di tensione

Sia {d1,d2,d3} una base ortonormale principale per lo stato tensionale in un
punto del continuo.

Si assuma che nel materiale elastico lineare ed isotropo lo stato di tensione sia
piano con un valore nullo della tensione principale in direzione dell’assed3 ( σ3 = 0 ).

Allora si ha che

ε1 =
1
E

(σ1 − ν σ2) ,

ε2 =
1
E

(σ2 − ν σ1) ,

ε3 = − ν

E
(σ1 + σ2) ,

e quindi

ε3 = − ν

1− ν
(ε1 + ε2) .

Adottando la rappresentazione diVoigt per gli stati bidimensionali di tensione e
di deformazione e denotando conx, y una coppia di assi nel piano delle deformazioni,
si ha che

σ2 =

∣∣∣∣∣∣∣
σx

σy

τxy

∣∣∣∣∣∣∣ , e2 =

∣∣∣∣∣∣∣
εx

εy

γxy

∣∣∣∣∣∣∣ .

Le matrici associate ai tensori bidimensionali di rigidezza e di cedevolezza elastici si
scrivono

[ E 2] =


1 ν 0

ν 1 0

0 0 (1− ν)/2

 , [ C 2] =


1 −ν 0

−ν 1 0

0 0 2 (1 + ν)

 .

Gli stati piani di tensione trovano applicazione nell’analisi elastica di lastre piane di
spessore piccolo rispetto alle dimensioni longitudinale e trasversale.
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II – STRUTTURE ELASTICHE

1. TEORIA LINEARIZZATA

Nella teoria linearizzatasi asssume che, nel corso del processo evolutivo, le con-
figurazioni della struttura rimangano sufficientemente vicine ad una di riferimento.

Tale assunto va sotto il nome diipotesi di piccoli spostamentie trae motivazione
ed interesse applicativo dal fatto che i materiali di cui sono costituite le strutture hanno
usualmente rigidezza elastica molto elevata. Sotto le azioni di esercizio gli spostamenti
e le deformazioni della struttura sono in molti casi tanto piccoli da rendere significativa
una analisi geometricamente linearizzata in cui si confonde la geometria della struttura
deformata con quella della configurazione di riferimento.

Ciò consente di condurre l’analisi strutturale valutando la deformazione prodotta
da un campo di spostamenti mediante l’operatore di deformazione tangente che invece
a rigore definisce la corrispondenza lineare esistente tra un atto di moto e l’atto di
deformazione da esso generato.

Il campo cos`ı ottenutoè quindi detto ladeformazionecorrispondente al campo di
spostamento, omettendo l’aggettivotangente, e sono dettispostamenti rigidii campi di
spostamento cui corrisponde una deformazione (tangente) nulla.

Questa terminologia, che `e adottata in tutti i testi di meccanca delle strutture, pu`o
però essere fonte di equivoci e talvolta di errori. Per tale motivo nel seguito il termine
rigido sarà scritto in italico quando `e riferito a campi di spostamento per evidenziare il
fatto che tali campi hanno la propriet`a di avere lo stesso andamento di un cinematismo
rigido ma in generale danno luogo a deformazioni.

Nella teoria linearizzata si trattano dunque gli spostamenti come se fossero atti di
moto della configurazione a partire dalla quale si valutano gli spostamenti.

L’adozione di una teoria geometricamente linearizzata richiede sempre una attenta
verifica della sua ammissibilit`a. Infatti in alcune importanti situazioni la particolare
geometria della struttura e la condizione di carico sono tali da rendere una siffatta
semplificazione del tutto insufficiente per l’analisi della risposta strutturale.

Ciònondimeno la teoria linearizzata costituisce un formidabile strumento che con-
sente di pervenire a trattazioni e soluzioni concretamente applicabili ad una vastissima
classe di problemi strutturali che, se affrontati con una metodica esatta, risulterebbero
di ardua, se non inattaccabile, soluzione.

La principale difficoltà consiste nella impossibilit`a di valutarea priori la validità
dei risultati e pertanto di fornire dei criteri generali di accettabilit`a.
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Lo studio dei fenomeni geometricamente non lineari che possono insorgere nelle
strutture anche in presenza di spostamenti molto piccoli fornisce un campanello di
allarme che induce gli strutturisti a prendere opportuni provvedimenti nell’analisi e
nella progettazione di alcune tipologie strutturali, quali ad esempio le travi rettilinee
soggette a carico assiale di compressione.

La teoria linearizzata delle strutture elastiche `e illustrata sviluppando dapprima
l’approccio in termini di spostamenti. Sono cos`ı formulati i problemi elastostatico ed
elastodinamico e per entrambi `e discussa l’unicit`a della soluzione.

Segue poi l’illustrazione del teorema diClapeyron sulla valutazione
dell’energia di deformazione elastica e dei principi di reciprocit`a dovuti aMaxwell e
aBetti. Si dimostra infine un teorema di decomposizione che fornisce le condizioni
di unicità ed esistenza della soluzione dei problemi di elastostatica.

Successivamente `e descritto l’approccio alle tensioni che conduce alle equazioni
di congruenza elastica diBeltrami-Donati-Michell.

Sono infine dimostrati i due principi di estremo dellaenergia potenzialee della
energia complementare.

Nel capitolo VI sarà fornito un quadro pi`u completo delle formulazioni variazionali
del problema dell’equilibrio elastico cui si fa ricorso nelle metodologie computazionali.

Nel capitolo III è sviluppata poi una trattazione pi`u generale che estende a com-
portamenti costitutivi governati da potenziali convessi le formulazioni variazionali del
problema dell’equilibrio elastico e consente di discutere i fondamenti dell’analisi limite
e dei modelli di comportamento di strutture in campo elastico-visco-plastico.

2. EQUILIBRIO ELASTICO

Si consideri una struttura elastica che occupi una configurazioneΩ dello spazio
ambiente e sia soggetta a vincoli al contorno lisci, perfetti e bilaterali (vedi Tomo I
sezione II.4 (p. 194)).

• Gli spostamenti ammissibiliappartengono dunque ad una variet`a affine

La = w + L ,

doveL è il sottospazio degli spostamenti conformi ew è un cedimento vincolare.

• Le forze ammissibilicostituiscono anch’esse una variet`a affine

Fa = � +R

dove � è il carico imposto eR è il sottospazio delle reazioni vincolari.

Poichè i vincoli sono lisci sussistono le seguenti propriet`a di ortogonalità tra reazioni
vincolari e spostamenti conformi

L = R⊥ R = L⊥ .
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L’ operatore di rigidezza elasticaE ∈ L(H ; H) ed il suo inversoC ∈ L(H ; H)
instaurano una corrispondenza lineare e biunivoca tra il campo di deformazione
e ∈ H e quello di tensioneσ ∈ H :

σ = Ee e = Cσ ,

cheè definita dalle relazioni puntuali

σ(x) = (Ee)(x) = E(x) e(x) ,

e(x) = (Ce)(x) = C(x)σ(x) .

• Uno stato tensionaleσ ∈ H è dettoelasticamente congruenteseè la risposta
elastica ad uno stato di deformazione congruente e cio`e se il campo di deformazione
e = Cσ ∈ H è congruente con un campo di spostamenti ammissibiliu ∈ La .

Il problema dell’equilibrio elasticoper una struttura con vincoli perfetti, lisci e
bilaterali consiste nel determinare un insieme di reazioni vincolarir ∈ R che,
insieme al carico assegnato� ∈ FL , costituisca un sistema di forze in equilib-
rio con uno stato tensionaleσ ∈ S elasticamente congruente con un campo di
spostamenti ammissibiliu ∈ La .

Devono quindi essere soddisfatte le relazioni:

Bu = e + δ u ∈ La , e ∈ H compatibilità cinematica,

B
′
σ = � + r σ ∈ S , r ∈ R equilibrio,

σ = Ee legame elastico.

Problema
dell’equilibrio
elastico

Nel seguito sono descritte le due classiche formulazioni del problema dell’equilibrio
elastico in termini di spostamenti e di tensioni.

2.1. Formulazione in termini di spostamenti

La formulazione pi`u naturale delle leggi che governano l’equilibrio elastico con-
siste nell’assumere quale incognita un campo di spostamenti ammissibili ed imporre
che lo stato di sforzo associato alla deformazione elastica sia in equilibrio con il sistema
di forze agenti sulla struttura.

L’ operatore di rigidezza elasticaE ∈ L(H ; H) è simmetrico e definito positivo:{
(( Ee1 , e2 )) = (( Ee2 , e1 )) , ∀ e1, e2 ∈ H ,

(( Ee , e )) > 0 , ∀ e ∈ H\{o} .
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Quest’ultima propriet`a è conseguenza della pi`u fortecondizione di ellitticit̀a in H

(( Ee , e )) ≥ c ‖ e ‖2
H , ∀ e ∈ H .

L’ellitticit à dell’operatoreE ∈ L(H ; H) in H sussiste se il corpo elastico ha una
elasticità non singolare nel senso che vale, quasi ovunque inΩ la diseguaglianza
locale

(( E(x)e(x) , e(x) )) ≥ cx ‖ e(x) ‖2
, ∀ e ∈ H ,

e il minimo autovalorecx di E(x) è uniformemente limitato da una quantit`a positiva.
Si consideri ora la condizione variazionale di equilibrio

(( σ , Bv )) = ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 , ∀v ∈ L .

Sia quindiδ ∈ H un campo di distorsioni impresse euo ∈ La il campo di spostamento
soluzione del problema dell’equilibrio elastico, cos`ı che

σ = E [Buo − δ ] = E [B (u + w)− δ ] .

Sostituendo nella condizione variazionale di equilibrio si perviene all’espressione

(( EBuo , Bv )) = (( E δ , Bv )) + ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 , uo ∈ La , ∀v ∈ L .

Per ottenere un problema lineare si assume quale incognita il campo di spostamenti
conformiu = uo−w ∈ L cosı̀ che il campo incognito ed i campi di prova appartengono
entrambi al sottospazio lineareL :

(( EBu , Bv )) = (( E (δ−Bw) , Bv ))+( b , v )+ 〈〈 t , Γv 〉〉 , u ∈ L , ∀v ∈ L .

E’ conveniente poi assumere che il campo di spostamentiw ∈ V , che compare nella
definizione della variet`a varietà affineLa = w +L degli spostamenti ammissibili, sia
soluzione del problema dell’equilibrio elastico per il continuo soggetto solo a cedimenti
Γw = ∂w impressi al contorno.

In tal caso infatti il termine(( EBw , Bv )) è nullo per ogniv ∈ L , come si
evince dalla condizione di equilibrio elastico ponendob = o , σ = o e δ = o .

Effettuando tale scelta, il campo di spostamentow ∈ V scompare quindi dalla
condizione di equilibrio elastico che si scrive

(( EBu , Bv )) = (( E δ , Bv )) + ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 , u ∈ L , ∀v ∈ L .

La soluzione del problema si ottiene come sommauo = u + w delle due soluzioni.
La forma bilineare simmetrica

a (u,v) : = (( EBu , Bv )) , u,v ∈ V ,

è dettaforma bilineare dell’energia elastica. L’operatore lineareA ∈ L(V ; F)
definito da

〈 Au , v 〉 : = a (u,v) = (( EBu , Bv )) , u,v ∈ V ,

fornisce larisposta elasticaAu ∈ F al campo di spostamentiu ∈ V .
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Il sistema di forzefδ ∈ F definito da

〈 fδ , v 〉 : = (( E δ , Bv )) , ∀v ∈ V ,

è il sistema di forze equivalente alle distorsioni.

Definendo ilcarico efficace�eff = � + fδ , il problema dell’equilibrio elastico si
scrive infine

a (u,v) = 〈 �eff , v 〉 , u ∈ L , ∀v ∈ L .

E’ questa l’equazione fondamentale dell’elastostaticae cioè del capitolo della mecca-
nica che studia le propriet`a delle soluzioni dei problemi di equilibrio elastico.

2.2. Unicità della soluzione elastostatica

La soluzione di un problema di equilibrio elastico posto in termini di campi di
spostamento `e detta ladeformata elasticadella struttura. In elastostatica sussiste il
seguente criterio di unicit`a noto comeprincipio di Kirchhoff 13 [11]

In una struttura con elasticit`a lineare in presenza di vincoli lisci
e bilaterali la deformata elastica `e unica a meno di spostamenti
rigidi conformi addizionali. E’ quindi unico lo stato di tensione e
di deformazione.

Principio di
Kirchhoff

La dimostrazione del principio diKirchhoff si conduce osservando che, in
virtù della linearità del problema dell’elastostatica, la differenza di due soluzioni deve
soddisfare la condizione omogenea

a (u,v) = 0 , u ∈ L , ∀v ∈ L .

La definizione positiva dell’operatore di rigidezza elastica implica quindi che

a (u,u) = (( EBu , Bu )) ⇒ Bu = o ⇐⇒ u ∈ KerB ∩ L ,

e dunque il risultato.

13 Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887). Allievo di Friedrich Gauss a Göttingen e di
Franz Neumann a Königsberg e poi professore di fisica a Breslau (1850-54) e ad Heidelberg (1854-74)
dove insegnavano ancheRobert Wilhelm Bunsen (1811-1899) eHermann Ludwig Ferdinand
von Helmholtz (1821-1894). Nel 1854 enunci`o le leggi sui circuiti elettrici che estendono e genera-
lizzano quelle diGeorg Simon Ohm (1789-1854). Il suo studio sulla radiazione del corpo nero `e stato
fondamentale per lo sviluppo della teoria dei quanti. Basandosi sulla spettroscopiaKirchhoff spiegò per
primo la presenza delle bande nere (linee diFraunhofer) nella radiazione solare inaugurando una nuova
era nell’astrofisica. Insieme aBunsen scopr`ı gli elementi cesium e rubidium. Dal 1875 ricoperse la cattedra
di fisica matematica a Berlino.Kirchhoff era disabile e pass`o gran parte della vita con le grucce e sulla
sedia a rotelle.
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2.3. Elastodinamica

Si consideri il percorso dinamico di una struttura elastica che evolve in un intervallo
di tempo [ to, tf ] sotto l’azione di un sistema di forze attive�(t) ∈ F .

La condizione variazionale di equilibrio dinamicosi scrive (vedi Tomo I sezione
II.11.2 (p. 260))

(( σ , Bv )) = 〈 �−Mü , v 〉 , u ∈ L , ∀v ∈ L ,

doveMü(t) ∈ F è la forza d’inerzia. In assenza di cedimenti vincolari e di distorsioni
impresse, ponendoσ = EBu il problema elastodinamicosi scrive

a(u,v) = 〈 �−Mü , v 〉 , u ∈ L , ∀v ∈ L ,

La seguente propriet`a specializza alle strutture elastiche il teorema della potenza
compiuta (Tomo I proposizione II.11.2 (p. 263)).

Proposizione 2.1. Potenza meccanica ed energia elastica.In una struttura elastica
la potenza compiuta in ogni istante dal sistema di forze attive�(t) ∈ FL è pari al
tasso di variazione della somma dell’energia di deformazione elastica e dell’energia
cinetica:

〈 �(t) , u̇(t) 〉 =
d

dt

[
1
2
a(u,u) +

1
2
〈 Mu̇ , u̇ 〉

]
.

Dim. Ponendov = u̇ nella condizione variazionale di equilibrio dinamico si ha che

〈 �(t) , u̇(t) 〉 = a(u(t), u̇(t)) + 〈 Mü(t) , u̇(t) 〉 .

La simmetria dell’operatore di rigidezza elasticaA ∈ L(V ; F) e dell’operatore
d’inerzia M ∈ L(H ; H) mostrano poi che

a(u(t), u̇(t)) =
d

dt

1
2
a(u,u) , 〈 Mü(t) , u̇(t) 〉 =

d

dt

1
2
〈 Mu̇ , u̇ 〉 ,

e dunque che sussiste il risultato.

Più in generale, in presenza anche di un campo di distorsioni, la proposizione 2.1
va cos`ı modificata.

Proposizione 2.2. In una struttura elastica la potenza compiuta in ogni istante da un
sistema di forze attive�(t) ∈ FL e da un campo di distorsioni impresseδ(t) ∈ H è
pari a

〈 �(t) , u̇(t) 〉+ (( δ(t) , σ̇(t) )) =
d

dt

[
1
2
a(u,u) +

1
2
〈 Mu̇ , u̇ 〉 − 1

2
(( E δ(t) , δ(t) ))

]
.

Seè presente anche un cedimento impressow(t) ∈ V il risultato sussiste sostituendo
al cedimentoδ(t) ∈ H il cedimento equivalenteδ(t)−Bw(t) ∈ H .
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Dim. Si osservi cheσ̇ = E (Bu̇ − δ̇) e quindi che la potenza del sistema di forze
equivalente alle distorsioni `e data da

(( δ , EBu̇ )) = (( δ , σ̇ )) + (( E δ , δ̇ )) = (( δ , σ̇ )) +
d

dt

1
2

(( E δ , δ )) .

Ponendov = u̇ nella condizione variazionalea (u,v) = 〈 �eff , v 〉 e sostituendo si
ottiene il risultato.

Un immediato ma importante corollario e il seguente.

Proposizione 2.3. Durante la traiettoria dinamica di una struttura elastica, in assenza
di forze attive e di distorsioni, si ha che

d

dt

[
1
2
a(u,u) +

1
2
〈 Mu̇ , u̇ 〉

]
= 0 , ∀ t ∈ [ t1, t2 ] ,

risulta cioè costante l’energia totale, somma dell’energia di deformazione elastica e
dell’energia cinetica.

E’ fondamentale il seguente risultato di unicit`a [29].

Proposizione 2.4. Unicità della traiettoria elastodinamica. La traiettoria dinamica
di una struttura elastica definita dalla condizione variazionale

a (u,v) = 〈 �eff −Mü , v 〉 , u ∈ L , ∀v ∈ L ,

è univocamente determinata dalle condizioni iniziali sui campi di spostamento e di
velocit̀a.

Dim. La proposizione 2.3 assicura che la differenzau(t) di due soluzioni del problema
elastodinamico soddisfa la condizione

d

dt

[
1
2

a(u,u) +
1
2
〈 Mu̇ , u̇ 〉

]
= 0 , ∀ t ∈ [ to, tf ] ,

e le condizioni inizialiu(to) = u̇(to) = o . Si ha allora che

1
2

a(u,u) +
1
2
〈 Mu̇ , u̇ 〉 = 0 , ∀ t ∈ [ to, tf ] .

La positività dell’energia elastica e la positivit`a dell’energia cinetica implicano quindi
che entrambe devono essere identicamente nulle. Ne segue che `e identicamente nullo
il campo di velocità e quindi anche il campo di spostamento.
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2.4. Teorema di Clapeyron

Si consideri il percorso dinamico di una struttura elastica che, partendo in quiete
da una configurazione indeformata, si evolve in un intervallo di tempo[ to, tf ] sotto
l’azione di un assegnato sistema di carichi�(t) ∈ F . L’equilibrio dinamico al tempo
t ∈ [ to, tf ] impone che (vedi Tomo I sezione II.11.2 (p. 260))

a(u(t),v) = 〈 �(t)−Mü(t) + fd(u̇(t)) , v 〉 , u(t) ∈ L , ∀v ∈ L ,

dove Mü(t) ∈ F è la forza d’inerzia efd(u̇(t)) ∈ F è un sistema diforze dissipanti
che svaniscono quando si annulla il campo di velocit`a u̇(t) ∈ L .

Il lavoro compiuto dal sistema di forze�(t) ∈ F nell’intervallo di tempo[ to, tf ]
è pari all’integrale su tale intervallo della potenza istantantanea

tf∫
to

〈 �(t) + fd(t) , u̇(t) 〉 dt =

tf∫
to

a(u(t), u̇(t)) dt +

tf∫
to

〈 Mü(t) , u̇(t) 〉 dt .

In virtù della simmetria dell’operatore di rigidezza elasticaA ∈ L(V ; F) e della
simmetria dell’operatore d’inerziaM ∈ L(H ; H) l’integrazione fornisce la relazione

tf∫
to

〈 �(t) , u̇(t) 〉 dt =
1
2
a(u,u) +

1
2
〈 Mu̇ , u̇ 〉 + Ed ,

dove Ed è l’energia dissipata dalle forzefd e u = u(tf ) è lo spostamento finale.

Il lavoro compiuto dal sistema di forze produce pertanto una variazione dell’energia
elastica e dell’energia cinetica, entrambe nulle al tempo inizialeto , e dà luogo inoltre
ad una dissipazione di energia.

Nei problemi di elastostatica si assume che durante il processo di carico, a partire da
un certo istante successivo ato e fino al tempofinaledi osservazionetf , le forze attive
rimangano costantemente pari ad un valore� per un periodo di tempo sufficientemente
lungo da consentire alle forze di dissipazione di porre la struttura in uno stato di quiete.
E’ in questa accezione che nel seguito va inteso il terminefinale.

Al tempofinaledi osservazione essendo nullo il campo di velocit`a, anche l’energia
cineticaè nulla:

u̇ = o ⇒ 1
2
〈 Mu̇ , u̇ 〉 = 0 .

Il lavoro compiuto dalle forze attive�(t) si è quindi trasformato, parte in energia elastica
e parte in energia dissipata:

tf∫
to

〈 �(t) , u̇(t) 〉 dt =
1
2
a(u,u) + Ed .
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Lo spostamentou ∈ La è in equilibrio elastico con il sistema di forze attive� ∈ FL
e dunque, essendo

a(u,v) = 〈 � , v 〉 , u ∈ La , ∀v ∈ L ,

al tempo finale di osservazione l’energia elastica presente nella struttura `e pari a

1
2
a(u,u) =

1
2
〈 � , u 〉 .

E’ questo l’enunciato delteorema diClapeyron 14 [12].

L’energia di deformazione elastica di una struttura, inizialmente
indeformata ed in quiete, che all’istante di osservazione si ritrova
in quiete ed in equilibrio elastico sotto le forze attive� ∈ FL
avendo subito uno spostamento conformeu ∈ L , è pari alla met`a
del lavoro virtuale〈 � , u 〉 .

Teorema di
Clapeyron

Osservazione 2.1.Si consideri una molla elastica scarica che simula una qualsiasi
struttura elastica indeformata e si poggi su di essa un peso, costituito ad esempio da
un bidone pieno d’acqua del peso di una tonnellata (104 Newton), lasciandolo libero
appena a contatto con la molla.

Sotto l’azione del carico la molla oscilla e finalmente raggiunge una posizione di
quiete con un abbassamento di due centimetri, come in fig.2.0. In virt`u del teorema
di Clapeyron l’energia elastica immagazzinata nella molla `e di 1 tcm . Poichè
l’energia potenziale del bidone `e variata di2 tcm ciò comporta che l’altra met`a del
lavoro compiuto sia stata dissipata. Infatti il carico `e applicato con legge a gradino e
dunque rimane costante a partire dall’istante di contatto.

Il lavoro della forza costante `e dunque eguale al lavoro virtuale della forza per
lo spostamento duale e coincide con la variazione di energia potenziale del campo
gravitazionale che `e pari a2 tcm .

14 Benoit Paul Emile Clapeyron (1795-1870). Ingegnere formatosi all’École Polytechnique
e all’École de Mines insieme all’amicoGabriel Lamé. Dopo 12 anni passati in Russia conLamé,
tornato a Parigi ide`o e realizz`o la costruzione della linea ferroviaria Parigi-St.Germain. Nel 1844 divenne
professore di fisica all’Ecole des Ponts et Chauss´ees. Nel 1848 fu eletto all’Accademia delle Scienze di
Parigi, partecipando a commissioni per la realizzazione del canale di Suez e per l’impego delle macchine
a vapore in marina. AClapeyron [8] è dovuta la formulazione analitica delle idee sul calore pubblicate
nel 1824 daSadi Nicolas Léonard Carnot (1796-1832), nell’operaRéflexions sur la puissance
motrice du feu et sur les machines propresà développer cette puissance, ma praticamente sconosciute fino
alla riformulazione diClapeyron. Da lui prendono il nome il teorema sul lavoro di deformazione elastica
e l’equazione differenziale per la determinazione del calore di vaporizzazione di un liquido.
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2 cm

1 ton

1 ton

Fig. 2.1 Carico a gradino

2 cm

1 ton

Fig. 2.2 Carico quasi statico

Si supponga ora di poggiare il bidone ancora vuoto sulla molla e di riempirlo
con estrema lentezza fino a fargli raggiungere il peso finale di1 t . In tal caso non si
verificano fenomeni dinamici significativi e tutto il lavoro compiuto viene trasformato
in energia elastica immagazzinata nella molla.

La situazione `e illustrata in fig.2.2. In definitiva il lavoro compiuto dalle forze
applicate dipende dalla loro legge oraria di applicazione e dal processo dinamico effet-
tuato dalla struttura elastica nel passaggio dalla configurazione iniziale a quella finale
deformata ed in quiete.

L’energia elastica immagazzinata nella struttura `e invece indipendente dalla
modalità di applicazione del carico e pu`o essere valutata conoscendo unicamente la
configurazione iniziale a quella finale deformata ed in quiete.

La differenza tra il lavoro compiuto dalle forze applicate e l’energia elastica im-
magazzinata nella struttura si trasforma in energia dissipata.

Osservazione 2.2.Il teorema diClapeyron viene spesso enunciato in termini non
corretti affermando che l’energia di deformazione elastica immagazzinata nella struttura
è pari alla met`a del lavoro compiuto dalle forze applicate sulla struttura indeformata
(vedi ad. es. [29]).

In effetti al termine lavoro va assolutamente associato l’aggettivo virtuale in quanto
in generale il lavoro effettivamente compiuto dalle forze applicate non `e noto essendo
dipendente dalla legge oraria di applicazione delle forze e dal processo dinamico per-
corso dalla struttura.

Nell’enunciare il teorema diClapeyron viene inoltre talvolta richiesto esplici-
tamente che il sistema di forze agenti sulla struttura sia conservativo e che non vi siano
azioni dissipanti. Dalle considerazioni svolte risulta invece come tali ipotesi siano non
solo superflue ma addirittura inaccettabili.

Per convincersi di ci`o si osservi che, in assenza di azioni dissipative, la struttura
elastica effettuerebbe un percorso dinamico sotto l’azione del carico variabile, e quindi
successivamente, sotto il carico costante, continuerebbe ad oscillare indefinitamente
senza mai raggiungere lo stato di quiete.
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Anche l’ipotesi di carico conservativo `e inutile ed inaccettabile. Ogni carico
variabile nel tempo `e infatti non-conservativo e per caricare una struttura inizialmente
scaricaè ovvio che tale variabilit`a sia indispensabile. N`e vale far riferimento ad un
carico quasi statico che rappresenta un caso limite molto particolare che renderebbe i
risultati di scarsissima rilevanza.

Del tutto superflua `e inoltre l’ipotesi, talvolta formulata in letteratura, di carico
variabile proporzionalmente ad un parametro scalare (messa in carico semplice). In-
dispensabile e sufficiente per la validit`a del risultato `e invece che il comportamento
costitutivo sia elastico lineare conservativo e che quindi non si verifichino fenomeni
anelastici irreversibili quali deformazioni visco-plastiche o fratture.

Il teorema diClapeyron nella forma precedentemente enunciata si riferisce
all’energia elastica immagazzinata in una struttura elastica nel passaggio da una con-
figurazione scarica a quella finale in equilibrio statico sotto un sistema di carichi.

Si consideri invece un processo di carico cos`ı definito:

• la configurazione di partenza `e in equilibrio sotto un carico�o ∈ FL ,

• si applica un ulteriore carico�(t) ∈ FL fino ad un valorefinale � ∈ FL cui
corrisponde un incremento di spostamento elasticou ∈ L .

L’incremento di energia elastica nel passaggio dalla configurazione di partenza a quella
finaleè allora data da

〈 �o , u 〉 +
1
2
〈 � , u 〉 .

Sia infatti σo lo stato di sforzo in equilibrio con il sistema di forze�o ∈ FL .
Allora lo stato di sforzo in equilibrio con il sistema di forze�o + �(t) ∈ FL è

σo + σ(t) con σ(t) = EBu(t) e quindi l’incremento di energia elastica `e
tf∫

to

(( σo + σ(t) , Bu̇(t) )) dt = (( σo , Bu̇ )) +
1
2
a(u,u) = 〈 �o , u 〉 +

1
2
〈 � , u 〉 .

2.5. Teorema di Betti

Si considerino due deformate elastiche conformiu1 ∈ L e u2 ∈ L di una
medesima struttura rispettivamente prodotte dai carichi�1 ∈ FL e �2 ∈ FL .

In virtù della simmetria del legame elastico lineareE ∈ L(H ; H) , risulta sim-
metrica anche la forma bilineare dell’energia elasticaa ∈ L(L2 ; 	) in quanto

a(u1,u2) = (( EBu1 , Bu2 )) = (( EBu2 , Bu1 )) = a(u2,u1) ,

e sussiste pertanto l’equaglianza

〈 �1 , u2 〉 = a(u1,u2) = a(u2,u1) = 〈 �2 , u1 〉 .
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Si può quindi enunciare ilprincipio di reciprocit̀adovuto aBetti 15 [14] (1872)

I lavori virtuali mutui, relativi a due deformate elastiche conformi
che una struttura subisce per effetto di due diverse condizioni di
carico, sono uguali.

Teorema di
Betti

Al teorema diBetti si può anche pervenire mediante un’applicazione del teorema
di Clapeyron, ragionando come segue.

Si consideri una struttura elastica che si trova inizialmente in una configurazione
scarica e si considerino due processi di carico.

• Un primo processo in cui la struttura viene caricata con un sistema di forze attive
� ∈ FL sino alla configurazionefinalecaratterizzata da uno spostamentou ∈ L .

• Un secondo processo che consiste nel suddividere il carico� ∈ FL in due aliquote
� = �1 + �2 . Si applica prima l’aliquota�1 ∈ FL che induce uno spostamento
u1 ∈ L e poi l’aliquota �2 ∈ FL che induce uno spostamentou2 ∈ L .

Il teorema diClapeyron consente di affermare che l’incremento di energia di defor-
mazione nel primo processo di carico `e pari a

1
2
〈 � , u 〉 =

1
2
〈 �1 + �2 , u1 + u2 〉 =

=
1
2
〈 �1 , u1 〉 +

1
2
〈 �2 , u2 〉 +

1
2
〈 �1 , u2 〉 +

1
2
〈 �2 , u1 〉 .

mentre nel secondo processo di carico `e

1
2
〈 �1 , u1 〉 +

1
2
〈 �2 , u2 〉 + 〈 �1 , u2 〉 .

Eguagliando le due espressioni si perviene alla relazione

〈 �1 , u2 〉 = 〈 �2 , u1 〉 ,

che esprime ilprincipio di reciprocit̀a di Betti.

15 Enrico Betti (1823-1892). Nato a Pistoia perse il padre in tenera et`a. Studiò matematica e fisica
all’Universita di Pisa ed ebbe per maestroMossotti. Laureatosi nel 1846 divenne assistente all’Universita.
Partecip`o alle battaglie di Curtatone e Montanara unendosi ad un battaglione comandato daMossotti.
Nel 1849 torn`o a Pistoia e nel 1857 fu nominato professore di algebra superiore all’Universit`a di Pisa.
Nel 1858 viaggi`o per l’Europa conBrioschi e Casorati, visitando i maggiori centri matematici, A
Göttingen incontr`o Riemann del quale divenne amico. Nel 1859 si spost`o sulla cattedra di Analisi e
Geometria Superiore. si dedic`o alla carriera politica e nel 1862 divenne membro del Parlamento del Regno
d’Italia costituito il 17 Marzo 1861. Nell’autunno del 1863Riemann visitò l’Italia ed a Pisa incontr`o
l’amico Betti. Betti fu rettore dell’Universita di Pisa e nel 1864 divenne direttore dellaScuola Normale
Superioreposto che occup`o sino alla morte facendo divenire la Scuola il maggior centro italiano per la
ricerca e l’insegnamento della matematica.Betti si interess`o della teoria dei gruppi diGalois, di teoria
del potenziale e di elasticit`a. Nel 1871 pubblic`o un lavoro di topologia in cui introdusse quelli cheJules
Henri Poincaré (1854-1912) chiamò numeri diBetti .
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Si noti che la validità dei teoremi diClapeyron e diBetti è basata sulla con-
servatività e linearità del legame elastico. Tali propriet`a assicurano infatti la simmetria
della rigidezza elastica che `e fondamentale per la loro validit`a.

Osservazione 2.3. Nelle applicazioni alle travature spesso la matrice di rigidezza
elasticaè di tipo diagonale o addirittura si riduce ad un unico scalare. I teoremi di
Clapeyron e di Betti sono allora suscettibili di una dimostrazione diretta, basata
su un’applicazione del principio dei lavori virtuali.

Il teorema diBetti contiene come caso particolare ilprincipio di reciprocit̀a
formulato daMaxwell 16 nel 1870 [13] con riferimento alle travature reticolari.

Osservazione 2.4.Si vuole ora mostrare un esempio di applicazione del teorema di
Bettial tracciamento dellelinee di influenzadegli spostamenti delle strutture elastiche.

Si consideri la trave di fig.2.3 soggetta all’azione di una forza concentrataFx

applicata ad una ascissax . I vincoli nodali sono esplicitamente definiti indicando i
gradi di libertà nodali da essi consentiti.

F
x

u
x
( l )

Fig. 2.3

16 James Clerk Maxwell (1831-1879). Nato ad Edimburgo in Scozia frequent`o la Edinburgh
Academy conTait che fu suo amico per l’intera vita. A 16 anni, nel 1847 and`o conTait all’Università
di Edimburgo e nel 1850 entr`o al Trinity college di Cambridge dove si laure`o in Matematica nel 1854
distinguendosi per le sue eccezionali capacit`a. Uno dei contributi pi`u importanti diMaxwell fu l’estensione
e la formulazione matematice delle leggi diFaraday. Il lavoro On Faraday’s lines of forcefu letto alla
Cambridge Philosophical Society in due parti, nel 1855 e nel 1856. Nel 1856Maxwell si trasfer`ı ad
Aberdeen dove divenne professore di Natural Philosophy al Marischal College. Nel 1857 il St John’s College
di Cambridge pose quale argomento dell’Adams PrizeThe Motion of Saturn’s Rings. Maxwell vinse il
premio con un saggio del qualeAiry disseIt is one of the most remarkable applications of mathematics to
physics that I have ever seen. Nel 1860 Maxwell ottenne la cattedra di Natural Philosophy al King’s College
di Londra. Due anni dopo mostr`o che i campi elettromagnetici si propagano con la stessa velocit`a della luce
e ne dedusse che la luce fosse un fenomeno elettromagnetico. Nel 1865 lasci`o il King’s College e torn`o
in Scozia nella casa di famiglia a Glenlair dove si potette dedicare con tutte le energie all’attivit`a di ricerca
ed alla redazione del celebre trattatoElectricity and Magnetismpubblicato nel 1873. Nel 1866 formul`o
la teoria cinetica dei gas (teoria diMaxwell-Boltzmann). Nel 1871 accett`o a malincuore l’offerta di
tornare a Cambridge per diventare il primo Cavendish Professor of Physics al Trinity College. Progett`o
l’ Henry Cavendish laboratory che fu inaugurato il 16 June 1874.Maxwell è stato uno straordinario
fisico matematico che ha apportato contributi eccezionali alla teoria dell’elettromagnetismo, all’ottica, alla
teoria dell’elasticità ed alla teoria cinetica dei gas.
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Si ponga quindi il problema di determinare l’abbassamentoux(�) dell’estremità
libera della trave. A tal fine si carica la trave come in fig.2.4 e cio`e con l’ente duale di
quello da determinare.

F*

v*(x)

Fig. 2.4

Nel caso in esame si applica una forza taglianteF∗ concentrata all’estremo libero
e si determina la linea elasticav∗(x) della trave.

La forza concentrataF∗ campiona il valore della componente dell’abbassamento
ux(�) dell’estremo libero della trave in direzione della forzaF∗ . Il teorema diBetti
stabilisce che

Fx v∗(x) = F∗ ux(�) .

Quindi la deformata elasticav∗(x) consente di determinare la componente dello ab-
bassamentoux(�) in direzione diF∗ per ogni posizionex della forzaFx .

Nelle prossime sezioni si mostra come la presenza di cedimenti e di distorsioni
modifichi l’enunciato dei teoremi diClapeyron e di Betti. Tale estensione `e di
grande importanza per le applicazioni.

2.6. Estensione del teorema di Clapeyron

La determinazione dell’energia di deformazione elastica in una struttura in pre-
senza di cedimenti vincolari e di distorsioni impresse si effettua valutando l’espressione
del potenziale elasticoφ ∈ L(H ; 	) tenendo presente che

Bu = e + δ .

Ponendo dunquee = Bu− δ si ha che

φ(Bu− δ) : =
1
2
〈 E (Bu− δ) , Bu− δ 〉 =

=
1
2
〈 σ , Bu− δ 〉 =

1
2
〈 f , u 〉 − 1

2
〈 σ , δ 〉 ,
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doveσ = E (Bu−δ) è lo stato di sforzo nella struttura ef = f� +r� ∈ F è il sistema
di forze agenti sulla struttura. Essendou ∈ w + L si ha che

〈 f , u 〉 = 〈 f� , u 〉 + 〈 r� , w 〉 .

Il risultato si può quindi scrivere esplicitamente nella forma

φ(Bu− δ) =
1
2
〈 f� , u 〉 +

1
2
〈 r� , w 〉 − 1

2
〈 σ , δ 〉 ,

ed enunciare come segue.

Si consideri una struttura inizialmente indeformata ed in quiete
che all’istante di osservazione si ritrova in quiete ed in equilibrio
elastico sotto l’azione del sistema di forzef ∈ F e del campo di
distorsioni δ ∈ H avendo subito uno spostamento ammissibile
u ∈ La . L’energia di deformazione elastica della struttura `e al-
lora pari alla met`a della differenza tra il lavoro virtuale compiuto
dal sistema di forze per effetto dello spostamento ammissibile ed
il lavoro virtuale compiuto dal campo di sforzi per effetto delle
distorsioni impresse.

Estensione del
teorema di
Clapeyron

2.7. Estensione del teorema di Betti

Si consideri una struttura elastica con vincoli lisci e bilaterali, soggetta a due
diverse azioni costituite da carichi, cedimenti imposti e distorsioni impresse.

Siano
�1 ∈ FL , w1 ∈ V , δ1 ∈ H ,

�2 ∈ FL , w2 ∈ V , δ2 ∈ H ,

le azioni sul primo e sul secondo schema strutturale. Si considerino quindi

• una coppia di sistemi di forze estensioni dei carichi�1, �2 ∈ FL
f� 1 ∈ F , f� 2 ∈ F ,

• le deformate elastiche della struttura nei due schemi

u1 ∈ w1 + L , u2 ∈ w2 + L ,

• i campi di sforzo nella struttura

σi = E (Bui − δi) , i = 1, 2 ,

• i sistemi reattivi nella strutturar�(σi) ∈ R , i = 1, 2 definiti dall’identità

〈 r�(σi) , v 〉 : = (( σi , Bv ))− 〈 f� i , v 〉 , ∀v ∈ V , i = 1, 2 .



64 2 – EQUILIBRIO ELASTICO

Ponendor�(ui) = r�(E (Bui − δi)) la condizione di equilibrio elastico si scrive

a (ui,v) = 〈 f� i , v 〉 + 〈 r�(ui) , v 〉 + (( E δi , Bv )) , ∀v ∈ V , i = 1, 2 .

Dunque il lavoro virtuale della risposta elastica del sistema1 per la deformata elastica
del sistema2 è dato da

a (ui,uj) = 〈 f� i , uj 〉 + 〈 r�(ui) , uj 〉 + (( E δi , Buj )) , i = 1, 2 .

Ora, essendoσj = E (Buj − δj) , si ha che

〈 Eδi , Buj 〉 = 〈 Eδi , δj 〉 + 〈 σj , δi 〉 ,

e dunque

a (ui,uj)− 〈 Eδi , δj 〉 = 〈 f� i , uj 〉 + 〈 σj , δi 〉 + 〈 r�(ui) , wj 〉 , ∀ i, j = 1, 2 .

Ne segue che vale laproprietà di reciprocit̀a

〈 f� 1 , u2 〉+〈 r�(σ1) , w2 〉−〈 σ1 , δ2 〉 = 〈 f� 2 , u1 〉+〈 r�(σ2) , w1 〉−〈 σ2 , δ1 〉 .

La proprietà si enuncia come segue.

Si considerino due deformate elastiche di una struttura,
dovute a due condizioni di carico, distorsioni e cedimenti,
Allora sono uguali le differenze tra i lavori virtuali mutui dei
sistemi di forze e dei campi di sforzo.

Teorema di
Betti
generalizzato

La proprietà di reciprocità enunciata dal teorema diBetti generalizzato fornisce
il risultato di base per lo sviluppo della teoria dellelinee di influenzaper le strutture
elastiche.

Per illustrare un’applicazione del teorema diBetti generalizzato si considera il
tracciamento di una linea d’influenza per una travatura piana ad asse rettilineo.

Precisamente si ponga il problema di determinare il massimo e il minimo momento
flettente nella sezioneS della trave per effetto di una distorsione termica a farfalla che
genera una curvatura di intensit`a α∆T/h costante a pezzi lungo la trave, conα coeffi-
ciente di dilatazione termica e∆T/h gradiente di temperatura (fig.2.5). La soluzione
del problema richiede di determinare la linea d’influenza del momento flettente inS
per effetto di una distorsione di rotazione relativa concentrata, viaggiante sulla trave
(fig. 2.5 a)). In forza del teorema diBetti generalizzato, la linea d’influenza coincide
con il diagramma del momento flettente dovuto ad una distorsione di rotazione relativa
∆ϕ concentrata nella sezioneS (fig. 2.5 c)). Nell’ambito della teoria linearizzata
la rotazione relativa `e misurata dal salto di pendenza∆ϕ = ∆v/d della deformata
elastica in corrispondenza della sezioneS . Infatti nelle travi ad asse rettilineo, il prin-
cipio dei lavori virtuali, che `e alla base del teorema diBetti, è formulato in termini di
spostamenti virtuali e delle relative derivate prime e seconde.
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L’ente cinematico duale delle coppie concentrate `e infatti la pendenza dello sposta-
mento virtuale e l’ente cinematico duale del momento flettente `e la derivata della pen-
denza e cio`e la curvatura linearizzata.

∆v

d

S

∆ϕ= ∆v
d

∆T

S
h

M∆ϕ
S

a)

c)

b)

Fig. 2.5
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2.8. Metodo degli spostamenti

La procedura pi`u conveniente per la soluzione delle strutture elastiche lineari `e
il metodo degli spostamenticheè suscettibile di una semplice implementazione in un
codice di calcolo automatico, come sar`a mostrato nella sezione V.2 (p. 195).

Per inquadrare la trattazione si consideri, nell’ambito della teoria linearizzata, una
struttura elastica, con comportamento elastico lineare, soggetta a vincoli perfetti, lisci
e bilaterali.

La cinematica della struttura `e quindi descritta da

• una varietà affineLa = w+L di campi di spostamento ammissibili, che `e somma
di un campo di spostamentow ∈ V e del sottospazioL ⊆ V degli spostamenti
conformi.

I sistemi di forze ammissibili costituiscono anch’esse

• una varietà affine Fa = f� + R che è somma di un sistema di forzef� ∈ F
estensione del carico assegnato� ∈ FL e di un sottospazio di reazioni vincolari

R = L⊥ .

L’elasticità della struttura `e governata dallaforma bilineare simmetricadell’energia
elasticaa (u,v) definita suL × L .

In assenza di spostamentirigidi conformi, la forma dell’energia elastica `e non
degenere. Il problema dell’equilibrio elastico si pone nella forma variazionale

a (u,v) = 〈 �eff , v 〉 , ∀v ∈ L ,

dove u ∈ L e �eff ∈ FL . Nel carico efficace�eff ∈ FL sono incluse anche le forze
attive equivalenti ai cedimenti�w e quelle equivalenti alle distorsioni impresse�δ ,
definite rispettivamente da

〈 �w , v 〉= −(( EBw , Bv )) , ∀v ∈ L ,

〈 �δ , v 〉 = (( Eδ , Bv )) , ∀v ∈ L .

Nel seguito per semplificare la notazione il carico efficace sar`a denotato con� .
Poichè l’energia elasticaa è definita positiva, il problema dell’equilibrio elastico

ammette un’unica soluzione per ogni dato�eff ∈ FL .
Da un punto di vista generale, ilmetodo degli spostamenticonsiste nel riformulare

il problema come due schemi da risolvere in cascata.
Nelle applicazioni alle strutture composte da travi (travature) il primo schema `e

un problema continuo del quale si sa determinare la soluzione esatta, mentre il secondo
schema `e discreto.

La stessa metodologia pu`o essere applicata per la ricerca di una soluzione ap-
prossimata di problemi strutturali elastici. In questo caso lo schema continuo `e risolto
in modo approssimato adottando una base finita di funzioni di forma per il campo di
spostamento.
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L’idea è quella dipartizionare il sottospazio lineareL degli
spostamenti ammissibili come somma diretta

L = Lo ⊕ Ln ,

di due sottospazi lineari

• Lo è un sottospazio lineare di dimensione infinita,

• Ln è un sottospazio lineare di dimensione finitan .

I sottospazi lineariLo e Ln sono tra loroortogonali in energia
elastica, cioè tali che

a (vo,vn) = 0 , ∀vo ∈ Lo , ∀vn ∈ Ln .

Il problema si decompone allora nei due schemi:

a (uo,vo) = 〈 � , vo 〉 , ∀vo ∈ Lo , schema continuo,

a (un,vn) = 〈 � , vn 〉 , ∀vn ∈ Ln , schema discreto.

Partizione
del problema
elastico
negli schemi
continuo
e discreto

In corrispondenza della partizioneL = Lo ⊕ Ln dello spazio degli spostamenti
conformi, anche lo spazio duale dei carichiFL viene partizionato nella somma diretta

FL = L
⊥
o
⊕ L

⊥
n

, dei sottospazi lineariL⊥
o

ed L
⊥
n

. Infatti dalle due relazioni
caratteristiche della partizione diL

L = Lo + Ln , {o} = Lo ∩ Ln ,

prendendo i complementi ortogonali si ottengono le relazioni

{o} = L
⊥
o
∩ L

⊥
n

, FL = L
⊥
o

+ L
⊥
n

.

La prossima proposizione fornisce una utile interpretazione alternativa di questa par-
tizione di FL .

Proposizione 2.5. Si considerino le risposte elastiche attive della struttura,�o ∈ FL
ed �n ∈ FL , a deformate appartenenti adLo e ad Ln :

〈 �o , v 〉 : = a (uo,v) , ∀v ∈ L ,

〈 �n , v 〉 : = a (un,v) , ∀v ∈ L ,

e sianoFo ed Fn i sottospazi rispettivamente costituiti da tali risposte.
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Allora sussiste la decomposizione

FL = Fo ⊕Fn con Fo = L
⊥
n

, Fn = L
⊥
o

.

Dim. Dalla definizione di�o , essendo i due sottospaziLo ed Ln ortogonali in energia
elastica, risulta che

〈 �o , vn 〉 = a (uo,vn) = 0 ∀vn ∈ Ln ⇐⇒ �o ∈ L
⊥
n

.

Ne segue che vale l’inclusioneFo ⊂ L
⊥
n

. D’altronde se si considera un carico� ∈ L
⊥
n

esiste una (unica) deformatau ∈ L della struttura in equilibrio elastico con esso, cio`e
tale che

a (u,v) = 〈 � , v 〉 , ∀v ∈ L .

In particolare, essendo per ipotesi� ∈ L
⊥
n

, si ha che

a (u,vn) = 〈 � , vn 〉 = 0 , ∀vn ∈ Ln ⇐⇒ u ∈ Lo .

Il carico � ∈ FL appartiene dunque al sottospazio lineareFo . Ciò dimostra l’inclusione

L
⊥
n
⊂ Fo . Dalle due opposte inclusioni segue in definitiva cheFo = L

⊥
n

. In modo

perfettamente analogo si dimostra che ancheFn = L
⊥
o

. DunqueFL = Fo ⊕Fn .

Si ha quindi che

Ogni carico� ∈ FL può essere univocamente decomposto come somma di

• una risposta elastica attiva�o ∈ Fo ⊂ FL dello schema continuo e di

• una risposta elastica attiva�n ∈ Fn ⊂ FL dello schema discreto.

Ogni risposta elastica attiva dello schema continuo compie lavoro virtuale
nullo per ogni funzione di forma dello schema discreto.

Ogni risposta elastica attiva dello schema discreto compie lavoro virtuale
nullo per ogni funzione di forma dello schema continuo.

Tale risultato consente di affermare che sullo schema discreto il carico� ∈ FL
può essere sostituito da uno ad esso equivalente�n ∈ FL pari alla differenza tra il
carico � ∈ FL e la risposta elastica attiva�o ∈ FL dello schema continuo

�n = �− �o .

Infatti, essendo〈 �o , vn 〉 = 0 ∀vn ∈ Ln , si ha che

a (u,vn) = 〈 � , vn 〉 = 〈 �n , vn 〉 , ∀vn ∈ Ln .
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Si osservi ora che la risposta elastica reattivaro ∈ L⊥
o

dei vincoli addizionali imposti
sullo schema continuo `e definita dall’identità

a (uo,v) = 〈 �o , v 〉 = 〈 � , v 〉 + 〈 ro , v 〉 ∀v ∈ L ,

ne segue che�n = −ro . La condizione di equilibrio elastico dello schema discreto si
può quindi scrivere

a (un,vn) = −〈 ro , vn 〉 ∀vn ∈ Ln.

La procedura per la soluzione del problema dell’equilibrio elastico della struttura con-
siste in definitiva nei seguentidue passi successivi.

Nel primo passo si calcola la risposta elastica dello schema continuo. In
particolare si valuta l’azione reattiva�n = −ro sui vincoli addizionali
imposti allo schema continuo e cio`e quelli che definiscono il sottospazio
lineareLo degli spostamenti conformiL . Ciò consente di determinare
il carico da imporre sullo schema discreto.

passo 1

Nel secondo passo si risolve il problema discreto fissando una base
{di , i = 1, · · · , n} in Ln . Ponendo quindi

un =
n∑

j=1
uj dj e vn =

n∑
i=1

vi di

si ottiene che

a (un,vn) =
n∑

i,j=1
a (dj ,di)uj vi =

n∑
i,j=1

Aijuj vi =

= [A ] [u n] . [v n] ,

〈 �n , vn 〉 =
n∑

i=1
〈 �n , di 〉 vi =

n∑
i=1

�i vi = [ l ] · [v n] ,

dove [A ] è la matrice di rigidezza elastica dello schema discreto ed
[ l ] è il vettore del carico equivalente.
La matrice elastica[A ] è simmetrica e definita positiva e pertanto il
problema lineare

[A ] [u ] = [ l ] ,

ammette un’unica soluzione per ogni dato[ l ] .

passo 2

La deformata elastica della struttura si ottiene quindi come somma della deformata
uo ∈ Lo dello schema continuo e della deformataun ∈ Ln dello schema discreto.
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2.8.1. Applicazione alle travature

Nelle applicazioni alle strutture composte da travi, dettetravature, il metodo degli
spostamenti viene implementato mediante la seguente procedura.

Si individuano

• una famiglia di nodi suscettibili solo dispostamenti rigidi,

• un insieme di travi semplici ad asse rettilineo i cui estremi sono solidali a nodi
della famiglia.

I parametri nodaliincogniti sono le componenti delle traslazioni e delle rotazioni dei
nodi non soggette a condizioni vincolari.

Si risolve quindi lo schema elastostatico anodi fissiin cui i parametri nodali sono
assunti nulli e quindi si considerano le travi semplici incastrate agli estremi e soggette
ai carichi, alle distorsioni ed ai cedimenti su di esse agenti.

Nello schema anodi fissisi determinano le reazioni esplicate dagli estremi delle
travi sui nodi cui afferiscono.

Si considera quindi la struttura soggetta ai cedimenti nodali assegnati, ai carichi
direttamente assegnati sui nodi ed alle reazioni trasmesse ai nodi dalle travi, nello
schema anodi fissi.

In questo schema, detto anodi spostabilile travi sono scariche ed incastrate ai
nodi ed i parametri incogniti sono le componenti delle traslazioni e delle rotazioni
dei nodi non soggette a condizioni vincolari. La eventuale presenza di vincoli di
collegamento delle estremit`a delle aste con i nodi pu`o essere trattata attraverso una
tecnica di condensazione che consente di ricondurre il calcolo della deformata elastica
delle singole aste a quello di travi incastrate agli estremi (vedi la sezione V.2.8 (p. 216)).

L’applicazione del metodo al calcolo di un telaio incastrato alle basi `e illustrata
schematicamente in fig. 2.6. Il portale `e soggetto a carichi uniformi trasversali sulle
aste1 e 2 e ad una coppia concentrata sul nodo2 .

1

2 3

4

1

2

3

Fig. 2.6 portale Fig. 2.7 a) nodi fissi - b) nodi spostabili

Il sottospazio lineareLo è costituito dalle deformate delle travi semplici che sono
compatibili con l’essere i nodi fissi.
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Il sottospazio lineareLn è costituito dalle deformate delle travi semplici per effetto
degli spostamenti dei nodi compatibili con i vincoli nodali.

Il sottospazio lineareLn è generato daipolinomi diHermite relativi alle singole
travi che sono le deformate delle travi incastrate agli estremi e soggette a spostamenti
e rotazioni unitari delle sezioni di estremit`a.

I polinomi cubici di Hermite costituiscono una base per le deformate elas-
tiche della trave doppiamente incastrata soggetta a cedimenti imposti agli estremi.
L’espressione analitica e la forma caratteristica dei polinomi diHermite normalizzati
all’intervallo [−1, 1 ] è mostrata in fig. 2.8.

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Fig. 2.8 Polinomi di Hermite

Sulla base di un’analisi dettagliata che sar`a illustrata nella sezione V.2 (p. 195),
l’autore ha implementato un codice di calcolo automatico delle travature piane con
condizioni di vincolo molto generali, facendo ricorso al codiceMathematica di
Stephen Wolfram che consente, tra l’altro, di manipolare in modo simbolico
stringhe ed espressioni algebriche e di fornire una rappresentazione grafica dei risultati.
Nelle figure seguenti si riporta, a titolo esemplificativo, la soluzione di alcune travature
elastiche piane.

• I vincoli nodali sono rappresentati riportando in corrispondenza di ciascun nodo
quelli attivi tra i parametri traslazione orizzontale, traslazione verticale e rotazione.

Il primo esempio, riportato nelle figg. 2.9, 2.10 `e una travatura costituita da un
montante ed un traverso.

• Lo schema `e costituito da6 nodi e 5 elementi trave ad asse rettilineo.

• Il nodo 1 alla base del montante `e incastrato.

• I nodi 4 e 5 sono vincolati con carrelli a piano di scorrimento orizzontale. Gli
altri nodi sono liberi.

• Il nodo 2 è caricato da una coppia antioraria.

• Sulle aste3 e 5 agiscono carichi trasversali uniformi, diretti verso il basso.
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Fig. 2.9 DiagrammiM e T

Fig. 2.10 DiagrammiN e u

Il secondo esempio, riportato nelle figg. 2.11, 2.12 `e un telaio a due piani.

• Lo schema `e costituito da7 nodi e 7 elementi trave ad asse rettilineo.

• Alla base, il nodo1 è incastrato mentre il nodo7 è incernierato con una molla
elastica rotazionale. Gli altri nodi sono liberi.

• La trave7 è incernierata agli estremi ai nodi2 e 5 .

• Il nodo 6 è caricato da una forza orizzontale diretta verso sinistra.

• La trave3 è soggetta ad un carico trasversale uniforme, diretto verso il basso.

• Il pendolo 7 è soggetto ad un incremento uniforme di temperatura.
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Fig. 2.11 DiagrammiM e T

Fig. 2.12 DiagrammiN e u

2.9. Esistenza della soluzione in elastostatica

Una struttura `e in equilibrio elastico sotto un assegnato carico solo se il carico `e
in equilibrio e cioè se (vedi Tomo I sezione II.6.4 (p. 216))

∃ r ∈ R : � + r ∈ ( KerB)⊥ ⇐⇒ � ∈ R+ ( KerB)⊥ = (L ∩ KerB)⊥ .

Il risultato fondamentale dell’elastostatica stabilisce che sussiste anche la propriet`a
inversa e cio`e che la condizione di equilibrio del carico `e anche sufficiente ad assicurare
l’esistenza della soluzione del problema dell’equilibrio elastico.
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Per dimostrarlo si premettono i seguenti risultati. Il primo stabilisce che l’energia
elastica e la risposta elastica si annullano se e solo se il campo di spostamenti `e rigido.

Proposizione 2.6. La forma bilineare dell’energia elasticaa ∈ L(V2 ; 	) è positiva:

a (u,u) ≥ 0 , ∀u ∈ V ,

e risulta
Kera =

{
u ∈ V : a (u,u) = 0

}
= KerA = KerB .

Dim. La rigidezza elastica soddisfa la condizione

〈 Ee , e 〉 > 0 , ∀ e ∈ H\{o} ,

e quindi ponendoe = Bu si ha che

a (u,u) = 〈 Au , u 〉 = (( EBu , Bu )) ≥ 0 ∀u ∈ V ,

ed il valore zero si ottiene se e solo seBu = o . Dunque Kera = KerB .
Inoltre sea (u,u) = 0 il campou è un punto di minimo assoluto per il funzionale

a (u,u) . Ne segue che la derivata deve essere nulla e quindi che

a (u,v) = 〈 Au , v 〉 = 0 ∀v ∈ V ⇐⇒ Au = o .

Dunque Kera = KerA .

Il secondo risultato stabilisce che la risposta elastica indotta da un campo di sposta-
menti conformi non pu`o essere puramente reattiva.

Proposizione 2.7. In una struttura con elasticità lineare soggetta a vincoli lisci e
bilaterali sia AL ∈ L(L ; FL) l’operatore che ad ogni cinematismo conformeu ∈ L
associa la risposta elasticaALu ∈ FL definita dall’identit̀a

〈 ALu , v 〉 = a(u,v) , ∀v ∈ L .

Allora si ha che
KerAL = KerA ∩ L ,

dove
KerAL =

{
u ∈ L : Au ∈ R

}
.

Dim. L’inclusione KerA ∩ L ⊆ KerAL è banale. Sia quindiu ∈ KerAL . Allora

ALu = o ⇐⇒ Au ∈ R , u ∈ L ⇐⇒ 〈 Au , u 〉 = 0 , u ∈ L ⇐⇒ u ∈ KerA∩L .

L’inclusione KerA ∩ L ⊇ KerAL segue allora dalla proposizione 2.6.
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Il terzo risultato stabilisce la semiellitticit`a dell’energia elastica.

Proposizione 2.8. La forma bilineare dell’energia elasticaa ∈ L(L2 ; 	) gode della
proprietà di semiellitticit̀a sul sottospazioL ⊆ V dei cinematismi conformi e cioè
soddisfa la diseguaglianza

a (u,u) ≥ c ‖u ‖2
L/KerAL

, ∀u ∈ L .

Dim. La proprietà di H-ellitticit à dell’operatore elastico `e espressa da

(( Ee , e )) ≥ cE ‖ e ‖2
H , ∀ e ∈ H ,

La diseguaglianza diKorn per l’operatore cinematico implica che

‖Bu ‖H ≥ cB ‖u ‖L/KerBL
, ∀u ∈ L ,

Ponendoe = Bu si ottiene che

a (u,u) = (( EBu , Bu )) ≥ cE‖Bu ‖2
H ≥ cE c2

B
‖u ‖2

L/KerBL
, ∀u ∈ L ,

Dalle proposizioni 2.6 e 2.7 si ha poi che KerBL = KerAL e quindi il risultato.

Dalla proposizione 2.7 si deduce la chiusura dell’immagine dell’operatore di
risposta elasticaAL ∈ L(L ; FL) . Infatti con l’ausilio delladiseguaglianza di
Cauchy-Schwarz [31] si deduce che

‖ALu ‖FL ‖u ‖L/KerAL
≥ a (u,u) ≥ c ‖u ‖2

L/KerAL
, ∀u ∈ L .

Sussiste quindi la diseguaglianza

‖ALu ‖FL ‖u ‖L/KerAL
≥ c ‖u ‖L/KerAL

, ∀u ∈ L ,

che, in forza del teorema dell’immagine chiusa diBanach [21], [31], equivale alla
condizione di ortogonalit`a

Im AL = ( KerAL)⊥ .

Si consideri ora il caso generale in cui sono assegnati un carico� ∈ FL , un cedimento
vincolare∂w ∈ ∂V ed un campo di distorsioniδ ∈ H .

Il problema dell’equilibrio elastico si scrive allora

a (u,v) = 〈 �eq, v 〉 , u ∈ L , ∀v ∈ L .

dove �eff ∈ FL è il carico efficacedefinito dalla relazione

〈 �eq, v 〉 : = 〈 � , v 〉 + (( E (δ −Bw) , Bv )) , ∀v ∈ L .

Si noti che la condizione di equilibrio `e soddisfatta dal carico efficace�eff ∈ FL se e
solo seè soddisfatta dal carico� ∈ FL .

Cedimenti vincolari e distorsioni impresse giocano dunque un ruolo tramite la
definizione di carichi aggiuntivi ad essi equivalenti. Tali carichi equivalenti sono equi-
librati sulla struttura e la loro presenza non altera la discussione sull’esistenza e l’unicit`a
della soluzione del problema dell’equilibrio elastico.

Il teorema concernente l’esistenza e l’unicit`a della soluzione del problema
dell’equilibrio elastico pu`o essere enunciato come una propriet`a di decomposizione.
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Proposizione 2.9. Teorema di decomposizione. Si consideri una struttura con
elasticit̀a lineare soggetta a vincoli lisci e bilaterali, in assenza di cedimenti imposti.
Un qualsiasi sistema di forze in equilibriòe allora univocamente decomponibile come
somma di una risposta elastica e di un sistema reattivo.

(L ∩ KerA)⊥ = AL ⊕R .

Dim. Si noti preliminarmente che dalle proposizioni 2.6 e 2.7 si deducono le relazioni

KerAL = KerA ∩ L = (AL)⊥ ∩ L ,

AL ∩ L⊥ = {o} .

La seconda enuncia che non esistono risposte elastiche a spostamenti conformi che
siano puramente reattive. Se il carico� ∈ FL è in equilibrio sulla struttura e cio`e se

� ∈ ( KerBL)⊥ = ( KerAL)⊥ = (L ∩ KerA)⊥ ,

dalla relazione di ortogonalit`a

Im AL = ( KerAL)⊥ ,

si ha che
∃ u ∈ L : Au = � .

Definendo allora il sistema reattivor� ∈ R mediante l’identità

〈 r� , v 〉 = a (u,v)− 〈 � , v 〉 ,

si conclude che
� ∈ AL+R .

Dunque
(L ∩ KerA)⊥ ⊆ AL ⊕R .

L’inclusione inversa `e banale e ci`o fornisce il risultato.

2.10. Equazioni differenziali di equilibrio elastico

Si considerino le equazioni di equilibrio diCauchy, differenziali ed ai limiti (vedi
Tomo I sezione II.7.3 (p. 224)).

Sostituendo l’espressione del campo di sforzi in funzione del campo di spostamenti
si ottengono le equazioni{

( B
′

o EBu , v )= ( b + B
′

o E δ , v ) ,

( NEΓu , v ) = 〈〈 σ + NE δ , Γv 〉〉 ,
u ∈ L ∀v ∈ L .
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Nel continuo elastico diCauchy, come mostrato nella sezione 2 (p. 50), l’operatore
di rigidezza elasticaE ∈ L(H ; H) è definita localmente da un tensore simmetrico del
quarto ordine

E ∈ Sym(V) : = Sym( Sym(V ; V) ; Sym(V ; V)) .

In assenza di distorsioni impresse e di vincoli e forze al contorno, essendo

B = sym grad, B
′

o = −div ,

la condizione differenziale di equilibrio elastico si scrive

div E sym gradu + b = o .

Se l’elasticità è omogenea ed isotropa si perviene all’equazione differenziale
dell’equilibrio elastico formulata daNavier 17 nel 1821, [1].

A tal fine si osservi che per un materiale lineare ed isotropo il tensore di rigidezza
elastica ha l’espressione (vedi sezione I.4.2 (p. 30))

E = 2G I + λ I⊗ I .

dove I = I× I è l’identità in Lin(V) : = Lin ( Lin (V ; V) ; Lin (V ; V)) .
Sostituendo e tenendo presente la relazione

div (I div u) = grad divu ,

la condizione differenziale di equilibrio elastico diventa

2 G div sym gradu + λ grad divu + b = o .

17 Claude Louis Marie Henri Navier (1785-1836). Rimasto orfano di padre all’et`a di 8 anni
fu allevato dallo zio della madreEmiland Gauthey che lavorava nel Corps des Ponts et Chauss´ees ed era
considerato il maggior ingegnere civile francese del tempo. Nel 1802 entr`o alla Ecole Polytechnique dove
ebbe come professore di analisiJean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830). Fourier ebbe molta
influenza suNavier di cui divenne amico. Nel 1804Navier entrò all’Ecole des Ponts et Chauss´ees dove
si laureò nel 1806. Dal 1819 tenne corsi di meccanica applicata all’Ecole des Ponts et Chauss´ees dove nel
1830 fu nominato professore. Dal 1831 prese il posto diCauchy all’Ecole Polytechnique. Fu nominato
membro dell’Acad´emie des Sciences di Parigi del 1824 e divenne Chevalier de la Legion d’Honour nel 1831.
Navier fu un grande ingegnere civile esperto in costruzioni stradali ed in costruzioni di ponti. Fu il primo a
sviluppare una teoria dei ponti sospesi e ne progett`o uno sulla Senna che non fu finito per l’opposizione del
Municipio. A Navier è dovuta la prima trattazione esatta del problema della flessione delle travi elastiche
nel piano, che egli espose nelRésuḿe des Lec¸ons de Ḿecaniquepubblicato nel 1826. Nel 1821 dedusse le
equazioni differenziali del moto di un fluido incomprimibile ora dette equazioni diNavier-Stokes e nel
1822 quelle di un fluido viscoso, basandosi sull’analogia formale con le equazioni dell’equilibrio elastico.
E’ sorprendente come le equazioni di Navier fossero corrette nonostante egli non avesse nozione degli sforzi
tangenziali
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Facendo poi ricorso alle identit`a 2 div sym gradu = div gradu + div ( gradu)T ,

div ( gradu)T = grad divu ,

si ottiene l’equazione differenziale diNavier

(λ + G) grad divu + G div gradu + b = o .

In effetti la formulazione originaria diNavier, basata su di un modello molecolare, si
riferiva al caso in cuiG = λ .

La formulazione con due costanti elastiche indipendenti `e dovuta aCauchy [3]
(1828) ed appare nelle trattazioni diPoisson [4] (1828),Lamé e Clapeyron [7]
(1833),Stokes [10] (1845) eLamé [12] (1852).

Tramite l’identità differenziale

div gradu = grad divu− rot rotu ,

l’equazione diNavier si può riscrivere nella forma

(λ + 2G) grad divu−G rot rotu + b = o .

Questa forma dell’equazione differenziale dell’equilibrio elastico `e dovuta aLamé 18

eClapeyron [7].
Operando sull’equazione differenziale diNavier prima con la divergenza e poi

con il rotore, ed osservando che

div rotu = o , ∀u ∈ C2(Ω) ,

rot gradf = o , ∀ f ∈ C2(Ω) ,

18 Gabriel Lamé (1795-1870). Ingegnere ferroviario e scienziato. Si laure`o all’École Polytechnique
nel 1818 ed all’́Ecole de Mines nel 1820 insieme all’amicoEmile Clapeyron. Subito dopo, su richiesta
di Alessandro I imperatore della Russia dal 1801 al 1825, fu inviato a San Pietroburgo conClapeyron.
Lamé fu nominato professore e ingegnere all’Institut et Corps du Genie des Voies de Communicationdi
San Pietroburgo.Lamé restò in Russia per 12 anni e durante questo periodo progett`o importanti strutture
tra cui un ponte sospeso in San Pietroburgo e pubblic`o molti lavori, alcuni dei quali conClapeyron.
Nel 1832 torn`o a Parigi eLamé divenne professore di fisica all’École Polytechnique. Nel 1836 partecip`o
alla costruzione della linea ferroviaria Parigi-St.Germain. Divenne membro dell’Accademia Francese delle
Scienze nel 1843 e professore di fisica matematica alla Sorbona dal 1850. Nel 1852 pubblic`o leLeçons sur la
Théorie Math́ematique de l’́Elasticit́e des Corpes Solidesprimo libro sulla teoria dell’elasticit`a. Due costanti
elastiche prendono il nome daLamé. Gauss lo consider`o il maggior matematico francese del suo tempo.
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si ottengono le relazioni{
(λ + 2G) ∆ div u = −div b ,

G ∆ rotu = − rotb .

dove ∆ = div grad è l’operatore diLaplace.

Da tali relazioni si deduce il seguente importante risultato dovuto aLamé [12].

La dimostrazione `e tratta da [29].

Proposizione 2.10. Teorema di Lam´e. In un corpo elastico isotropo ed omogeneo,
soggetto ad un campo di forze di massa avente rotore e divergenza nulli, il campo di
spostamentìe biarmonico e quindi analitico.

Dim. Le condizioni E > 0 , G > 0 e k > 0 assicurano cheλ + 2G > 0 . Dalle
identità {

div grad divu = div div gradu ,

div grad rotu = rot div gradu ,

segue che deve risultare {
div ∆u = −div b ,

rot ∆u = − rotb .

Vale dunque l’implicazione

div b = 0 , rotb = o ⇒ ∆ ∆u = o ,

in quanto l’identità
div gradu = grad divu− rot rotu ,

assicura che un campo con rotore e divergenza nulli `e armonico.

3. CONGRUENZA ELASTICA

Un procedimento alternativo per formulare il problema elastico consiste nello
scegliere il campo di sforzi quale incognita primaria.

Questo approccio ha l’inconveniente che il campo di spostamenti va determinato
per integrazione del campo di deformazioni, operazione questa non sempre agevole e
non idonea all’implementazione in un codice di calcolo automatico.

Per contro l’approccio alle tensioni `e spesso da privilegiare per la soluzione di
alcuni problemi campione e di semplici travi elastiche iperstatiche.

Nel seguito si espone la formulazione variazionale del problema elastico posto in
termini di tensioni e si forniscono le condizioni differenziali di congruenza da imporre
sul campo di sforzi del continuo diCauchy.
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3.1. Formulazione in termini di sforzi

Per eliminare il campo di spostamenti dal problema dell’equilibrio elastico si
decompone il campo di deformazioni totaliε ∈ H come somma della deformazione
elastica e della distorsione imposta.

ε = e + δ .

La deformazione elastica viene quindi espressa in termini di tensioniσ ∈ H

e = Cσ .

Rimane da imporre la condizione di congruenza delle deformazioni totali e la condizione
di compatibilità statica tra tensioni e forze, attive e reattive. In forma variazionale si
scrive

(( τ , Cσ + δ −Bw )) = 0 , ∀ τ ∈ Sauto ,

(( σ , Bv )) = 〈 f� + r , v 〉 , ∀v ∈ V ,

dove w è il campo di cedimenti impressi.
Definendo la variet`a lineare delle tensioni in equilibrio con il carico� ∈ FL e con

le reazioni vincolari

S� : =
{
σ ∈ H : (( σ , Bv )) = 〈 � , v 〉 , ∀v ∈ L

}
.

il problema dell’equilibrio elastico in termini di tensioni si pu`o scrivere nella forma
variazionale

(( τ , Cσo + δ −Bw )) = 0 , ∀ τ ∈ Sauto , σo ∈ S� .

dove σo è il campo di tensioni soluzione del problema.
Osservando poi che la variet`a S� è somma di un campo di tensioniσ� ∈ S� in

equilibrio e del sottospazioSauto delle autotensioni, ponendoσo = σ� + τo con
τo ∈ Sauto la condizione variazionale si pone nella forma

(( τ , C τo )) = (( τ , Bw −Cσ� − δ )) , ∀ τ ∈ Sauto , τo ∈ Sauto .

Si noti inoltre che dalla formula diGreen segue che

(( τ , Bw )) = ( B
′

oτ , w ) + 〈〈 Nτ , Γw 〉〉 = 〈〈 Nτ , ∂w 〉〉 , ∀ τ ∈ Sauto ,

in quantoB
′

oτ = 0 e Nτ ∈ R .
Il problema elastico si pu`o quindi esprimere mediante la condizione variazionale

(( τ , C τo )) = 〈〈 Nτ , ∂w 〉〉 − (( τ , Cσ� + δ )) , ∀ τ ∈ Sauto , τo ∈ Sauto .

La soluzione di tale problema lineare `e il campo di autotensioniτo ∈ Sauto

che sommato al campo di tensioni equilibratoσ� ∈ S� fornisce il campo di tensioni
σo = σ�+τo soluzione del problema elastico, equilibrato ed elasticamente congruente.
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3.1.1. Metodo delle forze

Le strutture semplici, secondo la definizione posta nella sezione IV.14.5 (p. 496)
del Tomo I, sono quelle caratterizzate dal fatto che entrambi i sottospazi lineari,Vrig

dei cinematismi rigidi conformie Sauto delle autotensioni, hanno dimensione finita.
La dimensione diVrig è il grado di labilità l della travatura. La dimensione diSauto

è il grado di iperstaticit̀a n della travatura.
Le strutture composte da travi sono strutture semplici.
Si assuma che il carico agente sulla struttura sia in equilibrio e che esista pertanto

un campo di sforziσ� ∈ S� in equilibrio con il carico.
Sia quindi{τi ; i = 1, . . . , n} una base diSauto e si denoti con

[λ ] = {λi ; i = 1, . . . , n} ,

il vettore numerico delle componenti delle autotensioni in tale base.
Posto allora

Aij = (( τi , Cτj )) , pi = 〈〈 Nτi , ∂w 〉〉 − (( τi , Cσ� + δ )) ,

il problema dell’equilibrio elastico si scrive in forma algebrica

[A ] [λ ] = [p ] ,

ed il campo di sforzi in soluzione `e dato da

σo =
n∑

i=1
λi τi + σ� .

E’ questo ilmetodo delle forze. Il metodo fornisce un potente strumento di calcolo delle
travature elastiche ed `e anche alla base delmetodo degli spostamenti, introdotto nella
sezione 2.8 (p. 66).

Nella sezione V.2 (p. 195) sar`a illustrata una procedura di calcolo automatico
delle travature elastiche piane in cui si fa ricorso ad entrambi i metodi.

3.2. Equazione differenziale di congruenza elastica

Per esprimere l’equazione differenziale di congruenza in termini di stato di sforzo
è conveniente far ricorso alla seguente identit`a [29].

Proposizione 3.1. Sia ε ∈ Sym(V) un campo di tensori simmetrici del secondo
ordine conε ∈ C2(Ω) . Allora ε ∈ Sym(V) soddisfa la condizione differenziale di
congruenza se e solo se

∆ ε +∇∇(tr ε)− 2 sym∇ div ε = O .

dove∇ è l’operatore gradiente.
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Dim. Posto
A(ε) = ∆ ε +∇∇(tr ε)− 2 sym∇ div ε ,

sussiste l’identit`a
rot [ rotε]T = [tr A(ε)] I−A(ε) ,

con
tr A(ε) = 2 [∆ (tr ε)− div div ε] .

Dunque se rot[ rotε]T = O si ha che

tr rot [ rotε]T = tr
(
[tr A(ε)] I−A(ε)

)
= 2 tr A(ε) = 0 ,

e dunque
A(ε) = [tr A(ε)] I = O .

Viceversa seA(ε) = O si ha che rot[ rotε]T = [tr A(ε)] I−A(ε) = O .

Se l’elasticità è omogenea ed isotropa, il tensore di cedevolezza elastica `e dato da
(vedi sezione I.4.2 (p. 30))

C =
1

2 G
I− ν

E
I⊗ I =

1
2 G

[
I− ν

1 + ν
I⊗ I

]
,

e quindi risulta

2 GA(Cσ) = A(σ)− ν

1 + ν
A((tr σ) I) .

Ora si ha che
A((tr σ) I) = (∆ σ) I +∇∇(tr σ) ,

ed essendo divσ + b = o , risulta

A(σ) = ∆ σ +∇∇(tr σ) + 2 sym∇b ,

da cui
1− ν

1 + ν
∆ tr (σ) = −div b .

In definitiva l’equazione differenziale di congruenza si scrive

∆ σ +
ν

1 + ν
∇∇(tr σ) + 2 sym∇b +

ν

1− ν
( div b) I = O .

Questa forma generale `e dovuta aDonati [18] (1894) ed aMichell [19] (1900).
Se il campo di forze di massa `e nullo l’equazione differenziale di congruenza

assume la forma semplice

∆ σ +
ν

1 + ν
∇∇(tr σ) = O ,

cheè il contributo originale diBeltrami 19 [16] (1892).

19 Eugenio Beltrami (1835-1900). Professore di matematica a Bologna ed in altre Universit`a
italiane. ConRudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) e Elwin Bruno Christoffel
(1829-1900) fu un prosecutore dell’opera diRiemann.
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4. PRINCIPI DI ESTREMO

Si vuole ora mostrare come la determinazione dell’equilibrio elastico di una strut-
tura possa essere ricondotta alla soluzione di un problema di estremo condizionato.

Questa tematica rientra nel pi`u ampio capitolo che tratta della formulazione di
principi variazionali di stazionariet`a o di estremo equivalenti ad un problema posto in
termini di operatori.

Ci si limiterà qui ad illustrare una derivazione per via diretta dei due classici principi
di estremo della elastostatica.

Una trattazione pi`u completa della teoria dei principi variazionali `e presentata nel
capitolo VI.

4.1. Energia potenziale

Il primo principio di estremo `e noto come principo dellaminima energia poten-
ziale ed è associato alla soluzione del problema dell’equilibrio elastico in termini di
spostamenti.

Sia uo ∈ La la deformata elastica della struttura soggetta ai carichi� ∈ FL ed
alle distorsioniδ ∈ H . In termini variazionali la condizione di equilibrio elastico si
scrive

〈 Auo , v 〉 = 〈 � , v 〉 + 〈 Eδ , Bv 〉 , ∀v ∈ L ,

ovvero

〈 E(Buo − δ) , Bv 〉 − 〈 � , v 〉 = 0 ∀v ∈ L .

In virtù della simmetria della rigidezza elasticaE ∈ L(H ; H) , il primo membro risulta
essere la derivata direzionale del funzionale quadratico completo:

P(u) : =
1
2
〈 E(Bu− δ) , Bu− δ 〉 − 〈 � , u 〉 u ∈ La ,

nel puntouo ∈ La e secondo l’incrementov ∈ L .

Il funzionale P(u) energia potenzialèe somma di due aliquote.

• Il funzionale

1
2
〈 E(Bu− δ) , Bu− δ 〉 =

1
2
〈 Ee , e 〉 u ∈ La ,

è l’energia di deformazione elastica della struttura.
Infatti e = Bu−δ è la deformazione elastica associata allo spostamentou ∈ La

ed alla distorsioneδ ∈ H .
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• Il funzionale
−〈 � , u 〉

ha la struttura formale della energia potenziale del carico� ∈ FL , se considerato
come sistema di forze posizionale (e cio`e dipendente solo dalla configurazione) e
costante.

La definizione positiva diE assicura che la forma quadratica(( EBu , Bu )) è
semidefinita positiva e che quindi il funzionaleP(u) è convesso.

L’annullarsi della derivata direzionale diP(u) nel puntou ∈ L e lungo ogni
variazionev ∈ L significa che la deformata elasticauo è un punto di stazionariet`a
per P(u) nella varietà La .

La convessit`a di P(u) assicura infine che ogni punto di stazionariet`a in La è un
punto di minimo assoluto inLa .

La deformata elasticauo ∈ La può quindi essere caratterizzata come punto di
minimo assoluto del funzionaleP(u) :

uo = arg min{P(u) | u ∈ La} .

Il risultato può essere enunciato affermando che:

La deformata elastica di una struttura costituisce un punto
di minimo assoluto per il funzionale energia potenziale
nell’insieme degli spostamenti ammissibili.

Principio di
minimo della
E.P.

La condizione di minimo dellaE.P. permette quindi di individuare tra tutte le
deformate ammissibili quelle in equilibrio elastico. Il punto di minimo `e unico se non
vi sono spostamentirigidi compatibili.

Osservazione 4.1.Nell’enunciato del principio della minimaE.P.il lavoro virtuale del
carico per uno spostamento ammissibile viene spesso interpretato come l’opposto della
variazione di una energia potenziale.

Pertanto il funzionale viene dettoenergia potenziale totale(E.P.T.) in quanto
somma dell’energia elastica e di quella potenziale dei carichi.

Tale terminologia `e in effetti assolutamente da evitare in quanto ingenera nel lettore
il dubbio che i risultati di cui trattasi siano condizionati dall’essere valida la propriet`a
di conservatività delle forze esterne.

Nell’ambito della teoria linearizzata delle strutture, in cui si fa riferimento ad
un’unica configurazione di riferimento per imporre l’equilibrio, ogni discorso sulla
conservatività delle forze esterne `e del tutto priva di significato.

Il concetto stesso di conservativit`a, e quindi di esistenza di una energia potenziale,
richiede infatti di verificare se il lavoro virtuale del sistema di forze sia o meno nullo
quando la struttura compie un arbitrario percorso chiuso nello spazio delle configu-
razioni.

Ciò è del tutto impossibile se si prescinde dall’assegnare la legge con cui le forze
esterne variano in conseguenza di un cambiamento di configurazione della struttura.
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4.2. Energia potenziale complementare

Il secondo principio di estremo `e noto come principo dellaminima energia com-
plementareedè associato alla soluzione del problema dell’equilibrio elastico in termini
di tensioni.

La condizione di congruenza per il campo di deformazione totaleεo ∈ H della
struttura si scrive nella forma variazionale

〈 τ , εo −Bw 〉 = 0 , ∀ τ ∈ Sauto ,

in cui
Sauto = {σ ∈ S | B

′
σ ∈ R} ,

è il sottospazio delle tensioni autoequilibrate. Denotando conC = E−1 ∈ L(H ; H)
l’operatorecedevolezza elastica, si può esprimere la deformazione totaleεo ∈ H in
termini di tensioni e di distorsioni impresse

εo = eo + δ = Cσo + δ ,

dove σo ∈ H è il campo di tensioni in soluzione.
Denotando con

S� : =
{
σ ∈ H : (( σ , Bv )) = 〈 � , v 〉 , ∀v ∈ L

}
,

la varietà affine delle tensioni in equilibrio col carico� , la condizione di equilibrio
impone allora cheσo ∈ S� .

La condizione variazionale di congruenza si pu`o quindi riscrivere

〈 τ , Cσo + δ −Bw 〉 = 0 , σo ∈ S� , ∀ τ ∈ Sauto .

In virtù della simmetria della cedevolezza elasticaC , il primo membro risulta essere
la derivata direzionale del funzionale quadratico completo

PC(σ) =
1
2
〈 σ , Cσ 〉 + 〈 σ , δ 〉 − 〈 σ , Bw 〉 , σ ∈ S� ,

nel puntoσo ∈ S� e secondo l’incrementoτ ∈ Sauto .

Il funzionale PC(σ) prende il nome dienergia potenziale complementarein
quanto il funzionale quadratico

1
2
〈 σ , Cσ 〉 , σ ∈ S� ,

rappresenta l’energia elastica complementare nella struttura, in presenza del campo di
tensioniσ ∈ S .

Osserviamo che perσ ∈ S� si ha B
′
σ − � ∈ R .
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Ponendo quindir(σ) = B
′
σ − � il funzionale PC(σ) , a meno del termine

costante−〈 � , w 〉 si può riscrivere

PC(σ) =
1
2
〈 σ , Cσ 〉 + 〈 σ , δ 〉 − 〈 r(σ) , ∂w 〉 ,

in cui l’ultimo termine rappresenta il lavoro virtuale delle reazioni vincolari, in equilibrio
con lo stato tensionaleσ , per i relativi cedimenti.

La definizione positiva diC assicura che la forma quadratica〈 σ , Cσ 〉 è definita
positiva e che quindi il funzionalePC(σ) è strettamente convesso.

L’annullarsi della derivata direzionale diPC(σ) nel puntoσo e lungo ogni vari-
azioneτ ∈ Sauto significa che il campo di tensioniσo ∈ S� è un punto di stazionariet`a
per PC(σ) nella varietà S� .

La stretta convessit`a di PC(σ) assicura infine che tale punto di stazionariet`a in
S� è il punto di minimo assoluto inS� .

Il campo di tensioni in equilibrio elasticoσo ∈ S� può quindi essere caratterizzato
come punto di minimo assoluto del funzionalePC(σ) in S� :

σo = arg min{PC(σ) | σ ∈ S�} .

Il risultato può essere enunciato affermando che:

Il campo di tensioni in equilibrio elastico in una struttura
costituisce un punto di minimo assoluto per il funzionale
energia potenziale complementare nell’insieme dei campi di
tensione in equilibrio col carico.

Principio di
minimo della
E.P.C.

La condizione di minimo dellaE.P.C.permette quindi di individuare tra tutti i campi
di tensione equilibrati quello cui si associa una deformazione elastica che, sommata alle
distorsioni impresse, risulta congruente.

Osservazione 4.2. Come si mostrer`a nel capitolo VI, i funzionali che compaiono
nel principio della minima energia potenziale e nel principio della minima energia
complementare non sono tra loro complementari.

Per trasformare un problema elastico, posto in termini di spostamenti, in uno
complementare, posto in termini di sforzi, vanno infatti seguite preciseregole di com-
plementariet̀a che sono esplicitate e discusse in dettaglio nel capitolo VI.

5. ONDE ELASTICHE

L’equazione differenziale del moto di un mezzo elastico isotropo ed omogeneo si
deduce dall’equazione differenziale di equilibrio della sezione 2.10 (p. 76) sommando
al campo di forze di massab il campo di forze d’inerzia−ρ

..
u .
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Si perviene cos`ı all’equazione del moto diNavier

a)
G

ρ
∆u +

λ + G

ρ
grad divu +

b
ρ

=
..
u ,

che, essendo

λ + G =
E

2 (1 + ν) (1− 2 ν)
,

λ + G

G
=

1
1− 2 ν

,

si può anche scrivere

a) ∆u +
1

1− 2 ν
grad divu +

1
G

b =
ρ

G

..
u .

Tramite l’identità differenziale

∆u = div gradu = grad divu− rot rotu ,

l’equazione del moto si pu`o scrivere nella forma diLamé-Clapeyron

b)
λ + 2G

ρ
grad divu− G

ρ
rot rotu +

b
ρ

=
..
u ,

ovvero

c)
λ + 2G

ρ
∆u +

λ + G

ρ
rot rotu +

b
ρ

=
..
u ,

Definendo le costanti

cl =

√
λ + 2G

ρ
, ct =

√
G

ρ
,

l’equazione del moto si pu`o scrivere

b) c2
l

grad divu− c2
t

rot rotu +
b
ρ

=
..
u ,

ed introducendo glioperatori d’onda

l u = c2
l

∆u− ..
u , t u = c2

t
∆u− ..

u ,

si perviene alla forma

a) t u + (c2
l
− c2

t
) grad divu +

b
ρ

= o ,
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Si assuma ora cheb = o .

Dalle equazionia) e c) segue che

rotu = o ⇒ l u = o ,

div u = o ⇒ t u = o .

La costantecl è lavelocit̀a irrotazionaleo velocit̀a longitudinaledel suono,

la costantect è lavelocit̀a isocorao velocit̀a trasversaledel suono.

Si noti che risulta
cl

ct

=

√
2 (1− ν)
1− 2 ν

.

Per ν = 1/3 si ha quindi checl = 2 ct . Per 0 < ν < 1/2 si ha checl >
√

2 ct

Operando sull’equazioneb) con l’operatore div e sull’equazionea) con
l’operatore rot si ottiene che

i) l div u = o ,

ii) t rotu = o .

Dunque

• la divergenza divu del campo di spostamento soddisfa l’equazione delle onde
convelocit̀a irrotazionale cl ,

• il rotore rotu del campo di spostamento soddisfa l’equazione delle onde con
velocit̀a isocora ct .

Applicando quindi l’operatore l all’equazionea) con b = o , si ottiene che

l (c
2
l
∆u− ..

u) + l c
2
l

grad divu = o .

Osservando poi che per lai)

l c
2
l

grad divu = c2
l

grad( l div u) = o ,

si giunge alla relazione

l t u = o ,

che costituisce l’analogo dinamico della propriet`a di biarmonicità del campo di sposta-
menti elastici stabilita nella proposizione 2.10 (p. 79).

Lo studio delle onde elastiche pu`o essere anche condotto facendo ricorso alla
decomposizione di un campo vettoriale mediante il teorema diHelmholtz (vedi
Tomo Zero [33] proposizione IX.1.3 (p. 145)).
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Il teorema diHelmholtz assicura che il campo di spostamenti ed il campo di
forze di massa ammettono le decomposizioni

i) u= gradφ + rotψ , div ψ = 0 ,

ii) −b
ρ

= gradα + rotβ , div β = 0 ,

con φ e α potenziali scalari eψ e β potenziali vettori (solenoidali).
Sostituendo nell’equazione del moto nella forma diLamé-Clapeyron

b) c2
l

grad divu− c2
t

rot rotu +
b
ρ

=
..
u ,

si ottiene l’equazione

grad(c2
l

∆ 1 φ− φ̈− α)− rot (c2
t

rot rot ψ + ψ̈ + β) = o ,

Dall’identità differenziale

rot rotu = grad divu− div gradu ,

si ottiene quindi che

grad(c2
l

∆ 1 φ− φ̈− α) + rot (c2
t

∆ 2 ψ − ψ̈ − β) = o ,

ovvero
grad( lφ− α) + rot ( tψ − β) = o .

L’equazione del moto `e quindi soddisfatta se sono sono soddisfatte le equazioni

lφ = α ,

tψ = β ,

rispettivamente detteequazione scalare del motoeequazione vettoriale del moto.

A Somigliana 20 è dovuta la dimostrazione che, viceversa, seu è soluzione
dell’equazione del moto allora i potenziali scalare e vettore definiti dallei) e ii)
soddisfano le equazioni scalare e vettoriale del moto [17], [29].

20 Carlo Somigliana (1860-1955). Iniziò gli studi universitari a Pavia dove fu allievo diE. Bel-
trami. Pass`o poi alla Scuola Normale di Pisa dove ebbe per maestriBetti e Dini e come condiscepolo
e amicoV. Volterra. Laureatosi nel 1881, nel 1887 inizi`o l’insegnamento come assistente di Analisi
Matematica all’Universit`a di Pavia e nel 1892 fu nominato professore di Fisica Matematica. Nel 1903 pass`o a
Torino, ove rimase sino al collocamento a riposo nel 1935.Somigliana fu un fisico-matematico del tipo pi`u
classico, e di lui si pu`o ripetere quel che egli stesso scrisse a proposito diV. Volterra: è un classico puro,
rimasto fedele alla scuola diBetti e diBeltrami nella quale era cresciuto. La sua Fisica Matematica, pur
tanto ricca di originalit`a, è affine a quella diHelmholtz, di Lord Kelvin, di Kirchhoff.
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Dal teorema diHelmholtzsegue che il campo di spostamenti pu`o essere univoca-
mente decomposto come somma di due aliquote, una solenoidale e l’altra irrotazionale:

u = ul + ut , con rotul = o , div ut = 0 .

Analogamente, postob = b/ρ , si può effettuare la decomposizione

b = bl + bt , con rotbl = o , div bt = 0 .

L’equazione del moto

b) c2
l

grad divu− c2
t

rot rotu + b =
..
u ,

si scrive

b) l ul + bl + t ut + bt = o .

Operando prima con la divergenza e poi con il rotore l’equazione del moto fornisce le
condizioni

div ( l ul + bl) = 0 ,

rot ( t ut + bt) = o .

Si osservi quindi che

rotul = o , rotbl = o ⇒ rot ( l ul + bl) = o ,

div ut = 0 , div bt = 0 ⇒ div ( t ut + bt) = 0 ,

e che un campo vettoriale inE3 è univocamente determinato dai relativi campi di
divergenza e di rotore. Le componenti, solenoidale ed irrotazionale, del campo di
spostamenti soddisfano dunque rispettivamente le equazioni del moto

l ul + bl = o ,

t ut + bt = o .

Le onde soluzioni della prima equazione sono leonde volumetriche, quelle soluzioni
della seconda equazione sono leonde di taglio.

Osservazione 5.1.In sismologia le onde che si propagano con velocit`a cl sono dette
onde primarie(onde P), quelle con velocit`a ct sono detteonde secondarie(onde S).
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5.1. Onde progressive

Un campo di spostamentou ∈ L della forma

u(r, t) = a sin(m . r− c t) , ‖m ‖ = 1 ,

è detto un’onda progressiva sinusoidaledi ampiezzaa , direzionem , evelocit̀a c .

• Si ha un’onda longitudinalese il vettore ampiezza `e parallelo alla direzione di
propagazione, cio`e sea×m = o .

• Si ha invece un’onda trasversalese il vettore ampiezza `e ortogonale alla direzione
di propagazione, cio`e sea . m = 0 .

Si ponga ora il compito di determinare le condizioni necessarie e sufficienti affinch`e il
campo di spostamento soddisfi l’equazione del moto diNavier-Cauchy:

a)
G

ρ
∆u +

λ + G

ρ
grad divu +

b
ρ

=
..
u .

A tal fine si osservi che, posto

ϕ(r, t) = m . r− c t ,

la derivata direzionale secondoh è data da

gradu(r, t) . h =a grad[ sin(m . r− c t)] . h = a cosϕ(r, t) (m . h) =

= cosϕ(r, t) ch .

ed il gradiente del campo `e quindi

gradu(r, t) = cosϕ(r, t) (a⊗m) .

Si ha dunque che
div u = (m . a) cosϕ(r, t) ,

rotu = (m× a) cosϕ(r, t) .

in quanto

• div u = tr gradu e tr(a⊗m) = (m . a) ,

• rotu = 2 axial emi gradu e (m× a) = axial emi(a⊗m) .

Dunque l’onda progressiva `e longitudinale se rotu = o e trasversale se divu = 0 .
Si ha inoltre che

∆u = − a sinϕ(r, t) ,

grad divu = − (m . a)m sinϕ(r, t) = −(m⊗m)a sinϕ(r, t) ,

ü = − c2 a sinϕ(r, t) .
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Dunque il campo di spostamento soddisfa l’equazione del moto se e solo se

a)
[
G

ρ
I +

λ + G

ρ
(m⊗m)

]
a = c2 a .

Definendo iltensore acustico

A(m) : = c2
l
(m⊗m) + c2

t
(I−m⊗m) ,

l’equazione del moto impone che il vettorea ampiezza dell’onda sia una direzione
principale per iltensore acustico:

A(m)a = c2 a .

Si osservi che

• il tensore simmetricom⊗m è il proiettore ortogonale nella direzione del versore
m che individua la direzione di propagazione,

• il tensore simmetricoI−m⊗m è il proiettore ortogonale sul piano perpendicolare
alla direzione di propagazione.

Dall’espressione del tensore acustico, si deduce che esistono due autospazi:

• l’autospazio monodimensionale generato dalla direzione di propagazionem a cui
corrisponde l’autovalorec2

l
,

• l’autospazio bidimensionale ortogonale alla direzione di propagazione a cui cor-
risponde l’autovalorec2

t
.

Si può dunque concludere che

Proposizione 5.1. Onde progressive. In un continuo elastico lineare, omogeneo ed
isotropo esistono solo due tipi di onde progressive sinusoidali. Le onde longitudinali
che hanno velocità irrotazionale e le onde trasversali che hanno velocità isocora.

In un mezzo elastico anisotropo le onde non sono in generale n´e longitudinali
né trasversali e la velocit`a delle onde progressive cambia al variare della direzione di
propagazione.

Onde superficiali.

Nella vicinanza della superficie di un corpo si possono propagare onde elastiche
che non penetrano all’interno, smorzandosi secondo una legge esponenziale con la
distanza dalla superficie. Leonde superficialisono anche detteonde diRayleigh 21

(vedi ad es. [26]).

21 John William Strutt Lord Rayleigh (1842-1919). On waves propagated along the plane
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élastiques,Bull. Soc. Philomath., 177-181 (1821).
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Mèm. Acad. Sci. Inst. France(2) 8, 357-570 (1828).
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Polytech., 15, 93-132 (1834).

9. G. Green, On the propagation of light in crystallized media,Trans. Cambridge
Phil. soc., 7,1, 121-140 (1839)= Papers, 293-311 (1841).

10. G.G. Stokes, On the theories of the internal friction of fluids in motion and
of the equilibrium and motion of elastic solids,Trans. Cambridge Phil. Soc., 8,
287-319 (1845).
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III – ELASTICITA’ GENERALIZZATA

La teoria dell’elasticit`a rappresenta un capitolo fondamentale della Fisica Matema-
tica e conduce a risultati che trovano applicazioni in moltissimi altri contesti apparen-
temente diversi ma che con essa condividono peculiari propriet`a formali.

Intorno alla met`a del ventesimo secolo, partendo dai primi importanti contributi
di Fenchel [5], [6], si è andata sviluppando una nuova disciplina, l’Analisi Convessa,
che consente la trattazione di modelli descritti da mappe multivoche.

In questo capitolo, dopo una presentazione degli strumenti essenziali dell’Analisi
Convessa che include anche contributi originali dell’autore [38], [40], si mostra come sia
possibile discutere una fomulazione generalizzata del problema dell’equilibrio elastico.

Il problema dell’esistenza di una soluzione del problema elastico generalizzato
conduce naturalmente allo sviluppo di una teoria che presenta in forma geometrica
risultati e metodi che fanno parte del capitolo della meccanica delle strutture detta
Analisi Limite.

La generalità della trattazione e gli strumenti illustrati nelle sezioni introduttive
consentono di svilupare in modo diretto e completo una formulazione variazionale.

Si mostra infine come il quadro teorico possa essere direttamente applicato
all’analisi di modelli strutturali caratterizzati da comportamenti costitutivi anelastici
ed in particolare a modelli plastici, viscosi e viscoplastici.

La teoria viene sviluppata seguendo un percorso che procede dal caso pi`u generale
intoducendo via via ipotesi aggiuntive che consentono di ottenere risultati particolari.

1. LEGAMI MULTIVOCI

Si consideri un modello strutturale definito su di un dominioΩ e sianoD ed
S spazi lineari in dualit`a cui appartengono rispettivamente i campi di deformazione
ε ∈ D ed i campi di sforzoσ ∈ S .

La topologia negli spaziD e S è quella diHilbert definita dal prodotto interno
in L2(Ω)6 :

(( ε1 , ε2 )) =
∫
Ω

ε1
. ε2 dv , ∀ ε1, ε2 ∈ D ,

(( σ1 , σ2 )) =
∫
Ω

σ1
. σ2 dv , ∀σ1,σ2 ∈ S .
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Dal punto di vista topologico ed algebrico i due spazi possono dunque essere identificati
con uno spazio pivot

H = D = S = L2(Ω)6 .

E’ però opportuno adoperare notazioni distinte per gli spazi diHilbert D e S
per evidenziare il diverso significato meccanico dei campi ad essi afferenti e pertanto
adoperare per il prodotto scalare tra elementi diD e di S il simbolo che denota in
generale il prodotto di dualit`a, ponendo

〈 σ , ε 〉 =
∫
Ω

σ . ε dv .

Si premettono alcune definizioni generali. SiaX uno spazio lineare.

Un insieme lineareL ⊆ X è caratterizzato dalla propriet`a

x1,x2 ∈ L
α1, α2 ∈ 	

}
⇒ α1 x1 + α2 x2 ∈ L .

Un insieme affineA ⊆ X è caratterizzato dalla propriet`a

x1,x2 ∈ A
α1, α2 ∈ 	

α1 + α2 = 1

 ⇒ α1 x1 + α2 x2 ∈ A .

Un insieme convessoS ⊆ X è caratterizzato dalla propriet`a

x1,x2 ∈ S
α1, α2 ∈ 	

α1, α2 ≥ 0 , α1 + α2 = 1

 ⇒ α1 x1 + α2 x2 ∈ S .

Un cono C ⊆ X è caratterizzato dalla propriet`a

x ∈ C
α ∈ 	
α ≥ 0

 ⇒ αx ∈ C .

Il grafico di una relazionenello spazio prodottoD × S è un sottoinsieme

G(E) ⊆ D × S .
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Ad ogni relazioneG(E) ⊆ D × S si associano duemappe multivoche

E : D �→ S , E−1 : S �→ D ,

definite da
E(ε) : =

{
σ ∈ S : {ε,σ} ∈ G(E)

}
,

E−1(σ) : =
{
ε ∈ D : {ε,σ} ∈ G(E)

}
.

I domini efficaci domE e domE−1 sono definiti dalle condizioni

domE : =
{
ε ∈ D : E(ε) = ∅

}
,

domE−1 : =
{
σ ∈ S : E−1(σ) = ∅

}
.

La proprietà di monotoniadi un grafico si definisce estendendo ad un contesto
generale le propriet`a essenziali di un diagramma cartesiano che venga tracciato sul
foglio R2 effettuando sempre incrementi dello stesso segno sui due assi.

Il grafico può presentare tratti orizzontali e tratti verticali ma non tratti decrescenti,
come illustrato in fig. 1.1.

La proprietà di monotonia massimaledi un grafico inR2 può essere descritta in
modonäıverichiedendo che il diagramma venga tracciato senza mai staccare la matita
dal foglio e prolungando idealmente il diagramma in entrambi i versi, cos`ı che esso non
abbia estremi.

ε

σ

Fig. 1.1 Diagrammaε− σ

Le definizioni formali sono le seguenti.

La proprietà di monotoniarichiede che per ogni coppia di punti{ε1,σ1} e
{ε2,σ2} di D × S appartenenti al grafico risulti:

〈 σ2 − σ1 , ε2 − ε1 〉 ≥ 0 .
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La proprietà di massimalit̀a impone che, se un punto{ε,σ} ∈ D×S può essere
aggiunto al grafico senza invalidare la propriet`a di monotonia, allora tale punto
deve appartenere al grafico:

〈 σ − σg , ε− εg 〉 ≥ 0 , ∀ {εg,σg} ∈ G(E) ⇒ {ε,σ} ∈ G(E) .

Osservazione 1.1.La dimostrazione dell’esistenza di almeno un grafico monotono
massimale fa ricorso allemma diZorn (o all’Assioma della Scelta), pilastro logico
fondamentale nella costruzione della matematica moderna. A tal fine si osservi che

• l’insieme Gmono dei grafici monotoni `e infatti parzialmente ordinato dalla re-
lazione di inclusione⊆ ed inoltre

• ogni sottoinsieme{Gα ∈ Gmono | α ∈ A} totalmente ordinato ammette come
estremo superiore l’unione ⋃

α∈A
Gα .

Il lemma diZorn assicura allora che l’insiemeGmono contiene almeno un elemento
massimale.

Osservazione 1.2.La monotonia del legame multivocoE : D �→ S assicura che lungo
un qualsiasi segmento

(1− t)ε1 + t ε2 ⊂ domE , t ∈ [ 0, 1 ] ,

esiste l’integrale:

ε2∫
ε1

〈 E(ε) , dε 〉 : =

1∫
0

〈 E((1− t)ε1 + t ε2) , ε2 − ε1 〉 dt .

Si noti che nella valutazione dell’integrale risulta ininfluente la scelta di una particolare
determinazione del legame multivoco.

Infatti il legame multivocof : 	 ∪ {+∞} �→ 	 ∪ {+∞} definito da

f(t) : = 〈 E((1− t)ε1 + t ε2) , ε2 − ε1 〉 ,

è monotono sull’intervallo[ 0, 1 ] e si può mostrare che l’insieme di punti di[ 0, 1 ] in
cui f è multivocoè finito o numerabile e pertanto ha misura nulla secondoLebesgue
[38]. Il valore ivi attibuito ad un rappresentante univoco dif(t) è quindi inessenziale
nella valutazione dell’integrale.
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1.1. Legami conservativi

Laproprietà di conservativit̀adel legameE richiede che sia nullo il lavoro associa-
to al legameE lungo una qualsiasi polilinea chiusåΠε contenuta in domE ⊆ D .

Deve quindi risultare

∮
Π̊ε

〈 E(ε) , dε 〉 = 0 , ∀ Π̊ε ∈ D .

Π̊ε domE⊂
ε1

ε2

ε0

εn-1

εn

Fig. 1.2

Si consideri ora unan-polilinea Πε in D e sia i = 0, . . . , n l’indice dei suoi
vertici. Si ponga inoltre la seguente definizione.

• Un raffinamentodi Πε è unam-polilinea (m ≥ n ) contenuta inΠε .

In virtù della monotonia del legameE (vedi fig.1.3), sussiste la seguente

formula fondamentaleper l’integrale lungo una polilineaΠε ⊂ domE :

sup

{
n−1∑
i=0

〈 σi , εi+1 − εi 〉

}
=

∫
Πε

〈 E(ε) , dε 〉 = inf

{
n−1∑
i=0

〈 σi+1 , εi+1 − εi 〉

}
,

dove le
∑

si riferiscono ad arbitrari raffinamenti diΠε e la scelta diσi ∈ E(εi)
è inessenziale.
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Fig. 1.3

Un grafico gode della propriet`a di monotonia ciclicase comunque si assegni una
n-polilinea chiusa di vertici{εi} ⊂ D con i = 0, . . . , n , (εn = ε0 ) ed una cor-
rispondenten-upla di vettori dualiσi ∈ E(εi) ⊂ S , sussistono le diseguaglianze:

n−1∑
i=0

〈 σi , εi+1 − εi 〉 ≤ 0 ,
n−1∑
i=0

〈 σi+1 , εi+1 − εi 〉 ≥ 0 .

Sussistono inoltre le seguenti propriet`a.

Proposizione 1.1. Equivalenza tra monotonia ciclica e conservativit`a. Un legame
multivocoE è conservativo se e solo se gode della proprietà di monotonia ciclica.

Dim. Dalla formula fondamentale che definisce l’integrale lungo una polilinea si evince
che l’annullarsi dell’integrale lungo una qualsiasi polilinea chiusaΠ̊ε ⊂ domE im-
plica la proprietà di monotonia ciclica.

Viceversa la monotonia ciclica del legameE implica la conservativit`a. Infatti
l’integrale lungo una qualsiasi polilinea chiusåΠε ⊂ domE è nullo in quanto estremo
superiore di un insieme di numeri non positivi ed estremo inferiore di un insieme di
numeri non negativi.

Proposizione 1.2. Monotonia ciclica del legame inverso.Un legameE è ciclicamente
monotono se e solo talèe il legame inversoE−1 .

Dim. Per ogni n-upla di punti{εi,σi} ∈ D × S , con i = 0, . . . , n e {εn,σn} =
{ε0,σ0} , valgono le eguaglianze

n−1∑
i=0

〈 σi , εi+1 − εi 〉 = −
n−1∑
i=0

〈 σi+1 − σi , εi+1 〉 ,

n−1∑
i=0

〈 σi+1 , εi+1 − εi 〉= −
n−1∑
i=0

〈 σi+1 − σi , εi 〉 .

Ne consegue che la monotonia ciclica del legameE implica quella del legame inverso
E−1 e cioe che per ogni n-upla di vettori{σi} con i = 0, . . . , n ed σn = σ0 , sussistono
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le diseguaglianze:

n−1∑
i=0

〈 σi+1 − σi , εi 〉 ≤ 0;
n−1∑
i=0

〈 σi+1 − σi , εi+1 〉 ≥ 0 ,

doveεi ∈ E
−1(σi). Si può quindi attribuire la propriet`a dimonotonia ciclicaal grafico

G(E) .

Proposizione 1.3. Conservativit`a del legame inverso. Un legameE è conservativo
se e solo se talèe il legame inversoE−1 e ciòe:∮

Πε

〈 E(ε) , dε 〉 = 0 ∀ Π̊ε ∈ D ⇐⇒
∮

Π̊σ

〈 E−1(σ) , dσ 〉 = 0 ∀ Π̊σ ∈ S ,

Dim. Il risultato segue dalle proposizioni 1.1 e 1.2. Si pu`o quindi attribuire la propriet`a
di conservativit̀a al graficoG(E) .

Osservazione 1.3. Ovviamente anche per l’integrale lungo una qualsiasi polilinea
Πσ ∈ domE−1 sussiste laformula fondamentale:

sup

{
n−1∑
i=0

〈 σi+1 − σi , εi 〉

}
=

∫
Πσ

〈 E−1(σ) , dσ 〉 = inf

{
n−1∑
i=0

〈 σi+1 − σi , εi+1 〉

}

dove le
∑

si riferiscono ad arbitrari raffinamenti diΠσ e la scelta diεi ∈ E
−1(σi) è

inessenziale.

1.2. Legami elastici generalizzati

I legami elastici generalizzati

E : D �→ S , E−1 : S �→ D ,

sono mappe multivoche associate ad unarelazionecon grafico G(E) ⊆ D × S , che
godono delle seguenti propriet`a:

i) G(E) èmonotono massimale,

ii) G(E) èconservativo,

iii) domE e domE−1 sonoinsiemi convessi.
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L’appartenenza di un punto{ε,σ} ∈ D × S al grafico della relazione elastica si
esprime nei seguenti modi equivalenti

{ε,σ} ∈ G(E) ⇐⇒ σ ∈ E(ε) ⇐⇒ ε ∈ E−1(σ) .

In termini meccanici la monotonia del legame significa che larigidezza tangentedel
materialeè sempre non negativa ed anche eventualente infinitamente positiva. In tal
senso il materiale ha quindi un comportamentonon instabile.

2. POTENZIALI CONVESSI

Ad ogni grafico conservativoG(E) si possono associare due

potenziali complementariϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} e ψ : S �→ 	 ∪ {+∞} cor-
rispondenti rispettivamente ai due legami conservativi

E : D �→ S , E−1 : S �→ D .

Per studiare le propriet`a dei potenziali complementari si fissi un insieme finito di punti

{εi,σi} ∈ G(E) ⊆ D × S i = 0, . . . , n + 1 ,

con {εn+1,σn+1} = {ε,σ} .

Si considerino quindi le polilinee:

• Πε ⊂ D di vertici {εi} i = 0, . . . , n + 1 ,

• Πσ ⊂ S di vertici {σi} i = 0, . . . , n + 1 .

La proprietà di convessit`a dei domini efficaci dom(E) e dom(E−1) del graficoG(E)
assicura che le polilineeΠε e Πσ giacciono in dom(E) e dom(E−1) (fig.2.1).

σn

σn-1

σ1

σ2

σ σ0

Π̊ε domE⊂
ε1

ε2

ε0

εn-1

εn

domE−1Πσ⊂

Fig. 2.1



III – ELASTICITA’ GENERALIZZATA 103

Integrando lungo le polilineeΠε e Πσ i potenziali complementariϕ e ψ sono
definiti sui domini diE e di E−1 dalle relazioni:

ϕ(ε)− ϕ(εo) =

ε∫
εo

〈 E(η) , dη 〉 ,

ψ(σ)− ψ(σo) =

σ∫
σo

〈 E−1(τ) , dτ 〉 .

Potenziali
complementari

I potenziali complementariϕ e ψ sono posti eguali a+∞ al di fuori dei rispettivi
domini efficaci dom(E) e dom(E−1) .

Il dominio efficacedi un funzionale a valori reali estesif : D �→ 	 ∪ {+∞} è
definito da

domf : =
{
ε ∈ D : f(ε) < +∞

}
.

Per i potenziali complementari associati ad un grafico conservativoG(E) si ha pertanto
che

domϕ = dom(E) , domψ = dom(E−1) .

Si noti che, accettando che lo spazio dei valori dei potenziali sia il campo esteso dei
numeri reali	 ∪ {+∞} si ha che

• il potenzialeϕ risulta definito su tutto lo spazioD ,

• il potenzialeψ risulta definito su tutto lo spazioS .

Per ottenere le espressioni dei potenziali in forma chiusa l’integrazione pu`o essere
convenientemente effettuata lungo segmenti rettilinei che uniscono il punto iniziale e
quello terminale:

ϕ(ε)− ϕ(εo) =

1∫
0

〈 E [εo + t(ε− εo)] , ε− εo 〉 dt ,

ψ(σ)− ψ(σo) =

1∫
0

〈 E−1[σo + t(σ − σo)] , σ − σo 〉 dt .

L’analisi delle propriet`a dei potenzialiϕ e ψ si conduce facendo ricorso alle formule
fondamentali scritte in precedenza.
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Sussistono dunque le seguentiformule notevoli.

ϕ(ε)− ϕ(εo) = sup

{
n−1∑
i=0

〈 σi , εi+1 − εi 〉 + 〈 σn , ε− εn 〉

}

= inf

{
n−1∑
i=0

〈 σi+1 , εi+1 − εi 〉 + 〈 σ , ε− εn 〉

}
con ε ∈ dom(E) e σ ∈ E(ε) .

ψ(σ)− ψ(σo) = sup

{
n−1∑
i=0

〈 σi+1 − σi , εi 〉 + 〈 σ − σn , εn 〉

}

= inf

{
n−1∑
i=0

〈 σi+1 − σi , εi+1 〉 + 〈 σ − σn , ε 〉

}
con σ ∈ dom(E−1) e ε ∈ E−1(σ) .

dove le
∑

si riferiscono ad arbitrari raffinamenti diΠε e di Πσ .

L’ epigrafodi un funzionaleϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} è l’insieme dei punti dello
spazio prodottoD ×	 delimitato inferiormente dal grafico del funzionale:

epiϕ : =
{
{ε, α} ∈ D × 	 | α ≥ ϕ(ε)

}
.

Un funzionale convessoϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} è caratterizzato dall’avere un
epigrafo convesso.

Un funzionale sublinearep : D �→ 	 ∪ {+∞} è caratterizzato dalle propriet`a

i) p(α ε) = α p(ε) , ∀α ≥ 0 , ∀ ε ∈ D , positiva omogeneità,

ii) p(ε1) + p(ε2) ≥ p(ε1 + ε2) , ∀ ε1, ε2 ∈ D , subadditivit̀a.

Ovviamente un funzionale sublineare `e convesso. Un esempio notevole di funzionale
sublineare `e

unaseminormain uno spazio lineareD , cheè un funzionale caratterizzato dalle
proprietà

i) p(α ε) = |α | p(ε) , ∀α ∈ 	 , ∀ ε ∈ D ,

ii) p(ε1) + p(ε2) ≥ p(ε1 + ε2) , ∀ ε1, ε2 ∈ D , subadditivit̀a.
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Una seminorma gode delle propriet`a:

p(o) = 0 ,

p(ε1 − ε2) ≥ | p(ε1)− p(ε2) | , ∀ ε1, ε2 ∈ D ,

p(ε) ≥ 0 , ∀ ε ∈ D .

Un altro esempio notevole `e fornito da

unanormain uno spazio lineareD cheè una seminorma definita positiva e cio`e
una seminorma che si annulla solo in corrispondenza del vettore nullo.

Un funzionale inferiormente semicontinuoϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} è caratterizzato
dalla proprietà

lim inf
εn→ε

ϕ(εn) ≥ ϕ(ε) .

Un funzionaleϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} inferiormente semicontinuo `e anche detto un
funzionale chiusoe si scriveϕ = ϕ in quanto sussiste la seguente propriet`a [19], [20].

Proposizione 2.1. Chiusura dell’epigrafo e inferiore semicontinuit`a. Un funzionale
convessoϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} è inferiormente semicontinuo se e solo se ha un epigrafo
chiuso inD ×	 .

Proposizione 2.2. Convessit`a dei potenziali. I potenziali ϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} e
ψ : S �→ 	 ∪ {+∞} sono convessi.

Dim. Dalle formule notevolisi deduce che gli epigrafi dei potenziali sono intersezioni
di famiglie di semispazi negli spazi prodottoD×	 e S ×	 e dunque sono convessi
in quanto intersezioni di famiglie di convessi.

Osservazione 2.1.Si osservi che i potenzialiϕ e ψ assumono per definizione il
valore +∞ al di fuori dei rispettivi domini e dunque i loro epigrafi sono intersezione
di semipiani anche verticali.

I potenziali ϕ e ψ sono quindi restrizioni rispettivamente a dom(E) e
dom(E−1) dei funzionali inferiormente semicontinui definiti dai secondi membri delle
formule notevoli.

Tali funzionali sono infatti inviluppi superiori di famiglie di funzionali affini con-
tinui definiti rispettivamente sugli interi spaziD e S .

I potenziali ϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} e ψ : S �→ 	 ∪ {+∞} in generale non sono
però inferiormente semicontinui.

Si osservi comunque che, se dom(E) è chiuso, il potenzialeϕ : D �→
	 ∪ {+∞} è inferiormente semicontinuo. Analoga osservazione vale perψ : S �→
	 ∪ {+∞} .
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Una basilareproprietà di invarianzalega i potenziali complementariϕ e ψ .
Risulta infatti

ϕ(ε)− ϕ(εo) = sup

{
n−1∑
i=0

〈 σi , εi+1 − εi 〉 + 〈 σn , ε− εn 〉

}

= sup

{
n−1∑
i=0

〈 σi − σi+1 , εi+1 〉 + 〈 σn − σ , ε 〉

}
+ 〈 σ , ε 〉 − 〈 σo , εo 〉 =

= − inf

{
n−1∑
i=0

〈 σi+1 − σi , εi+1 〉 + 〈 σ − σn , ε 〉

}
+ 〈 σ , ε 〉 − 〈 σo , εo 〉 =

= ψ(σo)− ψ(σ) + 〈 σ , ε 〉 − 〈 σo , εo 〉 .

Vale quindi laproprietà di invarianza

ϕ(ε1) + ψ(σ1)− 〈 σ1 , ε1 〉 = ϕ(ε2) + ψ(σ2)− 〈 σ2 , ε2 〉 ,

∀ {ε1,σ1}, {ε2,σ2} ∈ G(E) .

Tale proprietà si enuncia affermando che:

Proposizione 2.3. Invarianza del trinomio fondamentale. Il trinomio fondamentale
definito sullo spazio prodottoD × S dal funzionale convesso

I(ε,σ) : = ϕ(ε) + ψ(σ)− 〈 σ , ε 〉 ,

è invariante sul graficoG(E) .

La monotonia del grafico implica che per ogni coppia{εg,σg} ∈ G(E) sussiste la

proprietà di sottodifferenziabilit̀a

ϕ(ε)− ϕ(εg) ≥ 〈 σg , ε− εg 〉 , ∀ ε ∈ D ,

ψ(σ)− ψ(σg)≥ 〈 σ − σg , εg 〉 , ∀σ ∈ S ,

Nelle relazioni precedenti il segno di eguaglianza sussiste se e solo se rispettivamente
{ε,σg} ∈ G(∂ϕ) e {εg,σ} ∈ G(∂ψ) .

Le proprietà di sottodifferenziabilit`a si denotano simbolicamente con le inclusioni

σg ∈ ∂ϕ(εg) , εg ∈ ∂ψ(σg) .

Gli insiemi ∂ϕ(εg) ⊂ S e ∂ψ(σg) ⊂ D sono isottodifferenzialidei potenziali
ϕ e ψ nei punti εg ∈ D e σg ∈ S .
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I sottodifferenziali sono insiemi convessi chiusi in quanto intersezioni di semispazi
lineari chiusi

La proprietà di sottodifferenziabilit`a equivale ad affermare che sussistono le in-
clusioniG(E) ⊆ G(∂ϕ) eG(E) ⊆ G(∂ψ).

E’ facile verificare che i graficiG(∂ϕ) eG(∂ψ) sono monotoni (anzi ciclicamente
monotoni) e pertanto la massimalit`a del graficoG(E) impone che risulti:

G(E) = G(∂ϕ) = G(∂ψ).

Sulla base di queste propriet`a si può immediatamente dimostrare che

Proposizione 2.4. Proprietà di minimo. Il trinomio I(ε,σ) = ϕ(ε)+ψ(σ)−〈 σ , ε 〉
assume sul graficoG(E) un minimo assoluto.

Dim. La proprietà di sottodifferenziabilit`a equivale a richiedere che per ogni coppia
{εg,σg} ∈ G(E) sia

I(ε,σg)≥ I(εg,σg) , ∀ ε ∈ D ,

I(εg,σ)≥ I(εg,σg) , ∀σ ∈ S ,

con eguaglianza se e solo se rispettivamente

{ε,σg} ∈ G(E) e {εg,σ} ∈ G(E) .

Ciò significa che, spostandosi dal grafico in direzione di uno qualsiasi degli assi, il
valore del trinomioI(ε,σ) aumenta.

Se infatti {ε,σ} ∈ dom(E) ∩ dom(E−1) si ha cheI(ε,σ) = +∞ .
Daltronde per ogni{εg,σ} ∈ dom(E) ∩ dom(E−1) esiste almeno unσg ∈

dom(E−1) tale che{εg,σg} ∈ G(E) e quindi I(εg,σ) ≥ I(εg,σg) .
Il grafico G(E) è dunque l’insieme minimale per il trinomioI(ε,σ) .

2.1. Potenziali coniugati

I potenziali complementari sono definiti dal graficoG(E) a meno di due arbitrarie
costanti additive di integrazione.

La proprietà di invarianza del trinomio fondamentale sul graficoG(E) , stabilita
nella proposizione 2.3, consente di dare la seguente definizione.

I potenziali convessiϕ e ψ sono dettipotenziali coniugatise le costanti di inte-
grazione sono fissate in modo da rendere nullo il valore del trinomioI(ε,σ) sul
grafico G(E) .

Dalle proposizioni 2.3 e 2.4 si deduce che sussistono le
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relazioni diFenchel

ϕ(ε) + ψ(σ) ≥ 〈 σ , ε 〉 , ∀ {ε,σ} ∈ D × S ,

ϕ(ε) + ψ(σ) = 〈 σ , ε 〉 , ⇐⇒ {ε,σ} ∈ G(E) .

Tali relazioni costituiscono l’estensione dellatrasformata diLegendre ai funzionali
convessi non differenziabili. Da esse segue immediatamente che:

ϕ(ε) = max{〈 σ , ε 〉 − ψ(σ) | σ ∈ S} , ∀ ε ∈ dom(E) ,

ψ(σ) = max{〈 σ , ε 〉 − ϕ(ε) | ε ∈ D} , ∀σ ∈ dom(E−1) .

Al di fuori dei domini dom(E) e dom(E−1) i potenziali ϕ(ε) e ψ(σ) assumono
per definizione il valore+∞ .

Pertanto se i domini dom(E) e dom(E−1) non sono chiusi non `e detto che i
potenzialiϕ(ε) e ψ(σ) siano inferiormente semicontinui.

E’ comunque possibile effettuare una operazione diregolarizzazione dei potenziali
modificandone il valore in punti della frontiera del dominio.

Tale modifica consiste nel sostituire, ove possibile, a+∞ il pi ù piccolo valore
finito compatibile con la propriet`a di convessit`a.

In altri termini la regolarizzazione si effettua identificando i potenziali, nei punti di
frontiera del loro dominio, con i funzionali convessi inferiormente semicontinui di cui
essi sono la restrizione. I potenzialiϕ e ψ sono infatti le restrizioni rispettivamente a
dom(E) e dom(E−1) dei funzionali inferiormente semicontinui definiti dai secondi
membri delleformule notevoli.

L’espressione dei potenziali regolarizzati si ottiene lasciando l’argomento libero
di variare in tutto lo spazio e sostituendo l’operazione di massimo con quella di estremo
superiore.

All’interno dei domini le due espressioni coincidono mentre altrove si produce
eventualmente l’effetto di regolarizzazione (chiusura degli epigrafi):

ϕ(ε) = sup{〈 σ , ε 〉 − ψ(σ) | σ ∈ S} , ∀ ε ∈ E ,

ψ(σ) = sup{〈 σ , ε 〉 − ϕ(ε) | ε ∈ D} , ∀σ ∈ S .

In Analisi Convessa le relazioni precedenti costituiscono la definizione dell’operazione
di coniugioo dualità secondoFenchel (vedi ad es. [13], [19], [20], [39]).

Si ha quindi che

il funzionale ϕ(ε) è il coniugato secondoFenchel del funzionaleψ(σ) ,

il funzionale ψ(σ) è il coniugato secondoFenchel del funzionaleϕ(ε) .
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L’operatore di coniugio si denota con una stella∗ . Dunque per definizione si ha che:

ψ
∗(ε) = ϕ(ε) , ϕ

∗(σ) = ψ(σ) .

La nozione diconiugio tra funzioni convesse(o dualità tra funzioni convesse), trae
origine

• dallatrasformazione diLegendre (vedi sezione I.3.6 (p. 18)) e

• dal coniugio secondoYoung 22 [3] tra funzioni convesse monotone definite in
	 ∪ {+∞} .

La nozione di coniugio tra funzioni convesse `e stata poi introdotta nel 1939 da

• Mandelbrojt 23 [4] per X = 	 ,

• quindi nel 1949 daFenchel [5] per X = 	n ,

• ed infine nel 1964 daBrøndsted [9] per spazi di dimensione infinita.

Un funzionalef : X �→ {−∞} ∪ 	 ∪ {+∞} a valori nel campo reale esteso
è unfunzionale propriose non attinge mai il valore−∞ e nonè identicamente
pari a +∞ .

La prossima proposizione 2.5, nota come teorema diFenchel-Moreau, stabilisce
una fondamentale propriet`a involutiva del coniugio tra funzioni convesse. Il risultato
è dovuto aFenchel [5] per spazi di dimensione finita ed aMoreau [7] nel caso
generale di spazi topologici localmente convessi.

La dimostrazione `e basata su di una propriet`a di separazione di insiemi convessi
che è conseguenza del teorema diHahn-Banach. (vedi [20] sez. 3.3.3, teor. 1,
ovvero [25], teor. 1.10).

22 William Henry Young (1863-1942) Nato a Londra, studi`o matematica a Cambridge dove si
dedicò poi alla preparazione degli studenti. Nel 1896 spos`o Grace Emily Chisholm che era stata
sua studentessa a Cambridge prima di prendere il dottorato a Göttingen sotto la guida diKlein. Insieme
decisero di dedicarsi alla ricerca formando una famosa coppia di matematici. Si stabilirono prima a Göttingen,
passando per`o l’anno 1898 in Italia, e quindi nel 1908 si trasferirono in Svizzera, a Ginevra e poi dal 1915
a Losanna. Dal 1913 al 1919Young fu professore di matematica all’Universit`a di Liverpool e dal 1913 al
1917 ancheHardinge professor all’Universit`a di Calcutta. Dal 1919 al 1923 tenne la cattedra di matematica
all’University College del Galles ad Aberystwyth. I maggiori contributi diYoung furono portati al calcolo di
funzioni di più variabili, cui dedic`o nel 1910 il trattatoThe fundamental theorems of the differential calculus,
alla teoria delle serie di Fourier ed alla teoria dell’integrazione cui dette indipendentemente una impostazione
equivalente a quella formulata daLebesgue due anni prima.

23 Szolem Mandelbrojt (1809-1896) Professore di meccanica e matematica al Coll`ege de France
dal 1938 al 1972, succedendo aJacques Salomon Hadamard (1865-1963). Fondò nel 1935
l’ Association des Collaborateurs de Nicolas Bourbakiinsieme aHenri Cartan, Claude Chevalley,
Jean Coulomb, Jean Delsarte, Jean Dieudonné, Charles Ehresmann, René de Pos-
sel, André Weil. Szolem Mandelbrojt è lo zio diBenoit Mandelbrot (1924-) famoso per
l’invenzione della geometria frattale.
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Proposizione 2.5. Proprietà involutiva del coniugio. SiaX uno spazio diHilbert,
f : X �→ 	 ∪ {+∞} un funzionale proprio edf ∗ : X ′ �→ 	 ∪ {+∞} il funzionale
coniugato definito da

f
∗(x∗) = sup{〈 x∗ , x 〉 − f(x) | x ∈ X} .

La propriet̀a involutiva
f
∗∗ = f ,

sussiste se e solo se il funzionalef : X �→ 	 ∪ {+∞} è convesso e chiuso.

I potenziali complementariψ e ϕ si diconoregolari se sussiste l’eguaglianza:

ψ
∗(ε) = ϕ(ε) = ϕ(ε); ϕ

∗(σ) = ψ(σ) = ψ(σ) .

Ne consegue che entrambi i potenziali risultano inferiormente semicontinui e sottodif-
ferenziabili in ogni punto dei loro domini di definizione.

Un grafico regolareè un grafico monotono massimale, conservativo cui si asso-
ciano due potenziali convessi coniugati regolari.

Osservazione 2.2.Sussistono le relazioni

G(∂ϕ) ⊆ G(∂ϕ
∗) e G(∂ψ) ⊆ G(∂ψ

∗) .

La proprietà di massimalit`a assicura pertanto che vale in effetti l’eguaglianza

G(E) = G(∂ϕ) = G(∂ψ) = G(∂ϕ
∗) = G(∂ψ

∗) .

I funzionali convessiϕ∗ e ψ
∗ sono dunque sottodifferenziabili solo nei punti in cui

coincidono rispettivamente con i potenzialiψ e ϕ .

La eventuale differenza tra i potenziali e le loro chiusure `e esemplificata nelle
figure 2.2 e 2.3.

( )

G(E)

σ

εdomE

Fig. 2.2
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]( ) [

+∞

+∞

+∞

+∞

+∞ +∞)ϕ(ε ψ
∗(ε)

)ϕ(εEdom     = dom dom ψ
∗(ε)ε ε

Fig. 2.3

Nel seguito si assumer`a che i grafici delle relazioni di vincolo siano regolari.
Si noti anche che ogni propriet`a concernente un funzionale convesso si traduce in

modo ovvio in una propriet`a concernente ilfunzionale concavocheè il suo opposto.
Ad un grafico monotono non crescente e conservativo corrisponde un potenziale

concavo. Ad un sottodifferenziale di un funzionale convesso corrisponde un sopradif-
ferenziale del funzionale concavo che `e il suo opposto.

Osservazione 2.3.Una importante applicazione del teorema diFenchel-Moreau
enunciato nella proposizione 2.5, consiste nel mostrare che i funzionali indicatore e di
supporto di un convesso chiuso sono tra loro coniugati.

Il funzionale indicatoredi un convessoK ⊆ X è definito da

�K(x) =

{
0 , x ∈ K ,

+∞ , x ∈ K .

Il funzionale di supportodi un convessoK ⊆ X è il coniugato del funzionale
indicatore ed `e quindi definito da

�∗K(x∗) : = sup
y∈X

{
〈 x∗ , y 〉 − �K(y)

}
= sup

y∈K
〈 x∗ , y 〉 .

Il funzionale coniugato del funzionale di supporto `e a sua volta definito da

�∗∗K(x) : = sup
y
∗∈X ′

{
〈 y∗ , x 〉 − sup

y∈K
〈 y∗ , y 〉

}
= sup

y
∗∈X ′

inf
y∈K

{
〈 y∗ , x− y 〉

}
.

Tale espressione non `e suscettibile di una valutazione per via diretta, ma il teorema di
Fenchel-Moreau assicura che, se il convessoK è chiuso, risulta

�∗∗K(x) = �K(x) ,

in quanto l’indicatore di un convesso chiusoK ⊆ X è un funzionale convesso, proprio
ed inferiormente semicontinuo.
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Si osservi inoltre che risulta

inf
y∈K

sup
y
∗∈X ′

{
〈 y∗ , x− y 〉

}
= �K(x) .

Infatti è evidente che

sup
y
∗∈X ′

{
〈 y∗ , x− y 〉

}
= �{o}(x− y) =

{ 0 , x = y ,

+∞ , x = y .

Dunque

inf
y∈K

�{o}(x− y) = �K(x) =

{
0 , x ∈ K ,

+∞ , x ∈ K .

Grazie al teorema diFenchel-Moreau si può quindi concludere che sussiste
l’eguaglianza

sup
y
∗∈X ′

inf
y∈K

{
〈 y∗ , x− y 〉

}
= inf

y∈K
sup

y
∗∈X ′

{
〈 y∗ , x− y 〉

}
,

risultato, questo, non banale.

Osservazione 2.4.Si noti che dalla definizione di funzionale coniugato

f
∗(x∗) = sup

y∈X

{
〈 x∗ , y 〉 − f(y)

}
,

segue chef(x) + f
∗(y∗) ≥ 〈 x , y∗ 〉 , ∀x ∈ X , ∀y∗ ∈ X ′ , .

Sussiste inoltre l’equivalenza:

x∗ ∈ ∂f(x) ⇐⇒ f(x) + f
∗(x∗) = 〈 x∗ , x 〉 .

Infatti si ha che

x∗ ∈ ∂f(x) ⇐⇒ f(y)− f(x) ≥ 〈 x∗ , y − x 〉 , ∀y ∈ X ⇐⇒

f(x) + 〈 x∗ , y 〉 − f(y) ≤ 〈 x∗ , x 〉 , ∀y ∈ X ⇐⇒

f(x) + sup
y∈X

{
〈 x∗ , y 〉 − f(y)

}
≤ 〈 x∗ , x 〉 ⇐⇒

f(x) + f
∗(x∗) ≤ 〈 x , x∗ 〉 ⇐⇒

f(x) + f
∗(x∗) = 〈 x , x∗ 〉

.

Analogamente si mostra l’equivalenza:

x ∈ ∂f
∗(x∗) ⇐⇒ f

∗(x∗) + f
∗∗(x) = 〈 x∗ , x 〉 .

Ne segue che sussistono le equivalenze

x∗ ∈ ∂f(x) ⇐⇒ x ∈ ∂f
∗(x∗) ⇐⇒ f(x) + f

∗(x∗) = 〈 x∗ , x 〉 ,

se e solo se il funzionalef : X �→ 	 ∪ {+∞} è chiuso, e cio`e sef = f
∗∗ .
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2.2. Relazioni di coniugio

Sia X uno spazio diHilbert identificato con il duale ponendo l’isomorfismo di
Riesz pari all’identità (vedi ad es. [41]). Denotando con( . , . ) il prodotto interno
in X e con‖ . ‖ la relativa norma, l’unico funzionale convesso autoconiugato `e dato
da

f(x) =
1
2
‖x ‖2

.

Si ha infatti che

f
∗(y) = sup

x∈X
{( y , x )− 1

2
‖x ‖2 } =

1
2
‖y ‖2

.

Vale la seguente propriet`a di coniugio.

Proposizione 2.6. SianoX e Y spazi diHilbert e sia g : Y �→ 	 ∪ {+∞} un
funzionale convesso eL ∈ L

{
X ; Y

}
un omeomorfismo lineare. Allora

f(x) = λ g(Lx + yo) + 〈 x∗o , x 〉 + c ⇒

f
∗(x∗) = λ g

∗(λ−1 (L′)−1 (x∗ − x∗o)) + 〈 x∗ − x∗o , L−1yo 〉 − c .

Dim. Basta applicare la definizione di funzione coniugata.

In particolare dalla proposizione 2.6 segue che



f(x) = g(x + xo) ⇒ f
∗(x∗) = g

∗(x∗)− 〈 x∗ , xo 〉 ,

f(x) = g(x) + 〈 x∗o , x 〉 ⇒ f
∗(x∗) = g

∗(x∗ − x∗o) ,

f(x) = λ g(x) , λ > 0 ⇒ f
∗(x∗) = λ g

∗(λ−1x∗) ,

f(x) = λ g(λ−1x) , λ > 0 ⇒ f
∗(x∗) = λ g

∗(x∗) ,

f(x) = g(λx) , λ > 0 ⇒ f
∗(x∗) = g

∗(λ−1x∗) .

Si considerino ora le seguenti operazioni che generano funzionali convessi.
SianoX ,Y spazi diHilbert, L ∈ L

{
X ; Y

}
un operatore lineare continuo e

f : X �→ 	 ∪ {+∞} un funzionale convesso. Si definiscono allora

• immagine inversadi f tramiteL , il funzionale convessoLf : Y �→ 	 ∪ {+∞} :

(Lf)(y) : = inf
x∈X

{
f(x) | Lx = y

}
,

il cui epigrafo è l’immagine dell’epigrafo dif : X �→ 	 ∪ {+∞} tramite la
trasformazione lineare che manda{x, α} ∈ X × 	 in {Lx, α} ∈ Y × 	 ,
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• inf-convoluzionedi una famiglia finita di funzionifi : X �→ 	 ∪ {+∞} con
i = 1, . . . , n , il funzionale fi : X �→ 	 ∪ {+∞} :

( fi)(x) : = inf
xi∈X

{ n∑
i=1

fi(xi) |
n∑

i=1
xi = x

}
,

cheè convesso in quanto l’epigrafo di fi : X �→ 	 ∪ {+∞} è la somma degli
epigrafi di fi : X �→ 	 ∪ {+∞} .

Al prossimo risultato si far`a riferimento nel corso della dimostrazione della proposizione
8.2 (p. 161).

Proposizione 2.7. Inf-convoluzione. Si consideri una spazio diHilbert X ed i
funzionali convessifi : X �→ 	 ∪ {+∞} e f

∗
i

: X �→ 	 ∪ {+∞} , i = 1, . . . , n
propri e tra loro coniugati. Allora sia ha che

( fi)
∗ =

∑
f
∗
i

, (
∑

fi)
∗ ≤ f

∗
i

.

Se i funzionalifi : X �→ 	 ∪ {+∞} sono continui in un punto dello spazioX , allora
sussuste l’eguaglianza:

(
∑

fi)
∗ = f

∗
i

.

l’inf-convoluzione f
∗
i

è esatta, ciòe l’inf nella formulaè un minimo:

( f
∗
i
)(x∗) = min

y
∗
i
∈X

{ n∑
i=1

f
∗
i
(y∗

i
) |

n∑
i=1

y∗
i

= x∗
}

=
n∑

i=1
f
∗
i
(x∗

i
) ,

con
n∑

i=1
x∗

i
= x∗ , x∗

i
∈ ∂fi(x) , i = 1, . . . , n ,

dovex ∈ X è coniugato ax∗ ∈ X rispetto alla funzione
∑

fi :∑
fi(x) + (

∑
fi)

∗(x∗) = ( x∗ , x ) .

Dim. La dimostrazione dell’eguaglianza `e basata su una propriet`a di separazione ( vedi
ad es. [20]). I legami sottodifferenziali che caratterizzano i punti di minimo sono una
immediata conseguenza della eguaglianza∑

fi(x) +
∑

f
∗
i
(x∗

i
) =

∑
( x∗

i
, x ) ,

e delle diseguaglianze

fi(x) + f
∗
i
(x∗

i
) ≥ ( x∗

i
, x ) , i = 1, . . . , n ,

che implicano le eguaglianzefi(x) + f
∗
i
(x∗

i
) = ( x∗

i
, x ) per i = 1, . . . , n .
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Dalla proposizione 2.7 si deduce che sussiste la seguente formula per il sottodif-
ferenziale di una inf-convoluzione esatta:

x ∈ ∂( f
∗
i
)(x∗) ⇐⇒ x ∈ ∩ ∂f

∗
i
(x∗

i
) ,

dove
n∑

i=1
x∗

i
= x∗ , x∗

i
∈ ∂fi(x) , i = 1, . . . , n .

2.3. Stretta monotonia, stretta convessit`a e differenziabilità

Un legame multivocoE : D �→ S è strettamente monotonoseè monotono e se a
punti distinti corrispondono insiemi immagine privi di intersezione, e cio`e se

ε = εo ⇒ E(ε) ∩ E(εo) = ∅ ,

ovvero
σ ∈ E(ε) ∩ E(εo) ⇒ ε = εo .

Un funzionale convessoϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} èstrettamente convessose

∃ σo ∈ ∂ϕ(εo) : ϕ(ε) = ϕ(εo) + 〈 σo , ε− εo 〉 ⇒ ε = εo .

E’ facile vedere che

Proposizione 2.8. Stretta monotonia e stretta convessit`a. La stretta monotonia del
legame multivoco monotonoE : D �→ S equivale alla stretta convessità del potenziale
convessoϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} .

Dim. Se il legame multivocoE : D �→ S è strettamente monotono si ha che

ϕ(ε) = ϕ(εo) + 〈 σo , ε− εo 〉

ϕ(η) ≥ ϕ(εo) + 〈 σo , η − εo 〉

}
⇒ ϕ(η) ≥ ϕ(ε)+〈 σo , η−ε 〉 ⇐⇒ σo ∈ ∂ϕ(ε) .

Si ha dunqueσ ∈ ∂ϕ(ε) ∩ ∂ϕ(εo) e la stretta monotonia diE : D �→ S implica che
ε = εo . Viceversa, se il potenziale convessoϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} è strettamente
convesso, dalla condizioneσ ∈ E(ε) ∩ E(εo) segue che

ϕ(εo) ≥ ϕ(ε) + 〈 σo , εo − ε 〉

ϕ(ε) ≥ ϕ(εo) + 〈 σo , ε− εo 〉

}
⇒ ϕ(ε) = ϕ(εo) + 〈 σo , ε− εo 〉 ,

e la stretta convessit`a del potenzialeϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} implica cheε = εo .
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Si ha inoltre che

Proposizione 2.9. Stretta convessit`a e differenziabilità. La stretta convessità di un
potenziale convesso implica la differenziabilità del potenziale coniugato.

Dim. Infatti

σ ∈ ∂ϕ(ε) ∪ ∂ϕ(εo) ⇐⇒
{

ε ∈ ∂ψ(σ) ,

εo ∈ ∂ψ(σ) .

Il risultato segue osservando che per la proposizione 2.8 la stretta convessit`a di ϕ :
D �→ 	 ∪ {+∞} equivale alla condizione

σ ∈ ∂ϕ(ε) ∪ ∂ϕ(εo) ⇒ ε = εo ,

e che la differenziabilit`a di ψ : S �→ 	 ∪ {+∞} equivale alla condizione

ε ∈ ∂ψ(σ)

εo ∈ ∂ψ(σ)

}
⇒ ε = εo ,

e che tali condizioni sono tra loro equivalenti.

2.4. Convessit`a e sottodifferenziabilità locali

In analisi convessaviene seguito un percorso inverso a quello esposto nelle sezoni
precedenti considerando un funzionale convessoϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} ed analizzan-
done la differenziabilit`a globale o locale.

Si consideri un funzionaleϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} con un dominio efficace non
vuoto.

La derivata unidirezionaledi ϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} nel puntoε ∈ D è definita
dal limite

d+ϕ(ε ; h) : = lim
α→0+

1
α

[
ϕ(ε + αh)− ϕ(ε)

]
,

La derivata unidirezionalein ε ∈ D è la funzionepositivamente omogeneap : D �→
{−∞} ∪ 	 ∪ {+∞} definita da

p(h) : = d+ϕ(ε ; h) , ∀h ∈ D .

Un funzionaleϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} è localmente convessonel puntoε ∈ D se
la derivata unidirezionale `esublineare, cioè se

p(α ε) = α p(ε) , ∀ ε ∈ D ∀α ∈ 	 ,

ϕ(ε) ≥ ϕ(εo) + 〈 σo , ε− εo 〉

}
⇒ ϕ(ε) = ϕ(εo) + 〈 σo , ε− εo 〉 ,
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Un funzionaleϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} ha unsottodifferenziale localein un punto
ε ∈ D se la derivata unidirezionale `e un funzionale sublineare proprio e cio`e non
attinge mai il valore−∞ .

Sussiste infatti il seguente risultato ([20], capitolo 4, proposizione 1).

Proposizione 2.10. Funzionale di supporto. Un funzionale sublineare, proprio ed
inferiormente semicontinuo:

p(h) : = lim inf
η→h

p(η) , ∀h ∈ D ,

gode della propriet̀a
p(h) = sup

{
〈 σ , ε 〉 | σ ∈ K∗}

,

dove
K∗ = sup

{
σ ∈ S : p(h) ≥ 〈 σ , h 〉 , ∀h ∈ D

}
,

edè quindi il funzionale di supporto dell’insieme convesso chiuso non vuotoK∗ .

Il sottodifferenziale localedi ϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} in ε ∈ D è allora definito da

∂ϕ(ε) : = K∗
.

Il funzionale ϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} ha localmente inε ∈ D unsottodifferenziale
regolarese se la derivata unidirezionale `e inferiormente semicontinua, cioè se

p = p .

Se il funzionaleϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} è convesso il rapporto incrementale che
ha per limite la derivata unidirezionale risulta monotono non crescente al tendere
a zero del parametroα > 0 ([20], capitolo 4, proposizione 3).
Ne segue che il limite esiste in ogni puntoε ∈ D e per ogni incrementoh ∈ D
e che la derivata unidirezionale `e data da

d+ϕ(ε ; h) : = inf
α>0

1
α

[
ϕ(ε + αh)− ϕ(ε)

]
.

E’ facile verificare che la derivata unidirezionale di un funzionale convessoϕ :
D �→ 	 ∪ {+∞} è sublineare e che risulta

σ ∈ ∂ϕ(ε) ⇐⇒ ϕ(η)− ϕ(ε) ≥ 〈 σ , η − ε 〉 , ∀η ∈ D .

Dunque per un funzionale convesso le definizioni locale e globale del sottodif-
ferenziale coincidono.
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3. CALCOLO SUBDIFFERENZIALE

SianoX e Y spazi diHilbert ed X ′ e Y′ gli spazi duali. Siano inoltre

• f, f1, f2 : X �→ 	 ∪ {+∞} , g : Y �→ 	 ∪ {+∞} funzionali convessi,

• L ∈ L
{
X ; Y

}
, L′ ∈ L

{
Y′ ; X ′} una coppia di operatori lineari continui in

dualità:

〈 y∗ , Lx 〉 = 〈 L′y∗ , x 〉 , ∀x ∈ X , ∀y∗ ∈ Y′ .

Dalla definizione di sottodifferenziale locale si deduce che valgono le propriet`a:

∂f(λx) = λ ∂f(x) , λ ≥ 0 ,

∂(f1 + f2)(ε) ⊇ ∂f1(x) + ∂f2(x) ,

∂(g ◦ L)(x) ⊇ L′ ∂g(Lx) .

In Analisi Convessa [13], [15], [19], [20], si dimostra che, sotto opportune condizioni,
le inclusioni nelle ultime due relazioni diventano eguaglianze. Precisamente sussistono
i seguenti risultati.

Proposizione 3.1. Additività dei sottodifferenziali. Se f1, f2 : X �→ 	 ∪ {+∞}
sono funzionali convessi ed almeno uno di essiè continuo in un punto dell’intersezione
domf1 ∩ domf2 si ha che

∂(f1 + f2)(x) = ∂f1(x) + ∂f2(x) ,

e ciòe vale la regola di addizione dei sottodifferenziali.

La proposizione 3.1 `e anche nota cometeorema diRockafellar-Moreau.

Proposizione 3.2. Derivazione a catena (lineare).Si consideri un operatore lineare
continuo L ∈ L

{
X ; Y

}
ed un funzionale convessog : Y �→ 	 ∪ {+∞} continuo

in punto dell’intersezionedomf ∩ Im L . Allora si ha che

∂(g ◦ L)(x) = L′ ∂g(Lx) ,

e ciòe vale la regola di sottodifferenziazione a catena.

Si noti che quest’ultima propriet`a può anche scriversi

∂(g ◦ L)(x) = ∂g(Lx) ◦ L ,
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Proposizione 3.3. Derivazione a catena (non lineare). Si consideri un operatore
A : X �→ Y differenziabile nel senso diFréchet in un puntox ∈ X con derivata
dA(x) ∈ L

{
X ; Y

}
lineare e continua, ed un funzionaleg : Y �→ 	 ∪ {+∞}

localmente convesso inA(x) ∈ Y . Allora, se vale la propriet̀a di derivazione a
catena della derivata unidirezionale

〈 d+(g ◦A)(x) , h 〉 = 〈 d+g(A(x)) , dA(x)h 〉 , ∀h ∈ X ,

e se il funzionale sublineared+g(y) : Y �→ 	 ∪ {+∞} è continuo in un punto
dell’intersezionedomd+g(y) ∩ Im dA(x) , si ha che

∂(g ◦A)(x) = ∂g(A(x)) ◦ dA(x) = (dA(x))′ ∂g(A(x)) ,

e ciòe vale la regola di sottodifferenziazione a catena.

Sussistono inoltre i seguenti risultati dovuti all’autore [40] che forniscono con-
dizioni locali necessarie e sufficienti per la validit`a della sottodifferenziazione a catena
a meno di un’operazione di chiusura.

Tali risultati consentono di ottenere condizioni sufficienti che hanno un’ambito
di applicabilità maggiore di quello della proposizione 3.3 e, come si mostrer`a, sono
indispensabili per gli sviluppi futuri [40].

Proposizione 3.4. Derivazione a catena a meno di una chiusura.Si consideri un
operatoreA : X �→ Y differenziabile nel senso diFréchet in un puntox ∈ X
con derivatadA(x) ∈ L

{
X ; Y

}
lineare e continua, ed un funzionaleg : Y �→

	 ∪ {+∞} localmente sottodifferenziabile inA(x) ∈ Y e tale che il funzionale
g ◦A : X �→ 	 ∪ {+∞} sia localmente sottodifferenziabile inx ∈ X . Allora si ha
che

∂(g ◦A)(x) = ∂g(A(x)) ◦ dA(x) = dA(x)′ ∂g(A(x)) ,

se e solo sèe soddisafatta la condizione

q(x) = p(L(x)) , ∀x ∈ X ,

dove

q(h) : = d+(g ◦A)(x,h) ,

p(h) : = d+g(A(x),h) ,

L : = dA(x) ,

e la barra sovrapposta denota la chiusura.
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Un’utile varianteè la seguente.

Corollario 3.5. Si consideri un operatoreA : X �→ Y differenziabile nel senso di
Fréchet in un puntox ∈ X con derivatadA(x) ∈ L

{
X ; Y

}
lineare e continua,

ed un funzionaleg : Y �→ 	 ∪ {+∞} localmente sottodifferenziabile inA(x) ∈ Y e
si assuma che valga la proprietà di derivazione a catena della derivata unidirezionale

〈 d+(g ◦A)(x) , h 〉 = 〈 d+g(A(x)) , dA(x)h 〉 , ∀h ∈ X .

Allora si ha che

∂(g ◦A)(x) = ∂g(A(x)) ◦ dA(x) = (dA(x))′ ∂g(A(x)) ,

se e solo sèe soddisafatta la condizione

(p ◦ L)(x) = p(Lx) , ∀x ∈ X ,

dove

q(h) : = d+(g ◦A)(x,h) ,

p(h) : = d+g(A(x),h) ,

L : = dA(x) ,

e la barra sovrapposta denota la chiusura.

Dim. La proprietà di derivazione a catena assunta per la derivata unidirezionale equivale
alla condizioneq = p ◦L . Basta quindi applicare il risultato della proposizione 3.4.

La proprietà di derivazione a catena per la derivata unidirezionale sussiste banalmente
se l’operatoreA : X �→ Y è affine.

La condizione(p ◦ L)(x) = p(Lx) per ognix ∈ X è soddisfatta se il funzionale
sublinearep : Y �→ 	 ∪ {+∞} è chiuso.

Dalle proposizioni 3.4 e 3.5 si deducono analogi risultati riguardanti la regola di
addizione per i sottodifferenziali.

Ciò si consegue ponendoY = X n e definendo l’operatoreA : X �→ Y come
l’ operatore di iterazione:

Ax = xn : = {xi = x | i = 1, . . . , n} .
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L’operatore dualeA′ : Y′ �→ X ′ soddisfa la relazione

〈 A′{x∗
i
} , x 〉 = 〈 {x∗

i
} , Ax 〉 =

n∑
i=1

〈 x∗
i
, x 〉 = 〈

n∑
i=1

x∗
i
, x 〉 .

edè pertanto l’operatore di addizione:

A′{x∗
i
} : =

n∑
i=1

x∗
i
.

Si perviene cos`ı ai seguenti risultati dovuti all’autore [40].

Proposizione 3.6. Addizione a meno di una chiusura. Si considerino i funzionali
fi : X �→ 	 ∪ {+∞} localmente sottodifferenziabili inx ∈ X . Allora si ha che

∂

(
n∑

i=1
fi(x)

)
=

n∑
i=1

∂fi(x) ,

se e solo sèe soddisfatta la condizione

(
n∑

i=1
pi

)
(h) =

n∑
i=1

pi(h) , ∀h ∈ X ,

dove

pi(h) : = d+fi(x ; h) ,

e la barra sovrapposta denota la chiusura.

Corollario 3.7. Si considerino i funzionalifi : X �→ 	 ∪ {+∞} localmente
regolarmente sottodifferenziabili inx ∈ X . Allora si ha che

∂

(
n∑

i=1
fi(x)

)
=

n∑
i=1

∂fi(x) ,

Dim. Basta osservare che

pi = pi , i = 1, . . . , n ⇒
n∑

i=1
pi =

n∑
i=1

pi ,

e far quindi ricorso alla proposizione 3.6.
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Un ulteriore risultato di calcolo sottodifferenziale dovuto all’autore [40] ha importanti
applicazioni in ottimizzazione e nella teoria della plasticit`a.

Proposizione 3.8. Derivazione a catena; composizione con una funzione di Young.
Si consideri una funzione monotona e convessam : 	 ∪ {+∞} �→ 	 ∪ {+∞} tale
che

m(+∞) = +∞

ed un funzionale convessok : X �→ 	 ∪ {+∞} proprio e continuo inx ∈ X . Allora,
assumendo chex ∈ X non sia un punto di minimo perk : X �→ 	 ∪ {+∞} e la
funzione diYoung m : 	 ∪ {+∞} �→ 	 ∪ {+∞} sia sottodifferenzialbile ink(x) ,
si ha che

∂f(x) = ∂m(k(x)) ◦ ∂k(x) ,

dove il funzionale convessof : X �→ 	 ∪ {+∞} è definito daf = m ◦ k .

4. STRUTTURE CON ELASTICITA’ GENERALIZZATA

In meccanica il legame che definisce le propriet`a del materiale correla i valori
locali delle variabili di stato.

Se la struttura occupa il dominioΩ ed i campi di deformazione e di tensione inΩ
sonoε ∈ D e σ ∈ S , il legame elastico generalizzato `e definito da potenziali convessi
complementari locali che, nel generico puntox ∈ Ω , sono denotati con

ϕx : Dx �→ 	 ∪ {+∞} ,

ψx : Sx �→ 	 ∪ {+∞} ,

e prendono rispettivamente i nomi dienergia di deformazione elasticae di energia
elastica complementarespecifiche (o per unit`a di volume).

Generalizzando l’approccio classico diGreen, i corrispondenti legami costitutivi
si esprimono tramite i sottodifferenziali

σx ∈ ∂ϕx(εx) ,

εx ∈ ∂ψx(σx) ,

dove εx ∈ Dx e σx ∈ Sx sono i valori inx ∈ Ω dei rispettivi campi.

Il potenziale convessoenergia elastica della strutturaed il potenziale comple-
mentare si ottengono per integrazione dei valori locali:

ϕ(ε) : =
∫
Ω

ϕx(εx) dv , ψ(σ) : =
∫
Ω

ψx(σx) dv .
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La convessit`a degli epigrafi dei funzionali

ϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} , ψ : S �→ 	 ∪ {+∞} .

segue direttamente dalla seguente propriet`a caratteristica delle funzioni convesse

λ1 ϕx(ε1
x
) + λ2 ϕx(ε2

x
) ≥ ϕx(λ1 ε1

x
+ λ2 ε2

x
) ,

per ogniλ1, λ2 ≥ 0 tali che λ1 + λ2 = 1 e per ogniε1
x
, ε2

x
∈ Dx .

In alternativa la convessit`a di tali funzionali pu`o dedursi dalla prossima proposizione.

Proposizione 4.1. Equivalenza tra legami globali e locali.I legami sottodifferenziali
locali ed i corrispondenti legami globali sono equivalenti:

σx ∈ ∂ϕx(εx) ∀x ∈ Ω ⇐⇒ σ ∈ ∂ϕ(ε) .

Dim. Infatti il legame locale si scrive

σx ∈ ∂ϕx(εx) ⇐⇒ ϕx(ηx)− ϕx(εx) ≥ 〈 σx , ηx − εx 〉 , ∀ηx ∈ Dx ,

quasi per ognix ∈ Ω . Il legame globale `e dato da

σ ∈ ∂ϕ(ε) ⇐⇒ ϕ(η)− ϕ(ε) ≥ 〈 σ , η − ε 〉 , ∀η ∈ D =

=
∫
Ω

ϕx(ηx) dv −
∫
Ω

ϕx(εx) dv ≥
∫
Ω

〈 σx , ηx − εx 〉 dv , ∀η ∈ D .

E’ pertanto evidente che il legame sottodifferenziale locale implica quello globale.
L’implicazione inversa `e basata sul fatto che la topologia dello spazio funzionale in cui `e
definita l’operazione di sottodifferenziazione `e quella dei campi di quadrato integrabile.
La dimostrazione si conduce infatti come segue. Se il legame globale non implicasse
quello locale esisterebbe un insiemeP ⊆ Ω di misura non nulla tale che per ogni
x ∈ P si potrebbe trovare unηx ∈ Dx tale che

ϕx(ηx)− ϕx(εx) < 〈 σx , ηx − εx 〉 ,

Definendo allora il campo di quadrato integrabileη ∈ D con le posizioni

η(x) : =

{
ηx , x ∈ P ,

o , x ∈ P ,

ed integrando si avrebbe che

ϕ(η)− ϕ(ε) < 〈 σ , η − ε 〉 ,

in contrasto con l’ipotesi.
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Dalla proposizione 4.1 si deduce che le propriet`a locali di differenziabilità e di
stretta convessit`a implicano quelle globali e viceversa.

Nella teoria classica dell’elasticit`a il legame elasticoE : D �→ S è strettamente
monotonoe dunque biunivoco (vedi fig. 4.1 a) per cui si pu`o scrivere

σ = E(ε) , ε = E−1(σ) .

Se il legameE : D �→ S è differenziabile, la condizione di conservativit`a si può
esprimere mediante lacondizione di integrabilit̀a di Volterra

〈 dE(ε) ε1 , ε2 〉 = 〈 dE(ε) ε2 , ε1 〉 , ∀ ε ∈ dom(E) , ∀ ε1, ε2 ∈ D .

Se il legameE : D �→ S è conservativo anche il legame inversoE−1 : S �→ D è
conservativo.

Se il legameE : D �→ S è strettamente monotono e differenziabile tale `e anche il
legame inversoE−1 : S �→ D e la derivata di entrambi `e simmetrica.

La stretta convessit`a dei potenziali comporta che le loro derivate seconde, e cio`e
le derivate prime dei legamiE ed E−1 , siano definite positive.

ε

σ

ε

σ

Fig. 4.1

Formulando l’ulteriore ipotesi dilegame elastico lineare(vedi fig. 4.1 b) si ha che

dE(ε) = E .

Dunque, in virtù della condizione diVolterra, l’operatore lineare conservativoE :
D �→ S è simmetrico.

La stretta convessit`a dei potenziali elastici implica inoltre che i legamiE : D �→ S
ed E−1 : S �→ D siano definiti positivi.

I potenziali coniugatiϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} e ϕ
∗ : S �→ 	 ∪ {+∞} sono

pertanto forme quadratiche definite positive date da

ϕ(ε) =
1
2
〈 E ε , ε 〉 , ϕ

∗(σ) =
1
2
〈 σ , E−1

σ 〉 ,
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che assumono lo stesso valore in corrispondenza di punti del graficoG(E) .
Infatti essendo

σ = E(ε) , ε = E−1(σ) .

si ha che

ϕ(ε) =
1
2
〈 E ε , ε 〉 , ϕ(ε) + ϕ

∗(σ) = 〈 σ , ε 〉 ,

e dunque

ϕ
∗(σ) =

1
2
〈 σ , E−1

σ 〉 .

4.1. Problema elastico generalizzato

In un modello strutturale le variabili di stato sono costituite da due coppie duali:
forza-spostamento e sforzo-deformazione.

Si consideri tra ognuna delle coppie di enti duali unarelazione elastica genera-
lizzata, e cioè una relazione monotona, conservativa e regolare.

• La relazione tra i campi di sforzo ed i campi di deformazione `e monotona non
decrescente,

• la relazione tra i sistemi di forze ed i campi di spostamento `e monotona non
crescente, come schematizzato in fig. 4.2.

σ f

ε u

Fig. 4.2

Si considerino

i potenzialiconvessi coniugati

ϕ : D �→ 	 ∪ {+∞} ϕ
∗ : S �→ 	 ∪ {+∞} ,

associati al legame tra i campi di sforzo ed i campi di deformazione e

i potenzialiconcavi coniugati

γ : V �→ 	 ∪ {−∞} γ
∗ : F �→ 	 ∪ {−∞} ,

associati al legame tra i sistemi di forze ed i campi di spostamento.
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Per semplicit`a di notazione si indicher`a con il medesimo simbolo∂ sia l’operatore
sottodifferenziale di un funzionale convesso che quello sopradifferenziale di un fun-
zionale concavo.

Si denoti inoltre con

• V lo spazio cinematicoche è uno spazio diHilbert costituito da campi
di quadrato integrabile inΩ cui corrisponde una deformazione tangente dis-
tribuzionale anch’essa di quadrato integrabile negli elementi di una suddivisione
finita del dominioΩ .
I campi cinematici diV soddisfano inoltre assegnate condizioni di interfaccia in
corrispondenza del contorno della suddivisione.

• D lo spazio delle deformazioni tangenticheè uno spazio diHilbert, costituito
da campi di quadrato integrabile inΩ .

• S lo spazio degli sforzicheè lo spazio diHilbert duale diD .
In virtù del teorema di rappresentazione diRiesz-Fréchet, [25], [41], lo spazio
S può essere identificato con lo spazio dei campi di quadrato integrabile inΩ .

• F lo spazio delle forzecheè lo spazio diHilbert duale diV .

• B ∈ L
{
V ; D

}
l’ operatore cinematicoche ad ogni campo di spostamento dello

spazio cinematico associa la deformazione tangente con esso congruente.

• B
′
∈ L

{
S ; F

}
l’ operatore di equilibrioche ad ogni campo di sforzo dello spazio

statico associa il sistema di forze con esso in equilibrio.

Entrambi gli operatori sono quindi lineari e limitati.

Il problema dell’equilibrio elastico generalizzatosi scrive:

B
′
σ = f , equilibrio,

B u = ε , congruenza,

σ ∈ ∂ϕ(ε) , legame costitutivo del materiale,

u ∈ ∂γ
∗ (f) legame costitutivo dei vincoli.

In termini di sforzi e di spostamenti il problema dell’equilibrio elastico generalizzato
assume la forma B

′
σ ∈ ∂γ(u)

Bu ∈ ∂ϕ
∗(σ) .

I domini di ammissibilit̀a delle variabili di stato che sono i convessi

Ua = domγ ⊆ V spostamenti ammissibili,

Fa = domγ
∗ ⊆ F forze ammissibili,

Da = domϕ ⊆ D deformazioni ammissibili,

Sa = domϕ
∗ ⊆ S sforzi ammissibili.
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Si definiscano inoltre

• il dominio convesso deglispostamenti congruenti con deformazioni ammissibili

Ca = {u ∈ V | Bu ∈ Da} ,

• ed il dominio convesso dellesforzi in equilibrio con forze ammissibili

Σa = {σ ∈ S | B
′
σ ∈ Fa} .

4.2. Esistenza della soluzione

Il problema dell’equilibrio elastico generalizzato gode della seguente notevole
proprietà che costituisce l’estensione della analoga propriet`a caratteristica del problema
dell’equilibrio elastico lineare.

Sotto opportune ipotesi di regolarit`a, il problema dell’equilibrio
elastico ammette soluzione se e solo se le relazioni di vincolo
sono staticamente e cinematicamente compatibili.
Le condizioni necessarie e sufficienti per l’esistenza di una
soluzione sono quindi

B
′
Sa ∩ Fa = ∅ ,

B Ua ∩ Da = ∅ ,

o equivalentemente
Sa ∩Σa = ∅
Ua ∩ Ca = ∅ .

Condizioni
di esistenza

• La condizione di compatibilit`a statica

B
′
Sa ∩ Fa = ∅ ,

impone che esista almeno una forza esterna ammissibile ed in equilibrio con una
forza interna ammissibile.

• La condizione di compatibilit`a cinematica

B Ua ∩ Da = ∅ ,

impone che esista almeno una deformazione ammissibile e congruente con uno
spostamento ammissibile.
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• La condizione di compatibilit`a statica nella forma

Sa ∩Σa = ∅ ,

impone che esista almeno una forza interna ammissibile ed in equilibrio con una
forza esterna ammissibile.

• La condizione di compatibilit`a cinematica nella forma

Ua ∩ Ca = ∅ ,

impone che esista almeno uno spostamento ammissibile cui corrisponda una de-
formazione ammissibile.

Se esiste una soluzione `e evidente che le condizioni di compatibilit`a devono essere
soddisfatte.

Per dimostrare che viceversa le condizioni di compatibilit`a sono anche sufficienti
ad assicurare l’esistenza di una soluzione, si formuli il problema in termini di una sola
variabile di stato, ad esempio lo spostamentou ∈ V .

Sostituendo la condizione di compatibilit`a elastica

σ ∈ ∂ϕ(Bu) ,

in quella di equilibrio si ottiene

B
′
∂ϕ(Bu) ∩ ∂γ (u) = ∅ .

Applicando quindi la regola di composizione dei sottodifferenziali

∂(ϕ ◦B)(u) = B
′
∂ϕ(Bu) ,

si può porre la condizione di equilibrio elastico nella forma

∂(ϕ ◦B)(u) ∩ ∂γ(u) = ∅ , u ∈ Ua ∩ Ca ,

o in quella equivalente

o ∈ ∂(ϕ ◦B)(u)− ∂γ (u) , u ∈ Ua ∩ Ca ,

che, per la regola di addizione dei sottodifferenziali, diventa

o ∈ ∂(ϕ ◦B− γ)(u) , u ∈ Ua ∩ Ca .

Si tratta di dimostrare che tale inclusione sottodifferenziale ammette almeno una
soluzione.

A tal fine si fa appello alla seguenteproprietà di estensione.
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Definizione 4.2. Proprietà di estensione. Sia f : X �→ 	 ∪ {+∞} un potenziale
convesso regolare e si consideri il potenzialefr : X �→ 	 ∪ {+∞} , restrizione dif
ad un convesso chiusoC ⊆ domf , definito da

fr(x) =

{
f(x), se x ∈ C ,

+∞, altrimenti.

Allora sussiste l’inclusione

Im ∂f ⊆ Im ∂fr .

[ ]

	

fr

+∞ +∞

x

f

Fig. 4.3

La figura mostra come la
proprietà

Im ∂f ⊆ Im ∂fr ,

sia plausibile osservando i
diagrammi delle funzionif
e fr .

Sulla base della propriet`a di estensione si pu`o dimostrare il seguente risultato.

Proposizione 4.3. Buona posizione.Il problema di equilibrio elastico generalizzato

{
B

′
σ = f ,

B u = ε ,

{
σ ∈ ∂ϕ(ε) ,

u ∈ ∂γ
∗ (f) ,

ammette almeno una soluzione se e solo se sono soddisfatte le condizioni di compatibilità

Sa ∩Σa = ∅ compatibilit̀a statica,

Ua ∩ Ca = ∅ compatibilit̀a cinematica.
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Dim. Le condizioni di compatibilit`a sono evidentemente necessarie per l’esistenza di
un u ∈ Ua ∩ Ca soluzione del problema e cio`e tale che

o ∈ ∂(ϕ ◦B− γ)(u) .

Viceversa, se le condizioni di compatibilit`a sono soddisfatte, per dimostrare l’esistenza
di una soluzione si considerino i funzionali

• ϕ restrizione diϕ a BUa ∩ Da ,

• γ restrizione diγ a Ua ∩ Ca .

La condizione di compatibilit`a cinematica assicura che tali restrizioni hanno domini
non vuoti. Dalla propriet`a di estensione si deducono poi le inclusioni

B
′
∂ϕ(Da) ⊆ B

′
∂ϕ(BUa ∩ Da) ,

∂γ(Ua) ⊆ ∂γ (Ua ∩ Ca) ,

e la condizione di compatibilit`a statica impone che

B
′
∂ϕ(Da) ∩ ∂γ (Ua) = ∅ .

Quindia fortiori sarà

B
′
∂ϕ(BUa ∩ Da) ∩ ∂γ (Ua ∩ Ca) = ∅ .

Dalla regola di composizione dei sottodifferenziali

B
′
∂ϕ(BUa ∩ Da) = B

′
∂ϕ(BUa ∩B Ca) = ∂(ϕ ◦B)(Ua ∩ Ca) ,

si deduce quindi che

∂(ϕ ◦B)(Ua ∩ Ca) ∩ ∂γ (Ua ∩ Ca) = ∅ ,

o equivalentemente che

o ∈ ∂(ϕ ◦B)(Ua ∩ Ca)− ∂γ(Ua ∩ Ca) .

Applicando infine la regola di addizione dei sottodifferenziali si ottiene che

o ∈ ∂(ϕ ◦B− γ)(Ua ∩ Ca) ,

e la dimostrazione `e conclusa.

Un analogo procedimento pu`o instaurarsi formulando il problema in termini di
tensioni.
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Osservazione 4.1.Nella dimostrazione dell’esistenza di una soluzione si `e assunto che
i potenziali siano regolari e che valgano le regole di addizione e di composizione per i
sottodifferenziali e la propriet`a di estensione.

E’ opportuno tener presente che in alcuni casi, anche apparentemente semplici
mapatologici, i domini di ammissibilità hanno intersezioni cos`ı deboli da invalidare la
dimostrazione.

Un importante risultato di esistenza `e il seguente.

Proposizione 4.4. Minimo di un funzionale convesso. Sia K un convesso chiuso
in uno spazio diHilbert H e φ : K �→ 	 ∪ +∞ con φ = +∞ un funzionale
convesso ed inferiormente semi-continuo suH . Sia soddisfatta una delle condizioni

• K è limitato,

• K è non limitato eφ soddisfa una condizione di crescita all’infinito:

lim
‖x ‖→∞

φ(x) = +∞ , x ∈ K .

Allora esiste un elemento diK su cui φ attinge il minimo.

Dim. Sia {xn} ⊂ K una successione minimizzante perφ , cioè tale che

lim
n→∞

φ(xn) = inf
{
φ(x) | x ∈ K

}
.

La condizione di crescita all’infinito assicura che la successione minimizzante `e
limitata in H .

Il teorema diEberlein-Shmulyan (vedi ad es. [10] e per l’enunciato [41]
proposizione I.7.8 (p. 58)) assicura allora che esiste una sottosuccessione debolmente
convergente ad un elementox∞ ∈ H .

Il teorema diMazur ([41] proposizione I.7.5 (p. 57)) assicura poi che l’insieme
chiuso e convessoK è debolmente chiuso e che il funzionale chiuso e convessoφ è
debolmente inferiormente semicontinuo.

DunqueA(x) ∈ K e si ha che

xn
w→x∞ ⇒


lim
n→∞

φ(xn) = inf
{
φ(y) | y ∈ K

}
,

lim inf
n→∞

φ(xn) ≥ φ(x∞) ,

per cui, essendo

lim
n→∞

φ(xn) = lim inf
n→∞

φ(xn) ,

risulta φ(x∞) = min
{
φ(x) | x ∈ K

}
.
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5. ANALISI LIMITE

Le precedenti condizioni insiemistiche di compatibilit`a statica e cinematica si
possono tradurre in forma variazionale descrivendo i convessi chiusi di ammissibilit`a
come inviluppo diiperpiani di supporto.

Si premettono alcune propriet`a degli insiemi convessi.

5.1. Frontiera e frontiera relativa di un convesso

Si consideri un convesso chiusoC nello spazio diHilbertX .

L’inviluppo affine di C è il più piccolo insieme affine che lo contiene e cio`e
l’intersezione della famiglia di insiemi affini che contengonoC .

Se l’inviluppo affinedi C non coincide con l’intero spazioX , ogni punto diC è un
punto di frontiera.

La frontiera relativadi C è la frontiera dell’insiemeC considerato come sottoin-
sieme del suo inviluppo affine.

Si utilizzeranno le seguenti notazioni:

bndC frontieradi C
relbndC frontiera relativadi C

int C internodi C
relint C interno relativodi C

Sia WC l’ insieme delle variazionidi C :

WC = {z ∈ X : z = x− y | x,y ∈ C} .

Si ha che
bndC = {x ∈ X : NC(x) = o} ,

relbndC = {x ∈ X : NC(x) = W⊥
C } .

Nel seguito si far`a riferimento al seguente risultato.

LEMMA 5.1. SeA e B sono convessi inX vale la propriet̀a:

W⊥
A−B = W⊥

A ∩W
⊥
B ,

essendoA− B l’insieme convesso definito da:

A− B = {z ∈ X : z = x− y | x ∈ A, y ∈ B} .
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Dim. Si osservi che

z∗
o
∈ W⊥

A−B ⇐⇒ 〈 z∗
o
, z 〉 = 0 ∀ z ∈ WA−B

e che, assumendoz = (yA − yB) − (xA − xB) con yA,xA ∈ A e yB,xB ∈ B ,
quest’ultima pu`o riscriversi nella forma:

〈 z∗
o
, yA − xA 〉 = 〈 z∗

o
, yB − xB 〉 ∀yA, xA ∈ A ∀yB, xB ∈ B.

Ponendo alternativamente, a secondo ed a primo membro della relazione precedente,
yB = xB e yA = xA si mostra che entrambi i termini devono essere nulli. Ci`o equivale
all’asserto.

Le proprietà dei punti, dei punti di frontiera e dei punti di frontiera relativa di un insieme
convesso chiuso sono l’argomento della prossima proposizione.

Proposizione 5.2. Frontiera e frontiera relativa.

• I punti di un insieme convesso chiusoC ⊂ X sono caratterizzati dalla proprietà
variazionale:

xo ∈ C ⇐⇒ sup
x∈C

〈 x∗ , x 〉 ≥ 〈 x∗ , xo 〉 ∀x∗ ∈ NC .

• I punti di frontiera diC dall’ulteriore proprietà:
xo ∈ bndC ⇐⇒ NC(xo) = {o}

⇐⇒ ∃ x∗o = {o} : x∗o ∈ NC(xo)
⇐⇒ ∃ x∗o = {o} : sup

x∈C
〈 x∗o , x 〉 = 〈 x∗o , xo 〉 ,

che equivale ad imporre che il cono delle normali aC in xo non degeneri nel cono
nullo.
• I punti della frontiera relativa diC sono a loro volta caratterizzati dalla più forte
proprietà:

xo ∈ relbndC ⇐⇒ NC(xo) = W⊥
C

⇐⇒ ∃ x∗
o
∈ W⊥

C : x∗
o
∈ NC(xo)

⇐⇒ ∃ x∗
o
∈ W⊥

C : sup
x∈C

〈 x∗
o
, x 〉 = 〈 x∗

o
, xo 〉 .

Poich́e in ogni puntox di C si ha NC(x) ⊇ W⊥
C la prima condizione equivale a

richiedere che l’inclusione sia stretta; in altri termini che il cono normale aC in xo

non degeneri nel sottospazio ortogonale aWC .
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Dim. La proprietà che caratterizza i punti diC si dimostra osservando che

xo ∈ C ⇐⇒ �C(x)o = 0 ,

ed applicando la diseguaglianza diFenchel alla funzione indicatrice ed alla funzione
di supporto diC . La proprietà che caratterizzano i punti di frontiera e di frontiera relativa
di C sono conseguenza diretta delle definizioni di frontiera e di frontiera relativa.

5.2. Processi evolutivi in un convesso

Sia C un convesso chiuso nello spazio diHilbert X .
Un processo evolutivo inC con valore inizialexo è una funzione vettorialex(t)

definita in un intervallo di tempo[0, tf ] , conx(0) = xo ∈ C , quasi ovunque derivabile
in [0, tf ] e tale che:

x(t) ∈ C ∀ t ∈ [0, tf ] .

Sia ẋ la derivata destra della funzionex(t) rispetto al parametro di evoluzione:

ẋ = lim
τ→0+

1
τ

[
x(t + τ)− x(t)

]
.

la condizionex(t) ∈ C può essere equivalentemente espressa mediante l’inclusione
differenziale

ẋ ∈ N−
C (x(t)), x(0) = xo ∈ C .

doveN−
C (x(t)) è il cono convesso tangente aC nel puntox(t) e cioè il cono polare

negativo del cono normale aC in x(t) .
All’insieme delle soluzioni dell’inclusione differenziale appartengono tutti e soli

i processi evolutivi inC con valore iniziale inxo ∈ C .
Se x(t) ∈ int C , si haNC(x(t)) = {o} e dunqueN−

C (x(t)) = X ; la velocità di
evoluzioneẋ è quindi arbitraria.

Se invecex(t) ∈ bndC, il cono normaleNC(x(t)) è non degenere e quindi
N−
C (x(t)) ⊂ X strettamente, per cui la condizione di inclusione `e non banale.

Inoltre se x(t) ∈ bndC ma x(t) ∈ relbndC , il cono normaleNC(x(t)) è in
effetti un sottospazio non degenere e precisamente il complemento ortogonale diWC :

x(t) /∈ relbndC ⇐⇒ NC(x(t)) = W⊥
C ,

e l’inclusione differenziale esprime quindi una condizione di ortogonalit`a.
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5.3. Separazione di convessi

Sia K ⊂ X è un convesso in uno spazio diHilbert X .

• il cono convesso normalea K in x è caratterizzato dalla propriet`a

NK(x) : =
{
x∗ ∈ X ′ | 〈 x∗ , y − x 〉 ≤ 0 ∀y ∈ K

}
.

• Il cono delle normaliuscenti dal convessoK è definito da

NK : =
⋃
x∈K

NK(x) .

Sussiste la caratterizzazione variazionale

o ∈ K ⇐⇒ sup
y∈K

〈 x∗ , y 〉 ≥ 0 , ∀x∗ ∈ NK .

Si noti che perx∗ ∈ NK risulta supy∈K 〈 x∗ , y 〉 = +∞ .

Per tale motivo nella condizione variazionale sono significativi solo i vettori di prova
appartenenti al conoNK .

Si osservi poi che per ogni coppia di convessiA ⊂ X e B ⊂ X si ha l’equivalenza:

o ∈ A− B ⇐⇒ o ∈ B −A ⇐⇒ A∩ B = ∅ .

Dunque la condizioneA ∩ B = ∅ si può scrivere

sup
a∈A,b∈B

〈 x∗ , a− b 〉 ≥ 0 , ∀x∗ ∈ NA−B .

Osservando che

sup
a∈A,b∈B

〈 x∗ , a− b 〉 = sup
a∈A

〈 x∗ , a 〉 + sup
b∈B

〈 x∗ , −b 〉 =

= sup
a∈A

〈 x∗ , a 〉 − inf
b∈B

〈 x∗ , b 〉 ,

la condizioneA ∩ B = ∅ si riscrive nella forma

sup
a∈A

〈 x∗ , a 〉 ≥ inf
b∈B

〈 x∗ , b 〉 , ∀x∗ ∈ NA ∩ −NB ,

che equivale a

inf
a∈A

〈 x∗ , a 〉 ≤ sup
b∈B

〈 x∗ , b 〉 , ∀x∗ ∈ −NA ∩ NB .
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Nel seguito si far`a ricorso al seguente risultato.

Lemma 5.3. SeA ∩ B = ∅ si ha che

NA−B(0) = NA(zo) ∩ −NB(zo) , ∀ zo ∈ A ∩ B .

Dim. Per definizione si ha che

z∗
o
∈ NA−B(0) ⇐⇒ 〈 z∗

o
, z 〉 ≤ 0 , ∀ z ∈ A− B ,

e quindi, scrivendoz = x− y, risulta

〈 z∗
o
, x 〉 ≤ 〈 z∗

o
, y 〉 , ∀x ∈ A , ∀y ∈ B ,

o equivalentemente

〈 z∗
o
, x− zo 〉 ≤ 〈 z∗

o
, y − zo 〉 , ∀ zo ∈ A ∩ B .

Ponendo nell’espressione precedentex = zo si ha

〈 z∗
o
, y − zo 〉 ≥ 0 , ∀y ∈ B ⇐⇒ z∗

o
∈ −NB(zo) ,

mentre ponendoy = zo risulta

〈 z∗
o
, x− zo 〉 ≤ 0 , ∀x ∈ A ⇐⇒ z∗

o
∈ NA(zo) ,

da cui segue l’asserto.

Le seguenti definizioni sono fondamentali nella teoria analisi limite.

Un iperpiano di separazionedi due insiemi convessiA e B è un iperpiano tale
che A sia contenuto in uno dei semispazi chiusi associati all’iperpiano eB in
quello opposto.

Un iperpiano di separazione propriadi due insiemi convessiA e B è un iperpiano
di separazione che non include entrambi gli insiemi.

Proposizione 5.4. Separazione. Si considerino nello spazio diHilbert X due
insiemi convessiA e B tali cheA∩B = ∅ . Allora esiste un iperpiano di separazione
degli insiemi convessiA e B se e solo se sussistono le proprietà equivalenti:

i) o ∈ bnd(A− B)

ii) NA−B(o) = {o}

iii) ∃ z∗
o
∈ X ′ \ {o} : z∗

o
∈ NA(zo) ∩ −NB(zo) ∀ zo ∈ A ∩ B

iv) ∃ zo
∗ ∈ X ′ \ {o} :


sup
x∈A

〈 z∗
o
, x 〉 = inf

y∈B
〈 z∗

o
, y 〉 = 〈 z∗

o
, zo 〉 ,

∀ zo ∈ A ∩ B .
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Dim. La prima e la seconda propriet`a si equivalgono per definizione.
L’equivalenza tra la seconda e la terza segue dal Lemma 5.3.
Osservando inoltre che la terza propriet`a può scriversi:

〈 z∗
o
, x 〉 ≤ 〈 z∗

o
, zo 〉 ≤ 〈 z∗

o
, y 〉 , ∀x ∈ A , ∀y ∈ B , ∀ zo ∈ A ∩ B,

si deduce che essa equivale alla quarta propriet`a che esprime l’esistenza di un iperpiano
di separazione traA e B passante per il puntozo ∈ X ed avente per normale il vettore
z∗

o
∈ X ′ dello spazio duale.

Proposizione 5.5. Separazione propria.Si considerino nello spazio diHilbert X
due insiemi convessiA e B tali che A ∩ B = ∅ . Esiste un iperpiano di separazione
propria degli insiemi convessiA e B se e solo se sussistono le proprietà equivalenti:



i) o ∈ relbnd(A− B)

ii) NA−B(o) = W⊥
A−B

iii) ∃ z∗
o
∈ W⊥

A−B : z∗
o
∈ NA(zo) ∩ −NB(zo) ∀ zo ∈ A ∩ B

iv) ∃ z∗
o
∈ W⊥

A−B :


sup
x∈A

〈 z∗
o
, x 〉 = inf

y∈B
〈 z∗

o
, y 〉 = 〈 z∗

o
, zo 〉

∀ zo ∈ A ∩ B

v) ∅ = A ∩B =


relbndA ∩ bndB

relbndB ∩ bndA

relbndA ∩ relbndB

vi) A ∩ B = ∅ , relintA ∩ relint B = ∅ .

Dim. La prima e la seconda propriet`a si equivalgono per definizione.
L’equivalenza tra la seconda e la terza segue dal Lemma 5.3.
Osservando che la terza pu`o scriversi:

〈 z∗
o
, x 〉 ≤ 〈 z∗

o
, zo 〉 ≤ 〈 z∗

o
, y 〉 , ∀x ∈ A , ∀y ∈ B , ∀ zo ∈ A ∩ B ,

si deduce che essa equivale alla quarta propriet`a che l’esprime l’esistenza di un iperpiano
di separazione propria diA da B e cioè un iperpiano di separazione non contenente
entrambi gli insiemi. Da ci`o seguono anche le ultime due propriet`a.
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In virtù del lemma 5.1 (p. 133) la seconda propriet`a è equivalente ad assumere che

∃ z∗
o
∈ NA(zo) ∩ −NB(zo) , ∀ zo ∈ A ∩ B ,

tale che sussista almeno una delle seguenti condizioni{
zo
∗ ∈ W⊥

A ,

zo
∗ ∈ W⊥

B .

A seconda che siano soddisfatte la prima, la seconda o entrambe tali condizioni, gli
insiemi A e B verificano, rispettivamente, le propriet`a i) , ii) o iii) .

5.4. Processi di traslazione relativa tra due convessi

SianoA e Bo due convessi chiusi nello spazio diHilbert X .

Un processo di traslazione diBo è una famiglia di convessi

B(t) = Bo + e(t) ,

descritta da una funzione vettorialee(t) avente per dominio un intervallo di tempo
[0, tf ] , quasi ovunque derivabile e con valore inizialee(0) = o , cosı̀ cheB(0) = Bo .

Si vuole studiare il problema dell’evoluzione della intersezioneA ∩ B(t) in un
processo di traslazione diBo , assumendo che essa sia non vuota pert = 0 :

A ∩ Bo = ∅ ⇐⇒ o ∈ A− Bo .

In particolare si vuole determinare la condizione da imporre sulla funzione di traslazione
e(t) affinché tale intersezione risulti sempre non vuota in[0, tf ] :

A ∩ B(t) = ∅ , ∀ t ∈ [0, tf ] ,

che equivale alla condizione

o ∈ A− B(t) ∀ t ∈ [0, tf ] ,

ovvero
e(t) ∈ A− Bo ∀t ∈ [0, tf ] .

Ci si è cos`ı ricondotti allo studio di un processo evolutivoe(t) in C = A − Bo . La
condizione cercata `e quindi fornita dall’inclusione differenziale

ė ∈ N−
A−Bo

(e(t)), e(0) = o .



III – ELASTICITA’ GENERALIZZATA 139

Poichè, come `e facile verificare

NA−Bo
(e(t)) = NA−B(t)(0) = NA(a(t)) ∩ −NB(t)(a(t)) ∀a(t) ∈ A ∩ B(t) ,

l’inclusione differenziale per la velocit`a di traslazioneė può riscriversi:

ė ∈ N−
A−B(t)(0) = [NA(a(t)) ∩ −NB(t)(a(t))]− =

= NA(a(t))− − NB(t)(a(t))− ∀a(t) ∈ A ∩ B(t).
.

Se il conoNA−B(t)(0) degenera nel vettore nullo, la condizione (1.61) `e banalmente
verificata e dunque la velocit`a di traslazioneė è arbitraria. Ci`o accade, in virt`u del
teorema (1.3), se e solo se non esiste un iperpiano di separazione diA da B(t) .

Se invece un siffatto iperpiano esiste ad un istantet ∈ [0, tf ] , l’intersezione traA
e B(t) diventa non vuota se e solo se la velocit`a con la quale il convessoB(t) prosegue
la sua traslazione a partire da quell’istante, risulta decomponibile come somma di due
aliquote, una inclusa nel cono tangente adA e l’altra nell’opposto del cono tangente a
B(t) , nei punti di intersezione diA e B(t) .

5.5. Forma variazionale delle condizioni di compatibilità

Per quanto visto nella sezione 5.3 (p. 134) si ha che:

La condizione di compatibilit`a staticaB
′
Sa∩Fa = ∅ assume la forma variazionale

B
′
Sa ∩ Fa = ∅ ⇐⇒ inf

f∈Fa

〈 f , v 〉 ≤ sup
σ∈Sa

〈 σ , Bv 〉 ,

{ ∀v ∈ −NFa
,

Bv ∈ NSa
.

La condizione di compatibilit`a cinematicaB Ua ∩ Da = ∅ si scrive in termini
variazionali

B Ua ∩ Da = ∅ ⇐⇒ sup
ε∈Da

〈 τ , ε 〉 ≥ inf
u∈Ua

〈 τ , Bu 〉 ,

 ∀τ ∈ NDa
,

B
′
τ ∈ −NUa

.

Analogamente si ha che

Sa ∩Σa = ∅ ⇐⇒ sup
σ∈Sa

〈 σ , ε 〉 ≥ inf
σ∈Σa

〈 σ , ε 〉 , ∀ ε ∈ NSa
∩ −NΣa

,

Ua ∩ Ca = ∅ ⇐⇒ sup
u∈Ua

〈 f , u 〉 ≥ inf
u∈Ca

〈 f , u 〉 , ∀ f ∈ NUa
∩ −NCa

.

La discussione della condizione di compatibilit`a statica `e il tema dellaanalisi limite
staticache sar`a trattata nella prossima sezione.

Una analoga discussione pu`o essere condotta in perfetta dualit`a per la condizione
di compatibilità cinematica e forma l’oggetto dellaanalisi limite cinematica.
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5.6. Teorema fondamentale dell’analisi limite

Se la condizione di compatibilit`a statica `e soddisfatta l’insiemeSa ∩ Σa è non
vuoto. Sia alloraσo ∈ Sa ∩ Σa una qualsiasi tensione ammissibile ed in equilibrio

con un sistema di forze ammissibileB
′
σo = fo ∈ Fa .

Siano inoltre LinFa e LinSa i sottospazi lineari paralleli alle variet`a affini
generate dai convessiFa ed Sa e cioè i sottospazi lineari delle variazioniconsentite
dai vincoli convessi descritti daFa ed Sa .

Un cinematismouo ∈ V è detto uncinematismo di collassose
è uncinematismo libero:

−uo ∈ NFa
(fo) , uo ∈ ( Lin Fa)

⊥
,

edè congruente con unadeformazione libera di collasso:

εo = Buo ∈ NSa
(σo) , εo ∈ ( Lin Sa)

⊥
.

Cinematismo
di collasso

Si possono distinguere le tretipologie di collasso:

uo ∈ ( Lin B
′
Sa)

⊥
, collassointerno

uo ∈ ( Lin Fa)
⊥

, collassoesterno

uo ∈ ( Lin B
′
Sa)

⊥ ∩ ( Lin Fa)
⊥

, collassosimultaneo

Vale il seguente fondamentale risultato.

Proposizione 5.6. Teorema fondamentale. Esiste un cinematismo di collasso se e
solo se la strutturàe in uno stato statico limite, cioè se e solo se i due insiemi convessi
di ammissibilit̀a B

′
Sa e Fa sono separati in modo proprio.

Dim. Un iperpiano separante i convessiSa e Σa e passante per il puntoσo ∈ Sa∩Σa

ha equazione:
〈 σ − σo , εo 〉 = 0, σ ∈ S ,

e soddisfa le diseguaglianze

〈 σ − σo , εo 〉 ≤ 0 ∀σ ∈ Sa ,

〈 σ − σo , εo 〉 ≥ 0 ∀σ ∈ Σa .

e cioè:
sup
σ∈Sa

〈 σ , εo 〉 = 〈 σo , εo 〉 = inf
σ∈Σa

〈 σ , εo 〉 ,
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ovvero:
εo ∈ NSa

(σo) ∩ −NΣa
(σo) .

Il risultato allora segue dalla formula:

NΣa
(σo) = BNFa

(B
′
σo) .

Essa pu`o essere ricavata ricordando che:

NΣa
(σo) = ∂ �Σa

(σo) ,

ed osservando che per definizione:

�Σa
(σo) = �Fa

(B
′
σo) = (�Fa

B
′
)(σo) .

Applicando quindi la regola di composizione dei sottodifferenziali si ottiene:

∂ �Σa
(σo) = ∂(�Fa

B
′
)(σo) = B ∂ �Fa

(B
′
σo) ,

che fornisce la formula cercata.
Esiste quindiuo ∈ NFa

(B
′
σo) tale cheεo = Buo .

La separazione propria dei dominiFa e B
′
Sa richiede inoltre cheuo ∈ ( Lin Fa)

⊥

ovvero cheBuo ∈ ( Lin Sa)
⊥ , dunque cheuo sia un cinematismo di collasso.

E’ immediato verificare che, seεo = Buo rappresenta la normale all’iperpiano
di separazione dei convessiSa e Σa , il cinematismo di collassouo rappresenta la

normale all’iperpiano di separazione dei convessiB
′
Sa e Fa .

Il risultato è esemplificato nelle figg.5.1 e 5.2.

O

Sa

Σa

εo

σo

Fig. 5.1

O

Fa

B
′
Sa

uo

fo

Fig. 5.2
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5.7. Processi di carico

Si consideri il caso in cui il convesso dei sistemi di forze ammissibili sia definito
come somma di un carico variabile con legge affine� = �o + λ�d e di un convesso
fisso di reazioni vincolariRa :

Fa = �o + λ�d + Ra .

Si vogliono determinare il valori del parametro di caricoλ ∈ 	 corrispondenti a
condizioni statiche limite.
La condizione di ammissibilit`a del carico si scrive

〈 �o , v 〉 + 〈 λ�d , v 〉 + inf
r∈Ra

〈 r , v 〉 ≤ sup
σ∈Sa

〈 σ , Bv 〉 ,

∀ − v ∈ NRa
,Bv ∈ NSa

,

ovvero

λ 〈 �d , v 〉 ≤ sup
σ∈Sa

〈 σ , Bv 〉 − 〈 �o , v 〉 − inf
r∈Ra

〈 r , v 〉 ,

∀ − v ∈ NRa
,Bv ∈ NSa

.

Definendo il dominio convesso deisistemi di forze ammissibili:

Λa = B
′
Sa −Ra ,

il cono convesso deicinematismi di prova

NΛa
= {v ∈ V | − v ∈ NRa

, Bv ∈ NSa
} ,

ed il funzionale sublineare delladissipazione virtuale:

D(v) : = sup
�∈Λa

〈 � , v 〉 − 〈 �o , v 〉 = sup
σ∈Sa

〈 σ , Bv 〉 − inf
r∈Ra

〈 r , v 〉 − 〈 �o , v 〉 ,

la condizione di ammissibilit`a del parametro di carico si pu`o esprimere mediante le
seguenti tre condizioni variazionali:

0 ≤ D(v) , ∀v ∈ NΛa
, 〈 �d , v 〉 = 0 ,

λ≤ D(v) , ∀v ∈ NΛa
, 〈 �d , v 〉 = 1 ,

λ≥ −D(v) , ∀v ∈ NΛa
, 〈 �d , v 〉 = −1 .

che in termini meccanici si enunciano :
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i ) La dissipazione virtuale deve esserenon negativaper ogni cinematismo di prova
per cui il direttore del processo di carico�d compie potenza virtualenulla.

ii ) Il parametro di carico deve esserenon maggioredella dissipazione virtuale cor-
rispondente ad ogni cinematismo di prova che fa compiere potenza virtualeunitaria
e positivaal direttore del processo di carico.

iii ) Il parametro di carico deve esserenon minoredell’opposto della dissipazione
virtuale corrispondente ad ogni cinematismo di prova che fa compiere potenza
virtualeunitaria e negativaal direttore del processo di carico.

La prima condizione variazionale equivale ad imporre che

�o ∈ Λa + Lin {�d} ,

e cioè che

• il carico di riferimento�o appartenga al cilindro di sezioneΛa e generatrice�d .

Se tale condizione `e soddisfatta si definiscono imoltiplicatori di collasso

λ
+ = inf {D(v) | v ∈ NΛa

, 〈 �d , v 〉 = 1} ,

λ
− = sup{−D(v) | v ∈ NΛa

, 〈 �d , v 〉 = −1} .

Il parametro di carico sar`a quindi ammissibile se e solo se

λ
− ≤ λ ≤ λ

+
,

e determiner`a una condizione statica limite quando attinge uno dei valori estremi.
La discussione `e esemplificata in figura 5.3.

O

Λa + Lin {�d}

λ
+

λ
−

�d

�o

Λa

�o + λ�d

Fig. 5.3
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6. FORMULAZIONI VARIAZIONALI

Si è visto come il problema dell’equilibrio elastico sia naturalmente esprimibile
mediante le inclusioni sottodifferenziali:{

B
′
σ∈ ∂γ(u) ⇐⇒ u ∈ ∂γ

∗(B
′
σ) ,

Bu∈ ∂ϕ
∗(σ) ⇐⇒ σ ∈ ∂ϕ(Bu) .

Facendo ricorso alle relazioni diYoung-Fenchel si riconosce che le due relazioni
precedenti sono equivalenti ad assumere che

ϕ(Bu) + ϕ
∗(σ) = 〈 σ , Bu 〉 ,

γ(u) + γ
∗(B

′
σ) = 〈 σ , Bu 〉 .

Ricordando che per ogniv ∈ V e τ ∈ S si ha

ϕ(Bv) + ϕ
∗(τ ) ≥ 〈 τ , Bv 〉 ,

γ(v) + γ
∗(B

′
τ ) ≤ 〈 τ , Bv 〉 .

Ne segue che per ogniv ∈ V, τ ∈ S

ϕ(Bv)− γ(v) ≥ −ϕ
∗(τ ) + γ

∗(B
′
τ ) ,

e che
ϕ(Bu)− γ(u) = −ϕ

∗(σ) + γ
∗(B

′
σ) ,

se e solo se la coppia{u,σ} ∈ V×S è soluzione del problema dell’equilibrio elastico.
E’ naturale quindi definire

• il funzionale convessoenergia potenzialedella struttura:

F(u) : = ϕ(Bu)− γ(u) ,

• il funzionale concavoenergia complementaredella struttura:

G(σ) : = −ϕ
∗(σ) + γ

∗(B
′
σ) .

La soluzione del problema dell’equilibrio elastico in termini di spostamenti o di sforzi
si caratterizza dunque rispettivamente come punto di minimo del funzionale energia
elastica o come punto di massimo del funzionale energia complementare:

u = arg min F,

σ = arg max G.
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In soluzione i funzionali assumono il medesimo valore:

F(u) = G(σ) .

Questi classici principi di estremo sono due elementi di una famiglia diprin-
cipi di stazionariet̀a equivalenti al problema dell’equilibrio elastico (vedi sezione
6.2 (p. 149)).

Alla definizione dei funzionali energia potenziale ed energia complementare si pu`o per-
venire anche partendo dalle formulazioni del problema elastico in termini di spostamenti
o di sforzi.

La formulazione in termini di spostamenti:

B
′
∂ϕ(Bu) ∩ ∂γ(u) = ∅ ,

applicando la regola di derivazione a catena:

B
′
∂ϕ(Bu) = ∂(ϕ ◦B)(u) ,

si scrive nella forma

∂(ϕ ◦B)(u) ∩ ∂γ(u) = ∅ ⇐⇒ o ∈ ∂(ϕ ◦B)(u)− ∂γ(u) .

La regola di sottodifferenziazione della somma fornisce quindi la condizione di
minimo

o ∈ ∂(ϕ ◦B− γ)(u) = ∂F(u) .

Analogamente la formulazione in termini di sforzi:

∂ϕ
∗(σ) ∩B ∂γ

∗(B
′
σ) = ∅ ,

applicando la regola di derivazione a catena

B ∂γ
∗(B

′
σ) = ∂(γ∗ ◦B

′
)(σ) ,

si scrive nella forma

∂(γ∗ ◦B
′
)(σ) ∩ ∂ϕ

∗(σ) = ∅ ⇐⇒ o ∈ ∂(γ∗ ◦B
′
)(σ)− ∂ϕ

∗(σ) .

La regola di sottodifferenziazione della somma fornisce quindi la condizione di
massimo

o ∈ ∂(γ∗ ◦B
′
− ϕ

∗)(σ) = ∂G(σ) .

Si vuole ora mostrare come si specializzano le espressioni dei funzionali energia elastica
ed energia complementare nel caso di vincoli affini.
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Si assuma pertanto che sulla struttura agisca un sistema di forze attive� ∈ F e
che i sistemi reattivi siano dovuti alla presenza di un vincolo perfetto, liscio e bilaterale
che definisce una variet`a lineare di spostamenti ammissibili

La = w + L ⊂ V .

• L ⊂ V è il sottospazio lineare di spostamenti conformiL e

• R = L⊥ ⊂ F è il sottospazio lineare delle reazioni vincolari.

Il legame vincolare tra forze e spostamenti `e allora definito dal funzionale concavo

γ(u) : = 〈 � , u 〉 +  L(u−w) ,

il cui coniugatoè
γ
∗(f) : =  R(f − �) .

Si ha allora che

• il funzionaleenergia potenzialedella struttura `e dato da

F(u) : = ϕ(Bu)− 〈 � , u 〉 −  L(u−w) ,

e cioè
F(u) : = ϕ(Bu)− 〈 � , u 〉 , u ∈ w + L ,

• il funzionale concavoenergia complementaredella struttura `e dato da

G(σ) : = −ϕ
∗(σ) +  R(B

′
σ − �) ,

e cioè
G(σ) : = −ϕ

∗(σ) , B
′
σ ∈ � +R .

Osservazione 6.1.Siano

• φ = ϕ ◦ B : V �→ 	 il funzionale che ad ogni campo di spostamenti associa
l’energia elastica della struttura e

• φ
∗ : F �→ 	 il funzionale coniugato.

Il funzionale φ può essere valutato integrando lungo una curvac : I �→ V il legame
K : V �→ F (eventualmente multivoco) che esprime la risposta elastica della struttura.

Se c(0) = o ∈ domφ e c(1) = u ∈ domφ si ha che

φ(u)− φ(o) =

1∫
0

〈 K(c(t)) , c′(t) 〉 dt ,
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Dualmente sec(0) = o ∈ domφ
∗ e c(1) = f ∈ domφ

∗ si ha che

φ
∗(f)− φ

∗(o) =

1∫
0

〈 K−1(c(t)) , c′(t) 〉 dt .

Si assuma ora che il punto{o,o} appartenga al grafico della relazioneG(K) . Dalla
relazione diFenchel

f ∈ ∂φ(u) ⇒ φ(u) + φ
∗(f) = 〈 f , u 〉 ,

si deduce cheφ(o) + φ
∗(o) = 0 . Fissando le costanti di integrazione in modo che

risulti φ(o) = 0 si ha che ancheφ∗(o) = 0 . Dalla diseguaglianza diFenchel

φ(u) + φ
∗(f) ≥ 〈 f , u 〉 , ∀u ∈ V , ∀ f ∈ F ,

• ponendo f = o , si deduce cheφ(u) ≥ 0 , ∀u ∈ V ,

• ponendou = o , si deduce cheφ∗(f) ≥ 0 , ∀ f ∈ F .

La relazione di risposta elastica della struttura si pu`o scrivere

f = � + r ∈ ∂φ(u) , r ∈ R , u ∈ w + L ,

e quindi si ha che

φ(u) + φ
∗(� + r) = 〈 � + r , u 〉 .

• In assenza di cedimenti imposti(w = o) si ha che〈 r , u 〉 = 0 e pertanto si
deduce che

F(u) = φ(u)− 〈 � , u 〉 = −φ
∗(� + r) ≤ 0 .

• Viceversa in assenza di carichi(� = o) risulta

F(u) = φ(u) ≥ 0 .

Si può dunque concludere che

In una struttura elastica con vincoli lisci perfetti e bilaterali il funzionale energia
potenziale F: V �→ 	 ∪ {+∞} assume in soluzione valori positivi se la struttura
si deforma per effetto di spostamenti impressi, assume invece valori negativi se la
struttura si deforma per effetto di carichi applicati.
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6.1. Funzionali misti

La teoria del potenziale per operatori multivoci monotoni fornisce lo strumento
per la individuazione diretta dei funzionali della famiglia.

Si esamini dapprima il problema dell’equilibrio elastico posto in forma mista in
qanto espresso in termini di spostamenti e di sforzi.

Definiti gli spazi dualiH = V ×S e H′ = F ×D , il problema assume la forma:∣∣∣∣∣oo
∣∣∣∣∣ ∈ A

∣∣∣∣∣ uσ
∣∣∣∣∣ ,

dove l’operatoreA : H �→ H′ è definito da

A =

−∂γ B
′

B −∂ϕ
∗

 .

Si riconosce che esso `e somma di un operatore lineare simmetrico (dunque conservativo)
e di due operatori multivoci monotoni conservativi rispettivamente non-crescente e non-
decrescente nelle variabili di statou ∈ V e σ ∈ S .
Il relativo potenziale pu`o essere valutato per via diretta integrando lungo il raggio che
individua il punto{u,σ} :

{u,σ}∫
{o,o}

〈 A

∣∣∣∣∣∣
ū

σ̄

∣∣∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣∣∣
dū

dσ̄

∣∣∣∣∣∣ 〉 =

=

{u,σ}∫
{o,o}

−〈 ∂γ(ū) , dū 〉 + 〈 B
′
σ̄ , dū 〉 + 〈 Bū , dσ̄ 〉 − 〈 ∂ϕ

∗(σ̄) , dσ̄ 〉 ,

che, a meno di costanti di integrazione, fornisce l’espressione del potenziale

R(u,σ) = −γ(u)− ϕ
∗(σ) + 〈 σ , Bu 〉 .

La forma speciale di tale funzionale relativa al caso di elasticit`a lineareè nota in lette-
ratura come

funzionale diHellinger-Reissner.

Il funzionale R(u,σ) risulta convesso inu e concavo inσ .
La soluzione del problema dell’equilibrio elastico `e pertanto un punto di sella del

funzionaleR(u,σ) :
{u,σ} = arg min maxR .
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6.2. L’albero variazionale

La trattazione pu`o essere generalizzata riscrivendo il problema dell’equilibrio elas-
tico in temini di tutte le variabili di stato:B

′
σ = f ,

B u = ε ,

 σ ∈ ∂ϕ(ε) ,

u ∈ ∂γ
∗ (f) ,

Gli spazi prodotto duali sono in tal caso:

H = V × S ×D × F ,

H′ = F ×D × S × V ,

e l’operatoreA : H �→ H′ che governa il problema `e dato da:

A =



0 B
′

0 −IF

B 0 −ID 0

0 −IS ∂ϕ 0

−IU 0 0 ∂γ
∗


Integrando lungo un raggio inH si ottiene l’espressione del potenziale:

L(ε,σ,u, f) = ϕ(ε) + γ
∗(f) + 〈 σ , Bu 〉 − 〈 σ , ε 〉 − 〈 f , u 〉 ,

che risulta convesso inε , concavo inf e lineare inu e σ .
Una soluzione{ε,σ,u, f} rappresenta dunque un punto di minimo parziale rispetto
ad ε , di massimo parziale rispetto adf e di stazionariet`a rispetto au e σ .

Eliminando in modo opportuno le variabili di stato, si genera una

famiglia di potenzialisecondo il seguente schema ad albero:

{ε,σ,u, f}

{ε,σ,u} {σ,u, f}

{ε,σ} {σ,u} {u, f}

{ε} {σ} {u} {f}

L’albero
variazionale
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La famiglia consiste dei seguenti dieci potenziali:

L(ε,σ,u, f) = ϕ(ε) + γ
∗(f) + 〈 σ , Bu− ε 〉 − 〈 f , u 〉,

H1(ε,σ,u) = ϕ(ε)− γ(u) + 〈 σ , Bu− ε 〉,

H2(σ,u, f) = −ϕ
∗(σ) + γ

∗(f) + 〈 σ , Bu 〉 − 〈 f , u 〉,

R1(ε,σ) = ϕ(ε) + γ
∗(B

′
σ)− 〈 σ , ε 〉,

R2(u,σ) = −ϕ
∗(σ)− γ(u) + 〈 σ , Bu 〉,

R3(u, f) = ϕ(Bu) + γ
∗(f)− 〈 f , u 〉,

P1(ε) = ϕ(ε)− (γ∗ ◦B
′
)∗(ε),

P2(σ) = −ϕ
∗(σ) + γ

∗(B
′
σ),

P3(u) = ϕ(Bu)− γ(u),

P4(f) = −(ϕ ◦B)∗(f) + γ
∗(f).

La famiglia
variazionale

Tutti i potenziali della famiglia assumono un identico valore in soluzione.
Le proprietà di estremo dei singoli potenziali si deducono immediatamente valu-

tando la convessit`a o la concavit`a rispetto agli argomenti.

• In elasticità lineare la forma speciale assunta dal funzionaleH1(ε,σ,u) è nota
in letteratura comefunzionale diHu-Washizu.

Si noti infine che

• il funzionale R2(u,σ) è il funzionale diHellinger-Reissner R(u,σ) ,

• i funzionali P3(u) e P2(σ) sono rispettivamente i funzionalienergia potenziale
F(u) edenergia complementareG(σ) della struttura.

Osservazione 6.2.L’espressione dei potenzialiP1(ε) e P4(f) prevede di valutare dei

funzionali coniugati(γ∗ ◦B
′
)∗ e (ϕ ◦B)∗ .

Poichè in essi compare l’operatore cinematicoB tale valutazione richiede in effetti
la soluzione di un problema ausiliario di equilibrio elastico.

E’ questo il motivo per cui i potenzialiP1(ε) e P4(f) non sono classicamente
citati in letteratura.

Il principio di estremo corrispondente aP4(f) trova applicazione in particolari
circostanze nelle quali la non linearit`a del problema `e confinata alla relazione vincolare
esterna.
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6.3. Diseguaglianze variazionali

Le proprietà di estremo dei funzionali della famiglia variazionale possono essere
espresse richiedendo che i sotto(sopra)differenziali parziali rispetto ai singoli argomenti
contengano il vettore nullo dello spazio duale.

Si esamini il funzionale energia potenziale della struttura la cui condizione di
minimo assoluto pu`o scriversi nelle forme equivalenti

o ∈ ∂F(u) ⇐⇒ F(v)− F(u) ≥ 0 , ∀v ∈ V ⇐⇒ d+F(u;h) ≥ 0 , ∀h ∈ V ,

dove d+ denota la derivata unidirezionale.

Si noti che, esplicitando l’espressione di F , la condizione di estremo si scrive

ϕ(Bv)− ϕ(Bu) ≥ γ(v)− γ(u) , ∀v ∈ V ,

e che, facendo ricorso alla regola di derivazione a catena per le derivate unidirezionali,
la diseguaglianza variazionaled+F(u;h) ≥ 0 , ∀h ∈ V , diventa

d+ϕ(Bu;Bh) ≥ d+γ (u;h) , ∀h ∈ V .

Nel caso di elasticit`a lineare il potenziale elastico `e quadratico:

ϕ(u) =
1
2

b(u,u) ,

e la diseguaglianza variazionale si specializa in:

b(u,h) ≥ dγ (u;h) , ∀h ∈ V .

Analoghe relazioni possono scriversi per tutti i potenziali della famiglia.

6.4. Unicità della soluzione

Si è visto come la questione dell’esistenza di una soluzione del problema
dell’equilibrio elastico generalizzato sia suscettibile di una risposta sotto ipotesi
molto generali. Al contrario, l’analisi delle propriet`a dell’insieme delle soluzioni
{u, f , ε,σ} ∈ V × F × D × S è più efficamente condotta facendo esplicito riferi-
mento alle peculiarit`a del problema particolare da indagare.

Solo alcune semplici considerazioni possono essere svolte nel contesto generale.
Se il legame elasticoE : D �→ S è strettamente monotono allora il potenziale

ϕ è strettamente convesso e la soluzione in termini di deformazioni `e unica. L’unicità
della soluzione in termini di spostamenti `e assicurata a meno di uno spostamento rigido
addizionale che non alteri il valore del potenziale concavoγ : V �→ F .

Se il legame elasticoE−1 : S �→ D è strettamente monotono, risulta unica la
soluzione in termini di tensioni. Ci`o comporta ovviamente anche l’unicit`a del sistema
di forze in soluzione.
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7. TEOREMI DI CASTIGLIANO E DI MENABREA

La teoria dei problemi elastici generalizzati consente di pervenire in modo imme-
diato alla formulazione (generalizzata) dei classici teoremi sulle derivate del lavoro di
deformazione dovuti aMenabrea [1] ed aCastigliano [2].

Questi teoremi esplicitano le propriet`a di estremo dei funzionali convessi coniugati:

energia elastica della struttura

φ(u) : = (ϕ ◦B)(u) =
∫
Ω

ϕx((Bu)x) dv ,

energia complementare della struttura

φ
∗(f) : = sup

v∈V

{
〈 f , v 〉 − φ(v)

}
,

legati dalla relazione di complementariet`a (teorema diClapeyron generalizzato):

φ(u) + φ
∗(f) = 〈 f , u 〉 .

Il secondo teorema diCastigliano consiste in una riformulazione della condizione
di stazionariet`a del funzionale energia potenziale della struttura. Si consideri infatti
l’energia potenziale e cio`e il funzionale convesso definito dalla differenza

F(u) : = φ(u)− γ(u) = (ϕ ◦B)(u)− γ(u) ,

e si applichi la regola di addizione dei sottodifferenziali.
La condizione di stazionariet`a che caratterizza un campo di spostamentiu ∈ V

soluzione del problema dell’equilibrio elastico generalizzato si scrive allora

o ∈ ∂F(u) ⇐⇒ o ∈ ∂φ(u)− ∂γ(u) ⇐⇒ ∂φ(u) ∩ ∂γ(u) = ∅ .

Esiste dunque un sistema di forzef ∈ F tale che{
f ∈ ∂φ(u) = ∂(ϕ ◦B)(u) ,

f ∈ ∂γ(u) .

Si assuma ora che sulla struttura agisca un sistema di forze attive� ∈ F e che i
sistemi reattivi siano dovuti alla presenza di un vincolo che impone agli spostamenti
ammissibili di appartenere ad un insieme convessoK ⊂ V . Ciò equivale ad assumere
che il legame vincolare tra forze e spostamenti sia definito dal funzionale concavo

γ(u) : = 〈 � , u 〉 +  K(u) .

Si ha allora che

f ∈ ∂γ(u) ⇐⇒ f = � + r , −r ∈ NK(u) ,

doveNK(u) = ∂ �K (u) è il cono delle normali uscenti daK nel puntou ∈ K .
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La condizione di stazionariet`a del funzionale energia potenziale si scrive pertanto

� + r ∈ ∂φ(u) ,

ovvero
〈 � + r , v − u 〉 ≤ d+φ(u ; v − u) , ∀v ∈ V .

Assumendo che i vincoli siano lisci, perfetti e bilaterali, l’insieme degli spostamenti
ammissibili risulta essere una variet`a affineK = w + L parallela ad un sottospazio
lineare di conformit`a L ⊂ V . La condizione di stazionariet`a assume la forma di una
disequazione variazionale

〈 � , v 〉 ≤ d+φ(u ; v) , ∀v ∈ L .

Infine se il potenziale elasticoϕ è differenziabile la condizione di stazionariet`a diviene
lineare e si giunge al classico enunciato del

Proposizione 7.1. Secondo teorema di Castigliano. Si consideri una struttura
elastica caratterizzata da un potenziale elastico differenziabile e da vincoli perfetti,
lisci e bilaterali. Allora il lavoro virtuale compiuto da un sistema di forze attive per
uno spostamento tangente conformeè eguale alla derivata dell’energia elastica della
struttura nella direzione dello spostamento tangente, valutata in corrispondenza della
soluzione del problema dell’equilibrio elastico

〈 � , v 〉 = dφ(u ; v) , ∀v ∈ L .

Osservazione 7.1.Il secondo teorema diCastigliano nella formulazione originaria
si riferisce a strutture con elasticit`a lineare e vincoli perfetti, lisci e bilaterali [14], [18].
La formulazione della proposizione 7.1 ne estende la validit`a al contesto pi`u generale di
elasticità non lineare con legame di cedevolezza elastica strettamente monotono. Tale
proprietà assicura infatti la stretta convessit`a del potenziale energia complementare
della struttura e quindi, in forza della proposizione 2.9 (p. 116), la differenziabilit`a del
potenziale energia elastica della struttura.

Al primo teorema diCastigliano si perviene esprimendo il problema
dell’equilibrio elastico in forma duale. A tal fine si osservi che in termini dei fun-
zionali coniugati il problema dell’equilibrio elastico generalizzato si scriveu ∈ ∂φ

∗(f) ,

u ∈ ∂γ
∗(f) ,

Se l’energia elasticaϕ è strettamente convessa, anche il funzionaleφ = ϕ ◦B è stret-
tamente convesso e dalla proposizione 2.9 (p. 116) segue che il funzionale coniugato
φ
∗ è differenziabile. Si cos`ı perviene al
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Proposizione 7.2. Primo teorema di Castigliano. Si consideri una struttura elastica
caratterizzata da un potenziale elastico strettamente convesso. Allora il lavoro virtuale
compiuto per lo spostamento soluzione del problema dell’equilibrio elastico da un
qualsiasi sistema di forzèe eguale alla derivata dell’energia complementare della
struttura nella direzione del sistema di forze, valutata in corrispondenza della soluzione
del problema dell’equilibrio elastico

〈 f , u 〉 = dφ
∗(f ; f) , ∀ f ∈ F .

Osservazione 7.2.Il primo teorema diCastiglianonella sua formulazione originaria
si riferisce a strutture con elasticit`a lineare e vincoli perfetti, lisci e bilaterali [14], [18].
La formulazione della proposizione 7.2 ne estende la validit`a al contesto pi`u generale
di elasticità non lineare con legame di rigidezza elastica strettamente monotono. Tale
proprietà assicura infatti la stretta convessit`a del potenziale energia elastica della strut-
tura e quindi, in forza della proposizione 2.9 (p. 116), la differenziabilit`a del potenziale
energia complementare della struttura. La validit`a del primo teorema diCastigliano
consente inoltre che i vincoli siano governati da un arbitrario potenziale convesso purch´e
sia assicurata l’esistenza della soluzione del problema dell’equlibrio elastico.

Il teorema diMenabrea 24 si deduce dal primo teorema diCastigliano
assumendo che i vincoli siano lisci, perfetti e bilaterali ed effettuando la derivata
dell’energia complementareφ∗ della struttura secondo incrementi costituiti da sistemi
reattivi ρ ∈ R = L⊥ . Osservando che〈 ρ , u 〉 = 〈 ρ , w 〉 si ottiene

dφ
∗(� + r ; ρ) = 〈 ρ , w 〉 , ∀ρ ∈ R = L⊥ .

In assenza di cedimenti vincolari si ha poi cheu ∈ L e dunque, sussistendo la con-
dizione di ortogonalit`a 〈 ρ , u 〉 = 0 , si deduce che

dφ
∗(� + r ; ρ) = 0 , ∀ρ ∈ R = L⊥ .

La convessit`a del funzionaleφ∗ implica che tale condizione di stazionariet`a sia in effetti
una propriet`a di minimo.

24 Luigi Federico Menabrea (1809-1896)Nato in Savoia (Francia), si laure`o a Torino in ingegneria
nel 1832. Fu, oltre che scienziato, militare (Generale del Genio), uomo politico (gi`a nel 1848 deputato al
Parlamento subalpino), ministro e diplomatico. Ministro della Marina col Ricasoli (1861-62), dei Lavori
pubblici nel gabinettoFarini-Minghetti (1862-64) e fu egli stesso Presidente del Consiglio nel 1867-69.
Nell’ultimo periodo della sua vita ebbe missioni diplomatiche, fu Ambasciatore a Londra nel 1876-82 e a
Parigi nel 1882-92. Dal 1846 al 1860 era stato professore di Scienza delle Costruzioni all’Universit`a di
Torino, insegnando anche nelle scuole militari della citt`a. Fu un precursore dell’introduzione di concetti
energetici nella meccanica dei continui, e oggi il suo nome `e soprattutto legato al teorema sul minimo del
lavoro elastico di deformazione, la cui importanza tecnica fu posta in luce pi`u tardi daCarlo Alberto
Castigliano (1847-1884). Socio dell’Accademia Nazionale dei Lincei e dell’Accademia delle Scienze
di Torino. Nel 1859 ricev´e il Collare dell’Annunziata e nel 1861 il titolo di Conte.
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E’ questo l’enunciato del classico

Proposizione 7.3. Teorema di Menabrea. Si consideri una struttura elastica carat-
terizzata da un potenziale elastico strettamente convesso e da vincoli perfetti, lisci
e bilaterali. Allora il sistema reattivo corrispondente alla soluzione del problema
dell’equilibrio elastico rende minima l’energia complementare della struttura nella
varietà affine � +R dei sistemi di forze ammissibili.

φ
∗(� + r) ≤ φ

∗(� + ρ) , ∀ρ ∈ R = L⊥ .

Osservazione 7.3.Il teorema diMenabrea nella formulazione generalizzata della
proposizione 7.3 `e valido anche per elasticit`a non lineare purch´e con legame di rigidezza
elastica strettamente monotono. Tale propriet`a assicura infatti la stretta convessit`a del
funzionale energia elastica e quindi, per la proposizione 2.9 (p. 116), la differenziabilit`a
del potenziale energia complementare della struttura.

Osservazione 7.4.I teoremi diMenabrea e di Castigliano, nelle formulazioni
originarie e nelle trascrizioni riportate nei testi di Scienza delle Costruzioni ( vedi
[14], [18]) sono enunciati nel contesto dell’elasticit`a lineare con particolare riferimento
alle travature elastiche. In elasticit`a lineare i funzionali complementariφ e φ

∗ sono
entrambi quadratici e risulta (teorema diClapeyron)

φ(u) = φ
∗(f) = 1

2 〈 f , u 〉 .

Per mostrarlo si osservi che, essendof = B
′
EBu , si ha che

φ(u) =
1
2
‖Bu ‖2

E
=

1
2

(( EBu , Bu )) =
1
2
〈 B

′
EBu , u 〉 =

1
2
〈 f , u 〉 ,

e dunque risulta

φ
∗(f) = sup

{
〈 f , v 〉 − φ(v) | v ∈ V

}
= 〈 f , u 〉 − φ(u) =

1
2
〈 f , u 〉 .

Se la struttura ha un grado di iperstaticit`a finito, edè questo il caso delle travature,
il campo di deformazione tangente in soluzioneBu ∈ D può essere espresso come
combinazione lineare di campi noti con un insieme finito di incognite iperstatiche.
Sostituendo tale espressione in quella del potenziale elastico della strutturaφ(Bu)
l’energia complementareφ∗(f) risulta funzione delle incognite iperstatiche. La con-
dizione di estremo del teorema diMenabrea consente allora di calcolare il valore
delle incognite iperstatiche in soluzione.

Il primo teorema diCastigliano fornisce uno strumento per calcolare un
parametro di spostamento elastico. Ci`o si consegue mediante l’aggiunta di un sistema di
forze duale del parametro cercato e che dipende da un fattore scalare di proporzionalit`a.
Effettuando la derivata dell’energia complementare rispetto a tale fattore e valutandola
per il valore nullo del fattore si perviene al risultato.

Entrambi i risultati possono per`o ottenersi, in modo pi`u generale, mediante una
applicazione del principio dei lavori virtuali.
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8. MODELLI ULTRAELASTICI

Il modello elastico generalizzato costituisce un valido modello di riferimento per
la trattazione di molti problemi strutturali in cui la descrizione del comportamento dei
materiali richiede di simulare fenomeni ultraelastici quali il flusso plastico e quello
viscoso.

Nei fenomeni plastici il flusso `e istantaneo e dunque le leggi che lo governano sono
indipendenti dal tempo. Al contrario i fenomeni viscosi sono governati da un tempo
caratteristico che regola l’entit`a del flusso di deformazione viscosa.

La struttura formale dei problemi strutturali in campo plastico e viscoso `e analoga
a quella del problema elastico generalizzato.

E’ dunque possibile dedurre le condizioni di esistenza ed unicit`a della soluzione e
le formulazioni variazionali del problema apportando le opportune modifiche formali
alla trattazione del modello elastico generalizzato.

Nelle prossime sezioni verranno inquadrati, nel contesto formale del modello elas-
tico generalizzato, i seguenti comportamenti costitutivi:

i) plasticità perfetta,

ii) plasticità incrementale,

iii) viscosit̀a,

iv) visco-plasticit̀a,

v) visco-plasticit̀a con incrudimento.

Si considera infine loschema implicitodi integrazione nel tempo che conduce ad un
modello approssimato divisco-plasticit̀a al passo finitocui si fa usualmente riferimento
negli approcci computazionali.

8.1. Plasticità perfetta

I fenomeni di deformazione plastica nei materiali metallici avvengono per ef-
fetto del movimento di difetti e dislocazioni del reticolo cristallino (vedi sezione
XII.3 (p. 521)) e si verificano in modo istantaneo.

Il flusso di deformazione plasticap ∈ D misura il tasso di deformazione plastica
che si verifica durante il processo, riferito ad un arbitrario parametro evolutivo
t ∈ 	 .

La deformazione plasticache si accumula nel processo descritto dall’evolversi del
parametrot ∈ 	 nell’intervallo I ⊂ 	 si ottiene per integrazione:

εp(I) : =
∫
I

p(t) dt .
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Il cono N = NSa
(σ) delle normali uscenti da un dominioSa di sforzi ammissibili

nel puntoσ ∈ Sa è definito dalla condizione

NSa
(σ) : =

{
p ∈ D | 〈 τ − σ , p 〉 ≤ 0 , ∀ τ ∈ Sa

}
,

Il modello costitutivo che descrive i fenomeni plastici `e detto unmodello di flusso
plastico associatose il flusso plasticop ∈ D rispetta lalegge di normalit̀a al
dominio convessoSa che definisce i campi di sforzo ammissibili (vedi fig. 8.1) e
cioè se

p(t) ∈ NSa
(σ(t)) .

Il modello costitutivoè in tal caso detto diplasticità associata(o plasticità standard).
Dalla definizione di cono normale si deduce che la legge di normalit`a equivale alla

condizione

〈 σ , p 〉 ≥ 〈 τ , p 〉 , ∀ τ ∈ Sa ,

e cioè che

〈 σ , p 〉 = max
{
〈 τ , p 〉 = �∗Sa

(p) , ∀ τ ∈ Sa

}
.

La funzione sublineare�∗Sa
, di supporto del dominioSa , è dettadissipazione plastica

E’ questo ilprincipio di Hill o principio della massima dissipazione.

Si noti che in corrispondenza di uno stato tensionaleσ ∈ Sa il flusso plastico
p ∈ D è determinato a meno di un arbitrario fattore scalare non negativo. Se il dominio
di ammissibilità Sa ha un punto angoloso inσ ∈ Sa , anche la direzione del flusso
plasticoè indeterminata, potendo variare nel cono delle normaliNSa

(σ(t)) .

Il dominio ammissibileSa è usualmente definito quale insieme di livello zero di un

funzionale di interdizionef : S �→ 	 ∪ {+∞} :

Sa = {σ ∈ S | f(σ) ≤ 0}.

L’indicatore del dominio ammissibileSa può essere dunque scritto come:

�Sa
(σ) = �R− [f(σ)] = [�	−f ](σ) ,

per cui risulta

NSa
(σ) = ∂ �Sa

(σ) = ∂[�	−f ](σ) .

Il sottodifferenziale del funzionale�	− ◦ f si calcola facendo ricorso al risultato della
proposizione 3.8 (p. 122).
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Applicando tale formula di composizione al caso in esame conm = �	− si
ottiene:

NSa
(σ) = ∂[�	− ◦ f ](σ) = ∂ �	− [f(σ)] ∂f(σ) =

=N	− [f(σ)] ∂f(σ) .

Risulta dunque

p ∈ NSa
(σ) ⇐⇒ p ∈ λ ∂f(σ) con λ ∈ ∂ �	− [f(σ)] = N	− [f(σ)] .

Il parametroλ ∈ 	 è il moltiplicatoreassociato al funzionale convesso di interdizione
f : S �→ 	 ∪ {+∞} .

Si noti che lacondizione di coniugio:

λ ∈ ∂ �R− [f(σ)] ⇐⇒ f(σ) ∈ ∂ �R+ (λ) ,

si può scrivere nella forma equivalente dicondizione di complementarietà:

λ ≥ 0 f(σ) ≤ 0 λ f(σ) = 0 .

8.2. Plasticità incrementale

Dal legame plastico associato introdotto nella sezione precedente `e possibile de-
durre le leggi che correlano il flusso plastico al tasso di variazione dello stato tensionale,
definendo cos`ı un legame diplasticità incrementale.

A tal fine si denoti con un punto sovrapposto

• la derivata da destradello stato tensionale rispetto al tempo:

σ̇(t) : = lim
τ→t+

[
σ(τ)− σ(t)

τ − t

]
.

• Si ponga qundiN = NSa
(σ) e si consideri il cono polare negativo diN :

TSa
(σ) = NSa

(σ)− : =
{
σ̇ ∈ S : 〈 σ̇ , q 〉 ≤ 0 ∀q ∈ N

}
,

cheè il cono tangente al dominioSa nel puntoσ ∈ Sa .

Assumendo che l’applicazionep : I �→ D sia continua da destra e cio`e che

p(t) = p(t+) = lim
τ→t+

p(τ) ,

si deduce il seguente risultato.
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Proposizione 8.1. Condizione di consistenza di Prager.Se il flusso plastico soddisfa
la legge di normalit̀a e la continuit̀a da destra rispetto al parametro evolutivo, allora
vale la propriet̀a di ortogonalit̀a

〈 σ̇ , p 〉 = 0 , σ̇ ∈ TSa
(σ) , p ∈ NSa

(σ) .

Dim. La condizioneσ(τ) ∈ K , ∀ τ ∈ I implica cheσ̇ ∈ TSa
(σ) . Dalle condizioni

di normalità ai tempit, τ ∈ I :

〈 σ(τ)− σ(t) , p(t) 〉 ≤ 0 ,

〈 σ(t)− σ(τ) , p(τ) 〉 ≤ 0 ,

dividendo perτ − t > 0 e passando al limite perτ → t+ si ottiene che deve essere

〈 σ̇(t) , p(t) 〉 ≤ 0 ,

〈 σ̇(t) , p(t) 〉 ≥ 0 ,

e dunque il risultato.

Si noti che lacondizione di consistenza diPrager si può porre nelle forme
equivalenti

p ∈ NT (σ̇) ⇐⇒

σ̇ ∈ NN (p) ⇐⇒

σ̇ ∈ T ; p ∈ N ; 〈 σ̇ , p 〉 = 0 ,

dove per semplicit`a siè postoN = NSa
(σ) e T = TSa

(σ) .

Nel passare dalla forma evolutiva a quella incrementale il dominio convessoSa

va quindi sostituito dal cono convessoTSa
(σ) .

Osservazione 8.1.Un modello elastico generalizzato del tipo di quello descritto `e stato
proposto per simulare il comportamento di strutture costituite da materiali elastici privi
di resistenza a trazione.

In tal caso il dominioSa ⊆ S è un cono convesso. Denotando conp ∈ D la
deformazione di fessurazione, si ha che

p ∈ NSa
(σ) ⇐⇒ σ ∈ NS−a

(p) ⇐⇒

σ ∈ Sa, p ∈ S−
a

, 〈 σ , p 〉 = 0 ,

Perfettamente analogo `e il caso di vincoli esterni di tipo unilatero.
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Si presenta ora un risultato dovuto aJ.J. Moreau [11] che fornisce uno strumento
utile per la discussione delle equazioni costitutive in plasticit`a, in viscoplasticit`a ed in
elastoplasticit`a incrementale. Il risultato `e stato rivisitato in [26] ed `e qui riformulato
con qualche modifica.

Proposizione 8.2. Decomposizione additiva.SiaH uno spazio diHilbert e siano
f : H �→ 	 ∪ {+∞} e f

∗ : H �→ 	 ∪ {+∞} due funzionali convessi e regolari, tra
loro coniugati. Si considerino quindi i funzionali

φ̂(x,a) : =
1
2
‖x− a ‖2

H + f(a) ,

ψ̂(x,b) : =
1
2
‖x− b ‖2

H + f
∗(b) .

Allora ciascuno dei problemi di minimo

φ(x) = min
a∈H

φ̂(x,a) ,

ψ(x) = min
b∈H

ψ̂(x,b) ,

ammette un’unica soluzione.
I rispettivi punti di minimo assolutoA(x),B(x) ∈ H sono detti daMoreau punti
prossimali e si scrive

A(x) = prox
f
(x) , B(x) = prox

f
∗(x) .

Per ogni x ∈ H sussiste la decomposizione additiva

x = A(x) + B(x) ,

per cui si pùo porre

φ(x) =
1
2
‖x−A(x) ‖2

H + f(A(x)) =
1
2
‖B(x) ‖2

H + f(A(x)) ,

ψ(x) =
1
2
‖x−B(x) ‖2

H + f
∗(B(x)) =

1
2
‖A(x) ‖2

H + f
∗(B(x)) .

I funzionali φ : H �→ 	 ∪ {+∞} e ψ : H �→ 	 ∪ {+∞} sono differenziabili nel
senso diFréchet e risulta

A(x) = dψ(x) , A(x) ∈ ∂f
∗(B(x)) ,

B(x) = dφ(x) , B(x) ∈ ∂f(A(x)) .
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Dim. Dalla regolarità di f : H �→ 	 ∪ {+∞} e del funzionale quadratico

q(x) : =
1
2
‖x ‖2

H ,

si deduce che entrambi sono inferiormente limitati da un funzionale affine continuo e
quindi che sussiste l’implicazione

lim
‖a ‖H→∞

φ̂(x,a) → +∞ .

La proposizione 4.4 (p. 131) assicura allora che il funzionaleφ̂(x, . ) assume un
minimo in un puntoA(x) . Tale punto `e unico in virtù della stretta convessit`a del
funzionale quadraticoq che implica quella del funzionalêφ(x, . ) .

Si osservi ora che i funzionaliφ e ψ sono definiti da inf-convoluzioni esatte.
Dalla proposizione 2.7 (p. 114) si deducono allora le seguenti propriet`a.

A(x) = prox
f
(x) ⇐⇒ x−A(x) = dq(α) , A(x) ∈ ∂f

∗(α) ,

dove α ∈ ∂φ(x) . Essendodq(α) = α le condizioni precedenti sono equivalenti a

A(x) ∈ ∂f
∗(x−A(x)) .

Tale relazione equivale a sua volta a

x−A(x) ∈ ∂f(A(x)) ,

e dunque alla condizione

A(x) = dq(β) , x−A(x) ∈ ∂f(β) ⇐⇒ x−A(x) = prox
f
∗(x) ,

dove β ∈ ∂ψ(x) . Ne segue cheB(x) = x−A(x) e quindi

A(x) ∈ ∂ψ(x) , A(x) ∈ ∂f
∗(B(x)) ,

B(x) ∈ ∂φ(x) , B(x) ∈ ∂f(A(x)) .

Rimane da mostrare che i funzionaliφ e ψ sono differenziabili nel senso diFréchet.
A tal fine si noti che dalle relazioni sottodifferenziali

φ(x)− φ(xo) ≥ ( x∗o , x− xo ) ⇐⇒ x∗o ∈ ∂φ(xo) ,

φ(xo)− φ(x) ≥ ( x∗ , xo − x ) ⇐⇒ x∗ ∈ ∂φ(x) ,

si deduce che

( x∗ , x− xo ) ≥ φ(x)− φ(xo) ≥ ( x∗o , x− xo ) ,

e cioè che

( x∗ − x∗o , x− xo ) ≥ φ(x)− φ(xo)− ( x∗o , x− xo ) ≥ 0 .

Ponendox∗ = B(x) = x−A(x) e x∗o = B(xo) = xo −A(xo) si ha dunque che

−( A(x)−A(xo) , x− xo ) + ‖x− xo ‖2
H ≥ φ(x)− φ(xo)− ( x∗o , x− xo ) ≥ 0 .

La differenziabilità di φ segue allora dalla diseguaglianza

( A(x)−A(xo) , x− xo ) ≥ 0 ,

che esprime la monotonia del legame sottodifferenziale∂ψ .
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Osservazione 8.2.Si osservi che la differenziabilit`a dei funzionaliφ e ψ è una diretta
conseguenza della formula di sottodifferenziazione di una inf-convoluzione esatta. Si
ha infatti che

∂φ(x) = dq(B(x)) ∩ ∂f(A(x)) = {B(x)} ∩ ∂f(A(x)) = {B(x)} ,

in quantoB(x) ∈ ∂f(A(x)) . Da tale dimostrazione non si evince per`o la differenzi-
abilità nel senso diFréchet.

8.3. Viscoplasticità

Il comportamento viscoso `e caratteristico di materiali metallici ad alte temperature
e dei materiali polimerici e degli aggregati a temperature ambiente.

Il flusso viscosop ∈ D è la derivata temporale della deformazione viscosa.
Al contrario di quanto visto per il flusso plastico, il flusso viscoso `e univocamente
determinato se `e noto lo stato tensionale. La legge di viscosit`a si scrive in generale
nella forma

p =
1
τ

dφ(σ) ,

dove

• φ : S �→ 	 è il potenziale viscoplasticoadimensionale, convesso e differenziabile
e

• τ > 0 è il tempo di rilassamentodel materiale.

Un comportamento viscoplastico `e caratterizzato dal fatto che le deformazioni viscose
hanno luogo quando lo stato tensionale supera un valore di soglia. Con opportune
scelte del potenziale viscoplastico, la formula precedente si specializza nelle leggi di
viscoplasticità proposte daPerzyna [8] e daDuvaut eLions [16].

Modello diDuvaut eLions.
Nella legge di viscosit`a si assuma il potenziale viscoplastico

φ(σ) : = inf
τ∈Sa

1
2
‖σ − τ ‖2

C
.

Si applichi quindi il risultato della proposizione 8.2 ai potenziali

φ(σ) = min
τ∈S

{1
2
‖σ − τ ‖2

C
+ �Sa

(τ )
}

,

ψ(σ) = min
s∈S

{1
2
‖σ − s ‖2

C
+ �∗Sa

(s)
}

.

Adottando quale prodotto interno inS quello in energia dell’operatore di cedevo-
lezza elasticaC : S �→ D :

( σ , τ )C : = 〈 Cσ , τ 〉 ,
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si ottiene che

φ(σ) =
1
2
‖σ −Π(σ) ‖2

C
,

ψ(σ) =
1
2
‖σ −ΠC(σ) ‖2

C
+ �∗Sa

(ΠC(σ)) ,

con dφ(σ) = C
[
σ −Π(σ)

]
.

Si perviene cos`ı alla legge di viscosit`a introdotta daDuvaut eLions in [16].

p =
1
τ

C
[
σ −Π(σ)

]
,

dove Π : S �→ S è il proiettore ortogonale sul convessoSa ⊂ S in energia di
C : S �→ D e ΠC : S �→ S è il proiettore complementare.

Modello diPerzyna.
Si consideri ora il potenziale viscoplastico

φ(σ) : = (m ◦ g)(σ) ,

con la funzione diYoung m : 	 �→ 	+ data da

m(α) : =

{
0 , se α < 0 ,

1
2 α2 , se α ≥ 0 ,

e g : S �→ 	 ∪ {+∞} funzionale adimensionale, convesso e differenziabile.
Applicando la regola di derivazione a catena si perviene alla legge di viscosit`a
proposta daPerzyna in [8]

p =
1
τ
〈 g(σ) 〉 dg(σ) ,

dove laparentesi diMacaulay 25 è la funzione a rampa definita da

〈α 〉 =
{ 0 se α < 0 ,

α se α ≥ 0 .

Osservazione 8.3.Si noti che ponendo

g(σ) = ‖σ −Π(σ) ‖C = inf
τ∈Sa

‖σ − τ ‖C ,

il potenziale viscoplasticoφ(σ) : = (m ◦ g)(σ) assume l’espressione

inf
τ∈Sa

1
2
‖σ − τ ‖2

C
=

1
2
‖σ −Π(σ) ‖2

C
.

Dunque il modella proposto daDuvaut e Lions è un caso particolare di quello
formulato daPerzyna.

25 Francis Sowerby Macaulay (1862-1937) Matematico inglese che ha portato importanti con-
tributi alla geometria algebrica. Nel 1916 pubblic`o l’operaThe algebraic theory of modular systems.
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8.4. Un modello generale

E’ possibile formulare un modello generale che consente di trattare in modo uni-
tario i tre tipi di comportamento costitutivo viscoplastico, viscoso e perfettamente plas-
tico. A tal fine si assegnino

• un criterio di plasticizzazionedefinito da un funzionaleY : S �→ 	 ∪ {+∞}
convesso, continuo e nullo nell’origine,

• uno scalarek ∈ 	 che definisce lasoglia di plasticizzazione,

• unafunzione di flusso
m : 	 �→ 	 ∪ {+∞} ,

convessa, monotona ed identicamente nulla su	− ,

• un funzionale di interdizione

g : S �→ 	 ∪ {+∞} ,

che con il suo insieme di livello zero definisce il dominio elastico ed `e pari alla
differenza tra il funzionaleY ed il valore di sogliak :

g(σ) = Y (σ)− k .

Il potenziale di legame si esprime dunque come composizione del funzionale di
interdizione e della funzione di flusso:

φ(σ) = (m ◦ g)(σ).

La legge di scorrimento viscoplastico si scrive pertanto

p ∈ ∂φ(σ) = ∂(m ◦ g)(σ) = ∂m [g(σ)] ∂Y (σ) .

La formulazione dei problemi di viscoplasticit`a in termini cinematici richiede di
effettuare l’inversione della relazione costitutiva e quindi di valutare il funzionale di
dissipazione viscoplastica:

φ
∗(p) = (m ◦ g)∗(p) ,

cheè il coniugato del potenziale viscoplasticoφ .
La relazione inversa si scrive

σ ∈ ∂φ
∗(p) = ∂(m ◦ g)∗(p) .
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L’espressione del funzionale(m ◦ g)∗ in termini dei coniugati dim e g è fornita
dalla relazione [39]

(m ◦ g)∗(p) = inf
α
{m∗(α) + �∗epig(p,−α)} ,

dove il funzionale di supporto dell’epigrafo dig è dato da

�∗epig(p,−α) =


α g

∗
(p

α

)
, seα > 0 ,

�∗domg(p), seα = 0 ,

+∞, seα < 0 .

Sussiste dunque la formula

φ
∗(p) = (m ◦ g)∗(p) = inf

α≥0

m
∗(α) +


α g

∗
(p

α

)
, seα > 0 ,

�∗domg(p), seα = 0 .


Le tre tipologie di comportamento costitutivo, viscoplastico, viscoso e perfetta-

mente plastico, possono essere simulate definendo opportunamente il valore di soglia
k e la funzione di flussom .

A titolo di esempio nelle figure seguenti sono schematicamente rappresentati

• il funzionale di interdizioneg : S �→ 	 ∪ {+∞} ,

• il funzionale di dissipazione viscoplasticaφ : D �→ 	 ∪ {+∞} ,

• la funzione di flussom : 	 �→ 	 ∪ {+∞} ,

• ed il legame costitutivo per le tre tipologie di comportamento costitutivo, visco-
plastico, viscoso allaNorton-Hoff e perfettamente plastico.

Il comportamentoviscoplasticosi ottiene assumendo un valore di soglia positivo
k > 0 .

Lo scorrimento viscosoalla Norton-Hoff si ottiene ponendok = 0 e quindi
g = Y .

Lo scorrimento perfettamente-plasticosi ottiene ponendok > 0 ed assumendo
come funzione di flusso l’indicatore di	− .

Nelle rappresentazioni schematiche si `e considerato un funzionale di plasticizzazione
Y : S �→ 	 ∪ {+∞} sublineare, come avviene nel caso del criterio divon Mises
(vedi sezione XIII.4.2.2 (p. 562)).
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Lo scorrimento visco-plasticosi simula ponendok > 0 (figg.8.1,8.2).

σ

φ*g

σ

m

α σ

ε.

k

Fig. 8.1

φ

ε.

m*

β

g*

ε.k

σ

ε.

Fig. 8.2



III – ELASTICITA’ GENERALIZZATA 167

Lo scorrimento viscosoalla Norton-Hoff si simula ponendok = 0 e quindi
g = Y (figg.8.3,8.4).
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Lo scorrimento perfettamente-plasticosi simula ponendok > 0 ed assumendo come
funzione di flusso l’indicatore di	− (figg.8.5,8.6).
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8.5. Elastoplasticità incrementale

Il comportamento di molti materiali metallici a temperatura ambiente `e descritto
in modo sufficientemente accurato, nell’ambito della teoria linearizzata, da un modello
elastoplastico incrementale in cui il tasso di deformazione totaleε̇ ∈ D è somma di
una parte elasticȧe ∈ D e di una parte plasticap ∈ D :

ε̇ = ė + p .

Si noti esplicitamente che un punto sovrapposto denota la derivata temporale da destra
e che il flusso plastico `e assunto continuo da destra.

• La velocità di deformazione elastica `e legato al tasso di variazione dello stato
tensionaleσ̇ ∈ S dalla legge elastica lineare e definita positiva:

ė = Cσ̇ .

• Il flusso plasticop ∈ D è legato al tasso di variazione dello stato tensionale
σ̇ ∈ S dalla legge di consistenza diPrager

p ∈ NT (σ̇) = ∂ �T (σ̇) .

Per poter applicare i risultati della proposizione 8.2 (p. 161) si doti lo spazio delle
deformazioniD del prodotto scalare definito dalla forma bilinerare dell’energia elastica

( e1 , e2 )
E

: = 〈 Ee1 , e2 〉 , ∀ e1, e2 ∈ D .

Si consideri quindi il cono tangenteTC al convessoCSa ⊂ D nel puntoe ∈ D . La
legge diPrager si può allora riscrivere

p ∈ NTC(σ̇) = ∂E �TC (ė) .

Il simbolo sottodifferenziale∂E ricorda che nel valutare la pendenza del minorante
affine si deve considerare il prodotto interno in energia elastica, cos`ı che per un fun-
zionale convessof : D �→ 	 ∪ {+∞} si ha:

∂Ef(ė) ⇐⇒ f(η)− f(ė) ≥ 〈 Eη −Eė , p 〉 = ( η − ė , p )
E

.

La proposizione 8.2 (p. 161) mostra allora che la decomposizione della deformazione
totale ε̇ ∈ D nella somma della parte elasticaė ∈ D e di quella plasticap ∈ D è
governata dai potenziali

φ(ε̇) =
1
2
‖p ‖2

C
+ f(ė) = min

η∈D

{1
2
‖ ε̇− η ‖2

E
+ �TC(η)

}
,

ψ(ε̇) =
1
2
‖ ė ‖2

C
+ f

∗(p) = min
δ∈D

{1
2
‖ ε̇− δ ‖2

E
+ �NC

(δ)
}

.
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Nelle espressioni dei potenzialiφ e ψ :

• �TC è la funzione indicatrice del cono convessoTC tangente nel puntoe ∈ D
al dominio di ammissibilit`a CSa ⊂ D delle deformazioni elastiche,

• �∗TC = �NC
è la funzione di supporto del cono convessoTC cheè anche la

funzione indicatrice del cono convessoNC normale nel puntoe ∈ D al dominio
di ammissibilità CSa ⊂ D delle deformazioni elastiche:

�∗TC(p) : = sup
{

( η , p )
E
| η ∈ TC

}
= �NC

=

{
0 , se p ∈ NC ,

+∞ , se p ∈ NC .

Si noti che risulta

�∗TC(p) = �∗T (p) = sup
{
〈 τ̇ , p 〉 | τ̇ ∈ T

}
.

Sussistono in definitiva le propriet`a

ė = dψ(ε̇) , ė ∈ ∂ �NC
(p) ,

p = dφ(ε̇) , p ∈ ∂ �TC (ė) .

Si noti che

Le espressioni dei potenzialiφ e ψ mostrano che le aliquote elastica e plastica del
tasso di deformazione totalėε ∈ D si ottengono mediante proiezioni ortogonali
in energia elastica rispettivamente sul cono tangenteTC e sul cono normaleNC

al dominio elasticoCSa nello spazio delle deformazioni.

Le proprietà di proiezione forniscono un criterio sul quale basare un algoritmo iterativo
che consenta di effettuare la decomposizione del tasso di deformazione totale.

La decomposizione di̇ε ∈ D nella somma di una parte elasticaė ∈ D e di una
parte plasticap ∈ D è caratterizzata dalle propriet`a di complementariet`a

ε̇ = ė + p , ė ∈ TC , p ∈ NC , ( ė , p )
E

= 0 ,

che equivalgono a

ε̇ = ė + Cσ̇ , σ̇ ∈ T , p ∈ N , 〈 σ̇ , p 〉 = 0 .

Osservazione 8.4.Se la superficie del dominio elasticoSa è regolare, alla decompo-
sizione del tasso di deformazione totale nelle aliquote elastica e plastica si perviene con
la seguente semplice procedura. Sian un vettore normale al dominioCSa ed avente
norma unitaria in energia elastica:( n , n )

E
= 1 . Allora

• se ( ε̇ , n )
E
≤ 0 allora ė = ε̇ , p = o ,

• se ( ε̇ , n )
E

> 0 allora p = ( ε̇ , n )
E

n , ė = ε̇− p .



III – ELASTICITA’ GENERALIZZATA 171

8.5.1. Principi variazionali in elastoplasticità incrementale

Della famiglia dei dieci funzionali della sezione 6.2 (p. 149) si considerino i
funzionali

P2(σ̇) = −ϕ
∗(σ̇) + γ

∗(B
′
σ̇) ,

P3(u̇) = ϕ(Bu̇)− γ(u̇) ,

che rapprentano l’energia potenziale e l’energia complementare generalizzate del pro-
blema elastoplastico incrementale.

Si ponga quindi

ϕ(Bu̇) =
∫
Ω

ψ(Bu̇) dv =
1
2

∫
Ω

‖Bu̇−p(Bu̇) ‖2
E

dv =
1
2

∫
Ω

σ̇(Bu̇) . ė(Bu̇) dv .

dove

• p(Bu̇) è la parte plastica del tasso di deformazioneBu̇ ,

• ė(Bu̇) = Bu̇− p̂(Bu̇) è la parte elastica del tasso di deformazioneBu̇ ,

• σ̇(Bu̇) = E (Bu̇− p̂(Bu̇)) è il tasso di stato di sforzo.

Sostituendo tali espressioni nel funzionaleP3(u̇) si deduce che la soluzione del prob-
lema elastoplastico incrementale in termini di campi di velocit`a si ottiene dal problema
di estremo del funzionale convesso

ϕ(Bu̇)− γ(u̇) = min
v̇∈V

[
ϕ(Bv̇)− γ(v̇)

]
,

cheè noto comeprincipio di Greenberg.

Dualmente la soluzione in termini di stato tensionale si ottiene dall’espressione
del potenzialeψ∗ complementare diψ :

ψ
∗(σ̇) =

1
2
‖ σ̇ ‖2

E
+ �N (σ̇) .

Ponendo

ϕ
∗(σ̇) =

∫
Ω

ψ
∗(σ̇) dv =

1
2

∫
Ω

‖ σ̇ ‖2
E

dv + �N (σ̇) ,

e sostituendo nel funzionaleP2(σ̇) si perviene al problema di estremo

−ϕ
∗(σ̇) + γ

∗(B
′
σ̇) = max

τ̇∈T

[
−ϕ

∗(τ̇) + γ
∗(B

′
τ̇)

]
,

cheè noto comeprincipio di Prager-Hodge.
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9. ALGORITMI SOLUTIVI

Si consideri un problema strutturale in cui il legame, che ad un sistema di forze
f ∈ F agente sulla struttura associa l’insieme dei cinematici conformiu ∈ L che sono
soluzioni del problema, sia caratterizzato da unarelazione non lineareed eventualmente
multivocaC : F �→ V del tipo

u ∈ C(f) = Co[f ] + M(f) ,

dove le parentesi quadre[ ] denotano una dipendenza lineare dall’argomento.

Il legameè quindi somma di

• un operatore dicedevolezza elasticaCo ∈ L
{
F ; V

}
lineare, continuo e definito

positivo:

〈 Co[f ] , f 〉 > 0 , ∀ f ∈ F \ {o} ,

• e di un operatorecedevolezza elasticaM : F �→ V multivoco, monotono massi-
male, strettamente monotonoeconservativo:

〈 f2 − f1 , M(f2)−M(f1) 〉 ≥ 0 , ∀ f1, f2 ∈ F ,

〈 f − fo , u−M(fo) 〉 ≥ 0 ∀ fo ∈ domM ⇒ u ∈ M(f) ,

u ∈ M(f1) ∩M(f2) ⇒ f1 = f2 .

Si noti che, con un abuso di notazione, si `e denotato con lo stesso simboloM(f)
anche un qualsiasi elemento di tale insieme.

• L’operatore multivocoM : F �→ V è pertanto l’operatore sottodifferenziale di
un potenzialeφ∗ : F �→ 	 ∪+∞ strettamente convesso

M(f) = ∂φ
∗(f) ∀ f ∈ dom

∗
φ .

Si ricordi che, assumendoφ∗(f) = +∞ se f ∈ domφ
∗ , il sottodifferenziale diφ∗

in fo ∈ F è definito da

∂φ(fo) : =


{uo ∈ V | φ

∗(f)− φ
∗(fo) ≥ 〈 f − fo , uo 〉 ∀ f ∈ F} sefo ∈ domφ

∅ sefo ∈ domφ
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L’operatore multivocoM : F �→ V gode pertanto delle seguenti propriet`a.

• L’immagine M(f) di ogni f ∈ domM è un convesso inV .

• L’operatore lineare dicedevolezza elasticaCo ∈ L
{
F ; V

}
fornisce la parte

elastica della risposta strutturale,

• l’operatore multivoco dicedevolezza anelasticaM : V �→ F caratterizza invece
la risposta anelastica.

La risposta totaleu ∈ V è quindi somma di

• una parte elasticaue ∈ V e

• una parte anelasticaup ∈ V :

u = ue + up ,

 ue = Co[f ] ,

up ∈ M(f) .

La stretta monotonia dell’operatore multivocoM : F �→ V equivale alla stretta con-
vessità del potenzialeφ∗ : F �→ 	 ∪ {+∞} .

Dunque

• il potenziale φ : V �→ 	 ∪ {+∞} coniugato di φ : F �→ 	 ∪ {+∞} è
differenziabile,

• l’ operatore di rigidezzaK = C−1 = dφ
∗ : V �→ F è univoco.

Pertanto il problema non lineare `e espresso dall’equazione

K(u) = f .

9.1. Teoremi di confronto

E’ importante stabilire una catena di diseguaglianze che fornisce limitazioni infe-
riori e superiori alla pendenza media della risposta non lineare.

A tal fine si introducano le notazioni:

‖ f ‖2
Co

= 〈 Cofo , fo 〉 ,

‖u ‖2
Ko

= 〈 Kouo , uo 〉 ,

dove Ko = C−1
o

è larigidezza elastica.
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Se la coppia{f ,u} corrisponde ad un punto del grafico del legame e cio`e se

u ∈ C(f) ,

allora si può scrivere
f = Ko [ue] = Ko [u− up] ,

e quindi si ha che

〈 f , u 〉 = 〈 Koue , u 〉 = 〈 Ko[u− up] , u 〉 = ‖u ‖2
Ko

− 〈 Kou , up 〉 .

Osservando che
Kou = f + Koup ,

si ottiene infine l’eguaglianza

〈 f , u 〉 = ‖u ‖2
Ko

− ‖up ‖
2
Ko

− 〈 f , up 〉 .

Analogamente ponendo:
u = Cof + up ,

si ottiene che
〈 f , u 〉 = 〈 f , Cof + up 〉 ,

e quindi l’eguaglianza

〈 f , u 〉 = ‖ f ‖2
Co

+ 〈 f , up 〉 .

In base a tali semplici risultati, se{f1,u1} e{f2,u2} sono due punti distinti del grafico
del legame, risulter`a:

〈 f2 − f1 , u2 − u1 〉 = ‖u2 − u1 ‖
2
Ko

− ‖up2 − up1 ‖
2
Ko

− 〈 f2 − f1 , up2 − up1 〉 ,

〈 f2 − f1 , u2 − u1 〉 = ‖ f2 − f1 ‖
2
Co

+ 〈 f2 − f1 , up2 − up1 〉 .

Il legame anelasticoM che af fa corrispondereup è monotono, per cui risulta

〈 f2 − f1 , M(f2)−M(f1) 〉 = 〈 f2 − f1 , up2 − up1 〉 ≥ 0 .

Si può concludere che sussiste la seguente catena di diseguaglianze

‖ f2 − f1 ‖
2
Co

≤ 〈 f2 − f1 , u2 − u1 〉 ≤ ‖u2 − u1 ‖
2
Ko

.
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9.2. Metodo iterativo

La soluzione del problema strutturale non lineare pu`o essere perseguita con un
metodo iterativobasato sulla ricerca delpunto fissodi unalgoritmo.

Per ogni dato sistema di forze ammissibilef ∈ F sia Af : V �→ V l’ algoritmo
ed i l’indice del generico ciclo di iterazione.

Il metodo iterativoassociato all’algoritmoA : V �→ V è espresso dallarelazione
di ricorrenza

ui+1 = Af (ui) ,

ed esplicitamente

u0 = Cof ,

{
f −K(ui) = ri

ui+1 − ui = Ci ri

i = 1, . . . + ∞ .

dove

• Co : F �→ V è l’operatore dicedevolezza elastica, lineare, continuo e definito
positivo,

• Ci : F �→ V è l’operatore dicedevolezza di iterazionerelativa al cicloi−esimo,
lineare, continuo e definito positivo,

• ri è il residuo al cicloi−esimo.

L’ algoritmoconverge se, all’aumentare del numero di iterazioni, il residuo tende
ad annullarsi.

Si introduca ora la seguente definizione.

Un operatoreKs : V �→ F di rigidezza secantesoddisfa la propriet`a

Ks[ui+1 − ui] = K(ui+1)−K(ui) .

La corrispondentecedevolezza secanteCs = K−1
s

: F �→ V gode della propriet`a

Cs[fi+1 − fi] = M(fi+1)−M(fi) .

In virtù della catena di diseguaglianze dimostrata nella sezione 9.1 si pu`o affermare che
valgono le relazioni:

Cs ≥ Co ,

Ks ≤ Ko .
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9.3. Convergenza dell’algoritmo

In base alla definizione dellarigidezza secanteKs si ha che

ri+1 − ri = −K(ui+1) + K(ui) = −Ks[ui+1 − ui] = −KsCi ri = −Airi

dove siè postoAi = KsCi.

Si definisca ora lanorma del residuoin energia della cedevolezza di iterazione

‖ ri ‖
2 = 〈 ri , Ciri 〉

e si osservi che

‖ ri+1 ‖
2 = ‖ ri+1 − ri ‖

2 + ‖ ri ‖
2 + 2 ∗ 〈 ri+1 − ri , Ci ri 〉.

Ora risulta

‖ ri+1 − ri ‖
2 =‖Ai ri ‖

2 = 〈 Airi , CiAi ri 〉 ,

〈 ri+1 − ri , Ci ri 〉 =− 〈 KsCi ri , Ci ri 〉 = −〈 Airi , Ci ri 〉 .

Dunque

‖ ri+1 ‖
2 = ‖ ri ‖

2 + 〈 Ai ri , Ci Ai ri 〉 − 2 ∗ 〈 Ai ri , Ci ri 〉 =

= ‖ ri ‖
2 + 〈 (Ci Ai − 2Ci)ri , Ai ri 〉 =

= ‖ ri ‖
2 + 〈 (Ci − 2CiAi

−1)Ai ri , Ai ri 〉 =

= ‖ ri ‖
2 + 〈 (Ci − 2Cs)Ai ri , Ai ri 〉 ,

dove siè fatto ricorso alla relazione

Ai
−1 = C−1

i
Cs .

Dunque risulta certamente

‖ ri+1 ‖
2

< ‖ ri ‖
2
,

se la differenza tra2Cs e Ci è definita positiva, ovvero, in
simboli, se

Ci < 2Cs .

Condizione
sufficiente
di convergenza

Essendo poiCs ≥ Co la condizione di convergenza sar`a soddisfattaa fortiori se

Ci < 2Co ≤ 2Cs .
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V – TRAVATURE PIANE

Questo capitolo `e dedicato alla presentazione del metodo di calcolo automatico
di strutture composte da travi, dette pertantotravature. Per semplificare l’esposizione,
l’analisi è sviluppata con riferimento atravature pianecomposte da travi ad asse ret-
tilineo ed a sezione costante. Il metodo esposto `e però del tutto generale e quindi
direttamente estendibile al caso generale di travature spaziali anche ad asse curvo.
La prima sezione `e dedicata alla presentazione degli elementi di base della teoria
dell’interpolazione lineare che vengono richiamati nella seconda sezione pi`u specifica-
mente dedicata alla illustrazione della implementazione del metodo degli spostamenti
per letravature piane.

1. INTERPOLAZIONE

Nella soluzione approssimata di problemi di Fisica Matematica si fa usualmente
ricorso a metodologie di interpolazione che consentono di riformulare il problema origi-
nario in un contesto che rende pi`u agevole la trattazione. Un problema di interpolazione
è caratterizzato da

• uno spazio lineare di funzioni da interpolare,

• un sottospazio lineare difunzioni di formache rappresentano gli oggetti con cui
interpolare,

• un insieme di condizioni lineari che definiscono il criterio di interpolazione.

Perchè un problema di interpolazione sia ben formulato `e necessario che, nella scelta
delle funzioni di forma e delle condizioni cui esse debbono obbedire, vengano rispettate
regole precise che assicurano l’univocit`a della determinazione del campo interpolante
un ente vettoriale.

Nel seguito si conduce una analisi del problema della interpolazione lineare e si
fornisce la dimostrazione dei principali risultati.

Un problema di interpolazione lineare, che si denota con la siglaPIL , viene
usualmente formulato ponendo il seguente quesito.

Dato uno spazio lineareVh di dimensione finitan generato da un insieme di
funzioni di forma {vi} con i = 1, · · · , n , si individui la funzionevh ∈ Vh che
soddisfa assegnate condizioni lineari.
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Per chiarezza espositiva la trattazione parte dal considerare alcuni semplici es-
empi che introducono alla visione generale della questione. Gli esempi verranno dis-
cussi nella sezione 1.7 (p. 191) sulla base dei risultati della teoria sviluppata in questo
capitolo.

Esempio 1 – Determinare il polinomio di2◦

grado nella variabile x con assegnati valori
agli estremi dell’intervallo[−1,+1] ed assegnata
derivata perx = −1 .

Esempio 2 – Determinare il polinomio di2◦

grado nella variabilex che assume nell’intervallo
[−1,+1] assegnati valori agli estremi ed un asse-
gnato valor medio.

Esempio 3 – Determinare il polinomio di2◦

grado nella variabilex che assume assegnati valo-
ri agli estremi dell’intervallo[−1,+1] ed un asse-
gnato valore della derivata perx = 0 .

Nel quadro a fianco sono
riportati tre esempi elemen-
tari di PIL . Da essi si parte
per svolgere alcune conside-
razioni generali che moti-
vano lo sviluppo della teoria.

Per introdurre la trattazione generale deiPIL è conveniente far riferimento ai sem-
plici problemi su esposti per mostrare come una diversa interpretazione degli elementi
e delle condizioni che ivi compaiono consenta di inquadrare la problematica in modo
più chiaro ed esauriente. A tal fine si premettono alcune osservazioni che gradualmente
conducono alla formalizzazione del problema.

Sia C1(I) lo spazio delle funzioni continue con la derivata prima nell’intervallo
I = [−1,+1] .

L’insieme dei polinomi di2◦ gradoè un sottopazio lineare tridimensionale di
C1(I) che si denota con il simboloP2(I) .

Una base diP2(I) è costituita dai monomi{1, x, x2} .

Lo spazioP2(I) è quello in cui si ricerca la funzione che soddisfa le condizioni
lineari assegnate nei tre esempi precedenti.

Per indagare circa l’esistenza e l’unicit`a della soluzione di unPIL è conveniente
riformularlo facendo ricorso al concetto di dualit`a.

L’idea è quella di interpretare le condizioni lineari come valori assunti da assegnati
funzionali lineari.

Un PIL è quindi definito da una coppia di sottospazi lineari, uno generato dalle
funzioni di forma e l’altro generato dai funzionali lineari corrispondenti alle condizioni
lineari imposte.

Il PIL considerato nell’esempio1 può infatti essere riformulato come segue:
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Si considerino i funzionali lineari{fi , i = 1, 2, 3} che
campionano rispettivamente il valore delle funzioni di C1(I)
nei punti x = −1 e x = +1 e quello della loro derivata nel
punto x = 0 . Il PIL consiste nel ricercare una soluzione
del problema lineare

fi(vh) = ci , i = 1, · · · , 3 ,

dove

• vh ∈ P2(I) è un polinomio di2◦ grado e

• ci , i = 1, 2, 3 sono scalari assegnati.

Formulazione del
PIL in termini di
funzionali lineari

I termini noti ci possono essere interpretati come valori assunti dai funzionali
lineari fi in corrispondenza di una funzionev ∈ C1(I) che

• assume i valoric1 e c2 rispettivamente inx = −1 e x = +1 ,

• ha derivata pari ac3 per x = 0 .

Dunque assegnare gli scalarici equivale a considerare una siffatta particolare funzione
v ∈ C1(I) .

Il PIL si pone allora come segue.

Assegnata una funzionev ∈ C1(I) , determinare il poli-
nomio vh ∈ P2(I) tale che

fi(vh) = fi(v) , i = 1, 2, 3 ,

ovvero, in modo equivalente, tale che

fh(vh) = fh(v) , ∀ fh ∈ Fh ,

dove Fh è il sottospazio lineare generato dai funzionali
{fi , i = 1, 2, 3} .

Formulazione del
PIL in termini
variazionali

Il polinomio vh ∈ P2(I) è il polinomio interpolantela funzione v ∈ C1(I)
rispetto alle condizioni lineari descritte dal sottospazio lineareFh .

Questa ultima formulazione suggerisce quale sia il quadro formale pi`u conveniente per
porre unPIL .

Nel seguito si espone la teoria fornendo forme alternative del problema che ne
consentono interessanti interpretazioni geometriche. L’analisi viene dapprima condotta
nel contesto di spazi di dimenzione infinita e quindi specializzata al caso di dimensione
finita cheè classicamente considerato nelle trattazioni di tipo computazionale.
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Vengono affrontate e discusse le questioni di esistenza ed unicit`a del problema nel
caso generale, fornendo condizioni di tipo insiemistico e di tipo variazionale.

Tali condizioni sono quindi specializzate aiPIL in dimensione finita con la
definizione dellematrici di Haar. Si svolge infine la trattazione dei classicipoli-
nomi diHermite in termini di basi duali.

1.1. Interpolazione lineare

Si definisce dapprima il contesto astratto in cui porre il problema. L’ambiente `e
il pi ù generale che consente di affrontare per via matematica la discussione di questo
problema e della maggioranza dei problemi di interesse in Fisica Matematica.

Il concetto informatore `e quello della dualit`a che accoppia due spazi vettoriali.

L’idea è quella di assumere l’esistenza di unainterazionetra i due spazi che
preservi la linearit`a e consenta diindentificareperfettamente un qualsiasi vettore,
di ciascuno dei due spazi, sulla base della conoscenza della sua interazione con
ogni vettore dell’altro spazio.

Dal punto di vista matematico questo significa che sul prodotto cartesiano dei
due spazi `e definita una forma bilineare i cui valori rappresentano le determinazioni
dell’interazione.

In virtù della linearità, la propriet`a di identificazione `e garantita dall’essere tale
forma non degenere.

Le definizioni formali sono le seguenti.

Si considerino uno spazio diHilbert V ed il suo dualeF . La dualità definisce
unaforma bilineare non degenere〈 · , · 〉 sul prodotto cartesianoV × F .

Infatti sussistono le propriet`a

〈 f , v 〉 = 0 , ∀v ∈ V ⇒ f = 0 ,

〈 f , v 〉 = 0 , ∀ f ∈ F ⇒ v = 0 .

La primaè banale, la seconda si dimostra ricorrendo al teorema diHahn-Banach
(vedi Tomo I, sezione II.3 (p. 191)), se lo spazioV è uno spazio diBanach, o anche
al teorema diRiesz, se lo spazioV è uno spazio diHilbert.

Le implicazioni precedenti equivalgono allaproprietà di identificazionein quanto

〈 f1 , v 〉 = 〈 f2 , v 〉 , ∀v ∈ V ⇒ f1 = f2 ,

〈 f , v1 〉 = 〈 f , v2 〉 , ∀ f ∈ F ⇒ v1 = v2 .
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1.2. Sottospazi interpolanti

Si consideri una coppia di sottospazi lineari chiusiVo ⊂ V e Fo ⊂ F .
I sottospaziVo ⊂ V e Fo ⊂ F sono dettisottospazi lineari duali interpolantiin

V × F se sono soddisfatte le seguenti propriet`a tra loro equivalenti.

proprietà di identificazione

proprietà di complementarietà

proprietà di proiezione

proprietà di isomorfismo quoziente

1.2.1. Proprietà di identificazione

I sottospazi lineari chiusiVo ⊂ V e Fo ⊂ F godono della propriet`a di identifi-
cazione se

〈 fo , vo 〉 = 0 , ∀vo ∈ Vo ⇒ fo = 0 ,

〈 fo , vo 〉 = 0 , ∀ fo ∈ Fo ⇒ vo = 0 .

Tale caratterizzazione di una coppia di sottospazi duali interpolanti consiste nel
richiedere che i sottospazi godano della propriet`a di identificazione peculiare della
dualità.

1.2.2. Proprietà di complementarietà

I sottospazi lineari chiusiVo ⊂ V e Fo ⊂ F godono della

• proprietà di complementarietà se

• Vo ⊂ V e F⊥
o
⊂ V sonosupplementari topologici, cioè se sussiste la relazione

(vedi Tomo I, sezione IV.14 (p. 485))

V = Vo ⊕F⊥
o

,

ovvero, per definizione dell’operazione⊕ di somma diretta di due sottospazi
lineari, se

V = Vo + F⊥
o

e Vo ∩ F
⊥
o

= {o} .

Sussiste la seguente equivalenza.
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Proposizione 1.1. La propriet̀a di complementarietà è caratterizzata dalle proprietà
equivalenti

V = Vo ⊕F⊥
o

, ⇐⇒ F = Fo ⊕ V
⊥
o

.

Dim. Dalla relazioneV = Vo + F⊥
o

, prendendo i complementi ortogonali, si ha che

{o} = V
⊥
o
∩ Fo ,

in quantoF⊥⊥
o

= Fo = Fo . Dalla relazioneVo∩F
⊥
o

= {o} , prendendo i complementi

ortogonali, ed osservando che la sommaV
⊥
o

+ Fo è un sottospazio lineare chiuso in

quanto tale `e la sommaVo +F⊥
o

dei rispettivi complementi ortogonali (vedi [1]), si ha
che

V
⊥
o

+ Fo = F .

DunqueF = Fo ⊕ V
⊥
o

. L’implicazione inversa si dimostra in modo simmetrico.

E’ immediato verificare che anche le seguenti propriet`a possono essere assunte per
definire la complementariet`a di Vo e Fo

F = Fo + V
⊥
o

V = Vo + F⊥
o

,

ovvero
Vo ∩ F

⊥
o

= 0

Fo ∩ V
⊥
o

= 0.

Tali ultime relazioni mostrano che la complementariet`a e la identificabilità sono pro-
prietà equivalenti.

1.2.3. Proprietà di proiezione

I sottospazi lineari chiusiVo ⊂ V e Fo ⊂ F godono dellaproprietà di proiezione
se esistono due proiettoriP : V �→ Vo e Q : F �→ Fo tali che

v −Pv ∈ F⊥
o

,

f −Qf ∈ V
⊥
o

.

ovvero, esplicitamente

〈 fo , v 〉 = 〈 fo , Pv 〉 , ∀ fo ∈ Fo ,

〈 f , vo 〉 = 〈 Qf , vo 〉 , ∀vo ∈ Vo .

E’ evidente che la propriet`a di complementariet`a vale se e solo se vale la propriet`a di
proiezione con proiettoriP e Q univocamente definiti.

I vettori Pv e Qf sono gliinterpolantidi v e f .
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1.2.4. Proprietà di isomorfismo quoziente

I sottospazi lineariVo ⊂ V e Fo ⊂ F godono della propriet`a di isomorfismo
quozientese la corrispondenza che ad ogni vettore divo ∈ Vo associa la classe di

equivalenzavo + F⊥
o
∈ V/F⊥

o
è un isomorfismo e cio`e una corrispondenza lineare e

biunivoca.
Le seguenti propriet`a sono equivalenti

Vo è isomorfo aV/F⊥
o

,

Fo è isomorfo aF/V
⊥
o

.

Considerando i sottospazi lineari chiusiVo e Fo quali spazi diHilbert, sianoV ′
o

e
F′

o
i rispettivi spzi duali. Si ha allora che [1]

F′
o

è isomorfo aV/F⊥
o

,

V ′
o

è isomorfo aF/V
⊥
o

.

Dunque la propriet`a di isomorfismo quoziente equivale ad assumere che sussistano le
relazioni

Vo è isomorfo aF′
o
,

Fo è isomorfo aV ′
o
.

Osservazione.Fissato uno dei due sottospazi,Vo o Fo , si possono determinare
infinite coppie duali interpolanti.

1.3. Interpolazione in spazi non finitamente generabili

Si può ora porre il quesito che costituisce la formulazione generale di unPIL e
svolgere la discussione delle relative condizioni di esistenza ed unicit`a della soluzione.

Il sottospazio lineare generato dalle funzioni di forma e quello generato dai fun-
zionali lineari che definiscono le condizioni di interpolazione possono essere non fini-
tamente generabili. Il caso particolare, ma importante per le applicazioni, di sottospazi
lineari interpolanti di dimensione finita, verr`a trattato nella prossima sezione.

Fissato un vettorev ∈ V , un sottospazio lineareVo ⊂ V ed
un sottospazio lineareFo ⊂ F , si ricercano le soluzioni del
problema lineare

〈 fo , vo 〉 = 〈 fo , v 〉 , ∀ fo ∈ Fo.

Formulazione
generale delPIL
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La discussione di unPIL si conduce osservando che esiste una
soluzione se e solo se

∃ vo ∈ Vo | v ∈ vo + F⊥
o

,

e cioè se
v ∈ Vo + F⊥

o
= (V ⊥

o
∩ Fo)

⊥
,

ovvero, in termini variazionali, se

〈 fo , vo 〉 = 0 fo ∈ Fo , ∀vo ∈ Vo ⇒ 〈 fo , v 〉 = 0 .

Esistenza
della
soluzione

Soddisfatta tale condizione, l’unicit`a della soluzione sussiste
se e solo se

〈 fo , vo 〉 = 0 , ∀ fo ∈ Fo ⇒ vo = 0 ,

e cioè se
Vo ∩ F

⊥
o

= 0 .

Unicità
della
soluzione

La discussione mostra che l’esistenza e l’unicit`a della soluzione delPIL è assi-
curata per ogni assegnato vettorev ∈ V se e solo se i due sottospazi interpolanti
Vo ⊂ V ed Fo ⊂ F costituiscono una coppia di sottospaziduali interpolanti.

1.4. Interpolazione in spazi di dimensione finita

Si consideri ora il caso in cui i sottospazi lineariVh ⊂ V ed Fm ⊂ F sono di
dimensione finita, generati dalle basi

{fi , i = 1, · · · , m} in Fm ,

{vj , j = 1, · · · , n} in Vh .

Esprimendo i vettori diVh e Fm in termini di componenti

fm =
m∑

i=1
yi fi e vh =

n∑
j=1

xj vj ,
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il prodotto scalare tra due vettorifm ∈ Fm e vh ∈ Vh si scrive

〈 fm , vh 〉 =
m∑

i=1

n∑
j=1

〈 fi , vj 〉xj yi ,

La matrice diHaar H : 	m �→ 	n relativa alle basi
{fi} e {vj} è definita da

Hij = 〈 fi , vj 〉 .

Risulta quindi〈 fm , vh 〉 = Hx · y .

Matrice diHaar

Ricordando la formulazione delPIL in termini variazionali

〈 fm , vh 〉 = 〈 fm , v 〉 , ∀ fm ∈ Fm ,

e definendo il vettore dei dati� ∈ 	m come proiezione della funzione assegnatav ∈ V
sulla base{fi} di Fm , e dunque in componenti

�i = 〈 fi , v 〉 , i = 1, · · · , m ,

il PIL si scrive
Hx · y = � · y , ∀y ∈ 	m ,

ovvero
Hx = � .

La discussione delPIL si conduce allora in modo classico in termini di matrici.
Una soluzione esiste se il dato� ∈ 	m risulta ortogonale al nucleo della trasposta

della matrice diHaar.
In tal caso la soluzione `e poi unica se il nucleo della matrice diHaar è degenere.
Il risultato fondamentale di esistenza ed unicit`a di unPIL in dimensione finita `e il

seguente.

Esiste un’unica soluzione delPIL per qualsiasi dato se i due sot-
tospazi lineariVh ⊂ V e Fm ⊂ F costituiscono una coppia duale
interpolante e cio`e se

Hx · y = 0 , ∀y ∈ 	m ⇒ x = 0 ,

HTy · x = 0 , ∀x ∈ 	n ⇒ y = 0 .

Dunque la matrice diHaar H : 	m �→ 	n e la sua trasposta
HT : 	n �→ 	m devono entrambe avere nucleo degenere.
Il rango di H sarà quindi eguale adm e quello diHT ad n .
Ciò comporta che i due sottospaziVh ⊂ V e Fm ⊂ F devono
avere la stessa dimensione.
La matrice diHaar è allora quadrata e non singolare.

Esistenza
ed unicit̀a
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Le componenti divh ∈ V e fh ∈ F rispetto alle basi{fi} e {vj} si possono
esprimere in funzione della matrice diHaar e delle loro proiezioni sui vettori della
base dello spazio duale. Infatti se

fh =
n∑

i=1
yi fi e vh =

n∑
i=1

xj vj ,

si ha

〈 fh , vj 〉 =
n∑

i=1
〈 fi , vj 〉 yi e 〈 fi , vh 〉 =

n∑
j=1

〈 fi , vj 〉xj ,

e ponendoqj = 〈 fh , vj 〉 e pi = 〈 fi , vh 〉 si ottiene che

q= HTy ,

p= Hx .

Dagli sviluppi precedenti emerge che la formulazione di unPIL in termini matriciali
dipende dalla particolare scelta delle basi nei due sottospazi interpolanti.

Ovviamente, sebbene il problema numerico sia diverso, il risultato `e invariante e
cioè il campo interpolante non dipende dalla scelta delle basi.

Una scelta particolarmente conveniente consiste nel determinare le due basi in
modo che le condizioni da imporre siano tra loro indipendenti.

In tal caso infatti ilPIL assume una forma canonica e non comporta la soluzione
di un sistema di equazioni lineari.

Si pone la seguente definizione

Le basi{fi} e {vj} sono detteduali se la relativa matrice di
Haar risulta eguale alla matrice identica:H = I . Basi duali

Se la matrice diHaar è quadrata e non singolare ma le basi{fi} e{vi} non sono
duali, è possibile determinare la base duale di ciascuna di esse.

Nei quadri seguenti sono riportati esplicitamente le procedure per la costruzione
della base duale inFh di una assegnata base inVh e della base duale inVh di una
assegnata base inFh .
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Fissata la base{fi} in Fh per determinare la base{wj} ad essa
duale inVh si esprime il generico vettorewj come combinazione
lineare dei vettori di{vi}

wj =
n∑

k=1
Cjk vk ,

e si impone che

〈 fi , wj 〉 =
n∑

k=1
〈 fi , Cjk vk 〉 =

n∑
k=1

Hik Cjk = Iij ,

Ne consegue che deve risultare

HCT = I e cioè C = H−T .

La matriceC cosı̀ ottenuta definisce univocamente la base{wj}
di Vh duale della base{fi} di Fh .

Base
duale
in Vh

Fissata la base{vj} in Vh , per determinare la base{gi} ad essa
duale inFh si esprime il generico vettoregi come combinazione
lineare dei vettori di{fi}

gi =
n∑

k=1
Cikfk ,

e si impone che

〈 gi , vj 〉 =
n∑

k=1
Cik 〈 fk , vj 〉 =

n∑
k=1

Cik Hkj = Iij .

Ne consegue che deve risultare

CH = I e cioè C = H−1
.

La matriceC cosı̀ ottenuta definisce univocamente la base{gi}
di Fh duale della base{vi} di Vh .

Base
duale
in Fh
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1.5. Esercizi

La teoria sviluppata nelle sezioni precedenti consente di risolvere con semplicit`a
i seguenti problemi.

Esercizio. 1 –
Si calcoli la base duale di{1, x, x2} nello spazio generato da
{F−1, F+1, M−1}.

Esercizio. 2 –
Si calcoli la base duale di{1, x, x2} nello spazio generato da
{F−1, F+1,med}.

Esercizio. 3 –
Si calcoli la base duale di{F−1, F+1, M−1} nello spazio generato da
{1, x, x2}.

Esercizio. 4 –
Si calcoli la base duale di{F−1, F+1,med} nello spazio generato da
{1, x, x2}.

Le soluzioni sono fornite alla sezione 1.6.

1.6. Soluzione degli esercizi

Esercizio 1 –La matrice diHaar e la sua inversa risultano pari a

H =


1 −1 1

1 1 1

0 1 2

 , H−1 =


3/4 1/4 1/2

−1/2 1/2 0

−1/4 1/4 −1/2

 .

La base duale `e quindi

{3/4F−1 +1/4F+1 +1/2M−1,−1/2F−1 +1/2F+1,−1/4F−1 +1/4F+1−1/2M−1}.

Esercizio 2 –La matrice diHaar e la sua inversa risultano pari a

H =


1 −1 1

1 1 1

1 0 1/3

 , H−1 =


−1/4 −1/4 3/2

−1/2 1/2 0

3/4 3/4 −3/2

 .

La base duale `e quindi

{−1/4 + 1/4F+1 + 1/2M−1,−1/2F−1 + 1/2F+1,−1/4F−1 + 1/4F+1 − 1/2M−1} .
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Esercizio 3 –La base duale si ottiene trasponendo l’inversa della matrice diHaar
determinata nell’esercizio1

∣∣∣∣∣∣∣
3/4− 1/2x− 1/4x2

1/4 + 1/2x + 1/4x2

1/2− 1/2x2

∣∣∣∣∣∣∣ .

Esercizio 4 –La base duale si ottiene trasponendo l’inversa della matrice diHaar
determinata nell’esercizio2 :

∣∣∣∣∣∣∣
−1/4− 1/2x + 3/4x2

−1/4 + 1/2x + 3/4x2

3/2− 3/2x2

∣∣∣∣∣∣∣ .

1.7. Discussione degli esempi

Si esaminano ora, alla luce dei risultati della teoria, i semplici esempi 1, 2 e 3
esposti all’inizio della trattazione, nella sezione 1 (p. 179).

Si consideri nello spazioP2 la base di monomi{1, x, x2} e nel
duale la base{F−1, F+1, M−1} costituita dai funzionali che cam-
pionano rispettivamente il valore di un polinomio di2◦ grado nei
punti−1,+1 ed il valore della derivata in−1. Tali valori saranno
denotati con{v−1, v+1, d−1}.
La relativa matrice di Haar risulta pari a:

H =



1 x x2

F−1 1 −1 1

F+1 1 1 1

M−1 0 1 −2

 ,

cheè evidentemente non singolare.
Il problema ammette quindi un’unica soluzione per ogni assegnato
valore dei funzionali{F−1, F+1, M−1}.

Esempio 1
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Considerando nello spazio duale la base{F−1, F+1,med} costi-
tuita dai funzionali che campionano rispettivamente il valore di
un polinomio di2◦ grado nei punti−1,+1 ed il valore medio in
[−1,+1].
La relativa matrice di Haar risulta pari a:

H =



1 x x2

F−1 1 −1 1

F+1 1 1 1

med 1 0 1/3

.

cheè evidentemente non singolare.
Il problema ammette quindi un’unica soluzione per ogni assegnato
valore dei funzionali{F−1, F+1,med}.

Esempio 2

Considerando nello spazio duale la base{F−1, F+1, M0} costi-
tuita dai funzionali che campionano rispettivamente il valore di un
polinomio di2◦ grado nei punti−1,+1 ed il valore della derivata
in 0, {v−1, v+1, d0}.
La relativa matrice di Haar risulta pari a:

H =



1 x x2

F−1 1 −1 1

F+1 1 1 1

M0 0 1 0

.

cheè evidentemente singolare.
Il nucleo diH è generato dal vettore{1, 0,−1} edè quindi cos-
tituito dai polinomi proporzionali a1− x2.
Il nucleo diH

t

è generato dal vettore{1,−1, 2}.
Il problema ammette quindi una retta di soluzioni se e solo se i
dati{v−1, v+1, d0} rispettano la condizione di compatibilit`a: d0 =
(v+1 − v−1)/2.

Esempio 3
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1.8. Polinomi di Hermite

Si consideri l’intervallo realeI = [−1,+1] e lo spazio diHilbert V = H2(I)
i cui elementi sono funzioni reali di quadrato integrabile suI insieme alle loro derivate
distribuzionali prime e seconde (vedi Tomo Zero, capitol VII e VIII).

In virtù del lemma diSobolev le funzioni di H2(I) sono continue inI con la
derivata prima.

Sia inoltreF lo spazio duale diV e cioè lo spazio delle forme lineari continue
su H2(I) e si denotino con

• Vh il sottospazio lineare diV generato dalla base

m = {1, x, x2, x3} ,

• Fh il sottospazio lineare diF generato dalla baseδ costituita dalle forme lineari
che campionano il valore delle funzioni diV e delle loro derivate prime agli
estremi dell’intervalloI .

Sia H la corrispondente matrice diHaar definita daHij = 〈 δi , mj 〉 che esplicita-
mente si scrive

H =



1 −1 1 −1

0 1 −2 3

1 1 1 1

0 1 2 3


.

La base{hi} di Vh , duale della base{δi} di Fh , si cerca ponendo

hi = Cik mk .

La condizione di dualit`a tra le basi impone che siaC = H−T e dunque che

C =



1/2 −3/4 0 1/4

1/4 −1/4 −1/4 1/4

1/2 3/4 0 −1/4

−1/4 −1/4 1/4 1/4


.

La base{hi} ⊂ Vh fornisce i coefficienti dei polinomi diHermite sull’intervallo
[−1,+1] .
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Si riportano di seguito le espressioni dei polinomi diHermite e delle loro prime
tre derivate.

(x− 1)2 (2 + x)/4 3
(
x2 − 1

)
/4 3 x/2 3/2

(x− 1)2 (1 + x)/4 (3x + 1) (x− 1)/4 (−2 + 6x)/4 3/2

(x + 1)2 (2− x)/4 3
(
1− x2

)
/4 −3 x/2 −3/2

(x + 1)2 (x− 1)/4 (3x− 1) (x + 1)/4 (2 + 6x)/4 3/2

La forma caratteristica dei polinomi di Hermite `e mostrata in fig. 1.1.

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Fig. 1.1 Polinomi di Hermite

La dualità esistente tra le basi{δi} ∈ Fh e {hi} ∈ Vh implica che le componenti
di fh ∈ Fh e di vh ∈ Vh coincidano con le proiezioni sulle basi duali:

fh =
n∑

i=1
yiδi ⇐⇒ yi = 〈 fh , hi 〉 ,

vh =
n∑

i=1
xi hi ⇐⇒ xi = 〈 δi , vh 〉 .

e che il prodotto scalare trafh ∈ Fh e vh ∈ Vh sia uguale al prodotto scalare usuale
tra i vettori numerici delle rispettive componenti

〈 fh , vh 〉 =
n∑

i,j=1
〈 δi , hj 〉xj yi =

n∑
i=1

xi yi = x · y .
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1.8.1. Interpretazione meccanica

Il risultato precedente pu`o essere interpretato in chiave meccanica osservando che
la base{hi} è costituita dalle deformate elastiche di una trave incastrata per effetto di
cedimenti e rotazioni unitarie degli estremi e che la base duale{δi} è formata da tagli
e coppie flettenti di estremit`a.

Si può quindi affermare che il lavoro virtuale compiuto da un assegnato sistema di
forze f ∈ F per una deformatahi ∈ Vh risulta eguale al valoreαi della componente
della interpolanteQf ∈ Fh sul corrispondente vettoreδi ∈ Fh della base duale.

In formule:

〈 f , hi 〉 = 〈 Qf , hi 〉 = αi con Qf =
n∑

i=1
αi δi

Si osservi ora che i polinomi di terzo grado sono esattamente le funzioni ortogonali
in energia elastica alle deformate da trave incastrata. Infatti, assumendo una rigidezza
flessionale unitaria, si ha che:

+1∫
−1

hIIvII dx = hIIvI

∣∣∣∣+1

−1
− hIIIv

∣∣∣∣+1

−1
+

+1∫
−1

hIVv dx = 0 ,

essendohIV = 0 e v(−1) = v(+1) = vI(−1) = vI(+1) = 0 .
D’altronde la formulazione variazionale dell’equilibrio elastico della trave soggetta

ad un caricof ed a reazionirf fornisce

+1∫
−1

hIIvII dx = 〈 f , h 〉 + 〈 rf , h 〉 = 0 .

Ne segue che il lavoro virtuale compiuto dal carico, per la generica deformata da trave
incastrata con cedimenti unitari agli estremi, risulta eguale al lavoro virtuale della
corrispondente reazione sul vincolo.

La dimostrazione di questo risultato pu`o anche essere formalmente conseguita
mediante il teorema diBetti. Si è cos`ı giunti al seguente interessante risultato:

〈 f , hi 〉 = −〈 rf , hi 〉 ,

e cioè che le componenti diQf rispetto alla base{δi} rappresentano le corrispondenti
azioni sui nodi di estremit`a della trave elastica soggetta al caricof .
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2. METODO DEGLI SPOSTAMENTI

Le travature piane, sono strutture composte da travi inflesse a sezione costante i
cui assi di simmetria giacciono in un unico piano.

Il calcolo automatico delletravature pianeè basato sulla formulazione del pro-
blema elastostatico in termini di spostamenti.

Nel seguito si espone in dettaglio un algoritmo di calcolo automatico delletra-
vature pianecome applicazione delmetodo degli spostamentidiscusso nella sezione
II.2.8 (p. 66).

In particolare viene discussa la procedura di calcolo dei singoli elementi trave
con vincoli di incastro agli estremi e soggetti a carichi trasversali e distorsioni di
curvatura impressa mediante un’applicazione delmetodo delle forzeintrodotto nella
sezione II.3.1.1 (p. 80).

La matrice di rigidezza dell’elemento trave incastrato agli estremi `e dedotta me-
diante integrazione delle curvature associate ai polinomi diHermite.

E’ quindi analizzata in dettaglio la procedura di assemblaggio della matrice di
rigidezza nodale della struttura e del relativo vettore dei carichi nodali equivalenti.

La presenza di vincoli e cedimenti nodali `e simulata mediante una rappresentazione
parametrica che consente di modellare vincoli di tipo generale.

E’ quindi mostrato come una tecnica di condensazione statica consenta di tener
conto in ogni elemento trave di vincoli e cedimenti, tra gli estremi della trave ed i nodi
di afferenza, e di forze applicate agli estremi della trave.

Nella sezione successiva si considera il caso particolare ma importante delle tra-
vature reticolari che sono suscettibili di una analisi pi`u semplice.

2.1. Assemblaggio

Si premette una descrizione formale dell’operazione diassemblaggiodi un modello
strutturale composto dasottostruttureche fornisce una guida metodologica agli sviluppi
successivi.

L’assemblaggio di una struttura composta da sottostrutture detteelementiconsiste
nell’instaurare una relazione univoca tra

• il vettore u dei parametri cinematici nodali della struttura e

• i vettori ue dei parametri cinematici delle singole sottostrutture.

Tale relazione `e definita elemento per elemento mediante glioperatori di assemblaggio
elementareAe tali che

ue = Aeu .

L’ operatore di assemblaggiòe il prodotto

A =
∏

Ae , e = 1, 2, . . . ,numelem ,

degli operatori elementariAe .



V – TRAVATURE PIANE 197

Il metodo consiste in definitiva nel costruire l’intera struttura come se si disponesse
di unascatola di montaggiocontenente i diversielementi componentie le istruzioni
relative allaprocedura di montaggio.

2.1.1. Equilibrio elastico della struttura assemblata

Si consideri

• la varietà lineareU dei parametri cinematici ammissibili per l’intera struttura,

• il corrispondente sottospazio lineareV delle variazioni.

Sia 〈 · , · 〉 la forma bilineare separantelavoro virtualee si denoti con

• Ke , e = 1, 2, . . . ,numelem la rigidezza elastica degli elementi trave,

• K la rigidezza elastica dell’intera struttura.

La forma bilineare dell’energia elastica si scrive allora

〈 Ku , v 〉 =
∑

e 〈 K
eue , ve 〉 =

∑
e 〈 K

eAeu , Aev 〉 , u ∈ U , ∀v ∈ V .

Tale formula esprime l’operatore di rigidezzaK dell’intera struttura a partire dalla
conoscenza degli operatori di rigidezzaKe relativi ai singoli elementi.

Analogamente sef e sono i sistemi di forze agenti sui singoli elementi (duali dei
parametri cinematiciue ), il corrispondente sistema di forzef , duale dei parametri
cinematici dell’intera struttura, si ottiene valutando il lavoro virtuale:

〈 f , v 〉 =
∑

e 〈 f
e , ve 〉 =

∑
e 〈 f

e , Aev 〉 .

Il problema elastostatico dell’intera struttura si scrive allora in forma variazionale

〈 Ku , v 〉 = 〈 f , v 〉 , u ∈ U , ∀v ∈ V .

2.1.2. Definizione parametrica dei vincoli

Il problema elastostatico enunciato nella forma variazionale precedentemente es-
posta contiene in modoimplicito le condizioni di vincolo che sononascostenella
geometria degli insiemi vettorialiU e V .

Tale difficoltà si supera fornendo una rappresentazione esplicita di tali insiemi in
termini parametrici. Siano infatti:

u = uo +
∑

j pj dj , v =
∑

i qi di , i, j = 1, 2, . . . ,numparam ,

rispettivamente lerappresentazioni parametrichedegli insiemiU e V .
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Il vettore uo definisce i cedimenti imposti ai vincoli nodali.

La rappresentazione parametrica `e formulata quindi in termini dei

• parametri scalaripj e dei

• vettori direttori dj .

La formulazione variazionale del problema elastostatico si pu`o allora riscrivere in
termini deiparametri scalaricome segue:

〈 Ku , v 〉 = 〈 K(uo +
∑

j pj dj) ,
∑

i qi di 〉 =

=
∑

ij 〈 Kdi , dj 〉pj pi +
∑

i 〈 Kuo , di 〉 qi =

=
∑

ij Kij pj qi −
∑

i foi qi ,

〈 f , v 〉 = 〈 f ,
∑

i qi di 〉 =
∑

i 〈 fi , di 〉 qi =
∑

i fi qi .

Ne segue laforma operativadel problema:

∑
j Kijpj = fi + foi i, j = 1, 2, . . . ,numparam ,

dove:

Kij = 〈 Kdi , dj 〉 ,

fi = 〈 f , di 〉 ,

foi = −〈 Kuo , di 〉 .

Le forze fittizie {foi , i = 1, 2, . . . ,numparam} sono equivalenti, nella rappresen-
tazione parametrica, ai cedimenti assegnatiuo .

2.2. Analisi dell’elemento trave

Si assumono comeparametri cinematici nodalidi ciascuna trave il vettore sposta-
mento s e la rotazioneφ delle sezioni terminali.

Ad ogni traveè associato unriferimento cartesiano locale; le ascisse sono misurate
lungo l’asse della trave orientato dal primo estremo verso il secondo e l’asse delle
ordinateè ruotato in verso antiorario, come mostrato in fig. 2.1
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x

y

Fig. 2.1

Riferimento
locale

s t1
φ 1

s n1

φ 2
s t2

s n2

Fig. 2.2

Parametri
di estremit̀a

Gli spostamenti assiali e trasversali sono le componenti del campo vettoriale degli
spostamenti secondo il riferimento locale. Le rotazioni sono positive se antiorarie.

La soluzione del problema elastostatico per ciascuna trave viene condotta deter-
minandone la risposta elastica (spostamenti e reazioni) alle azioni assegnate (carico e
distorsioni) per valori arbitrari dei parametri cinematici.

Nello spirito del metodo degli spostamenti, la deformata elastica di ogni sin-
gola trave viene determinata come somma di quella dovuta ad un arbitrario insieme di
parametri cinematici di estremit`a e di quella dovuta alle azioni assegnate, in corrispon-
denza di valori nulli dei parametri cinematici di estremit`a.

La deformata elastica della trave viene quindi determinata sommando i contributi
di due schemi:

• uno schema continuocostituito dalla trave incastata agli estremi e soggetta alle
azioni assegnate,

• unoschema discretocostituito dalla trave soggetta solo a spostamenti e rotazioni
unitarie impresse agli estremi.

Le deformate relative ai due schemi risultano ortogonali in energia elastica. Ci`o
risulta immediatamente da una semplice applicazione del teorema diClapeyron
(vedi sezione II.2.4 (p. 55))

Si noti esplicitamente che i singoli elementi della struttura sono travi ad asse rettili-
neo e pertanto la determinazione delle reazioni flessionali e taglianti e degli spostamenti
trasversali `e disaccoppiata da quella delle reazioni assiali e degli spostamenti assiali.
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2.3. Lo schema discreto

La soluzione per valori arbitrari dei parametri cinematici di estremit`a può essere
ottenuta, in virtù dell’ipotesi di sezione costante, con la seguente metodologia.

In assenza di carichi agenti lungo la trave la deformata flessionalev è costituita
da funzioni polinomiali al pi`u di terzo grado.

Infatti l’espressione linearizzata della curvatura flessionale (assunta positiva se
dilata le fibre longitudinali dal lato inferiore della trave, cio`e quello degli spostamenti
trasversali negativi)

χ(x) = v
II
,

l’equazione differenziale di equilibrio

M
II(x) = −p(x) ,

e la relazione elastica

M(x) = kf χ(x) ,

impongono che deve essere

M
II(x) = kf χ

II(x) = kf v
IV = p(x) ,

Quindi, in assenza di carico trasversale distribuito risultav
IV = 0 .

Si consideri il sistema di forze{fi , i = 1, 2, 3, 4} costituito da forze trasversali e
coppie concentrate alle estremit`a e di valore unitario.

Nello spazio degli spostamenti trasversali la base duale di{fi} è costituita dai
polinomi di Hermite {hi , i = 1, 2, 3, 4} relativi a ciascuna trave (vedi sezione
1.8 (p. 192)).

I polinomi hi rappresentano le deformate elastiche per valori unitari dei parametri
cinematici in assenza di carico e distorsioni lungo la trave.

I polinomi di Hermite sono usualmente definiti su un intervallo di riferimento
che, per motivi di simmetria, `e scelto essereξ ∈ [−1,+1].

Per costituire una base duale delle forze trasversali e coppie concentrate alle es-
tremità di una trave di lunghezza generica `e necessario effettuare una riscalatura dei
polinomi diHermite definiti sull’intervallo di riferimento.

Le espressioni dei polinomi diHermite e delle loro prime tre derivate
sull’intervallo ξ ∈ [−1,+1] sono le seguenti:
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h dh d2h d3h

(ξ − 1)2 (2 + ξ)/4 3
(
ξ2 − 1

)
/4 3 ξ/2 3/2

(ξ − 1)2 (1 + ξ)/4 (3 ξ + 1) (ξ − 1)/4 (−2 + 6 ξ)/4 3/2

(ξ + 1)2 (2− ξ)/4 3
(
1− ξ2

)
/4 −3 ξ/2 −3/2

(ξ + 1)2 (ξ − 1)/4 (3 ξ − 1) (ξ + 1)/4 (2 + 6 ξ)/4 3/2

La forma caratteristica dei polinomi diHermite e dei diagrammi delle curvature `e
mostrata nelle figure seguenti da leggere da sinistra a destra e dall’alto verso il basso.
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Per ricavare le espressioni dei polinomi diHermite su un generico intervallo
x ∈ [a, b] si esprime l’ascissa di riferimentoξ ∈ [−1,+1] in termini della nuova
ascissax ∈ [a, b] :

ξ = α x + β ,

e si noti che la dilatazione dell’ascissa vale

dx/dξ = 1/α = (b− a)/2 ,

e cheξ = 1 corrisponde aξ = α β + β ovvero che

β = 1− α β = (a + b)/(b− a) ,

per cui
ξ = (2x− a− b)/(b− a) ,

cheè la sostituzione da effettuare per esprimere i polinomi in termini della nuova ascissa
x ∈ [a, b] .

Poichè nel passare dall’ascissaξ ∈ [−1,+1] a quellax ∈ [a, b] è stata effettuata
una dilatazione pari adx/dξ = 1/α = (b− a)/2 , le derivate del secondo e del quarto
polinomio diHermite non avranno pi`u valore unitario agli estremi.

Per ripristinare questa condizione `e dunque necessario moltiplicare il secondo ed
il quarto polinomio diHermite per il fattore (b− a)/2 .

Se la trave ha lunghezzaL e l’origine del riferimento locale coincide con il primo
estremo, i polinomi diHermite si otterranno con la sostituzione

ξ = (2x− L)/L ,

e moltiplicando il secondo ed il quarto polinomio perL/2 . Nel seguito si far`a riferi-
mento a polinomi diHermite relativi all’intervallo x ∈ [0, L] .

2.4. Lo schema continuo

La deformata elastica da trave incastrata soggetta alle azioni imposte va determinata
risolvendo il relativo problema dell’equilibrio elastico.

Per il caricoè usualmente sufficiente assumere una legge polinomiale e di norma
si considera una legge affine

p(x) = pa (1− x/L) + pb (x/L) ,

in cui pa e pb sono i valori del carico per unit`a di lunghezza agli estremi della trave.
Le distorsioni di curvatura impresse sulla trave si assumono costanti lungo l’asse.
In tal caso la deformata elastica e le reazioni vincolari possono determinarsi col

seguente procedimento.
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2.4.1. Carico affine

Deformata elastica

Valendo la relazione

p(x) = M
II(x) ,

il momento flettenteM varia con legge cubica

M(x) = c0 + c1x + c2x
2 + c3x

3 ,

per cui si ha che

p(x) = 2c2 + 6c3x .

Imponendo chep(0) = pα e p(L) = pb si ottiene

c2 =
pa

2
, c3 =

pb + pα

12L
,

e sostituendo nell’espressione del momento flettente:

M(x) = c0 + c1 x
pa

2
x2 +

pb − pα

12L
x3 .

Le condizioni di congruenza sono imposte mediante l’ortogonalit`a del diagramma di
curvatura elastica alle autotensioni costanti e lineari:

L∫
0

M(x)
kf

dx = c0 L + c1
L2

2
+ pa

L3

6
+ (pb − pa)

L3

24
= 0 ,

L∫
0

M(x)
kf

x dx = c0
L2

2
+ c1

L3

3
+ pa

L4

8
+ (pb − pa)

L4

30
= 0 .

Risolvendo rispetto ac0 e c1 e sostituendo nell’espressione diM si ottiene

M(x) = (3pa + 2pb)
L2

60
− (7pa + 3pb)

Lx

20
+ pa

x2

2
+ (pb − pα)

x3

6L
,

cheè la soluzione in termini di momento flettente.
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La deformata si ottiene quindi integrando due volte rispetto adx :

v(x) = k−1
f

x2 (x− L)2 [(3pa + 2pb)L + (pb − pa) x]
120 L

,

dovekf è la rigidezza flessionale della trave, e cio`e il rapporto tra il valore del momento
flettente e la curvatura flessionale.

I grafici del momento flettente e della deformata sono riportati, con riferimento al
caso

pa = pb = −1 , L = 10 ,

nelle figure seguenti.

2 4 6 8 10
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-20
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Reazioni vincolari

La determinazione delle reazioni vincolari si persegue per semplice integrazione
in virtù del teorema diBetti.

Se infatti v(x) è la deformata elastica dello schema di trave incastrata,r è il
relativo sistema di reazioni vincolari edhi è il generico polinomio diHermite, si ha

L∫
0

kf d2v(x) d2hi(x) dx =

L∫
0

p(x) hi(x) dx + 〈 r , hi 〉 = 〈 rhi
, v 〉 = 0 ,

dove

• rhi
sono le forze di estremit`a associate alla deformatahi ,

• 〈 r , hi 〉 è uguale al parametro reattivo di estremit`a, duale del parametro cine-
matico di estremit`a non nullo in corrispondenza dihi .

Dunque

〈 r , hi 〉 = −
L∫

0

p(x) hi(x) dx .
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Nel caso in esame risulta quindi
L∫

0

p(x) hi(x) dx =

L∫
0

[ pa(1− x/L) + pb(x/L) ] hi(x) dx ,

ed effettuando le integrazioni si ottengono le seguenti espressioni delle forze e delle
coppie di estremit`a equivalenti al carico

F (0) = −r1 = (7pa + 3pb)
L

20
,

M(0) = −r2 = (3pa + 2pb)
L2

60
,

F (L) = −r3 = (3pa + 7pb)
L

20
,

M(L) = −r4 = −(2pa + 3pb)
L2

60
.

Si ricordi che il carico `e positivo se concorde all’asse delle ordinate.

Osservazione 2.1.Le espressioni delle azioni di estremit`a equivalenti al carico possono
essere dedotte anche in base a considerazioni geometriche.

I polinomi diHermite costituiscono infatti una base per il sottospazio delle varia-
zioni delle deformate elastiche della trave ed i relativi parametri sono gli spostamenti
trasversali e le rotazioni degli estremi:

v =
∑

i vihi .

Per la dualità esistente tra le basi{fi} ed {hi} , la relativa matrice diHaar risulta
pari all’identità e si ha quindi:

〈 fi , hj 〉 = δij .

Pertanto il lavoro virtuale che un assegnato caricol compie per una variazionev ∈ V
sarà uguale al prodotto interno usuale tra i vettori numerici delle rispettive componenti:

〈 l , v 〉 = 〈
∑

i li fi ,
∑

j vj hj 〉 =
∑

ij 〈 fi , hj 〉 li vj =
∑

i li vi ,

con
li = 〈 l , fi 〉 , vi = 〈 v , hi 〉 ,

e

〈 l , v 〉 =

b∫
a

l(x)v(x) dx .

Siccomeè
l =

∑
i li fi

risulta che le componentili di l sulla base{fi} sono esattamente le forze nodali
equivalenti al carico in quanto esse compiono per i parametri cinematicivi lo stesso
lavoro virtuale che il carico compie per le corrispondenti deformate elastiche.
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2.4.2. Distorsione di curvatura costante

Deformata elastica

La deformata elastica dovuta ad una distorsione di curvatura∆ , uniformemente
distribuita sulla trave incastrata agli estremi, `e identicamente nulla in quanto anche la
curvatura elastica `e costante e la loro somma deve essere nulla per dar luogo a rotazioni
nulle agli estremi.

Reazioni vincolari

Le reazioni vincolari sono costituite da due coppie di estremit`a di segno opposto.
Le forze e le coppie di estremit`a equivalenti alla distorsione impressa valgono

quindi
F (0) = −r1 = 0 ,

M(0) = −r2 = −kf ∆ ,

F (L) = −r3 = 0 ,

M(L) = −r4 = kf ∆ .

Esse possono anche essere calcolate in base al teorema diBetti:

〈 r , hi 〉 = −
L∫

0

d2∆hi dx = −∆

L∫
0

d2hi dx .

Il risultato segue dall’essere
L∫

0

d2hi dx= 0 per i = 1, 3 ,

L∫
0

d2hi dx= −1, 1 per i = 2, 4 .

2.5. Matrice di rigidezza

L’espressione della matrice di rigidezza in funzione dei parametri cinematici di
estremità si ottiene per integrazione dall’espressione:

Kij =

L∫
0

kf d2hi(x)d2hj(x) dx .
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A meno del fattorekf/L3 si ottiene

12 6 L −12 6 L

6 L 4 L2 −6 L 2 L2

−12 −6 L 12 −6 L

6 L 2 L2 −6 L 4 L2

L’espresssione completa della matrice di rigidezza della trave in funzione di tutti
i parametri cinematici, sia assiali che flessionali, si scrive quindi

Kn 0 0 −Kn 0 0

0 12Kf 6 LKf 0 −12Kf 6 LKf

0 6 LKf 4 L2Kf 0 −6 LKf 2 L2Kf

−Kn 0 0 Kn 0 0

0 −12Kf −6 LKf 0 12Kf −6 LKf

0 6 LKf 2 L2Kf 0 −6 LKf 4 L2Kf

dove
Kf = kf/L3 ,

Kn = kn/L .

essendokn la rigidezza assiale della trave.

2.6. Assemblaggio della travatura

La soluzione del problema elastostatico per l’intera travatura comporta
l’ assemblaggiodella struttura considerando che i parametri vettoriali cinematici di
estremità delle singole travi non sono indipendenti.

Si consideri dapprima il caso pi`u semplice in cui tutti gli estremi delle travi sono
collegati anodi incastro.



208 2 – METODO DEGLI SPOSTAMENTI

I parametri vettoriali cinematici relativi all’estremit̀a di una trave concorrente in
un nododevono allora essere uguali ai corrispondenti parametri vettoriali cinematici
del nodo.

Da un punto di vista operativo `e conveniente fissare due riferimenti (vedi fig. 2.3):

• un riferimento globaleortonormale e levogiro, i cui assi si denotano con{x, y} ,
rispetto al quale si valutano le coordinate dei nodi e le componenti dei parametri
vettoriali cinematici dei nodi,

• un riferimento localeper ogni trave, i cui assi si denotano con{n, t} , rispetto
al quale valutare le componenti dei parametri vettoriali cinematici di estremit`a,
anch’esso assunto ortonormale e levogiro, con il primo asse coincidente con l’asse
della trave.

Nel seguito dunque le grandezze vettoriali si intenderanno sempre espresse in termini
di componenti rispetto a tali riferimenti.

Si denotino con:

• ui = {six, siy, φi} il vettore dei parametri cinematici del singolo nodo,

• ue = {ue
1,u

e
2} il vettore dei parametri cinematici di estremit`a dellae-esima trave

conue
a

= {se
na

, se
ta

, φe
a
} ( a = 1, 2 ).

I pedici n, t indicano ripettivamente la direzione assiale e quella trasversale.

Sia inoltreu = {ui , i = 1, 2, . . . ,numnodi} il vettore numerico dei parametri
cinematici dell’intera struttura.

t

L n

x

y

Fig. 2.3

Riferimenti
globale e locale
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x

y

s t 1

sn 1

st 2

sn 2

φ1φ1

φ2φ2

Fig. 2.4 Parametri della trave

x

y

φ
sx

sy

Fig. 2.5 Parametri dei nodi

La matrice di assemblaggiodella generica trave `e definita da:

ue = Aeu .

Se conKe si indica la matrice di rigidezza di un elemento, la forma bilineare
dell’energia elastica dell’intera struttura si scrive

Ku . v =
∑

e Keue . ve =
∑

e AeTKeAeu . v , u ∈ U , ∀v ∈ V ,

dove il simbolo . denota il prodotto interno usuale tra vettori numerici. Dunque

K =
∑

e AeTKeAe .

In effetti conviene operare in modo diverso per costruire la matrice di rigidezzaK
dell’intera struttura.

Innanzitutto la matriceKe viene partizionata nei suoi blocchi corrispondenti ai
parametri cinematici delle due estremit`a:

Ke =

[
Ke

11 Ke
12

Ke
21 Ke

22

]
.

La forma bilineare dell’energia elastica dell’intera struttura si pu`o quindi riscrivere
come

Ku . v =
∑

e

∑
ab K

e
ab
ue

b
. ve

a
, a, b = 1, 2 , e = 1, 2, . . . ,numelem
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La matrice di assemblaggio elementareA è decomponibile in due blocchi:

Ae =

[
ReEe

1

ReEe
2

]
,

doveRe è lamatrice di rotazioneche trasforma le componenti nel riferimento globale
nelle componenti nel riferimento locale:

Re =


dx dy 0

−dy dx 0

0 0 1

 ,

essendo{dx, dy} i coseni direttori dell’asse della trave nel riferimento globale.

La matrice di estrazioneEe
a

estrae dau ∈ U il vettore ui(e,a) , relativo al nodo
cui afferisce l’estremit`a a della travee .

Si ha dunque che

Aeu =

[
ReEe

1

ReEe
2

]
u =

[
ReEe

1u

ReEe
2u

]
=

[
Reui(e,1)

Reui(e,2)

]
,

per cui risulta
ue

b
= Reuj(e,b) e ve

a
= Revi(e,a) .

L’operazione di assemblaggio si effettua in modo pi`u conveniente mediante gli
operatori di connessioneche forniscono per ogni trave la coppia di nodi cui af-
feriscono le estremit`a:

Ce = {i(e, 1), j(e, 2)} , e = 1, 2, . . . ,numelem .

Sostituendo ai vettori dei parametri di estremit`a ue
b

e ve
a

le loro espressioni
in funzione dei vettori dei parametri nodaliuj(e,b) e vi(e,a) , la forma bilineare
dell’energia diventa:∑

ij Kij uj
. vi =

∑
e

∑
ab K

e
ab
Re uj(e,b)

. Re vi(e,a) =

=
∑

e

∑
ab R

eT Ke
ab

Re uj(e,b)
. vi(e,a)

.

La matrice di rigidezza nodale della struttura viene quindi calcolata con la formula:

Kij =
∑

e

∑
ab Ki(e,a) j(e,b) ,
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dove

Ki(e,a) j(e,b) = ReT Ke
ab

Re .

Per quanto riguarda i carichi sulle travi e le distorsioni impresse, ad essi vengono
sostituite le forze di estremit`a equivalenti

f e
a

= {Ne
a
, T e

a
, Me

a
} , a = 1, 2 .

L’espressione del lavoro virtuale fornisce quindi∑
i fi . vi =

∑
e

∑
a f e

a
. ve

a
=

∑
e

∑
a f e

a
. Re vi(e,a) =

∑
e

∑
a ReT f e

a
. vi(e,a) .

Le forze nodali equivalenti vengono quindi calcolate con la formula

fi =
∑

e

∑
a fi(e,a) ,

dove

fi(e,a) = ReT f e
a
.

E’ opportuno sottolineare il fatto che della matrice di rigidezza nodale della strut-
tura e delle forze nodali equivalenti `e necessario calcolare solo gli elementi cor-
rispondenti a nodi connessi da travi.

2.7. Vincoli e cedimenti

Dopo la valutazione della matrice di rigidezza e del vettore delle forze nodali
della struttura, `e necessario tener conto di eventuali vincoli e cedimenti presenti nella
struttura.

Nella prossima sezione si considera il caso di vincoli e cedimenti imposti sui nodi
della struttura.

Si prende poi in esame la procedura che consente di imporre vincoli e cedimenti
assegnati tra le estremit`a di ciascuna trave ed i nodi cui esse afferiscono.

Si descrive infine la simulazione di vincoli e cedimenti relativi tra i nodi.

2.7.1. Vincoli e cedimenti nodali

In generale i parametri nodali

ui = {six, siy, φi} , i = 1, 2, . . . ,numnodi ,

non sono indipendenti e l’insieme di ammissibilit`a costituisce una variet`a lineare definita
da condizioni di vincolo tra i parametri e da valori assegnati ad alcuni di essi.
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E’ necessario fornire unarappresentazione esplicitadella varietà lineare di am-
missibilità in termini di parametri scalari e dei relativi direttori.

L’analisi sarà limitata al caso pi`u usuale in cui i vincoli ed i cedimenti sono assegnati
separatamente per ciascun nodo.

Si dice in tal caso che si tratta divincoli e cedimenti nodali.
Si possono allora esprimere i parametri dei singoli nodi come combinazione affine

di vettori direttori; i relativi coefficienti sono iparametri scalariche costituiscono le
incognite in termini delle quali va in definitiva risolto il problema lineare.

Si assume dunque per i parametri vettoriali nodali l’espressione

uj = uoj +
∑

β(j) pβ(j) dβ(j) ,

e per le loro variazioni
vi =

∑
α(i) qα(i) dα(i) ,

dove

• gli indici i e j denotano i nodi della travatura cui afferisce almeno un parametro
o un cedimento,

• gli indici α(i) e β(j) variano negli insiemi dei parametri afferenti ai nodii e j
rispettivamente,

• i direttori dβ(j) sono tra loro indipendenti.

Matrice di rigidezza

Sostituendo l’espressione dei parametri nodali nella forma bilineare dell’energia
elastica della struttura si ottiene l’espressione dellamatrice di rigidezza parametricae
deiparametri di forzaequivalenti ai cedimenti impressi:∑

ij Kijuj
. vi =

∑
ij Kij

[
uoj +

∑
β(j) pβ(j)dβ(j)

]
.
[∑

α(i) qα(i)dα(i)

]
=

=
∑

ij

∑
α(i)β(j)(Kij dβ(j)

. dα(i)) pβ(j) qα(i) +

+
∑

ij

∑
α(i)(Kij uoj

. dα(i)) qα(i) .

Nel primo addendo:
• gli indici i e j variano tra quelli tali che ai nodi corrispondenti afferisce almeno

un parametro,
• gli indici α(i) e β(j) variano nell’insieme degli indici dei parametri afferenti ai

nodi i e j rispettivamente.
Nel secondo addendo:
• l’indice i varia tra quelli tali che al nodo corrispondente afferisce almeno un

parametro,
• α(i) varia nell’insieme degli indici dei parametri afferenti al nodoi ,
• l’indice j varia tra quelli tali che al nodo corrispondente `e associato un cedimento.
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Forze duali dei parametri

Sostituendo l’espressione dei parametri nodali nel lavoro virtuale delle forze nodali
fi equivalenti alle azioni sulle travi e delle forzefni direttamente applicate sui nodi si
ottiene l’espressione deiparametri di forzaad esse equivalenti:

∑
i fi . vi =

∑
i fi .

[∑
α(i) qα(i)dα(i)

]
=

∑
i

[∑
α(i) fi . dα(i)

]
qα(i) ,

∑
i fni

. vi =
∑

i fni
.
[∑

α(i) qα(i)dα(i)

]
=

∑
i

[∑
α(i) fni

. dα(i)

]
qα(i) .

Algoritmo di gestione

E’ però più conveniente adottare la seguente procedura:

• ordinare i parametri in una unica lista in cui far variare gli indiciα e β ,

• scegliere tra gli indicii e j dei nodi quelli i(α) e j(β) cui afferiscono tali
parametri,

• variare l’indicek tra quelli dei nodi cui afferisce un cedimento.

L’espressione precedente si riscrive quindi

∑
αβ [Ki(α)j(β)dβ

. dα]pβqα +
∑

α

[∑
k Ki(α)kuok

. dα

]
qα =

=
∑

αβ Kαβ pβ qα −
∑

α foα qα .

La matrice di rigidezza della struttura in termini di parametri scalari assume la forma

Kαβ = Ki(α)j(β)dβ
. dα , α, β = 1, 2, . . . ,numparam .

I parametri forza equivalenti ai cedimenti nodali sono date da

foα = −
∑

k Ki(α)kuok
. dα .

In definitiva la forma bilineare dell’energia elastica dell’intera struttura diventa∑
ij Kijuj

. vi =
∑

αβ Kαβpβqα .

Lasciando libero di variare l’indiceα e scegliendo tra gli indicii quelli i(α) tali che
ai nodi corrispondenti afferisca il parametroα , si ottiene:∑

i fi . vi =
∑

α(fi(α)
. dα) qα =

∑
α fα qα ,∑

i fni
. vi =

∑
α(fni(α)

. dα) qα =
∑

α fnα qα ,
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in cui
fα = fi(α)

. dα , fnα = fni(α)
. dα ,

e dunque ∑
i(fi + fni) . vi =

∑
α(fα + fnα) qα .

In definitiva il problema elastostatico∑
ij Kijuj

. vi =
∑

i(fi + fni) . vi , ∀vi ,

si scriverà in termini variazionali:∑
αβ Kαβ pβ qα =

∑
α(fα + fnα + foα) qα , ∀ qα ,

ovvero informa operativa:

FORMULAZIONE PARAMETRICA

∑
β Kαβpβ = fα + fnα + foα ,

dove:
Kαβ = Ki(α)j(β) dβ

. dα ,

fα = fi(α)
. dα ,

fnα = fni(α)
. dα ,

foα = −
∑

k Ki(α)k uok
. dα .

Kαβ è la matrice di rigidezza relativa ai parametri scalari

fα sono le forze parametriche equivalenti alle azioni sulle travi

fnα sono le forze parametriche equivalenti alle azioni sui nodi

foα sono le forze parametriche equivalenti ai cedimenti dei nodi

dα sono i direttori dei parametri scalari

uok sono i cedimenti impressi ai nodi
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Nella tabella che segue si riportano le definizioni dei vincoli assoluti che usual-
mente vengono imposti in corrispondenza dei nodi delle travature piane, indicando le
espressioni dei relativi direttori.

incastro : condizioni vincolari vettori direttori

s = o φ = 0

carrello : condizioni vincolari vettori direttori

s . d⊥ = 0

∣∣∣∣∣∣∣
dx

dy

1

∣∣∣∣∣∣∣
cerniera : condizioni vincolari vettori direttori

sx = 0 sy = 0

∣∣∣∣∣∣∣
0

0

1

∣∣∣∣∣∣∣
pattino : condizioni vincolari vettori direttori

s . n = 0 φ = 0

∣∣∣∣∣∣∣
−ny

nx

0

∣∣∣∣∣∣∣
tecnigrafo : condizioni vincolari vettori direttori

φ = 0

∣∣∣∣∣∣∣
1

0

0

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
0

1

0

∣∣∣∣∣∣∣
cremagliera : condizioni vincolari vettori direttori

s = kφd

∣∣∣∣∣∣∣
kdx

kdy

1

∣∣∣∣∣∣∣
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2.8. Vincoli e cedimenti alle estremit`a delle travi

Si affronta ora il calcolo automatico di un pi`u generale modello di travatura in cui
sono presenti travi con arbitrari vincoli e cedimenti impressi agli estremi.

La metodologia seguita fa ricorso ad una rappresentazione parametica delle con-
dizioni vincolari di estremit`a adoperando una tecnica di condensazione che consente
di non aumentare la dimensione del sistema lineare da risolvere per la soluzione del
problema strutturale.

Lo scopoè quello di ottenere la matrice di rigidezza e le forze nodali equivalenti
relative ad una trave arbitrariamente vincolata agli estremi, partendo dalla conoscenza
di tali dati nel solo caso di trave incastrata agli estremi.

L’idea fondamentale `e quella di considerare ciascuna estremit`a della trave come
se fosse composta da due sezioni collegate dal vincolo di estremit`a.

La cinematica della sezione pi`u esterna, che costituisce l’interfaccia col nodo
adiacente, è descritta da direttori coincidenti con i versori del riferimento locale; i
relativi parametri sono dettiparametri di interfaccia.

La sezione pi`u internaè solidale alla traveed i suoi direttori sono anch’essi
coincidenti con i versori del riferimento locale; i relativi parametri, che governano la
cinematica della trave incastrata, verranno dettiparametri standard.

Le due coppie di parametri risultano ovviamente coincidenti nel caso di trave
incastrata agli estremi; nel caso pi`u generale esister`a tra di esse un collegamento parziale
che viene descritto ponendole in relazione esplicita con un altro insieme completo di
parametri dettiparametri vincolari.

L’introduzione dei parametri vincolari `e effettuata mediante una appropriata
definizione dei relativi direttori che consente di esprimere le condizioni vincolari in
forma canonica; ci`o rende possibile separare i parametri vincolari in due classi dis-
giunte: quella deiparametri vincolari liberie quella deiparametri vincolari schiavi.
Questi ultimi sono funzione dei parametri di interfaccia.

Il procedimento consiste nei seguenti passi.

i) In funzione dei vincoli assegnati si determinano, nelriferimento locale, i
direttori dα dei parametri vincolaripα di ciascuna delle estremit`a della trave.

• La logicaè quella di costruire unabase ortonormalein cui le condizioni vincolari
vengano espresse in forma canonica.

I vettori dei parametri standardsi esprimono quindi come combinazione lineare dei
direttori dα mediante i relativiparametri vincolari:

ue
a

=
∑

α(a) pα(a) dα(a) , a = 1, 2 ,

dove α(a) sono gli indici dei parametri vincolari afferenti all’estremit`a a .
La forma variazionale dell’equilibrio elastico della travee−esima in termini dei

parametri standardsi scrive:∑
ab K

e
ab
ue

b
. ve

a
=

∑
a f e

a
. ve

a
, a, b = 1, 2 .
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Sostituendo si ottiene∑
ab K

e
ab
ue

b
. ve

a
=

∑
ab

∑
α(a)β(b) K

e
ab

dβ(b)
. dα(a) pβ(b) qα(a) =

=
∑

αβ Ke
a(α)b(β) dβ

. dα pβ qα =
∑

αβ Ke
αβ

pβ qα ,

ed analogamente∑
a f e

a
. ve

a
=

∑
a

∑
α(a) f

e
a

. dα(a) qα(a) =
∑

α f e
a(α)

. dα qα =
∑

α fe
α

qα ,

in cui a(α) e b(β) indicano le estremit`a della trave cui afferiscono i parametri vincolari
a e b e siè posto

Ke
αβ

= Ke
a(α)b(β) dβ

. dα ,

fe
α

= f e
a(α)

. dα .

ii) Si procede quindi allacondensazionedei parametri liberi rispetto a quelli
schiavi partizionando la matriceKe

αβ
ed il vettorefe

α
:

Ke =

[
Ke

11 Ke
12

Ke
21 Ke

22

]
, f e =

[
f e
1

f e
2

]
,

dove gli indici 1 e 2 denotano rispettivamente i parametri schiavi e quelli liberi.

Considerando le analoghe partizioni dei parametri e delle forze duali si ha

(Ke
11 −Ke

12 Ke
22
−1 Ke

21)p1 = f1 −Ke
12 Ke

22
−1 f2 ,

Ke
22 p2 = f2 −Ke

21 p1 .

L’ultima formula consente di calcolare i parametri liberi una volta determinati quelli
schiavi.

iii) I parametri schiavi sono a loro volta espressi in funzione dei parametri vettoriali
di interfaccia per consentire di effettuare la successiva operazione di assemblaggio
secondo modalit`a perfettamente analoghe a quelle che si seguono nel caso di travi
incastrate agli estremi.

A tal fine si definiscono la matrice di rigidezza e le forze condensate rispetto ai
parametri schiavi:

Kec
αβ

= [Ke
11 −Ke

12 Ke
22
−1 Ke

21]αβ ,

fec
α

= [f1 −Ke
12 Ke

22
−1 f2]α ,

dove α e β variano tra gli indici dei parametri schiavi.
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In virtù del fatto che i direttoridα deiparametri vincolaripα di ciascuna delle es-
tremità delle travi costituiscono unabase ortonormale, è possibile esprimere i parametri
schiavi in funzione di quelli vettoriali di interfaccia mediante una semplice proiezione:

p1α = (ua(α) + uoa(α)) . dα ,

in cui ua(α) è il vettore dei parametri di interfaccia all’estremit`a a(α) della trave cui
afferisce il parametro schiavop1α .

• Il vettore uoa(α) denota il cedimento ivi imposto che consiste in uno spostamento
della sezione di estremit`a della trave rispetto a quella di interfaccia.

Si ottiene in definitiva∑
αβ Kec

αβ
p1β q1α =

∑
αβ Kec

αβ
[(ub(β) + uob(β)) . dβ ][va(α)

. dα] =

=
∑

αβ Kec
αβ

(dα ⊗ dβ)(ub(β) + uob(β)) . va(α) =

=
∑

ab

∑
α(a)β(b) Kec

α(a)β(b) (dα(a) ⊗ dβ(b))(ub + uob) . va =

=
∑

ab K
ec
ab

ub
. va +

∑
ab K

ec
ab

uob
. va ,

ed analogamente per le forze∑
α fec

α
q1α =

∑
α fec

α
[va(α)

. dα] =
∑

a

∑
α(a) fec

α(a) [dα(a)
. va] =

∑
a f ec

a
. va ,

avendo posto

Kec
ab

=
∑

α(a)β(b) Kec
α(a)β(b) (dα(a) ⊗ dβ(b)) ,

f ec
a

=
∑

α(a) fec
α(a) dα(a) ,

dove α(a) e β(b) sono gli indici dei parametri schiavi afferenti alle estremit`a ed il
simbolo⊗ denota il prodotto tensoriale.

Definendo inoltre il vettore delle forze equivalenti ai cedimenti di estremit`a:

f ec
oa

= −
∑

b K
ec
ab

uob ,

si completano le espressioni della rigidezza e delle forze da considerare nell’as-
semblaggio della travatura.

L’equilibrio elastico della trave vincolata agli estremi si esprime quindi in forma
variazionale, in termini dei parametri vettoriali di interfaccia, come segue:∑

ab K
ec
ab
ub

. va =
∑

a f ec
a

. va +
∑

a f ec
oa

. va , ∀va ,

ed in termini matriciali ∑
ab K

ec
ab
ub =

∑
a f ec

a
+

∑
a f ec

oa
.
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iv) Una volta risolto il problema dell’equilibrio elastico della struttura si valutano
gli spostamenti dei nodi e quindi quelli delle estremit`a delle travi.

Per le travi vincolate agli estremi si procede nel modo seguente.
Dalla conoscenza dei parametri vettoriali di interfacciaua si ottengono iparametri

vincolari schiavip1 mediante la formula

p1α = (ua(α) + uoa(α)) . dα .

I parametri vincolari liberi p2 si ricavano quindi dalla formula

p2 = Kec
22
−1(f2 −Ke

21 p1) ,

ed infine iparametri standard(cioè di estremit`a della trave incastrata) si calcolano con
la formula

ue
a

=
∑

α(a) pα(a)dα(a) , a = 1, 2 .

2.9. Risultati

I parametri standard consentono di determinare i diagrammi delle sollecitazioni e
le reazioni vincolari.

Infatti la combinazione lineare deipolinomi di Hermite mediante i parametri
standard fornisce la deformata flessionale della trave elastica. Per successive derivazioni
si ottengono quindi i campi di rotazione e di curvatura. Moltiplicando la curvatura per
la rigidezza flessionale si pervieme al diagramma del momemto flettente e derivando a
quello del taglio. Lo sforzo normale si ottiene moltiplicando la dilatazione longitudinale
della trave per la rigidezza assiale.

Le forze agenti agli estremi delle travi si calcolano mediante la formula

f e
a

= Ke
ab
ue

b
, a = 1, 2 , e = 1, 2, . . . ,numelem ,

e le azioni sui nodi della travatura si ottengono sommando i contributi delle travi ad essi
afferenti

fi =
∑

e

∑
a fi(e,a) ,

dove le forze di estremit`a nel riferimento globale sono date da

fi(e,a) = ReT f e
a
.

Le reazioni vincolari nel riferimento globale si ottengono infine per differenza

ri = fi − �i , i = 1, 2, . . . ,numnodi ,

essendo�i i carichi assegnati sui nodi.
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3. TRAVATURE RETICOLARI

Unatravatura reticolare piana, è una struttura composta da aste a sezione costante
i cui assi di simmetria giacciono in un unico piano. Il modello `e un caso particolare di
quello delle travature analizzato nelle sezioni precedenti. Si assumono comeparametri
cinematicidi ciascuna asta i vettori spostamentos delle due sezioni terminali.

3.1. Analisi delle singole aste

La soluzione del problema elastostatico per ciascuna asta `e condotto determi-
nandone la risposta elastica (spostamenti e reazioni) alle azioni assegnate (carichi e
distorsioni) per valori arbitrari dei parametri cinematici.

A tal fine si esprime la dilatazione della generica asta in funzione dei vettori
spostamento delle estremit`a mediante la formula

ε =
(u2 − u1) . e12

l
,

dovee12 denota il versore dell’asse orientato edl la lunghezza dell’asta. La forma
bilineare dell’energia elastica dell’asta assume allora l’espressione

Keue . ve = Aelεuεv =
Ae

l
[(u2 − u1) . e12][(v2 − v1) . e12] =

=
Ae

l

[
P −P
−P P

] [
u1
u2

]
.

[
v1
v2

]
= KeGeue . ve

,

avendo posto

Ae area elastica dall’asta,

Ke rigidezza elastica dell’asta,

P = e12 ⊗ e12 proiettore ortogonale sull’asse dell’asta,

Ge =

[
P −P

−P P

]
matrice geometrica dell’asta,

ue =
[
u1
u2

]
ve =

[
v1
v2

]
vettori dei parametri dell’asta.

La matrice di rigidezza elastica dell’asta `e quindi fornita dalla formula

Ke = Ke Ge ,

ed è dunque il prodotto della rigidezza elastica dell’asta e della matrice geometrica
dell’asta.
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3.2. Assemblaggio della travatura reticolare

La soluzione del problema elastostatico per l’intera travatura reticolare comporta
l’ assemblaggiodella struttura considerando che i parametri cinematici di estremit`a delle
singole aste non sono indipendenti.

I parametri cinematici relativi all’estremit`a di un’asta concorrente in un nodo
devono allora essere uguali ai corrispondenti parametri cinematici del nodo.

Assegnato un riferimento cartesiano, si denota con

• ui = {six, siy} il vettore dei parametri cinematici del singolo nodo,

• ue = {ue
1,u

e
2} quello dei parametri cinematici di estremit`a della singola asta

dove ue
a

= {se
ax

, se
ay
} ( a = 1, 2) .

I pedici x, y indicano gli assi coordinati.
Sia inoltreu = {ui , i = 1, 2, . . . ,numnodi} il vettore numerico dei parametri

cinematici dell’intera struttura.
La matrice di assemblaggiodella generica asta `e definita da:

ue = Aeu .

Se con Ke si indica la matrice di rigidezza di un elemento, la forma bilineare
dell’energia elastica dell’intera struttura si scrive

Ku . v =
∑

e Keue . ve ,

dove il simbolo . denota il prodotto interno usuale tra vettori numerici.
In effetti conviene operare in modo diverso per costruire la matrice di rigidezza

K dell’intera struttura.
Innanzitutto la matriceKe viene partizionata nei suoi blocchi corrispondenti ai

parametri cinematici delle due estremit`a

Ke =

[
Ke

11 Ke
12

Ke
21 Ke

22

]
.

La forma bilineare dell’energia elastica dell’intera struttura si pu`o quindi riscrivere
come

Ku . v =
∑

e

∑
ab K

e
ab
ue

b
. ve

a
, a, b = 1, 2 , e = 1, 2, . . . ,numelem .

La matrice di assemblaggio elementareAe è decomponibile in due blocchi:

Ae =

[
Ee

1

Ee
2

]
,

dove Ee
a

è lamatrice di estrazione.
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Ee
a

estrae dau il vettore ui(e,a) relativo al nodo cui afferisce l’estremit`a a
dell’astae . Si ha dunque

Aeu =

[
Ee

1

Ee
2

]
u =

[
Ee

1u

Ee
2u

]
=

[
ui(e,1)

ui(e,2)

]
,

per cui risulta:ue
b
= uj(e,b) e ve

a
= vi(e,a) .

In effetti conviene effettuare tale operazione mediante unconnettoreche fornisce
per ogni trave il vettore dei nodi di estremit`a:

Ce = {i(e, 1), i(e, 2)} , e = 1, 2, . . . ,numelem .

Sostituendo ai vettori dei parametri di estremit`aue
a

eve
a

le loro espressioni in funzione
dei vettori dei parametri nodaliuj(e,b) evi(e,a) la forma bilineare dell’energia diventa:∑

ij Kijuj
. vi =

∑
e

∑
ab K

e
ab
uj(e,b)

. vi(e,a) ,

dove la sommatoria `e estesa ai soli indicii, j = 1, 2, . . . ,numnodi corrispondenti ai
nodi che sono collegati da aste e quindi che sono del tipoi(e, a) o j(e, b) .

La matrice di rigidezza nodale della struttura viene quindi calcolata con la formula:

Kij =
∑

e

∑
ab Ki(e,a)j(e,b) dove Ki(e,a)j(e,b) = Ke

ab
.

E’ opportuno sottolineare il fatto che della matrice di rigidezza nodale della struttura
vanno solo calcolati i blocchi corrispondenti a nodi connessi da aste.

3.3. Vincoli esterni e cedimenti imposti

I parametri nodali

ui = {six, siy} , i = 1, 2, . . . ,numnodi ,

in generale non sono indipendenti e l’insieme di ammissibilit`a costituisce una variet`a
lineare definita da condizioni di vincolo tra i parametri e da valori assegnati ad alcuni
di essi.

E’ necessario dunque fornire unarappresentazione esplicitadella varietà lineare
di ammissibilità in termini di parametri scalari liberi.

Nel caso di una travatura reticolare i vincoli ed i cedimenti vengono assegnati
separatamente per ciascun nodo.

Si possono pertanto esprimere i parametri dei singoli nodi come combinazione
affine di direttori assegnati; i relativi coefficienti costituiscono iparametri scalari liberi
che rappresentano le incognite in termini delle quali va risolto il problema lineare.
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Si assume dunque per i parametri nodali l’espressione

uj = uoj +
∑

β(j) pβ(j) dβ(j) ,

e per le loro variazioni l’espressione

vi =
∑

α(i) qα(i) dα(i) ,

dove i e j denotano i nodi della travatura reticolare cui afferisce almeno un parametro o
un cedimento, gli indiciα e β variano negli insiemi degli indici dei parametri afferenti
ai nodi i e j rispettivamente ed i direttoridα sono indipendenti.

La forma bilineare dell’energia elastica dell’intera struttura si scrive allora:

∑
ij Kijuj

. vi =
∑

ij Kij

(
uoj +

∑
β(j) pβ(j) dβ(j)

)
.
(∑

α(i) qα(i) dα(i)

)
=

=
∑

ij

∑
α(i)β(j)

(
Kijdβ(j)

. dα(i)

)
pβ(j) qα(i) +

+
∑

ij

∑
α(i)

(
Kijuoj

. dα(i)

)
qα(i) .

• Nel primo addendo della formula precedente gli indicii e j variano tra quelli
tali che ai nodi corrispondenti afferisce almeno un parametro e gli indiciα(i)
e β(j) variano nell’insieme degli indici dei parametri afferenti ai nodii e j
rispettivamente.

• Nel secondo addendo della formula precedente l’indicei varia tra quelli tali che
al nodo corrispondente afferisce almeno un parametro,α(i) varia nell’insieme
degli indici dei parametri afferenti al nodoi e l’indice j tra quelli tali che al nodo
corrispondente `e associato un cedimento.

E’ allora più conveniente ordinare i parametri in una unica lista in cui far variare gli
indici α e β , scegliere tra gli indicii e j dei nodi quellii(α) e j(β) cui afferiscono
tali parametri e far variare l’indicek tra quelli dei nodi cui afferisce un cedimento.

L’espressione precedente si riscrive quindi

∑
αβ [Ki(α)j(β)dβ

. dα] pβ qα +
∑

α

[∑
k Ki(α)kuok

. dα

]
qα =

=
∑

αβ Kαβ pβ qα −
∑

α foα qα .
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La matrice di rigidezza della struttura in termini di parametri scalari liberi assume
la forma:

Kαβ = Ki(α)j(β)dβ
. dα ,

e le forze equivalenti ai cedimenti e duali dei parametri liberi sono date da:

foα =
∑

k Ki(α)kuok
. dα .

In definitiva la forma bilineare dell’energia elastica dell’intera struttura diventa:∑
ij Kijuj

. vi =
∑

αβ Kαβ pβ qα −
∑

α foα qα .

Il lavoro virtuale delle forze nodalifi fornisce l’espressione delleforze duali dei
parametri liberi:∑

i fi . vi =
∑

i fi .
(∑

α(i) qα(i) dα(i)

)
=

∑
i

∑
α(i)

(
fi . dα(i)

)
qα(i) .

Lasciando libero di variare l’indiceα e scegliendo tra gli indicii quelli i(α) tali che
ai nodi corrispondenti afferisce il parametroα , si ottiene∑

i fi . vi =
∑

α(fi(α)
. dα) qα =

∑
α fα qα ,

in cui
fα = fi(α)

. dα ,

e dunque ∑
i fi . vi =

∑
α fα qα .

In definitiva il problema elastostatico∑
ij Kij uj

. vi =
∑

i fi . vi ,

si scrive in termini variazionali∑
αβ Kαβ pβ qα =

∑
α(fα + foα) qα ,

ovvero informa operativa:

FORMULAZIONE PARAMETRICA

∑
β Kαβ pβ = fα + foα ,

dove:
Kαβ = Ki(α)j(β)dβ

. dα ,

fα = fi(α)
. dα ,

foα =
∑

k Ki(α)kuok
. dα .
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L’interpretazione meccanica dei vari temini `e la seguente.

Kαβ è la matrice di rigidezza relativa ai parametri scalari,

fα sono le forze parametriche equivalenti alle azioni sui nodi,

foα sono le forze parametriche equivalenti ai cedimenti dei nodi,

dα sono i direttori dei parametri scalari,

uok sono i cedimenti impressi ai nodi.

Un esempio di calcolo `e riportato in fig. 3.1.

Fig. 3.1

Osservazione 3.1.Le trattazioni svolte per illustrare i metodi di analisi delle travature
piane e delle travature reticolari forniscono le procedure per l’implementazione in un
codice di calcolo automatico.

L’autore ha sviluppato su tale base due codici per uso didattico relativi alle travature
piane ed alle travature reticolari. Esempi di soluzione di travature elastiche sono stati
riportati nella sezione II.2.8 (p. 66).

Il linguaggio adottato `e quello simbolico del programmaMathematica di
Stephen Wolfram.
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VI – FORMULAZIONI VARIAZIONALI

Questo capitolo `e dedicato ad un approfondimento dell’analisi dei problemi di
equilibrio e di congruenza di strutture elastiche nel contesto dellateoria geometrica-
mente linearizzata. In particolare si discute in modo approfondito la formulazione mista
del problema elastico nelle forme primale e complementare. Come casi particolari si
ritrovano i principi di estremo trattati per via diretta nella sezione II.4 (p. 82).

La teoria linearizzata `e applicabile allo studio di strutture elastiche che comportino
spostamenti e deformazioni di entit`a cos`ı modesta che si ritenga possibile far riferimento
ad un’unica configurazione geometricaΩ sulla quale valutare le condizioni di equilibrio
e le deformazioni, trattando gli spostamenti come se fossero cinematismi. L’analisi
linearizzata consente comunque di affrontare e di risolvere in modo sufficientemente
approssimato molti problemi di grande interesse per l’ingegneria delle strutture.

Nel seguito si far`a esplicito riferimento agli spazi funzionali introdotti nei capitoli
I e II del Tomo I.

Sia dunqueu ∈ V(Ω) un campo di spostamentiGreen-regolaree cioè

• un campo di spostamentiu ∈ H(Ω) di quadrato integrabile nel dominioΩ
in corrispondenza del quale esista una suddivisioneTu(Ω) di Ω di supporto
per u ∈ H(Ω) . Ciò significa che la restrizione del campou ∈ H(Ω) ad un
qualsiasi elemento della suddivisioneTu(Ω) genera una deformazione tangente
distribuzionaleBu ∈ D′

H(Ω) di quadrato integrabile sull’elemento.

La corrispondentedeformazione linearizzatàe il campo tensoriale di quadrato inte-
grabile Bu ∈ H(Ω) definito come prodotto cartesiano delle deformazioni tangenti
distribuzionali in ogni elemento della suddivisioneTu(Ω) .

Comeè d’uso corrente nel contesto della trattazione linearizzata, nel seguito si
ometterà spesso di esplicitare l’aggettivolinearizzato. Si dirà cos`ı semplicemente che

• il campo di quadrato integrabileBu ∈ H(Ω) è la deformazioneassociata allo
spostamentou ∈ V(Ω) .

Notazione

Per semplificare la notazione, nel denotare gli spazi riferiti alla suddivisione di sup-
porto T (Ω) si ometterà di indicare esplicitamente la suddivisioneT (Ω) . Si scriverà
quindi V invece di V(T (Ω)) e cos`ı via. Inoltre si scriver`a ancheH e H al posto
di H(Ω) e H(Ω) . Si continuer`a invece a denotare conV(Ω) e F(Ω) lo spazio dei
cinematismiGreen-regolari e quello duale dei sistemi di forze e conS(Ω) lo spazio
degli sforziGreen-regolari.
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1. PROPRIETA’ FUNZIONALI

Per la discussione del problema dell’equilibrio elastico `e indispensabile enunciare
con precisione le propriet`a funzionali dei legami elastici che descrivono il comporta-
mento del materiale e quello dei vincoli elastici imposti.

La formulazione di queste propriet`a è l’argomento delle prossime due sezioni.

1.1. Legame costituivo lineare

Si consideri una legge costitutiva elastica lineare governata da un operatore di
cedevolezza elasticaCo ∈ L

{
H,H

}
che associa ad ogni stato di sforzoσ ∈ H la

corrispondente deformazione elasticae = Coσ ∈ H . Si ha che

• Il nucleo KerCo ⊂ H della cedevolezza elastica `e il sottospazio lineare costituito
dai campi di sforzoelasticamente inefficaci, cioè dai campi di sforzo che non danno
luogo a deformazioni elastiche.

• I campi del sottospazio lineare ImCo ⊂ H sono ledeformazioni elasticamente
ammissibili.

• L’esistenza di un potenziale elastico complementare richiede che la cedevolezza
elasticaCo ∈ L

{
H,H

}
siasimmetricae cioè che risulti

(( Coσ1 , σ2 )) = (( Coσ2 , σ1 )) , ∀σ1,σ2 ∈ H .

Il potenziale elastico complementareè allora pari a

ψ(σ) =
1
2

(( Coσ , σ )) .

• Lastabilità del legame elasticorichiede che ad una variazione di sforzo corrisponda
una variazione di deformazione elastica concorde e cio`e che valga la propriet`a di
monotonia

(( Coσ2 −Coσ1 , σ2 − σ1 )) ≥ 0 , ∀σ1,σ2 ∈ H .

In virtù della linearità di Co ∈ L
{
H,H

}
tale condizione equivale a richiedere

che la cedevolezza elastica siapositivae cioè che

(( Coσ , σ )) ≥ 0 , ∀σ ∈ H .

Il potenziale elastico complementareψ(σ) è pertantoconvessosu H .

In effetti, la teoria che consente di pervenire ai risultati fondamentali di esistenza,
richiede che sia soddisfatta una propriet`a più forte e precisamente che

• La cedevolezza elasticaCo ∈ L
{
H,H

}
sia H-semiellittica.
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La proprietà di semiellitticit̀a del legame elatico, `e espressa dalla diseguaglianza

(( Coσ , σ )) ≥ c ‖σ ‖2
H/KerCo

, ∀σ ∈ H ,

dove ‖σ ‖H/KerCo
è la norma nello spazio quoziente e cio`e la distanza del vettore

σ ∈ H dal sottospazio lineare KerCo dei campi di sforzoelasticamente inefficaci:

‖σ ‖H/KerCo
: = inf {‖σ − τ ‖H | τ ∈ KerCo} ,

Si noti che la continuit`a di Co ∈ L
{
H,H

}
implica che

C ‖σ ‖H/KerCo
≥ ‖Coσ ‖H , ∀σ ∈ H .

Dunque valgono le diseguaglianze

C ‖σ ‖2
H/KerCo

≥ ‖Coσ ‖ ‖σ ‖H/KerCo
≥ (( Coσ , σ )) , ∀σ ∈ H .

Definendo inH la seminorma in energia elastica complementaredei campi di sforzo

‖σ ‖Co
=

√
(( Coσ , σ )) , ∀σ ∈ H ,

dalle proprietà di continuità e di semiellitticità si deduce che inH sussistono le seguenti
equivalenza tra le seminorme

√
C ‖σ ‖H/KerCo

≥ ‖σ ‖Co
≥
√

c ‖σ ‖H/KerCo
, ∀σ ∈ H .

Inoltre dalla propriet`a di semiellitticit̀a, in forza della diseguaglianza diCauchy-
Schwarz segue che

‖Coσ ‖H ≥ c ‖σ ‖H/KerCo
, ∀σ ∈ H ,

Il teorema dell’immagine chiusa diBanach assicura allora che la cedevolezza elastica
Co ∈ L

{
H,H

}
ha immagine chiusain H (vedi Tomo I sezione II.6.3.1 (p. 212) o

Tomo Zero VI.3.7 (p. 108))).

Il quadro che segue riassume le principali propriet`a della cedevolezza elastica.

La cedevolezza elasticaCo ∈ L
{
H,H

}
• èsimmetrica,

• è H-semiellittica(dunque in particolarepositiva),

• ha immagine chiusaper cui

Im Co = ( KerCo)
⊕

, KerCo = ( Im Co)
⊕

.

• I campi del sottospazio lineare KerCo ⊂ H sono glisforzi elasticamente
inefficaci.

• I campi del sottospazio lineare ImCo ⊂ H sono ledeformazioni elastica-
mente ammissibili.
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• Gli spostamenti conformi elasticamente ammissibilisono quelli del sottospazio
lineare {

u ∈ L(Ω) : Bu ∈ Im Co

}
⊂ L(Ω) ,

cioè quelli cui corrisponde una deformazione elasticamente ammissibile.

Per definire la rigidezza elastica della struttura, si consideri quindi l’operatore iniettivo

C∗ ∈ L
{ H

KerCo

, Im Co

}
,

dellacedevolezza elastica efficace, definito dalla relazione

C∗σ∗ = Coσ , σ∗ ∈ H
KerCo

, σ ∈ σ∗ .

La classe di equivalenzaσ∗ = σ + KerCo è detta losforzo elasticamente efficace
corrispondente allo sforzoσ ∈ H .

• L’operatore inverso

Eo = C∗−1 ∈ L
{

Im Co,
H

KerCo

}
è l’operatore di rigidezza elasticadella struttura.

L’operatore lineareEo ∈ L
{

Im Co,
H

KerCo

}
è continuo in forza del teorema

dell’applicazione aperta diBanach (vedi Tomo Zero VI.3.7 (p. 108)).

Tale proprietà può anche essere direttamente dedotta dalla diseguaglianza che
stabilisce la chiusura dell’immagine diCo . Ponendo infattiσ = Eoe e Coσ = e si
ha che

c
−1 ‖ e ‖H ≥ ‖Eoe ‖H/KerCo

∀ e ∈ Im Co ⊂ H .

In modo analogo dalle propriet`a di continuità e di semiellitticità di Co si deduce che
Eo ha immagine chiusa ed `e ellittica su ImCo : ‖Eoe ‖H/KerCo

≥ C
−1 ‖ e ‖H , ∀ e ∈ Im Co ⊂ H ,

(( Eoe , e )) ≥ c ‖Eoe ‖
2
H/KerCo

≥ C−2 c ‖ e ‖2
H , ∀ e ∈ Im Co ⊂ H .

Il potenziale di deformazione elasticaè dato da

φ(e) = 1
2 (( Eoe , e )) ,

edèstrettamente convessosu ImCo ⊂ H .
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E’ immediato verificare che per ogni coppia{σ, e} ∈ H×H tale chee = Coσ
vale latrasformazione diLegendre

φ(e) + ψ(σ) = (( σ , e )) , σ ∈ H , e ∈ Im Co ,

Si noti che la chiusura di ImCo comporta che

Im Co = ( KerCo)
⊕ ≡ H

KerCo

,

dove il simbolo≡ indice che tra i due spazi diHilbert sussiste un isomorfismo
isometrico.

Se non esistono sforzi elasticamente inefficaci allora KerCo = {o} e la cedevo-
lezza elasticaCo ∈ L

{
H,H

}
è un operatore iniettivo edellittico suH , cioè tale

che
(( Coσ , σ )) ≥ c ‖σ ‖2

H , ∀σ ∈ H .

Di conseguenza il potenziale elastico complementare `e strettamente convessosu
H e l’operatoreCo ∈ L

{
H,H

}
èsuriettivoin quanto risulta

Im Co = ( KerCo)
⊕ = H .

L’operatore inversoEo = Co
−1 ∈ L

{
H,H

}
ècontinuoedellittico su H .

1.2. Vincoli elastici lineari

La struttura continua sia soggetta ad un sistema divincoli elastici linearidescritti
da un operatore di rigidezza elasticaK ∈ L

{
V,F

}
che ad ogni campo di spostamenti

u ∈ V della struttura associa il sistema di forze elastichere ∈ F esercitato dai vincoli
elastici e definito da

re = −Ku , u ∈ V , re ∈ F .

Il segno negativo `e conseguenza del fatto che le forzere ∈ F agenti sulla struttura
sono opposte alle forze esercitate dalla struttura sui vincoli elastici.

• L’esistenza di unpotenziale elastico, che misura l’energia elastica immagazzinata
nei vincoli elastici per effetto del campo di spostamenti della struttura, richiede che
l’operatore lineareK ∈ L

{
V,F

}
siasimmetricoe cioè che sussita la relazione

〈 Ku1 , u2 〉 = 〈 Ku2 , u1 〉 ∀u1,u2 ∈ V .

• Lastabilità del legame elastico dei vincolirichiede che ad una variazione di sposta-
mento corrisponda una variazione concorde del sistema di forze elastiche agente
sui vincoli e cioè valga la propriet`a dimonotonia

〈 Ku2 −Ku1 , u2 − u1 〉 ≥ 0 ∀u1,u2 ∈ V .
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In virtù della linearità di K ∈ L
{
V,F

}
la monotonia equivale a richiedere che la

rigidezza dei vincoli elastici siapositivae cioè che

〈 Ku , u 〉 ≥ 0 ∀u ∈ V .

In effetti, come si vedr`a, la buona posizione del problema elastico richiede che l’elasticit`a
dei vincoli soddisfi anche la propriet`a di semielliticità in corrispondenza dei cinematismi
rigidi conformi. Si assume quindi che

• la rigidezza elasticaK ∈ L
{
V,F

}
è semiellittica sul sottospazio lineare

Vrig = KerB ∩ L ⊆ L , costituito dai cinematismi rigidi conformi. Vale quindi
la diseguaglianza

〈 Ku , u 〉 ≥ ck ‖u ‖2
L/KerK∩L ∀u ∈ KerB ∩ L ,

con ck > 0 .

1.3. Problemi elastici al contorno

Nei problemi al contorno il legame elasticoK ∈ L
{
V ; F

}
tra spostamenti e

sistemi di forze `e definito a partire da due legami, uno tra spostamenti e forze di massa
e l’altro tra spostamenti al contorno e forze di contatto.

Si denotino con
Ko ∈ L

{
H ; H

}
,

∂K ∈ L
{
∂V ; ∂F

}
,

gli operatori simmetrici e positivi che definiscono rispettivamente tali legami.
Allora la forma bilineare dell’energia elastica complessiva, che include l’elasticit`a

dei vincoli di massa ed al contorno, ha l’espressione

k (u,v) = ko (u,v) + ∂k (u,v) , ∀u,v ∈ V ,

con
k (u,v) = 〈 Ku , v 〉 ,

ko (u,v) = ( KoJVu , JVv ) ,

∂k (u,v) = 〈〈 ∂K(Γu) , Γv 〉〉 .

Risulta dunque
K = J ′VKoJV + Γ′∂KΓ ,

con JV ∈ L
{
V ; H

}
iniettore canonico.
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Si considerino adesso i seguenti due casi.

I vincoli elastici al contorno siano assegnati definendo l’operatore di rigidezza
∂K ∈ L

{
∂V ; ∂F

}
e si voglia deteminare lacedevolezzacorrispondente. A tal

fine si introduca l’operatore iniettivo

∂K∗ ∈ L
{ ∂V

Ker∂K ; Im ∂K
}

,

definito da

∂K∗
∂u∗ = ∂K ∂u , ∀ ∂u ∈ ∂u∗ ∀ ∂u∗ ∈ ∂V

Ker∂K
.

L’operatore di cedevolezza associato a∂K ∈ L
{
∂V ; ∂F

}
è allora

∂C = (∂K∗)−1 ∈ L
{

Im ∂K ; ∂V
Ker∂K

}
.

Si noti che i vincoli elastici al contorno sonoefficaci se e solo se la rigidezza
soddisfa la condizione

Im ∂K ∩ (ΓL)⊥ = Im ∂K ∩ (NΣ) = {o} .

dove Σ =
{
σ ∈ S : 〈〈 Nσ , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ L

}
e si è fatto riferimento alla

eguaglianzaNΣ = (ΓL)⊥ (vedi Tomo I sezione II.10 (p. 243)).

I vincoli elastici al contorno siano assegnati definendo l’operatore di cedevolezza
∂C ∈ L

{
∂F ; ∂V

}
e si voglia deteminare larigidezzacorrispondente. Si procede

in modo analogo al precedente considerando l’operatore iniettivo

∂C∗ ∈ L
{ ∂F

Ker∂C ; Im ∂C
}

,

definito da

∂C∗ t∗ = ∂C t , ∀ t ∈ t∗ ∀ t∗ ∈ ∂F
Ker∂C

,

e l’operatore di rigidezza

∂K = (∂C∗)−1 ∈ L
{

Im ∂C ;
∂F

Ker∂C

}
.

In termini di cedevolezza dei vincoli elastici al contorno, la condizione diefficacia
si esprime imponendo che

Im ∂C ∩ (ΓL) = Im ∂C ∩ (NΣ)⊥ = {o} .
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2. FORMULAZIONE PRIMALE

Un problema elastico consiste nella determinazione del campo di spostamento e
del campo di sforzo che, in presenza di legami elastici sia costitutivi che vincolari,
soddisfino lacondizione di equilibrio elasticoe lacondizione di congruenza elastica.

In completa generalit`a unproblema elastico lineareva formulato in termini di
campi di spostamento e di campi di sforzo ed `e pertanto unproblema misto.

La necessit`a di considerare incogniti sia il campo di spostamento che quello di
sforzo sussiste nel caso in cui la cedevolezza elastica del materiale sia singolare.

Tale singolarità non consente infatti di esprimere il campo di sforzo incognito in
funzione del campo di spostamento.

Se la cedevolezza elastica del materiale `e non singolare, il problema strutturale pu`o
essere invece formulato in termini del solo campo di spostamento incognito imponendo
la sola condizione di equilibrio elastico.

Si osservi inoltre che il problema elastico `e suscettibile di varie formulazioni,
tra loro equivalenti per il modello continuo, che conducono per`o, a seguito di una
discretizzazione, a metodi approssimati diversi.

Nel seguito si fornisce una trattazione esauriente del problema illustrando prima la
formulazione del problema misto primale e quindi quella del problema misto comple-
mentare mostrando per entrambe le specializzaioni al caso di elasticit`a non singolare e
le caratterizzazioni in termini di principi di stazionariet`a, di estremo o di punto di sella.

Si presenta infine una trattazione delle formulazioni ibride che giocano un ruolo
importante nelle applicazioni quando `e necessario o conveniente far ricorso a campi
non conformi.

2.1. Problema misto primale

Si considerino i seguenti elementi

• Co ∈ L
{
H,H

}
cedevolezza elastica del materiale,

• K = J ′VKoJV + Γ′∂KΓ ∈ L
{
V ; F

}
rigidezza elastica somma delle rigidezze

Ko ∈ L
{
H ; H

}
e ∂K ∈ L

{
∂V ; ∂F

}
dei vincoli elastici di massa e di contatto,

• JV ∈ L
{
V ; H

}
iniettore canonico,

• Γ ∈ L
{
V ; ∂V

}
operatore di traccia,

• � = J ′Vb + Γ′t ∈ FL carico equivalente alle forze di massa e di contatto.

cosı̀ che

〈 � , v 〉 = ( b , JVv ) + (( t , Γv )) .

• δ ∈ H un’assegnatadistorsione, quale ad esempio il campo di deformazione
prodotto da una variazione di temperatura,
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• w ∈ V un assegnato campo di spostamenti che descrive un insieme dicedimenti
vincolari come classe di equivalenza

w + L ∈ V
L .

I campi della variet`a lineareLa = w+L ⊂ V , sono dettispostamenti ammissibili.

Si impongano le condizioni di equilibrio e di congruenza.

La condizione variazionale di equilibriosi scrive nella forma

〈 � , v 〉 + 〈 re , v 〉 = (( σ , Bv )) , ∀v ∈ L .

Detta u ∈ La(Ω) la deformata elastica e postore = −Ku la condizione di
equilibrio assume l’espressione

〈 Ku , v 〉 + (( σ , Bv )) = 〈 � , v 〉 , ∀v ∈ L .

Si osservi poi che la deformazione totaleε ∈ H è pari alla somma di quella
elasticae = Coσ ∈ H e di quella impostaδ ∈ H

ε = e + δ = Coσ + δ .

Pertanto la condizione di congruenza tra il campo di spostamentiu ∈ La ed il
campo di deformazione totaleε ∈ H si scrive

Bu = ε = Coσ + δ .

La condizione variazionale di congruenzasi scrive dunque

(( τ , Bu ))− (( τ , Coσ )) = (( τ , δ )) , ∀ τ ∈ H .

In definitiva, definendo le forme bilineari simmetriche{
k (u,v) : = 〈 Ku , v 〉 , ∀u,v ∈ V ,

co (σ, τ ) : = (( Coσ , τ )) , ∀σ, τ ∈ H ,

il problema elastico risulta espresso dal sistema

{
k (u,v) + b (σ,v) = 〈 � , v 〉 , u ∈ La = w + L ⊆ V , ∀v ∈ L ,

b (τ ,u)− co (σ, τ ) = (( τ , δ )) , σ ∈ H , ∀ τ ∈ H .



236 2 – FORMULAZIONE PRIMALE

• I campi incogniti{u,σ} ∈ La ×H sono detticampi di tentativo.

• I campi {v, τ} ∈ L × H che compaiono nella formulazione variazionale sono
detticampi di prova.

E’ conveniente far s`ı che i campi di prova{v, τ} ∈ La × H ed i campi di tentativo
{u,σ} ∈ L ×H appartengano entrambi ai medesimi spazi lineari.

A tal fine si pongau + w con u ∈ L al posto diu ∈ La e si riscriva il sistema
nella forma

M)


k (u,v) + b (σ,v) = 〈 � , v 〉 − k (w,v) ,

{
u ∈ L ,

∀v ∈ L ,

b (τ ,u)− co (σ, τ ) = (( τ , δ ))− b (τ ,w) ,

{
σ ∈ H ,

∀ τ ∈ H .

Si introducano

• la forza attiva equivalente�eq∈ FL e

• la distorsione equivalenteδeq∈ H ,

con le definizioni

〈 �eq, v 〉 : = 〈 �−Kw , v 〉 , ∀v ∈ L ,

(( δeq, τ )) : = (( δ −Bw , τ )) , ∀ τ ∈ H .

La formulazione mista primaledel problema elastico si scrive quindi

M)

{
k (u,v) + b (σ,v) = 〈 �eq, v 〉 , u ∈ L ∀v ∈ L ,

b (τ ,u)− co (σ, τ ) = (( δeq, τ )) , σ ∈ H ∀ τ ∈ H .

Le due condizioni sono dette rispettivamentecondizione di equilibrio elastico primale
econdizione di congruenza elastica primale.

2.2. Formulazione in termini di operatori

La discussione del problema misto `e convenientemente condotta facendo riferi-
mento ad una formulazione in termini di operatori.

A tal fine si osservi che lo spazioHilbert H è assunto quale spazio pivot (`e cioè
identificato col suo dualeH′ ) e che lo spazio duale diL è FL = L′ .
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E’ pertanto naturale introdurre glioperatori ridotti
BL ∈ L

{
L,H

}
,

B
′

L ∈ L
{
H,FL

}
,

KL ∈ L
{
L,FL

}
,

mediante le posizioni

• BL ∈ L
{
L,H

}
è la restrizione diB ∈ L

{
V,H

}
,

• B
′

L ∈ L
{
H,FL

}
è definito dalla relazioneB

′

Lσ = B
′
σ +R ,

• KL ∈ L
{
L,FL

}
è definito dalla relazione

KLu = Ku +R .

Il sottospazio delle forze reattiveR ⊂ F è definito da

R = L⊥ =
{
f ∈ F : 〈 f , v 〉 = 0 ∀v ∈ L

}
.

Osservazione 2.1.Si noti che nel definire gli operatori

B
′

L ∈ L
{
H,FL

}
, KL ∈ L

{
L,FL

}
,

si è fatto ricorso alla seguente identificazione.
Sia V lo spazio dei cinematismiGreen-regolari aventi quale supporto la suddi-

visione T (Ω) e siaF lo spazio di sistemi forze, duale diV . Siano poiL ⊆ V il
sottospazio dei cinematismi conformi eFL lo spazio duale delle forze attive.

Esiste allora un isomorfismo isometrico che permette di identificare lo spazio
delle forze attiveFL e lo spazio quozienteF/R (vedi [16] I.9.18 (p. 75) e [17]
osservazione I.5.4 (p. 43)). Si noti inoltre che lo spazio dei sistemi forzeF duale di
V è identificabile con lo spazio quozienteF/V⊥ , dove

V⊥ =
{
f ∈ F : 〈 f , v 〉 = 0 ∀v ∈ V ⊂ V(Ω)

}
,

è lo spazio dei sistemi di forze di interazione tra parti degli elementi diT (Ω) .

In termini di operatori ilproblema misto primalepuo essere posto nella forma

M)

KLu + B
′

Lσ= �eq

BLu−Co σ= δeq

⇐⇒ Λ

∣∣∣∣∣ uσ
∣∣∣∣∣ =

[
KL B

′

L

BL −Co

] ∣∣∣∣∣ uσ
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ �eq

δeq

∣∣∣∣∣ .

• L’operatore lineareΛ ∈ L
{
L ×H ; FL ×H

}
è dettooperatore strutturale.
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Si osservi che sono valide in generale le seguenti inclusioni (vedi [16] proposizione
I.11.7 (p. 87))

Im Λ ⊆
∣∣∣∣∣ Im KL + Im B

′

L

Im BL + Im Co

∣∣∣∣∣ ⊆
∣∣∣∣∣FLH

∣∣∣∣∣ ,

∣∣∣∣∣ KerKL ∩ KerBL

KerB
′

L ∩ KerCo

∣∣∣∣∣ ⊆ KerΛ ⊆
∣∣∣∣∣ LH

∣∣∣∣∣ .

Sussiste imoltre il seguente risultato.

Proposizione 2.1. Rappresentazione del nucleo della rigidezza elastica dei vincoli.
La positivit̀a dell’operatore di rigidezza dei vincoli elasticiK ∈ L

{
V,F

}
implica che

KerKL = KerK ∩ L .

Dim. Poiché u ∈ KerKL ⇐⇒ u ∈ L : Ku ∈ R = L⊥ ⇒ 〈 Ku , u 〉 = 0 il
punto u ∈ L è di minimo assoluto per la forma quadratica non negativa〈 Ku , u 〉 .
La derivata lungo un’arbitraria direzionev ∈ L deve pertanto annullarsi e ci`o equivale
alla condizione

〈 Ku , v 〉 = 0 ∀v ∈ L ⇐⇒ Ku = o .

Dunque risultau ∈ KerK ∩ L e sussiste l’inclusione KerKL ⊆ KerK ∩ L .
L’inclusione inversa `e evidente.

2.3. Buona posizione

Si dia preliminarmente la definizione dibuona posizionedel problema.

Definizione 2.2. Il problema mistoM è ben posto se in corrispondenza di ogni dato
esiste una soluzione che soddisfi la condizione variazionale di ammissibilità

{�eq, δeq} ∈ ( KerΛ)⊥ ,

La buona posizione del problema misto equivale quindi a richiedere che l’operatore
strutturale Λ ∈ L

{
L ×H,FL ×H

}
sia tale che

Im Λ = ( KerΛ)⊥ ,

e ciòe che l’operatore strutturale abbia immagine chiusa inFL ×H .
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Si noti che l’inclusione ImΛ ⊆ ( KerΛ)⊥ è banale in quanto ogni dato cor-
rispondente ad una soluzione del problema misto soddisfa la condizione variazionale.
Dunque la buona posizione del problema misto consiste in effetti nel richiedere che
valga l’inclusione inversa ImΛ ⊇ ( KerΛ)⊥ .

Se il problema misto `e ben postoed i dati soddisfano la condizione vari-
azionale di ammissibilit`a, l’insieme delle soluzioni `e la varietà lineare non
vuota {u,σ}+ KerΛ , dove {u,σ} ∈ L×H è una soluzione particolare.

La discussione della buona posizione del problema elastico richiede di fornire una
rappresentazione del nucleo dell’operatore strutturaleΛ ∈ L

{
L×H ; FL ×H

}
in termini dei nuclei dei singoli operatoriKL ∈ L

{
L ; FL

}
, Co ∈ L

{
H ; H

}
,

BL ∈ L
{
L ; H

}
e B

′

L ∈ L
{
H ; FL

}
.

Si osservi ora che

• Il sottospazio lineare KerBL ∩ KerKL è costituito dai campi di spostamento
conformi che sono rigidi e non impegnano i vincoli elastici,

• Il sottospazio lineare KerB
′

L ∩ KerCo è costituito dai campi di sforzo in auto-
equilibrio che non inducono deformazioni elastiche nella struttura.

Si può allora enunciare il seguente importante risultato.

Proposizione 2.3. Rappresentazione del nucleo dell’operatore strutturale.Se le
forme bilineari c e k sono simmetriche e positive, il nucleo dell’operatore elastico
misto Λ è dato da

KerΛ =

∣∣∣∣∣ KerBL ∩ KerKL

KerB
′

L ∩ KerCo

∣∣∣∣∣ .

Dim. una coppia{u,σ} ∈ L ×H appartiene a KerΛ se e solo se{
k (u,v)+b (v,σ) = 0 ∀v ∈ L ,

b (u, τ )−co (σ, τ )= 0 ∀ τ ∈ H ,
⇐⇒

{
KLu+B

′

Lσ= 0 ,

BLu−Co σ= 0 ,

e ciò implica che {
k (u,u)+b (u,σ) = 0 ,

b (u,σ)−co (σ,σ)= 0 .

Sottraendo si ha chek (u,u) + co (σ,σ) = 0 e la positività di k e c implica che
k (u,u) = 0 and co (σ,σ) = 0 . Dunque, essendou e σ punti di minimo assoluto
per k and c , le loro derivate devono annullarsi.

Per la simmetria dik and c l’annullarsi delle derivate `e espressa daKLu = o
e Coσ = o .
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Sostituendo nell’espressione del nucleo si deduce cheBLu = o e B
′

Lσ = o .
Si è cos`ı dimostrato che

KerΛ ⊆
∣∣∣∣∣ KerBL ∩ KerKL

KerB
′

L ∩ KerCo

∣∣∣∣∣ .

L’eguaglianza segue osservando che l’implicazione inversa `e sempre vera.

2.4. Condizioni di ammissibilità dei dati

In virtù della proposizione 2.3 la condizione variazionale di ammissibilit`a dei dati
{�eq, δeq} ∈ ( KerΛ)⊥ si può esplicitare mediante due condizioni variazionali, la prima
di ammissibilit̀a elastostaticae la seconda diammissibilit̀a elastocinematica:{

〈 �eq, v 〉 = 0 , ∀v ∈ Vrig ∩ KerKL ,

(( δeq, τ )) = 0 , ∀ τ ∈ Sauto ∩ KerCo .

Per discutere tali condizioni di ammissibilit`a si ricordino le definizioni

〈 �eq, v 〉 : = 〈 �−Kw , v 〉 , ∀v ∈ L ,

(( δeq, τ )) : = (( δ −Bw , τ )) , ∀ τ ∈ H .

La simmetria della rigidezza elasticaK ∈ L
{
V,F

}
implica che

k (w,v) = 〈 Kv , w 〉 = 0 ∀v ∈ KerKL .

Si ha dunque che

〈 �eq, v 〉 = 〈 � , v 〉 , ∀v ∈ Vrig ∩ KerKL .

Pertanto, com’era da attendersi, il cedimento vincolarew ∈ V non gioca nessun ruolo
nella condizione di ammissibilit`a elastostatica.

Si consideri ora la condizione di ammissibilit`a elastocinematica. Preliminarmente
si osservi che sew e w sono due spostamenti ammissibili, essendoLa = w + L =
w + L , risulta w −w ∈ L e quindi

(( τ , Bw )) = (( τ , Bw )) = ∀ τ ∈ Sauto ,

in quanto per definizioneSauto = [BL ]⊕ . Dunque nel formulare la condizione di
ammissibilità è lecito considerare un qualsiasi spostamento ammissibilew ∈ La .
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La condizione diammissibilit̀a elastocinematicapuò essere espressa nella forma
equivalente

(( τ , δ )) = 〈〈 Nτ , ∂w 〉〉 , ∀ τ ∈ Sauto ∩ KerCo .

Infatti, essendoSauto : =
{
τ ∈ S : B

′

oτ = o , Nτ ∈ ∂R
}

, dalla formula di
Green si ha che

(( τ , Bw )) = ( B
′

oτ , w ) + 〈〈 Nτ , Γw 〉〉 = 〈〈 Nτ , Γw 〉〉 , ∀ τ ∈ Sauto ,

ed inoltreΓw = ∂w .
In definitiva le condizioni diammissibilit̀a elastostaticae di ammissibilit̀a elas-

tocinematicasi possono riscrivere

{
〈 � , v 〉 = 0 , ∀v ∈ Vrig ∩ KerKL ,

(( δ , τ )) = 〈〈 Nτ , ∂w 〉〉 , ∀ τ ∈ Sauto ∩ KerCo .

In termini meccanici:

• La condizione diammissibilit̀a elastostaticaimpone che il lavoro virtuale
delle forze attive deve essere nullo per ogni spostamento conforme rigido che
non impegni i vincoli elastici.

• La condizione diammissibilit̀a elastocinematicaimpone che, in corrispon-
denza di ogni autosforzo elasticamente inefficace, il lavoro virtuale delle
distorsioni imposte deve essere eguale a quello dei cedimenti vincolari per la
relativa reazione vincolare.

Osservazione 2.2.E’ opportuno evidenziare che le condizioni di equilibrio e di con-
gruenza {

〈 � , v 〉 = 0 , ∀v ∈ Vrig ,

(( δ , τ )) = 〈〈 Nτ , ∂w 〉〉 , ∀ τ ∈ Sauto ,

sono più stringenti delle condizioni di ammissibilit`a

{
〈 � , v 〉 = 0 , ∀v ∈ Vrig ∩ KerKL ,

(( δ , τ )) = 〈〈 Nτ , ∂w 〉〉 , ∀ τ ∈ Sauto ∩ KerCo .

in quanto in queste ultime i campi di prova variano in sottospazi strettamente contenuti
nei sottospazi relativi alle corrispondenti prime due condizioni.
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• Se non esistono vincoli elastici risulta KerKL = L e dunque le condizioni di
equilibrio e di ammissibilit`a elastostatica coincidono.

• Se non esistono sforzi elasticamente inefficaci risulta KerCo = {o} e la con-
dizione di ammissibilit`a elastocinematica `e banalmente verificata.

Nelle trattazioni della teoria delle strutture elastiche di norma la deformabilit`a elastica
è assunta non singolare e dunque si fa riferimento alla sola condizione di ammissibilit`a
elastostatica.

2.5. Condizioni di buona posizione

Nella sezione 6.2 (p. 284) `e dimostrato il seguente risultato.

Il problema elastico misto primale

M)


k (u,v) + b (σ,v) = 〈 �eq, v 〉 ,

{
u ∈ L ,

∀v ∈ L ,

b (τ ,u)− co (σ, τ ) = (( δeq, τ )) ,

{
σ ∈ H ,

∀ τ ∈ H .

con

〈 �eq, v 〉 : = 〈 � , v 〉 − k (w,v) ,

(( δeq, τ )) : = (( τ , δ ))− b (τ ,w) .

è ben posto se sono soddisfatte le condizioni

i) Im BL chiuso inH,

ii) KerKL + KerBL chiuso in L,

iii) k (u,u) ≥ 0 ∀u ∈ LC = KerPBL,

iv) k (u,u) ≥ ck ‖u ‖2
L/(KerKL∩KerBL) ∀u ∈ KerBL ; ck > 0,

v) co (σ,σ) ≥ α ‖σ ‖2
H/KerCo

∀σ ∈ H ; α > 0,

vi) KerB
′

L + KerCo chiuso inH,

dove

• P ∈ L
{
H ; H

}
è il proiettore ortogonale su KerCo ⊆ H , cosı̀ che risulta

Im P = KerCo , KerP = Im Co .
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Il sottospazio lineare

LC : = KerPBL =
{
u ∈ L : BLu ∈ Im Co

}
è costituito dagli spostamenti conformi elasticamente ammissibili, quelli cio`e cui si
associano deformazioni elasticamente ammissibili. Si noti che se la deformabilit`a
elasticaè non singolare, essendo KerCo = {o} risulta LC = L .

Le condizioni i) , ii) , iii) , iv) sono verificate se l’operatore cinematico `e un
operatore diKorn.
In tal caso infatti l’immagine ImBL è chiusa inH ed il nucleo KerBL ha
dimensione finita. Nellaiv) la costanteck è allora il più piccolo autovalore
positivo della restrizione dik a KerBL .

Le condizioniv) e vi) sono soddisfatte se l’elasticit̀a strutturaleèellittica suH
e cioè de

co (σ,σ) ≥ α ‖σ ‖2
H , ∀σ ∈ H ,

e quindi si ha in particolare che KerCo = {o} .

L’unicit à della soluzione sussiste se e solo se

{
KerKL ∩ KerBL = {o} ,

KerB
′

L ∩ KerCo = {o} .

La seconda condizione `e banalmente verificata se KerCo = {o} .

2.6. Elasticità non singolare

Si consideri ora il caso in cui l’operatore di cedevolezza elastica della struttura
Co ∈ L

{
H ; H

}
sia definito positivo, e dunque in particolare iniettivo, per cui risulta

KerCo = {o} e viene esclusa la possibilit`a che esistano stati di sforzo elasticamente
inefficaci.

La chiusura dell’immagine ImCo e la simmetria diCo ∈ L
{
H ; H

}
implicano

allora che

Im Co = ( KerCo)
⊕ = H ,

e cioè che l’operatoreCo è suriettivo.
E’ allora possibile invertire l’operatore di cedevolezza elasticaCo ∈ L

{
H ; H

}
per ottenere l’operatore di rigidezza elasticaEo = Co

−1 ∈ L
{
H ; H

}
anch’esso

simmetrico e continuo.
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Ricordando le definizioni delle forze attive equivalenti e delle distorsioni equi-
valenti

�eq : = �−Kw , δeq : = δ −Bw ,

dove
� = J ′b + Γ′t ,

il problema elastico puo quindi essere formulato in termini di spostamenti ponendo

σ = Eo (BLu− δeq) , u ∈ L

e scrivendo la condizione di equilibrio nella forma

KLu + B
′

L Eo (BLu− δeq) = �eq, u ∈ L ,

ovvero
(KL + B

′

L Eo BL)u = �eq+ B
′

L Eo δeq, u ∈ L .

La discussione della buona posizione di tale problema pu`o essere condotta come caso
particolare di quella svolta per il problema misto.

Il problemaè ben posto se `e soddisfatta lacondizione inf-sup:

inf
u∈L

sup
v∈L

k (u,v) + (( EoBLu , BLv ))

‖u ‖L/(KerBL∩KerKL) ‖v ‖L/(KerBL∩KerKL)
> 0 ,

che equivale alla condizione di chiusura della forma bilineare dell’energia di defor-
mazione elastica

a (u,v) : = k (u,v) + (( EoBu , Bv )) ∀u,v ∈ L ,

dove
k (u,v) = 〈 Ku , v 〉 = ko (u,v) + 〈〈 ∂K(Γu) , Γv 〉〉 .

All’energia di deformazione elastica `e associato l’operatore simmetrico e positivo di
rigidezza elastica della strutturaAL ∈ L

{
L ; FL

}
definito da

AL : = KL + B
′

LEoBL .

Per quanto attiene all’esistenza di una soluzione si osservi che la condizione di
ammissibilità elastocinematica `e banalmente soddisfatta in quanto KerCo = {o} e
rimane da soddisfare quella di ammissibilit`a elastostatica

〈 � , v 〉 = 0 ∀v ∈ Vrig ∩ KerKL .

Tale condizione `e necessaria e sufficiente affinch`e la soluzione in termini di spostamenti
conformi sia unica a meno di uno spostamento addizionale appartenente al sottospazio
lineareVrig ∩ KerKL e cioè rigido, conforme ed elasticamente inefficace.
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Osservazione 2.3.
Nel caso particolare in cui l’elasticit`a della struttura sia non singolare e non vi siano

vincoli elasticiè possibile condurre una semplice discussione diretta dell’esistenza ed
unicità della soluzione del problema elastico.

In tal caso infatti, essendo KerCo = {o} e K = O , il problema elastico si scrive

(B
′

L Eo BL)u = � + B
′

L Eo δeq, u ∈ L .

Le proprietà

• di H-ellitticit à della rigidezza elasticaEo ∈ L
{
H ; H

}
:

(( Eoε , ε )) ≥ cEo
‖ ε ‖2

H , ∀ ε ∈ H ,

• e di chiusura dell’immagine dell’operatoreBL ∈ L
{
L,H

}
:

‖BLu ‖H ≥ cB ‖u ‖L/KerBL
, ∀u ∈ U(Ω) .

implicano che vale la propriet`a di L-semiellitticità

(( Eo BLu , BLu )) ≥ c ‖u ‖2
L/KerBL

, ∀u ∈ L .

Ne segue che `e chiusa l’immagine dell’operatore dirigidezza elastica della struttura

SL : = B
′

L Eo BL ∈ L
{
L ; FL

}
.

Quest’ultima propriet`a assicura che

Im SL = Im (B
′

L Eo BL) =
[

Ker(B
′

L Eo BL)
]⊥

= ( KerBL)⊥ .

Essendo inoltre Ker(B
′

L Eo BL) = KerBL , la condizione necessaria e sufficiente di
esistenza di una soluzione `e fornita da

〈 � , v 〉 = 0 , ∀v ∈ KerBL = Vrig ,

Infatti la condizione

〈 B
′

L Eo δeq, v 〉 = 〈 Eo δeq, BLv 〉 = 0 , ∀v ∈ KerBL ,

è banalmente soddisfatta.
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2.7. Funzionale diHellinger-Reissner

La simmetria delle forme bilinearico e k , che definiscono rispettivamente le
proprietà elastiche del materiale e dei vincoli, consente di interpretare le condizioni di
equilibrio e di congruenza delproblema misto primale

M)

{
k (u,v) + b (σ,v) = 〈 �eq, v 〉 , u ∈ L , ∀v ∈ L ,

b (τ ,u)− co (σ, τ ) = (( δeq, τ )) , σ ∈ H , ∀ τ ∈ H ,

come condizioni distazionariet̀a del

funzionale misto primale(o funzionale diHellinger-Reissner)

R(u,σ) = 1
2 k (u,u)− 1

2co (σ,σ) + b (σ,u)− 〈 �eq, u 〉 − (( δeq, σ )) ,

dove

• u ∈ L , σ ∈ H ,

• �eq = �−Kw forza attiva equivalente,

• δeq = δ −Bw distorsione equivalente,

• Γw = ∂w , essendo∂w ∈ ∂V il cedimento imposto al contorno.

Un campo di spostamentow ∈ V tale cheΓw = ∂w esiste per ogni campo di
spostamento sul contorno∂w ∈ ∂V in virtù della suriettività dell’operatore di traccia
Γ ∈ L

{
V ; ∂V

}
.

Il problema elastico equivale alla ricerca di un punto di stazionariet`a del fun-
zionale diHellinger-Reissner in quanto le ondizioni delproblema misto primale
equivalgono ad imporre che siano nulle le derivate direzionali parziale del funzionale
misto

M)

{
duR(u,σ ; v) = o , u ∈ L , ∀v ∈ L ,

dσR(u,σ ; τ ) = o , σ ∈ H , ∀ τ ∈ H .

Osservando poi che il funzionale diHellinger-Reissner è un funzionale sella in
quantoconvessoin u ∈ L e concavoin σ ∈ H , il problema elastico pu`o porsi come
problema della ricerca di unpunto di sellanella forma

M) R(u, τ ) ≤ R(u,σ) ≤ R(v,σ) , ∀v ∈ L , ∀ τ ∈ H ,

o come problema diminimax

M) R(u,σ) = min
v∈L

max
τ∈H

R(v, τ ) = max
τ∈H

min
v∈L

R(v, τ ) .
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2.8. Funzionale energia potenziale

Le soluzioni del problema dell’equilibrio elastico in termini di spostamenti con-
formi ed elasticamente ammissibili possono caratterizzate quali punti di minimo asso-
luto delfunzionale energia potenziale

F (u) = 1
2 a (u,u)− 〈 �eff , u 〉 , u ∈ LC .

Infatti il funzionale F (u) è convesso sul sottospazio lineare

LC : =
{
u ∈ L : Bu ∈ Im Co

}
= KerPBL ,

costituito daglispostamenti conformi elasticamente ammissibili.

La convessit`a di F (u) è conseguenza della positivit`a della forma quadratica as-
sociata alla forma bilineare dell’energia di deformazione elastica

a (u,v) : = k (u,v) + (( EoBu , Bv )) , ∀u,v ∈ LC ,

che gode della propriet`a di ellitticità

a (u,u) ≥ ca ‖u ‖2
L/(KerKL∩KerBL) , ∀u ∈ KerPBL .

Per ogni δeq = δ − Bw ∈ ( KerB
′

L ∩ KerCo)
⊕ = Im BL + Im Co si effettui la

decomposizione

δeq = δ + δ
∗

with δ ∈ Im BL and δ
∗ ∈ Im Co .

Scegliendou ∈ L tale cheBLu = δ si pongau = u + u∗ . Il carico efficace,
equivalente al carico, ai cedimenti ed alle distorsioni impresse, ha allora l’espressione

〈 �eff , v 〉 : = 〈 �eq, v 〉 − k (u,v) + (( Eoδ
∗
, Bv )) =

= 〈 � , v 〉 − k (u + w,v) + (( Eoδ
∗
, Bv )) , ∀v ∈ LC .

La stazionariet`a del funzionale energia potenziale in corrispondenza di una soluzione
u ∈ L si impone annullando la derivata direzionale lungo le direzioniv ∈ LC :

dF (u;v) = a (u,v)− 〈 �eff , v 〉 = 0 , v ∈ LC .

Si considerino ora due specializzazioni del problema primale relative alla due
opposte circostanze in cui rispettivamente l’elasticit`a del materiale `e non singolare
ovveroè nulla.
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• Se la cedevolezza elastica del materialeCo ∈ L
{
H ; H

}
è definita positiva risulta

KerCo = {o} e quindiLC = L . Il funzionale energia potenziale assume allora
l’espressione

F (u) =
1
2

a (u,u)− 〈 �eff , u 〉 , u ∈ L .

con

〈 �eff , v 〉 : = 〈 � , v 〉 − k (w,v) + (( Eo(δ −Bw) , Bv )) , ∀v ∈ L .

• Se la cedevolezza elastica del materialeCo ∈ L
{
H ; H

}
è nulla si ha invece che

LC = KerBL ed il funzionale energia potenziale assume l’espressione

F (u) =
1
2

k (u,u)− 〈 � , u 〉 − k (w,u) , u ∈ KerBL .

Se in particolare `e nulla anche la rigidezza∂K ∈ L
{
∂V ; ∂F

}
dei vincoli al

contorno il funzionale energia potenziale si scrive

F (u) =
1
2

ko (u,u)− 〈 � , u 〉 − k (w,u) , u ∈ KerBL .

Osservazione 2.4.Se si sceglie lo spostamento non conformew ∈ V in modo che sia
soluzione del problema elastico in cui il modello strutturale `e soggetto solo a spostamenti
Γw = ∂w imposti al contorno, allora il termine(( Eo Bw , Bv )) è nullo per ogni
v ∈ L . Infatti, l’ipotesi su w ∈ V assicura che risultaEo Bw ∈ Sauto e d’altra
parteSauto = (BL)⊕ . Il carico attivo equivalente�eff ∈ FL è allora definito da

〈 �eff , v 〉 : = 〈 � , v 〉 − k (w,v) + (( Eo δ , Bv )) , ∀v ∈ L ,

per cui non sussiste la necessit`a di calcolare il campo di deformazioniBw ∈ H
associato allo spostamentow ∈ V .

3. FORMULAZIONE COMPLEMENTARE

Nella formulazione mista primaledel problema elastico si assume che

• il campo di spostamentiu ∈ L è conforme ed

• il campo di sforziσ ∈ H è di quadrato integrabile.

Dunque il campo di spostamenti deve essere regolare in quanto la corrispondente de-
formazione tangente deve essere di quadrato integrabile a pezzi suΩ . Al contrario al
campo di sforzi non `e richiesta alcuna regolarit`a.

Nella formulazione mista complementaredel problema elastico la richiesta di
regolarità è ribaltata.

• il campo di sforzi incognito `e assunto conformeσ ∈ Σ ed

• il campo di spostamentiu ∈ H è di quadrato integrabile.

Dunque il campo di sforzi deve essere regolare in quanto il corrispondente campo di
forze di massa deve essere di quadrato integrabile a pezzi suΩ . Al contrario il campo
di spostamenti non deve soddisfare alcuna condizione di regolarit`a.



VI – FORMULAZIONI VARIAZIONALI 249

3.1. Problema misto complementare

Per pervenire alla formulazione complementare del problema elastico si premet-
tono alcune definizioni.

Si considerino gli spaziD = S′ e DΣ = Σ′ duali degli spaziS e Σ .

• Gli elementi diDΣ sono dettideformazioni attive.

• Gli elementi diΣ⊥ ⊂ S′ sono dettideformazioni reattive.

Si definiscano poi

• per σ, τ ∈ Σ la forma bilineare continua e simmetrica

c (σ, τ ) = 〈 Cσ , τ 〉 = (( CoJSσ , JSτ )) + 〈〈 ∂C(Nσ) , Nτ 〉〉 ,

• per σ ∈ Σ , u ∈ H la forma bilineare continua

bo (σ,u) = ( B
′

oσ , u ) ,

• per u,v ∈ H la forma bilineare continua e simmetrica

ko (u,v) = ( Kou , v ) .

Si consideri quindi

• l’operatore dicedevolezza elasticaCΣ ∈ L
{
Σ,DΣ

}
, simmetrico e positivo,

definito dalla relazione

〈 CΣ σ , τ 〉 = c (σ, τ ) , ∀ τ ∈ Σ ,

o equivalentemente da

CΣσ = Cσ + Σ
⊥ ∈ D/Σ

⊥ ≡ DΣ .

Dalla proposizione 2.1 (p. 238) si trae per analogia che risulta

KerCΣ = KerC ∩Σ .

Osservazione 3.1.Si noti che lo spazioΣ è dotato della topologia Hilbertiana ereditata
dallo spazioS . La normaè quindi

‖σ ‖2
S = ‖σ ‖2

H + ‖B
′

oσ ‖
2
H

, ∀σ ∈ S .

Rispetto a tale norma la forma bilinearec ∈ L
{
Σ, Σ ; 	

}
e gli operatori di cedevolezza

C ∈ L
{
S ; D

}
e CΣ ∈ L

{
Σ ; DΣ

}
sono limitati.
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La condizione variazionale di congruenzasi impone nella forma

(( τ , ε ))− 〈〈 Nτ , ∂w 〉〉 = ( B
′

oτ , u ) , ∀ τ ∈ Σ ,

in cui la deformazione totaleε ∈ H è somma di quella elasticae = Coσ ∈ H e
di quella impostaδ ∈ H

ε = Coσ + δ

e lo spostamento al contorno `e somma del cedimento elastico−∂C(Nσ) ∈ ∂V
e di quello imposto∂w ∈ ∂V

∂w = −∂C(Nσ) + ∂w .

Si osservi poi che la forza di massa totaleb ∈ H è pari alla somma della reazione
elastica−Kou ∈ H e del carico impostob ∈ H

b = b−Kou .

Pertanto la condizione di equilibrio tra il campo di sforziσ ∈ S ed il campo di
forza di massa totaleb ∈ H si scrive

B
′

oσ = b−Kou .

Nella formulazione mista primaledel problema elastico le condizioni di equilibrio
e di congruenza sono imposte mediante le condizioni variazionali

{
〈 Ku , v 〉 + (( σ , Bv )) = 〈 � , v 〉 , u ∈ w + L , ∀v ∈ L ,

(( Bu , τ ))− (( Coσ , τ ))= (( δ , τ )) , σ ∈ H , ∀ τ ∈ H .

dove w ∈ V è tale cheΓw = ∂w e si definiscono i seguenti elementi.

• Co ∈ L
{
H,H

}
cedevolezza elastica della struttura,

• K = J ′VKoJV + Γ′∂KΓ ∈ L
{
V ; F

}
rigidezza elastica somma delle rigidezze

Ko ∈ L
{
H ; H

}
e ∂K ∈ L

{
∂V ; ∂F

}
dei vincoli elastici di massa e di contatto,

• JV ∈ L
{
V ; H

}
iniettore canonico,

• Γ ∈ L
{
V ; ∂V

}
operatore di traccia,

• � = J ′Vb + Γ′t ∈ FL carico equivalente alle forze di massa e di contatto.
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Nella formulazione mista complementarele condizioni di equilibrio e di con-
gruenza elastica sono invece espressa da

−〈 Cσ , τ 〉 + ( B
′

oτ , u ) = 〈 ∆ , τ 〉 , σ ∈ σt + Σ , ∀ τ ∈ Σ ,

( B
′

oσ , v ) + ( Kou , v ) = ( b , v ) , u ∈ H , ∀v ∈ H .

dove σt ∈ S è tale cheNσt = t . Un tale campo esiste per ognit ∈ ∂F in
virtù della suriettività dell’operatoreN ∈ L

{
S ; ∂F

}
.

Si considerano quindi i seguenti elementi.

• Ko ∈ L
{
H, H

}
rigidezza dei vincoli elastici di massa,

• C = J ′SCoJS + N′∂CN ∈ L
{
S ; D

}
cedevolezza elastica, somma delle cede-

volezze Co ∈ L
{
H ; H

}
e ∂C ∈ L

{
∂F ; ∂V

}
della struttura e dei vincoli

elastici al contorno,

• JS ∈ L
{
S ; H

}
iniettore canonico,

• N ∈ L
{
S ; ∂F

}
operatore di flusso al contorno,

• ∆ = J ′Sδ+N′∂w ∈ D deformazione equivalente alle distorsioni ed ai cedimenti.

Osservazione 3.2.Si noti che

• nella formulazione primale si assume che gli spostamenti soddisfino la condizione
di congruenza al contornoΓu ∈ ∂w + ΓL e si impongono la condizione dif-
ferenziale di congruenza e la condizione di equilibrio,

• nella formulazione complementare si assume che gli sforzi soddisfino la condizione
di equilibrio al contornoNσ ∈ t+NΣ e si impongono la condizione differenziale
di equilibrio e la condizione di congruenza.

Osservazione 3.3.E’ importante notare che

• nella formulazione primale del problema elastico l’elasticit`a dei vincoli al contorno
è definita da un operatore di rigidezza∂K ∈ L

{
∂V ; ∂F

}
.

• nella formulazione complementare del problema elastico l’elasticit`a dei vincoli al
contornoè invece definita dalla cedevolezza∂C ∈ L

{
∂F ; ∂V

}
.

Ne segue che nel passare dalla formulazione primale a quella complementare, e vice-
versa,è necessariomodificare le condizioni al contorno.

Per convincersi di ci`o, si consideri un problema elastico posto in formaprimale
e sia ∂K ∈ L

{
∂V ; ∂F

}
la rigidezza elastica dei vincoli al contorno, assegnata nel

rispetto della condizione di efficacia Im∂K ∩ (NΣ) = {o} .
Per definire la forma complementare si osservi che l’operatore di cedevolezza dei

vincoli elastici al contorno `e∂C = (∂K∗)−1 ∈ L
{

Im ∂K ; ∂V/ Ker∂K
}

.
La condizione Im∂K∩ (NΣ) = {o} implica pertanto che l’operatore composto

N′∂CN ∈ L
{
Σ ; D

}
è definito solo su KerN e che ha immagine degenere.
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Per far s`ı che l’operatore di cedevolezza elastica al contorno operi sull’intero
sottospazio di definizione Im∂K , è necessario dunque estendere il sottospazio degli
sforzi conformi daΣ a Σ

∗ in modo che risulti Im∂K ⊆ NΣ
∗ .

Daltronde affinch`e l’operatoreN′∂CN ∈ L
{
Σ
∗ ; D

}
sia ben definito suΣ∗

è necessario che ad ogni elemento dello spazioNΣ
∗ corrisponda univocamente un

elemento di Im∂K . Ne segue che bisogna porre

NΣ
∗ = NΣ � Im ∂K ⇐⇒ ΓL∗ = ΓL ∩ Ker∂K .

Una analoga argomentazione pu`o condursi se si considera un problema elastico posto
in formacomplementarecon ∂C ∈ L

{
∂F ; ∂V

}
cedevolezza elastica dei vincoli al

contorno che rispetta la condizione di efficacia Im∂C ∩ (ΓL) = {o} .
Allora nel passare alla fomulazione primale `e necessario modificare il sottospazio

lineareL dei cinematismi conformi e porre

ΓL∗ = ΓL� Im ∂C ⇐⇒ NΣ
∗ = NΣ ∩ Ker∂C .

Si noti che le due equivalenze sopra riportate sono valide sotto la condizione che i
sottospazi lineariNΣ � Im ∂K ⊆ ∂F e ΓL� Im ∂C ⊆ ∂V siano chiusi.

Nel seguito, nel passare dalla formulazione primale a quella complementare,
si intenderà effettuata la modifica delle condizioni al contorno ma si denoter`a
ancora conΣ il sottospazio lineare degli sforzi conformi e conLquello dei
cinematismi conformi, per non appesantire la notazione.

Si ponga

• beq = b−B
′

oσt forza di massa equivalente,

• ∆eq = ∆ + Cσt distorsione attiva equivalente.

essendoNσt = t .

La formulazione mista complementaredel problema elastico si scrive allora

MC)

{− c (σ, τ ) + bo (τ ,u) = 〈 ∆eq, τ 〉 , σ ∈ Σ ∀ τ ∈ Σ ,

+bo (σ,v) + ko (u,v) = ( beq, v ) , u ∈ H ∀v ∈ H .

Si confronti tale espressione con laformulazione mista primaleanalizzata nella sezione
2.1 (p. 234)

M)

{
k (u,v) + b (σ,v) = 〈 �eq, v 〉 , u ∈ L ∀v ∈ L ,

b (τ ,u)− co (σ, τ ) = (( δeq, τ )) , σ ∈ H ∀ τ ∈ H ,
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dove siè posto

• δeq = δ −Bw distorsione equivalente,

• �eq = �−Kw forza attiva equivalente,

essendoΓw = ∂w .

E’ immediato verificare che risultano rispettate leregole di complementarietà

u ∈ V ⇐⇒ σ ∈ S ,

u ∈ L ⇐⇒ σ ∈ Σ ,

b ∈ H ⇐⇒ ε ∈ H ,

t ∈ ∂F ⇐⇒ ∂w ∈ ∂V ,

B ∈ L
{
V ; H

}
⇐⇒ B

′

o ∈ L
{
S ; H

}
,

Γ ∈ L
{
V ; ∂V

}
⇐⇒ −N ∈ L

{
S ; ∂F

}
.

K ∈ L
{
V ; F

}
⇐⇒ −C ∈ L

{
S ; D

}
.

Co ∈ L
{
H ; H

}
⇐⇒ −Ko ∈ L

{
H ; H

}
.

Sia B
′

Σ
∈ L

{
Σ ; H

}
la restrizione dell’operatore di equilibrio di massa al sot-

tospazio lineare degli sforzi conformi, definita da

B
′

Σ
σ : = B

′

oσ , ∀σ ∈ Σ ⊆ S .

cosı̀ che KerB
′

Σ
= KerB

′

o ∩Σ = Sauto = KerB
′

L .

L’operatore dualeBΣ ∈ L
{
H ; DΣ

}
è definito dall’identità

bo (σ,u) : = 〈 BΣ u , σ 〉 = ( u , B
′

Σ
σ ) , ∀σ ∈ Σ ∀u ∈ H .

Dalla proposizione II.10.6 (p. 247) del Tomo I segue che

Im B
′

Σ
= B

′

oΣ = [Vrig]⊕ ⊂ H ,

Sussiste quindi l’eguaglianza

KerBΣ = [ Im B
′

Σ
]⊕ = [Vrig]⊕⊕ = Vrig ,

in quanto il sottospazioVrig ⊂ H ha dimensione finita ed `e quindi chiuso inH .
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In termini di operatori la formulazione mistacomplementaredel problema elastico
si scrive quindi

MC)


−CΣσ + BΣu= ∆eq = ∆ + Cσt

+B
′

Σ
σ + Kou= beq = b−B

′

oσt

⇐⇒

ΛC

∣∣∣∣∣ σ

u

∣∣∣∣∣ =

[−CΣ BΣ

B
′

Σ
Ko

] ∣∣∣∣∣ σ

u

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ∆eq

beq

∣∣∣∣∣ ,

con u ∈ H , σ ∈ Σ .

3.2. Funzionale misto complementare

La simmetria delle forme bilinearic e ko , che definiscono le propriet`a elastiche
della struttura e dei vincoli, consente di interpretare le condizioni di equilibrio elastico
e di congruenza elastica come condizioni distazionariet̀a di un funzionale bilineare.

Si consideri infatti il

funzionale misto complementare

RC(u,σ) = − 1
2 c (σ,σ) + 1

2 ko (u,u) + bo (σ,u)− (( ∆eq, σ ))− 〈 beq, u 〉 ,

dove

• u ∈ H , σ ∈ Σ ,

• beq = b−B
′

oσt forza di massa equivalente,

• ∆eq = ∆ + Cσt distorsione attiva equivalente.

• Nσt = t , σt ∈ S , essendot la forza di contatto agente sul contorno.

Si noti la complementariet`a con il funzionale misto primale

R(u,σ) = 1
2 k (u,u)− 1

2co (σ,σ) + b (σ,u)− 〈 �eq, u 〉 − (( δeq, σ )) ,

dove

• u ∈ L , σ ∈ H ,

• �eq = �−Kw forza attiva equivalente,

• δeq = δ −Bw distorsione equivalente,

• Γw = ∂w , essendo∂w ∈ ∂V il cedimento imposto al contorno.
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Il problema elastico equivale alla ricerca di un punto di stazionariet`a e cioè di un punto
che soddisfi le condizioni

MC)

{
duRC(u,σ ; v) = o , u ∈ H ∀v ∈ H ,

dσRC(u,σ ; τ ) = o , σ ∈ Σ ∀ τ ∈ Σ ,

Osservando poi che il funzionale misto complementare `e un funzionale sella in quanto
convessoin σ ∈ H econcavoin u ∈ L , il problema elastico pu`o porsi come problema
della ricerca di unpunto di sellanella forma

MC) RC(v,σ) ≤ RC(u,σ) ≤ RC(u, τ ) , ∀v ∈ H ∀ τ ∈ Σ ,

o come problema diminimax

MC) RC(u,σ) = min
τ∈Σ

max
v∈H

RC(v, τ ) = max
v∈H

min
τ∈Σ

RC(v, τ ) .

3.3. Funzionale energia complementare

Nel caso generale in cui l’elasticit`a dei vincoli di massaKo ∈ L
{
H ; H

}
è

singolare siaK∗ ∈ L
{

Im Ko, Im Ko

}
l’operatore regolare definito da

K∗u = Kou ∀u ∈ Im Ko ⊆ H .

L’operatoreKo può quindi essere partizionato nella forma

Kou =

[
K∗ O

O O

] ∣∣∣∣∣u
∗

uo

∣∣∣∣∣ con

u∗ ∈ Im Ko ,

uo ∈ KerKo ,

e la cedevolezza elastica dei vincoli `e definita daDo = K∗−1 ∈ L
{

Im Ko ; Im Ko

}
.

Per ognibeq ∈ ( KerBΣ ∩ KerKo)
⊕ = Im B

′

Σ
+ Im Ko si effettui la decom-

posizione

beq = b−B
′

o σt = b + b∗ con b ∈ Im B
′

Σ
e b∗ ∈ Im Ko .

Sia σ ∈ Σ tale cheB
′

Σ
σ = b e si pongaσ = σ + σ

∗ .
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Allora il problema complementare ridotto si scrive

PC∗) − aC (σ∗
, τ

∗) = 〈 ∆eff , τ
∗
〉 , ∀ τ

∗ ∈ ΣK ,

dove

ΣK : =
{
σ ∈ Σ : B

′

oσ ∈ Im Ko

}
= KerQB

′

Σ
.

è il sottospazio deglisforzi conformi elasticamente ammissibili.

La forma bilineare dell’energia complementaredi deformazione elastica ha
l’espressione

aC (σ, τ ) : = c (σ, τ ) + (( DoB
′

oσ , B
′

oτ )) ∀σ, τ ∈ Σ ,

La distorsione efficace∆eff ∈ DK = ΣK
′ , equivalente al carico, ai cedimenti ed alle

distorsioni impresse, ha l’espressione

〈 ∆eff , τ 〉 : = 〈 ∆eq, τ 〉 − c (σ, τ ) + ( Dob
∗
, B

′

oτ ) =

= 〈 ∆ , τ 〉 − c (σ + σt, τ ) + ( Dob
∗
, B

′

oτ ) ∀ τ ∈ ΣK ,

dove σt ∈ S è un campo di sforzi tale cheNσt = t .
Si noti la complementariet`a rispetto all’espressione del carico efficace relativo al

problema primale:

〈 �eff , v 〉 : = 〈 �eq, v 〉 − k (u,v) + (( Eoδ
∗
, Bv )) =

= 〈 � , v 〉 − k (u + w,v) + (( Eoδ
∗
, Bv )) ∀v ∈ LC .

La soluzione del problema dell’equilibrio elastico in termini di sforzi conformi `e allora
caratterizzata dall’essere un punto di minimo assoluto del

funzionale energia complementare

FC(σ) = − 1
2 aC (σ,σ)− 〈 ∆eff , σ 〉 , σ ∈ ΣK ,

cheè definito e convesso sul sottospazio lineareΣK degli sforzi conformi elasti-
camente ammissibili.
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Si considerino ora due specializzazioni del problema complementare relative alla
due opposte circostanze in cui rispettivamente l’elasticit`a dei vincoli di massa `e
non singolare ovvero `e nulla.

• L’elasticità dei vincoli di massa sia caratterizzata da un operatore lineare simme-
trico e definito positivoKo ∈ L

{
H ; H

}
. Risulta allora KerKo = {o} e

dunque ImKo = H per cui si pu`o porreb = o , σ = o e σ
∗ = σ .

Il funzionale energia complementare

FC(σ) = −1
2

aC (σ,σ)− 〈 ∆eff , σ 〉 , σ ∈ Σ ,

ha per dominio il sottospazio lineareΣ degli sforzi conformi in quanto, essendo
Im Ko = H risulta ΣK = Σ .

Ponendo alloraDo = Ko
−1 ∈ L

{
H ; H

}
, la forma bilineare dell’energia elastica

complementare si scrive

aC (σ, τ ) : = c (σ, τ ) + (( DoB
′

oσ , B
′

oτ )) ∀σ, τ ∈ Σ ,

e la distorsione equivalente al carico, ai cedimenti ed alle distorsioni impresse
assume l’espressione

〈 ∆eff , τ 〉 : = 〈 ∆ , τ 〉 − c (σt, τ ) + (( Do(b−B
′

oσt) , B
′

oτ )) , ∀ τ ∈ Σ .

Si noti la complementariet`a col funzionale energia potenziale con KerCo = {o}

F (u) =
1
2

a (u,u)− 〈 �eff , u 〉 , u ∈ L ,

dove

a (u,v) : = k (u,v) + (( EoBu , Bv )) , ∀u,v ∈ LC ,

〈 �eff , v 〉 : = 〈 � , v 〉 − k (w,v) + (( Eo(δ −Bw) , Bv )) , ∀v ∈ L .

• Se sono assenti i vincoli elastici di massa, risultaKo = O , e quindi si ha che
b = b e σ = σ . Il funzionale energia complementare ha dunque per dominio il
sottospazio lineare

Sauto =
{
σ ∈ Σ : B

′

oσ = o
}

,

costituito dagli sforzi autoequilibrati, ed assume l’aspetto

FC(σ) = −1
2

c (σ,σ)− 〈 ∆eff , σ 〉 , σ ∈ Sauto ,
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dove

〈 ∆eff , σ 〉 : = 〈 ∆eq, σ 〉 − c (σ,σ) =

= 〈 ∆ , σ 〉 − c (σ + σt,σ) , ∀σ ∈ Sauto .

• Se è nulla anche la cedevolezza dei vincoli al contorno, e cio`e ∂C = O , il
funzionale energia complementare diventa

FC(σ) = −1
2

co (σ,σ)− 〈 ∆eff , σ 〉 , σ ∈ Sauto ,

ed esplicitamente

FC(σ) = − 1
2 (( Coσ , σ ))− 〈〈 Nσ , ∂w 〉〉 − (( σ , δ )) + (( Coσ , σ + σt )) ,

con σ ∈ Sauto .
Quest’ultimaè la forma nella quale il funzionale energia complementare viene
usualmente espresso nei testi di meccanica delle strutture.

Osservazione 3.4.Nelle strutture composte da travi il sottospazioSauto dei campi
di sforzo in autoequilibrio `e di dimensione finita e ci`o consente, in assenza di vincoli
elastici di massa, di imporre la condizione di congruenza mediante la soluzione di un
numero finito di equazioni algebriche lineari.

Se invece sono presenti vincoli elastici di massa il sottospazio dei campi di prova
ΣK nonè di dimensione finita.

Il metodo delle forze dell’ingegneria delle strutture comporta allora la soluzione
di un problema differenziale.

Osservazione 3.5.Si precisa qui la motivazione della nomenclatura adottata in questo
capitolo per il problema elastico in forma primale e complementare.

La formulazione primale `e espressa in termini

• dell’operatore cinematicoBL ∈ L
{
L ; H

}
cheè un operatore diKorn e

• dell’operatore dei valori al contornoΓ ∈ L
{
V ; ∂V

}
cheè suriettivo.

Tali fondamentali propriet`a consentono di dimostrare tutti i risultati principali della
teoria. La propriet`a che caratterizza le formulazioni primali risiede nel fatto che il
nucleo dell’operatoreBL ∈ L

{
L ; H

}
è di dimensione finita. Nelle applicazioni ai

problemi elastici `e di rilievo il caso in cui accade che risulti

KerBL ∩ KerKL = {o} ,

KerB
′

L ∩ KerCo = {o} .



VI – FORMULAZIONI VARIAZIONALI 259

In tal caso il problema elastico ammette un’unica soluzione per ogni dato.

Nella forma complementare del problema elastico il ruolo giocato dagli operatori
lineari BL ∈ L

{
L ; H

}
e Γ ∈ L

{
V ; ∂V

}
è preso rispettivamente

• dall’operatore aggiunto formaleB
′

o ∈ L
{
S ; H

}
e

• dall’operatore lineare di flusso al contornoN ∈ L
{
S ; ∂F

}
.

In forza dei risultati della teoria (vedi Tomo I sezione II.10 (p. 243)), entrambi gli
operatori sono suriettivi.

E’ possibile sviluppare una trattazione complementare che riproduce tutti i prin-
cipali risultati di quella primale.

Nelle applicazioni la sostanziale differenza tra le formulazioni primali e comple-
mentari risiede nel fatto che il nucleo dell’operatore cinematicoB ∈ L

{
V ; H

}
ha

dimensione finita per la maggior parte dei modelli strutturali (fanno eccezione le funi e
le membrane) mentre il nucleo dell’operatoreB

′

o ∈ L
{
S ; H

}
è di dimensione finita

solo per alcune semplici travature.
In elasticità un ulteriore elemento distintivo tra formulazioni primali e comple-

mentari, di grande rilievo nelle applicazioni, consiste nella ellitticit`a della cedevolezza
elastica dovuta al comportamento elastico della struttura, in confronto alla possibile ed
anzi usuale singolarit`a della rigidezza elastica dei vincoli.
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4. FORMULAZIONI IBRIDE

Le formulazioni ibridedel problema elastico, sono formulazioni miste costituite da

• condizioni variazionali di equilibrio o di congruenza in cui sia i campi incogniti
che quelli di prova sono non conformi,

• condizioni variazionali di conformit`a cinematica o statica al contorno.

Nelle formulazioni ibride primalisi considera un problema di equilibrio elastico
con campi di spostamenti non conformi e si impone la conformit`a cinematica al
contorno.

Nelle formulazioni ibride complementarisi considera un problema di congruenza
elastica con campi di sforzo non conformi e si impone la conformit`a statica al
contorno.

4.1. Formulazioni ibride primali

Le formulazioni ibride primalidel problema elastico, sono basate su formulazioni
variazionali dell’equilibrio in cui i campi di prova sonospostamenti non conformi.

La trattazione svolta nel Tomo I, sezione II.9.1 (p. 239) mostra che le formulazioni
variazionali di equilibrio con spostamenti non conformi sono le seguenti

i) ( b , v ) + 〈〈 t + ρ , Γv 〉〉 = (( σ , Bv )) ∀v ∈ V ,

ii) ( b , v ) + 〈〈 t + ρ , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ Vo ,

dove σ ∈ H , b ∈ H , t ∈ F , ρ ∈ [ΓL]⊥ ,

Per dedurre l’espressione delle formulazioni ibride primali si osservi preliminar-
mente che la proposizione II.10.2 (p. 244) del Tomo I, fornisce l’eguaglianza

NΣ = [ΓL]⊥ .

E’ quindi possibile porreρ = Nσρ con σρ ∈ Σ e scrivere la condizione di
equilibrio i) nella forma

(( σ , Bv ))− 〈〈 Nσρ , Γv 〉〉 = ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 , ∀v ∈ V ,

con σ ∈ H e σρ ∈ Σ .

Si noti quindi che

• la condizione variazionale di conformit`a cinematica

ΓL = [NΣ]⊥ ,

(vedi proposizione II.10.3 (p. 244) del Tomo I) consente di tradurre la condizione
di ammissibilità di un campo di spostamentiu ∈ V nella condizione variazionale

u ∈ V , 〈〈 Nτ , Γu− ∂w 〉〉 = 0 ∀ τ ∈ Σ ⇐⇒ Γu ∈ ∂w + ΓL .
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4.1.1. Il caso generale

Per scrivere la condizione di equilibrio si pone

• σ = σo + σ
∗
, σo ∈ KerCo , σ

∗ ∈ Im Co ,

• δ −Bw = δ + δ
∗ con δ ∈ Im BL e δ

∗ ∈ Im Co ,

• u = u∗ + u con Bu = δ ,

• σ
∗ = Eo(Bu∗ − δ

∗) con Eo = C∗−1 ∈ L
{

Im Co ; Im Co

}
,

• b−Kou = b−Kou
∗ −Kou al posto dib ,

• t− ∂K(Γu) = t− ∂K(Γu∗)− ∂K(Γu) al posto dit ,

e si definisce il sottospazio lineare

VC : =
{
u ∈ V : Bu ∈ Im Co

}
= KerPB ,

costituito daglispostamenti elasticamente ammissibili.

La condizione variazionalei) assume allora la forma

i) a (u∗,v)− 〈〈 Nσρ , Γv 〉〉 = ( b−Kou , v ) + 〈〈 t− ∂K(Γu) , Γv 〉〉+

+(( Eoδ
∗
, Bv ))− (( σo , Bv )) , ∀v ∈ V ,

dove u∗ ∈ VC , Eo = C∗−1 ∈ L
{

Im Co ; Im Co

}
, B ∈ L

{
V ; H

}
.

• La forma bilineare

a (u∗,v) : = k (u∗,v) + (( EoBu∗ , Bv )) ∀u∗ ∈ VC , ∀v ∈ V ,

è l’energia elastica totale della struttura, essendo

k (u,v) = ( KoJVu , JVv ) + 〈〈 ∂K(Γu) , Γv 〉〉 ∀u,v ∈ V ,

è l’energia elastica dei vincoli.

Se sussiste la relazione ImB
′
P = [ KerPB]⊥ (equivalente alla propriet`a di chiusura

di KerB
′
+ KerCo in H ) la condizione variazionalei) può essere posta nella forma

a (u∗,v)− 〈〈 Nσρ , Γv 〉〉 = ( b−Kou
∗
, v ) + 〈〈 t− ∂K(Γu∗) , Γv 〉〉+

= (( Eoδ
∗
, Bv )) , u∗ ∈ VC , ∀v ∈ VC .

Infatti risulta
σo ∈ KerCo ⇒ (( σo , Bv )) = 0 ∀v ∈ VC .
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Essendo inoltre ImB
′
P = [ KerPB]⊥ = VC

⊥
, con P ∈ L

{
H ; H

}
proiettore

ortogonale su ImCo , si ha che

f ∈ VC
⊥ ⊂ F ⇒ ∃σ ∈ H : f = B

′
Pσ ⇐⇒ (( Pσ , Bv )) = 0 ∀v ∈ VC .

Si perviene cos`ı alla formulazione ibrida primale I

FIP I)

{
a (u∗,v)− 〈〈 Nσρ , Γv 〉〉 = 〈 f , v 〉 , u∗ ∈ VC ∀v ∈ VC ,

−〈〈 Nτ , Γu∗ 〉〉 = −〈〈 Nτ , ∂w 〉〉 , σρ ∈ Σ ∀ τ ∈ Σ ,

con

a (u∗,v) : = k (u∗,v) + (( EoBu∗ , Bv )) , u∗ ∈ VC , ∀v ∈ VC ,

〈 f , v 〉 : = ( b−Kou , v ) + 〈〈 t− ∂K(Γu) , Γv 〉〉 + (( Eoδ
∗
, Bv )) .

La prima equazione del problemaFIP I equivale alle condizioni di equilibrio di
Cauchy nella forma

B
′

o[Eo(Bu− δ) + σo] = b−Kou ,

N[Eo(Bu− δ) + σo] = t− ∂K(Γu) + Nσρ .

La seconda equazione del problemaFIP I , in virtù dell’eguaglianzaNΣ = [ΓL]⊥ ,
equivale alla condizione di conformit`a Γu ∈ ∂w + ΓL ovvero u ∈ w + L con
Γw = ∂w .

Si noti che lo sforzoσρ ∈ Σ non fornisce la soluzione del problema elastico, che
è data daσ = EoBu , ma solo un campo di moltiplicatori diLagrange per la
condizione di conformit`a dei cinematismi.

Proposizione 4.1. Buona posizione.Il problema mistoFIP I) è ben posto se e solo
se sono soddisfatte le condizioni

• La forma bilinearea (u,v) è chiusa suVC × VC e ciòe è soddisfatta la condizione
inf-sup:

c1) inf
u∈VC

sup
v∈VC

k (u,v) + (( EoBu , Bv ))

‖u ‖V/(KerB∩KerK) ‖v ‖V/(KerB∩KerK)
> 0 ,

• la forma bilineare〈〈 Nσ , Γu 〉〉 è chiusa suΣ×VC e ciòeè soddisfatta la condizione
inf-sup:

c2) inf
u∈VC

sup
σ∈Σ

〈〈 Nσ , Γu 〉〉

‖u ‖V ‖σ ‖Σ/ΣC

> 0 ,

essendoΣC : =
{
σ ∈ Σ : 〈〈 Nσ , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ VC

}
.
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Dim. La proposizione `e una diretta conseguenza della proposizione 6.1 (p. 278). Se
infatti nel problema mistoM) della proposizione 6.1 (p. 278) si effettuano le posizioni
formali

• Co = O ,

• a (u,v) al posto dik (u,v) ,

• 〈〈 Nσ , Γu 〉〉 al posto dib (σ,u) ,

si ottiene il problema mistoFIP I) .

Si noti che la condizione ImB
′
P = [ KerPB]⊥ nonè richiesta per la buona po-

sizione del problema mistoFIP I) maè necessaria e sufficiente affinch`e tale problema
sia equivalente alla condizione variazionalei) .

La discussione della buona posizione in completa generalit`a richiede di fornire
condizioni sufficienti al soddisfacimento delle condizionic1) e c2) .

Nel seguito si sviluppano invece alcuni casi particolari che sono di interesse per le
applicazioni e per i quali si pu`o pervenire in modo diretto a stabilire la buona posizione.

Formulazione ibrida primale I

La prima formulazione ibrida `e relativa al caso in cui l’elasticit`a della struttura sia
non singolare e cio`e sia KerCo = {o} .

In tal caso, essendo ImCo = H , risulta VC = V .

Sia quindiEo = Co
−1 ∈ L

{
H ; H

}
la cedevolezza della struttura.

• La relazioneΓL = [NΣ]⊥ consente di scrivere la condizione di conformit`a del
campo di spostamentiu ∈ La nella forma

u ∈ V , 〈〈 Nτ , Γu− ∂w 〉〉 = 0 ∀ τ ∈ Σ ⇐⇒ Γu ∈ ∂w + ΓL .

Per formulare la condizione di equilibrio elastico si consideri la condizione variazionale
di equilibrio

i) ( b , v ) + 〈〈 t + ρ , Γv 〉〉 = (( σ , Bv )) ∀v ∈ V ,

e si ponga

• σ = Eo(Bu− δ) ,

• b−Kou al posto dib ,

• t− ∂K(Γu) al posto dit ,

• Nσρ al posto diρ ∈ [ΓL]⊥ = NΣ , con σρ ∈ Σ .
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Si ottiene quindi

a (u,v)− 〈〈 Nσρ , Γv 〉〉 = ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 + (( Eoδ , Bv )) ∀v ∈ V ,

dove
a (u,v) : = k (u,v) + (( EoBu , Bv )) ∀u,v ∈ V ,

è la forma bilineare dell’energia elastica con

k (u,v) = ( KoJVu , JVv ) + 〈〈 ∂K(Γu) , Γv 〉〉 ,

forma bilineare dell’energia elastica dei vincoli.
Si consideri quindi la forma bilineare

γ (σ,u) : = 〈〈 Nσ , Γu 〉〉 , ∀u ∈ V , ∀σ ∈ S ,

(vedi Tomo Zero, sezione VIII.2.4 (p. 136).

Si perviene cos`ı alla formulazione ibrida primale I

FIP I)

{
a (u,v)− γ (σρ,v) = 〈 f , v 〉 ∀v ∈ V ,

−γ (τ ,u) = −γ (τ ,w) ∀ τ ∈ Σ ,

con u ∈ V e σρ ∈ Σ e

〈 f , v 〉 : = ( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 + (( Eoδ , Bv )) .

• La prima delleFIP I) equivale alle condizioni di equilibrio diCauchy nella
forma

B
′

oEo(Bu− δ) = b−Kou ,

NEo(Bu− δ) = t− ∂K(Γu) + Nσρ .

• La seconda delleFIP I) equivale alla condizione di conformit`a

Γu ∈ ∂w + ΓL ,

ovvero u ∈ w + L essendoΓw = ∂w .

La condizione differenziale di congruenza `e identicamente soddisfatta poich`e dalla
posizioneσ = Eo(Bu− δ) si deduce cheBu = δ + Coσ .

Osservazione 4.1.Si noti che lo sforzoσρ ∈ Σ non fornisce la soluzione del problema
elastico, che `e data daσ = Eo(Bu − δ) , ma solo un campo di moltiplicatori di
Lagrange per la condizione di compatibilit`a dello spostamento di prova.
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Il problema elastico si pu`o scrivere come punto di sella del funzionale ibrido
primale I

P(u,σρ) = 1
2a (u,u)− γ (σρ,u) +

−( b , u )− 〈〈 t , Γu 〉〉 − (( Eoδ , Bu )) + γ (σρ,w) ,

dove u ∈ V , σρ ∈ Σ .

Osservazione 4.2.Nel caso in cui l’elasticit`a della struttura non `e singolare `e facile
vedere che la condizione dibuona posizionec2) della proposizione 4.1 `e conseguenza
del fatto che l’operatore cinematicoB ∈ L

{
V ; H

}
è un operatore diKorn e che

l’operatore al contornoΓ ∈ L
{
V ; ∂V

}
è suriettivo.

Infatti la condizione inf-sup che esprime la chiusura della forma bilineare
〈〈 Nσ , Γu 〉〉 su Σ × V equivale alla diseguaglianza

a) ‖Γ′Nσ ‖F ≥ c ‖σ ‖S/(KerΓ′N∩Σ) , ∀σ ∈ Σ .

Si noti poi che

KerΓ′ = ( Im Γ)⊥ = {o} ⇒ ( KerΓ′N) ∩Σ = ( KerN) ∩Σ = KerN .

La diseguaglianzaa) è quindi una diretta conseguenza della chiusura dell’immagine
dell’operatoreΓ ∈ L

{
V ; ∂V

}
che, per il teorema dell’immagine chiusa, equivale alla

chiusura dell’immagine dell’operatoreΓ′ ∈ L
{
∂F ; F

}
, a sua volta equivalente alla

diseguaglianza
b) ‖Γ′t ‖F ≥ cΓ ‖ t ‖∂F , ∀ t ∈ ∂F .

Essendo infattiNΣ = (ΓL)⊥ , sussiste anche la diseguaglianza

c) ‖Nσ ‖∂F ≥ cN ‖σ ‖S/KerN , ∀σ ∈ Σ .

Ponendot = Nσ nella b) , dalle b) e c) si ottiene laa) .

Ne segue che il problema mistoFIP I è ben posto se la forma bilinearea (u,v)
è V-ellittica e cioè se vale la diseguaglianza

a (u,u) ≥ ca ‖u ‖2
V/(KerK∩KerB) ∀u ∈ V ,

in quanto tale condizione garantisce che sussiste la diseguaglianzac1) della propo-
sizione 4.1. Condizioni sufficienti sono fornite dalla proposizione 6.9 (p. 287) ponendo
L = V .

Per quanto attiene all’unicità si ha che

• La u-soluzioneè unica inV se e solo se

u ∈ V ,

{
a (u,v) = 0 ∀v ∈ V ,

γ (τ ,u) = 0 ∀ τ ∈ Σ ,
⇒ u = o ,

e cioè se KerB ∩ KerK ∩ L = 0 .

• La σρ-soluzioneè definita a meno di campiσ ∈ Σ tali che

γ (σ,v) = 0 ∀v ∈ V ⇐⇒ σ ∈ KerN .

E’ peraltro evidente che nel problemaFIP I intervengono solo i valori del flusso
al contorno del campoσρ ∈ Σ .
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Formulazione ibrida primale II

La seconda formulazione ibrida primale `e relativa al caso opposto in cui l’elasticit`a
della struttura `e nulla e la distorsione impressa `e congruente. Si ha quindi cheCo = O .

• Sia δ = Buδ con uδ ∈ V la distorsione impressa congruente.

Allora si consideri la condizione variazionale di equilibrioii) e si ponga

• b−Ko(u + uδ) con u ∈ Vo al posto dib ,

• t− ∂K[Γ(u + uδ)] al posto dit ,

• Nσρ al posto diρ ∈ [ΓL]⊥ .

Si perviene cos`ı alla

FIP II)

{
k (u,v)− 〈〈 Nσρ , Γv 〉〉 = 〈 f , v 〉 ∀v ∈ Vo ,

−〈〈 Nτ , Γu 〉〉 = −〈〈 Nτ , ∂w − Γuδ 〉〉 ∀ τ ∈ Σ ,

dove u ∈ Vo = KerB ,σρ ∈ Σ e

〈 f , v 〉 : = 〈〈 t− ∂K[Γuδ] , Γv 〉〉 + ( b−Kouδ , v ) .

L’energia elastica dei vincoli ha l’espressione

k (u,v) = ( KoJVu , JVv ) + 〈〈 ∂K(Γu) , Γv 〉〉 ∀u,v ∈ V .

• La prima equazione dellaFIP II equivale alle condizioni di equilibrio diCauchy
nella forma

∃ σ ∈ S :

{
B

′

oσ = b−Ko(u + uδ) ,

Nσ = t + Nσρ − ∂K[Γ(u + uδ)] .

• La seconda equazione dellaFIP II , in virtù dell’eguaglianzaΓL = [NΣ]⊥ ,
equivale alla condizione di conformit`a

Γ(u + uδ) ∈ ∂w + ΓL ,

ovvero u + uδ ∈ w + L con Γw = ∂w .

Il problema elastico si pu`o scrivere come punto di sella del funzionale ibrido primale II

1
2 k (u,u)− 〈〈 Nσρ , Γu 〉〉 − 〈 f , v 〉 + 〈〈 Nσρ , ∂w − Γuδ 〉〉 ,

con u ∈ Vo , σρ ∈ Σ .
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Osservazione 4.3.La formulazione ibrida primale II `eben postase

• la forma bilinearek (σ, τ ) è ellittica su KerB = Vo e cioè se vale la dise-
guaglianza

k (u,u) ≥ cc ‖u ‖2
V/(KerK∩KerB) ∀u ∈ KerB ,

• la forma bilineare〈〈 Nσ , Γu 〉〉 è chiusa suΣ×Vo il che equivale allacondizione
inf-sup:

a) inf
σ∈Σ

sup
u∈Vo

〈〈 Nσ , Γu 〉〉

‖u ‖V ‖σ ‖S/Σo

> 0 ,

dove
Σo : =

{
σ ∈ Σ : 〈〈 Nσ , Γv 〉〉 = 0 ∀v ∈ Vo

}
.

Si vuole mostrare che la condizionea è soddisfatta.
A tal fine si definiscano gli operatori

• Γo ∈ L
{
Vo ; ∂V

}
con Γou = Γu ∀u ∈ Vo ,

• Γ′
o ∈ L

{
∂F ; Fo

}
, con Γ′

ot = Γ′t + V⊥o ∀ t ∈ ∂F ,

• No ∈ L
{
S ; ∂F/(ΓVo)⊥

}
con Noσ = Nσ + (ΓVo)⊥ ∀σ ∈ S ,

• NΣ ∈ L
{
Σ ; ∂F

}
con NΣσ = Nσ ∀σ ∈ Σ ,

con Fo = F/V⊥o duale diVo . La condizionea) può allora essere espressa da

a) ‖Γ′
oNσ ‖Fo

≥ c ‖σ ‖S/(KerΓ′
oNΣ) , ∀σ ∈ Σ .

Si noti poi che

KerΓ′
o = ( Im Γo)⊥ = (ΓVo)⊥ = NSo ⇒

⇒ KerΓ′
oNΣ = (So + KerN) ∩Σ = Σo ,

Allora la diseguaglianzaa) può essere scritta come

a) ‖Γ′Nσ ‖Fo
≥ c ‖σ ‖S/Σo

, ∀σ ∈ Σ .

La proprietà di chiusura di ImΓ′
o , stante la relazione KerΓ′

o = (ΓVo)⊥ , equivale
alla diseguaglianza

b) ‖Γ′
ot ‖Fo

≥ cΓ ‖ t ‖∂F/(ΓVo)⊥ , ∀ t ∈ ∂F .

In forza della proposizione II.10.4 (p. 245) del Tomo I sussiste l’eguaglianza

NΣ + (ΓVo)⊥ = (Γ KerBL)⊥ ,

e dunque il sottospazio lineareNΣ + (ΓVo)⊥ è chiuso in ∂F . La proposizione
I.11.9 (p. 88) di [16] assicura allora che il sottospazio lineare

NoΣ =
[
NΣ + (ΓVo)⊥

]
/(ΓVo)⊥ ,

è chiuso in∂F/(ΓVo)⊥ , Sussiste quindi la diseguaglianza

c) ‖Nσ ‖∂F/(ΓVo)⊥ ≥ cN ‖σ ‖S/Σo
, ∀σ ∈ Σ .

Pertanto, ponendot = Nσ nella b) , dalle b) e c) si ottiene laa) .
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Osservazione 4.4.La discussione dell’unicità va condotta tenendo presente che

• Le rigidezzeKo ∈ L
{
H ; H

}
e ∂K ∈ L

{
∂V ; ∂F

}
sono simmetriche e posi-

tive,

Si può quindi affermare che

• L’unicit à dellau-soluzione inVo sussiste se e solo se

u ∈ Vo ,

{
k (u,v) = 0 ∀v ∈ Vo ,

γ (τ ,u) = 0 ∀ τ ∈ Σ ,
⇒ u = o ,

che, per l’eguaglianzaΓL = [NΣ]⊥ , equivale a KerKo ∩ Ker∂K ∩ L = 0 .

• La σρ -soluzioneè definita a meno di campi conformiσ ∈ Σ tali che

γ (σ,v) = 0 ∀v ∈ Vo ⇐⇒ Nσ ∈ NΣ ∩NSo .

E’ peraltro evidente che nel problemaFIP II interviene solo il valore del flusso
al contorno del campoσρ ∈ Σ .

4.2. Formulazioni ibride complementari

Formulazioni alternative del problema elastico, denominateformulazioni ibride
complementari, sono basate sulla trattazione svolta nel Tomo I, sezione II.9.2 (p. 240)
nella quale sono enunciate le formulazioni variazionali della congruenza nelle quali i
campi di prova sonosforzi non conformi:

i) (( τ , δ ))− 〈〈 Nτ , ∂w + Γvo 〉〉 = ( B
′

oτ , u ) ∀ τ ∈ S ,

ii) (( τ , δ ))− 〈〈 Nτ , ∂w + Γvo 〉〉 = 0 ∀ τ ∈ So ,

doveδ ∈ H , ∂w ∈ ∂V , u ∈ H , vo ∈ L .

Formulazione ibrida complementare I

La prima formulazione ibrida complementare `e relativa al caso in cui l’elasticit`a
dei vincoli di massa `e non singolare e cio`e risulta KerKo = {o} . Siano quindi

• Do = Ko
−1 ∈ L

{
H ; H

}
la cedevolezza dei vincoli di massa,

• Co ∈ L
{
H ; H

}
la cedevolezza della struttura,

• ∂C ∈ L
{
∂F ; ∂V

}
la cedevolezza dei vincoli di contatto,

e si ponga

• u = Do(b−B
′

oσ) ,

• δ + Coσ al posto diδ ,

• ∂w − ∂C(Nσ) al posto di∂w .
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La condizione variazionalei) si scrive allora

aC (σ, τ )− 〈〈 Nσ , Γvo 〉〉 = ( B
′

oτ , Do b ) + 〈〈 Nτ , ∂w 〉〉 − (( τ , δ )) ∀ τ ∈ S ,

dove

aC (σ, τ ) : = c (σ, τ ) + (( DoB
′

oσ , B
′

oτ )) ∀σ, τ ∈ S ,

è l’energia complementare di deformazione elastica con

c (σ, τ ) = (( CoJSσ , JSτ )) + 〈〈 ∂C(Nσ) , Nτ 〉〉 .

Imponendo l’equilibrio al contorno si perviene alproblema ibrido complementareI

FIC I)

{
aC (σ, τ )− 〈〈 Nτ , Γvo 〉〉 = 〈 η , τ 〉 ∀ τ ∈ S ,

−〈〈 Nσ , Γv 〉〉 = −〈〈 t , Γv 〉〉 ∀v ∈ L ,

dove σ ∈ S e vo ∈ L ed Il sistema cinematicoη ∈ D è definito da

〈 η , τ 〉 : = ( B
′

oτ , Dob ) + 〈〈 Nτ , ∂w 〉〉 − (( τ , δ )) , ∀ τ ∈ S .

• La prima delleFIC I) equivale alle condizioni di congruenza nella forma

BDo(B
′

oσ − b) = δ −Coσ ,

ΓDo(B
′

oσ − b) = ∂w − ∂C(Nσ) + Γvo .

• La seconda delleFIC I) è la condizione di equilibrio al contorno

Nσ = t + [ΓL]⊥ .

La condizione differenziale di equilibrio `e identicamente soddisfatta poich`e la
posizioneu = Do(b−B

′

oσ) equivale aB
′

oσ = b−Kou .

Osservazione 4.5.Si noti che lo spostamentovo ∈ L non fornisce la soluzione del

problema elastico, che `e data dau = Do(b−B
′

oσ) . Il campo Γvo gioca il ruolo di
moltiplicatore diLagrange per la condizione di conformit`a dello sforzo di prova.

Il problema elastico si pu`o formulare come problema di punto di sella delfunzionale
ibrido complementare I

PC(σ,vo ) = 1
2a

C (σ,σ)− 〈〈 Nσ , Γvo 〉〉+

+( σ , δ )− 〈〈 Nσ , ∂w 〉〉 − ( B
′

oσ , Dob ) + 〈〈 t , Γvo 〉〉 ,

dove σ ∈ S , vo ∈ L .
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Osservazione 4.6.La formulazione ibrida complementare I `eben postase

• la forma bilinearec (σ, τ ) è ellittica su KerB
′

o ⊆ S e cioè se vale la dise-
guaglianza

aC (σ,σ) ≥ ca ‖σ ‖2

S/(KerC∩KerB
′
o)

∀σ ∈ S ,

• la forma bilineare〈〈 Nσ , Γu 〉〉 è chiusa suS ×L il che equivale allacondizione
inf-sup:

a) inf
σ∈S

sup
u∈L

〈〈 Nσ , Γu 〉〉

‖u ‖V ‖σ ‖S/Σ

> 0 .

Si vuole mostrare che la condizionea è soddisfatta.
A tal fine si definiscano gli operatori

• ΓL ∈ L
{
L ; ∂V

}
con ΓLu = Γu ∀u ∈ L ,

• Γ′
L ∈ L

{
∂F ; FL

}
, con Γ′

Lt = Γ′t + L⊥ ∀ t ∈ ∂F
• NL ∈ L

{
S ; ∂F/(ΓL)⊥

}
con NLσ = Nσ + (ΓL)⊥ ∀σ ∈ S ,

La condizionea può allora essere espressa da

a) ‖Γ′
LNσ ‖FL ≥ c ‖σ ‖S/(KerΓ′

LN) , ∀σ ∈ S .

Si noti poi che

KerΓ′
L = ( Im ΓL)

⊥ = (ΓL)⊥ = NΣ ⇒ KerΓ′
LN = Σ ,

in quanto KerN ⊂ Σ . La diseguaglianzaa) può essere scritta

a) ‖Γ′
LNσ ‖FL ≥ c ‖σ ‖S/Σ , ∀σ ∈ S .

La proprietà di chiusura di ImΓ′
L , stante la relazione KerΓ′

L = (ΓL)⊥ equivale alla
diseguaglianza

b) ‖Γ′
Lt ‖FL ≥ cΓ ‖ t ‖∂F/(ΓL)⊥ , ∀ t ∈ ∂F .

EssendoNS = ∂F (vedi Tomo I sezione II.10 (p. 243)) ne segue che sussiste la
diseguaglianza

c) ‖Nσ ‖∂F/(ΓL)⊥ ≥ cN ‖σ ‖S/Σ , ∀σ ∈ S .

Pertanto, ponendot = Nσ nella b) , dalle b) e c) si ottiene laa) .
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Osservazione 4.7.La discussione dell’unicità va condotta tenendo presente che

• Le cedevolezzeCo ∈ L
{
H ; H

}
e ∂C ∈ L

{
∂F ; ∂V

}
sono simmetriche e

positive,

Si può quindi affermare che

• L’unicit à dellaσ-soluzione inS sussiste se e solo se

σ ∈ S ,

{
c (σ, τ ) = 0 ∀ τ ∈ S ,

γ (σ,v) = 0 ∀v ∈ L ,
⇒ σ = o ,

che equivale a KerCo ∩ Ker∂C ∩ So = 0 .

• La vo-soluzioneè definita a meno di campi conformiv ∈ L tali che

γ (τ ,v) = 0 ∀ τ ∈ S ⇐⇒ v ∈ KerΓ .

E’ peraltro evidente che nel problemaFIC I intervengono solo i valori al contorno
del campovo ∈ L .

Formulazione ibrida complementare II

La seconda formulazione ibrida complementare `e relativa al caso opposto in cui
non esistono vincoli elastici di massa. Si ha dunque cheKo = O .

• Sia σb ∈ S tale cheB
′

oσb = b .

Un tale campoσb ∈ S esiste in quanto l’operatoreB
′

o ∈ L
{
S ; H

}
è suriettivo.

Sia inoltreσ ∈ So e si ponga

• δ + Co(σ + σb) al posto diδ ,

• ∂w − ∂C[N(σ + σb)] al posto di∂w ,

La condizione variazionaleii) si scrive allora

FIC II)

{
c (σ, τ )− 〈〈 Nτ , Γvo 〉〉 = 〈 ∆ , τ 〉 ∀ τ ∈ So ,

−〈〈 Nσ , Γv 〉〉 = 〈〈 Nσb , Γv 〉〉 − 〈〈 t , Γv 〉〉 ∀v ∈ L ,

dove σ ∈ So = KerB
′

o , vo ∈ L .
Il sistema cinematico∆ ∈ S′o è definito da

〈 ∆ , τ 〉 : = 〈〈 Nτ , ∂w − ∂C[Nσb] 〉〉 − (( δ + Coσb , τ )) , ∀ τ ∈ So .

La prima equivale alle condizioni di congruenza nella forma

∃ u ∈ V :

{
Bu = Co(σb + σ) + δ ,

Γu = Γvo + ∂w − ∂C[N(σ + σb)] .
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La seconda equivale alla condizione di equilibrio al contorno

N(σ + σb) ∈ t + [ΓL]⊥ .

La condizione di equilibrio di massa `e identicamente soddisfatta per posizione.

Il problema elastico si pu`o scrivere come punto di sella del funzionale ibrido
complementare II

PC(σ,vo ) = 1
2c (σ,σ)− 〈〈 Nσ , Γvo 〉〉+

−( ∆ , σ )− 〈〈 Nσb , ∂w 〉〉 + 〈〈 t , Γvo 〉〉 ,

dove σ ∈ So , vo ∈ L .

Osservazione 4.8.La formulazione ibrida complementare II `eben postase

• la forma bilinearec (σ, τ ) è ellittica su KerB
′

o = So e cioè se vale la dise-
guaglianza

c (σ,σ) ≥ cc ‖σ ‖2

S/(KerC∩KerB
′
o)

∀σ ∈ KerB
′

o ,

• la forma bilineare〈〈 Nσ , Γu 〉〉 è chiusa suSo×L il che equivale allacondizione
inf-sup:

a) inf
σ∈So

sup
u∈L

〈〈 Nσ , Γu 〉〉

‖u ‖V ‖σ ‖S/(So∩Σ)
> 0 .

Si vuole mostrare che la condizionea è soddisfatta.
A tal fine si definiscano gli operatori

• ΓL ∈ L
{
L ; ∂V

}
con ΓLu = Γu ∀u ∈ L ,

• Γ′
L ∈ L

{
∂F ; FL

}
, con Γ′

Lt = Γ′t + L⊥ ∀ t ∈ ∂F
• NL ∈ L

{
S ; ∂F/(ΓL)⊥

}
con NLσ = Nσ + (ΓL)⊥ ∀σ ∈ S ,

• No ∈ L
{
So ; ∂F

}
con Noσ = Nσ ∀σ ∈ So ,

La condizionea può allora essere espressa da

a) ‖Γ′
LNσ ‖FL ≥ c ‖σ ‖S/(KerΓ′

LNo) , ∀σ ∈ So .

Si noti poi che

KerΓ′
L = ( Im ΓL)⊥ = (ΓL)⊥ = NΣ ⇒ KerΓ′

LNo = So ∩Σ .
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Allora la diseguaglianzaa) può essere scritta come

a) ‖Γ′
LNσ ‖FL ≥ c ‖σ ‖S/(So∩Σ) , ∀σ ∈ So .

La proprietà di chiusura di ImΓ′
L , stante la relazione KerΓ′

L = (ΓL)⊥ equivale alla
diseguaglianza

b) ‖Γ′
Lt ‖FL ≥ cΓ ‖ t ‖∂F/(ΓL)⊥ , ∀ t ∈ ∂F .

In forza della proposizione II.10.4 (p. 245) del Tomo I sussiste l’eguaglianza

NSo + (ΓL)⊥ = (Γ KerBL)⊥ ,

e dunque il sottospazio lineareNSo + (ΓL)⊥ è chiuso in∂F .
La proposizione I.11.9 (p. 88) di [16] assicura allora che il sottospazio lineare

NLSo =
[
NSo + (ΓL)⊥

]
/(ΓL)⊥ ,

è chiuso in∂F/(ΓL)⊥ . Sussiste quindi la diseguaglianza

c) ‖Nσ ‖∂F/(ΓL)⊥ ≥ cN ‖σ ‖S/(So∩Σ) , ∀σ ∈ So .

Pertanto, ponendot = Nσ nella b) , dalle b) e c) si ottiene laa) .

Osservazione 4.9.La discussione dell’unicità va condotta tenendo presente che

• Le cedevolezzeCo ∈ L
{
H ; H

}
e ∂C ∈ L

{
∂F ; ∂V

}
sono simmetriche e

positive,

Si può quindi affermare che

• L’unicit à dellaσ-soluzione inSo sussiste se e solo se

σ ∈ So ,

{
c (σ, τ ) = 0 ∀ τ ∈ So ,

γ (σ,v) = 0 ∀v ∈ L ,
⇒ σ = o ,

che, per l’eguaglianzaNΣ = [ΓL]⊥ , equivale a KerCo ∩ Ker∂C ∩Σ = 0 .

• La vo-soluzioneè definita a meno di campi conformiv ∈ L tali che

γ (τ ,v) = 0 ∀ τ ∈ So ⇐⇒ Γv ∈ ΓL ∩ Γ( KerB) .

E’ peraltro evidente che nel problemaFIC II intervengono solo i valori al con-
torno del campovo ∈ L .



274 5 – SYNOPSIS

5. SYNOPSIS

Si fornisce qui un quadro riassuntivo delle formulazioni primale e complementare
e dei relativi principi variazionali.

formulazione mista primaledel problema elastico

M)

{
k (u,v) + b (σ,v) = 〈 �eq, v 〉 , u ∈ L ∀v ∈ L ,

b (τ ,u)− co (σ, τ ) = (( δeq, τ )) , σ ∈ H ∀ τ ∈ H .

• �eq = �−Kw forza attiva equivalente,

• δeq = δ −Bw distorsione equivalente,

• Γw = ∂w , essendo∂w ∈ ∂V il cedimento imposto al contorno.

funzionale misto primale(o funzionale diHellinger-Reissner)

R(u,σ) = 1
2 k (u,u)− 1

2co (σ,σ) + b (σ,u)− 〈 �eq, u 〉 − (( δeq, σ ))

funzionale energia potenziale

F (u) = 1
2 a (u,u)− 〈 �eff , u 〉 , u ∈ LC .

doveLC : =
{
u ∈ L : Bu ∈ Im Co

}
= KerPBL e

a (u,v) : = k (u,v) + (( EoBu , Bv )) , ∀u,v ∈ L ,

〈 �eff , v 〉 : = 〈 � , v 〉 − k (w,v) + (( Eo(δ −Bw) , Bv )) , ∀v ∈ LC .

la formulazione mistacomplementaredel problema elastico si scrive

MC)

{− c (σ, τ ) + bo (τ ,u) = 〈 ∆eq, τ 〉 , σ ∈ Σ ∀ τ ∈ Σ ,

+bo (σ,v) + ko (u,v) = ( beq, v ) , u ∈ H ∀v ∈ H ,

• Nσt = t , essendot la forza di contatto agente sul contorno.

• beq = b−B
′

oσt forza di massa equivalente,

• ∆eq = ∆ + Cσt distorsione attiva equivalente.
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funzionale misto complementare

RC(u,σ) = − 1
2c (σ,σ) + 1

2ko (u,u) + bo (σ,u)− 〈 beq, u 〉 − (( ∆eq, σ ))

funzionale energia complementare

FC(σ) = 1
2 aC (σ,σ)− 〈 ∆eff , σ 〉 , σ ∈ ΣK ,

dove KerKo = {o} , ΣK : =
{
σ ∈ Σ : B

′

oσ ∈ Im Ko

}
= KerQB

′

Σ
e

aC (σ, τ ) : = −c (σ, τ )− (( DoB
′

oσ , B
′

oτ )) ∀σ, τ ∈ Σ ,

〈 ∆eff , τ 〉 : = 〈 ∆ , τ 〉 + c (σt, τ )− (( Do(b−B
′

oσt) , B
′

oτ )) , ∀ τ ∈ ΣK .

formulazione ibrida primale I(FIP I)


a (u∗,v)− 〈〈 Nσρ , Γv 〉〉 = 〈 f , v 〉 , u∗ ∈ VC , ∀v ∈ VC ,

−〈〈 Nτ , Γu∗ 〉〉 = −〈〈 Nτ , ∂w 〉〉 , σρ ∈ Σ , ∀ τ ∈ Σ ,

dove
VC : =

{
u ∈ V : Bu ∈ Im Co

}
= KerPB .

formulazione ibrida primale II(FIP II)


k (u,v)− 〈〈 Nσρ , Γv 〉〉 = 〈 f , v 〉 , ∀v ∈ Vo ,

−〈〈 Nτ , Γu 〉〉 = −〈〈 Nτ , ∂w − Γuδ 〉〉 , ∀ τ ∈ Σ ,

dove u ∈ Vo = KerB ,σρ ∈ Σ e

〈 f , v 〉 : = 〈〈 t− ∂K[Γuδ] , Γv 〉〉 + ( b−Kouδ , v ) .

k (u,v) : = ( KoJVu , JVv ) + 〈〈 ∂K(Γu) , Γv 〉〉 ∀u,v ∈ V .
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funzionale ibrido primale

P(u,σρ) = 1
2 a (u,u)− 〈〈 Nσρ , Γu 〉〉+

−( b , u )− 〈〈 t , Γu 〉〉 − (( Eoδ , Bu )) + 〈〈 Nσρ , ∂w 〉〉 ,

dove u ∈ V , σρ ∈ Σ e

a (u,v) : = k (u,v) + (( EoBu , Bv )) ∀u,v ∈ LC .

formulazione ibrida complementare I(FIC I)

FIC I)

aC (σ, τ )− 〈〈 Nτ , Γvo 〉〉 = 〈 η , τ 〉 ∀ τ ∈ S ,

−〈〈 Nσ , Γv 〉〉 = −〈〈 t , Γv 〉〉 ∀v ∈ L ,

dove σ ∈ S e vo ∈ L e

aC (σ, τ ) : = c (σ, τ ) + (( DoB
′

oσ , B
′

oτ )) ∀σ, τ ∈ Σ ,

funzionale ibrido complementare I

PC(σ,vo ) = 1
2a

C (σ,σ)− 〈〈 Nσ , Γvo 〉〉+

−( δ , σ )− 〈〈 Nσ , ∂w 〉〉 − (( Dob , B
′

oσ )) + 〈〈 t , Γvo 〉〉 ,

dove σ ∈ S , vo ∈ L ,

formulazione ibrida complementare II(FIC II)


c (σ, τ )− 〈〈 Nτ , Γvo 〉〉 = 〈 ∆ , τ 〉 ∀ τ ∈ So ,

−〈〈 Nσ , Γv 〉〉 = 〈〈 Nσb , Γv 〉〉 − 〈〈 t , Γv 〉〉 ∀v ∈ L ,

dove σ ∈ So = KerB
′

o , vo ∈ L .
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6. COMPLEMENTI

Questa sezione `e dedicata alla dimostrazione dei risultati di esistenza della
soluzioni del problema elastico misto.

La trattazione `e svolta esplicitamente con riferimento al problema misto primale
ma i risultati sono enunciati anche per il problema misto complementare mostrando
che le regole di complementariet`a consentono di tradurre ogni risultato primale in un
corrispondente complementare.

6.1. Teorema primale

Il prossimo teorema, che `e dovuto all’autore [14], rivela quali siano le propriet`a da
richiedere agli operatori che governano il problema elastico affinch`e le condizioni vari-
azionali diammissibilit̀a elastostaticae di ammissibilit̀a elastocinematica, da imporre
rispettivamente ai carichi ed alle distorsioni impresse, siano sufficienti ad assicurare
l’esistenza di almeno una soluzione del problema elastico.

Proposizione 6.1. Teorema Primale. Si assuma che l’operatore cinematico
B ∈ L

{
V ; H

}
sia un operatore diKorn, che l’operatore di cedevolezza elas-

tica della struttura Co ∈ L
{
H ; H

}
e l’operatore di rigidezza elastica dei vincoli

KL ∈ L
{
L ; FL

}
siano simmetrici e positivi e che l’immagineIm Co sia chiusa in

H . Allora il problema misto

M)

{
KLu + B

′

Lσ= �−Kw ,

BLu−Co σ= δ −Bw ,

soddisfa la propriet̀a di buona posizione

Im Λ =

∣∣∣∣∣ Im KL + Im B
′

L

Im BL + Im Co

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ( KerKL ∩ KerBL)⊥

( KerB
′

L ∩ KerCo)
⊕

∣∣∣∣∣ = ( KerΛ)⊥ ,

se e solo se {
Im ALL = ( KerALL)

⊥
,

Im BL + Im Co è chiuso inH ,

dove

• P ∈ L
{
H ; H

}
è il proiettore ortogonale suKerCo ⊆ H , cos̀ı che risulta Im P =

KerCo , KerP = Im Co ,

• LC : = KerPBL =
{
u ∈ L : BLu ∈ Im Co

}
è il sottospazio degli sposta-

menti conformi elasticamente ammissibili, cioè quelli che danno luogo a deformazioni
elasticamente ammissibili,
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• C∗ ∈ L
{

Im Co ; Im Co

}
è la cedevolezza elastica efficace, definita daC∗

σ = Coσ
per σ ∈ Im Co sottospazio lineare degli sforzi elasticamente efficaci,

• Eo = C∗−1 ∈ L
{

Im Co ; Im Co

}
è l’operatore di rigidezza elastica,

• A : = KL+B
′

LEoBL ∈ L
{
LC ; FL

}
è l’operatore di risposta elastica della struttura

a spostamenti conformi elasticamente ammissibili,

• Φ ∈ L
{
FL ; FL/LC

⊥}
, è la suriezione canonica che ad ogni forza attivaf ∈ FL

associa la corrispondente forza attiva elasticamente efficace e cioè la classe di equiv-
alenzaf + LC

⊥
,

• ALL : = ΦA ∈ L
{
FL ; FL/LC

⊥}
descrive la risposta elastica attiva della struttura

a spostamenti conformi elasticamente ammissibili,

6.1.1. Dimostrazione del teorema primale

Si vuole ora fornire una condizione necessaria e sufficiente per la buona posizione
del problema mistoM .

Pianificando la strategia, cerchiamo inizialmente di trasformare il problema misto
M in un problema enunciato in termini dei soli parametri cinematici.

A questo scopo occorre modificare la condizioneM2 di compatibilità cinematica
invertendo la legge elastica per ottenere una espressione del campo tensionaleσ ∈ H
in termini della deformazione associata con il campo cinematico ammissibileu ∈ La .

Poiché l’operatore di cedevolezza elastica materialeCo ∈ L
{
H,H

}
è singolare,

occorre considerare la sua parte non singolare.
Data la simmetria diCo e la chiusura del sottospazio lineare ImCo in H , il

sottospazio lineare KerCo delle tensioni elasticamente inefficaci ed il sottospazio
lineare ImCo delle deformazioni elastiche verificano le condizioni di di ortogonalit`a

KerCo = ( Im Co)
⊕

and ImCo = ( KerCo)
⊕

,

dove l’apice⊕ denota l’ortogonale Hilbertiano inH . Noi possiamo effettuare la
decomposizione di somma diretta dello spazio delle tensioni-deformazioniH in due
complementi ortogonali

H = Im Co � KerCo ,

e definire l’operatore simmetricoP ∈ L(H ; H) cheè il proiettore ortogonale inH sul
sottospazio lineare chiuso KerCo delle tensioni inefficaci elasticamente e il proiettore
complementarePC ∈ L(H ; H) definito daPC = I−P . Si ha allora che

Im P = KerPC = KerCo KerP = Im PC = Im Co .
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L’operatore di cedevolezza efficaceC∗ ∈ L
{

Im Co ; Im Co

}
tale che

C∗σ = Coσ ∀σ ∈ Im Co ⊆ H,

è definito positivo e l’operatoreCo ∈ L
{
H,H

}
può essere partizionato come segue

Coσ =

[
C∗ O

O O

] ∣∣∣∣∣ σ
∗

σo

∣∣∣∣∣ con

 σ
∗ ∈ Im Co ,

σo ∈ KerCo .

Si noti che il nucleo dell’operatore prodottoPBL ∈ L
{
L ; KerCo

}
è definito da

KerPBL =
{
u ∈ L | Bu ∈ Im Co

}
,

ed i suoi elementi sono i campi cinematici conformi che generano campi di deformazione
elastici.

Osservazione 6.1.La condizione ImBL+ Im Co = ( KerB
′

L∩KerCo)
⊕ è necessaria

per la buona posizione del problema misto.
In virtù della proposizione I.11.7 (p. 87) in [16], questa condizione `e equivalente

alla chiusura di ImBL + Im Co = Im BL + KerP in H , e per la proposizione

I.11.8 (p. 88) in [16], alla chiusura della somma KerB
′

L + KerCo poiché ImBL e
Im Co sono chiusi inH .

Inoltre, per la proposizione I.11.10 (p. 90) in [16], questa assunzione `e anche
equivalente alla chiusura di ImB

′

LP in FL e quindi, per il teorema della immagine
chiusa, alla chiusura di ImPBL .

Si consideri il problema misto

M)

KLu + B
′

Lσ= �eq

BLu−Co σ= δeq

e si assuma che ImPBL sia chiuso inH .

Allora per ogniδeq∈ ( KerB
′

L ∩ KerCo)
⊕ = Im BL + Im Co è possibile effettuare

la decomposizione

δeq = δ + δ
∗

con δ ∈ Im BL e δ
∗ ∈ Im Co .

Scegliendou ∈ L tale cheBLu = δ si pongau = u + u∗ .
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L’equazione di compatibilit`a M2 può quindi essere riscritta come

BLu
∗ = C∗σ

∗ + δ
∗ ∈ Im Co ,

la quale richiede cheu∗ ∈ KerPBL . Denotando conEo ∈ L
{

Im Co ; Im Co

}
l’inverso di C∗ ∈ L

{
Im Co ; Im Co

}
si può anche scrivere

σ
∗ = Eo(Bu∗ − δ

∗) .

Sostituendo nella equazione di equilibrioM1 si perviene al seguente problema nei
campi incognitiu∗ ∈ KerPBL e σo ∈ KerCo

P) (KL + B
′

LEoBL)u∗ + B
′

Lσo = �eq−KLu + B
′

LEoδ
∗
.

Si considerino ora la forma bilineare della energia elastica

a (u∗,v) : = k (u∗,v) + (( EoBLu
∗
, BLv )) ∀u∗ ∈ KerPBL ∀v ∈ L ,

ed il carico efficace

〈 �eff , v 〉 : = 〈 �eq, v 〉 − k (u,v) + (( Eoδ
∗
, Bv )) =

= 〈 � , v 〉 − k (u + w,v) + (( Eoδ
∗
, Bv )) ∀v ∈ L .

L’operatore di rigidezzaA = KL + B
′

LEoBL è definito dall’identità

〈 Au∗ , v 〉 = a (u∗,v) ∀u∗ ∈ KerPBL ∀v ∈ L .

La discussione precedente `e riassunta nella seguente proposizione

Proposizione 6.2. Prima proprietà di equivalenza. La chiusura di Im PBL in H
assicura che per ogni assegnatoδ ∈ ( KerB

′

L ∩ KerCo)
⊕ il problema misto

M)

{
k (u,v) + b (v,σ) = 〈 �eq, v 〉 u ∈ L, ∀v ∈ L,

b (u, τ )− co (σ, τ ) = 〈 δeq, τ 〉 σ ∈ H, ∀ τ ∈ H,

nei campi incognitiu ∈ La e σ ∈ H è equivalente al problema variazionale

P) a (u∗,v) + (( σo , Bv )) = 〈 �eff , v 〉 ∀v ∈ L

nei campi incognitiu∗ ∈ KerPBL e σo ∈ KerCo ammesso che la coppia{u, δ
∗} ∈

L × Im Co che appare nella definizione di�eff , è tale cheδeq = Bu + δ
∗ .
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La discussione del problemaP si conduce trasformandolo in un problema posto
in termini di un solo campo incognito. Ci`o si consegue imponendo che i campi di prova
v ∈ L debbano variare nel sottospazio KerPBL ⊆ L degli spostamenti conformi cui
corrispondono deformazioni elasticamente ammissibili.

Proposizione 6.3. Seconda propriet`a di equivalenza. La chiusura di Im PBL in
H assicura che il problema variazionale

P) a (u∗,v) + (( σo , Bv )) = 〈 �eff , v 〉 ∀v ∈ L ,

nei campi incognitiu∗ ∈ KerPBL eσo ∈ KerCo è equivalente al problema ridotto

P∗) a (u∗,v∗) = 〈 �eff , v∗ 〉 ∀v∗ ∈ KerPBL ,

nel campo incognitou∗ ∈ KerPBL .

Dim. Chiaramente se{u∗,σo} ∈ KerPBL × KerCo è una soluzione del problema
P allora u∗ sarà soluzione del problemaP∗ . In realtà si ha che(( σo , Bv∗ )) = 0 per
ogni v∗ ∈ KerPBL poiché σo ∈ KerCo e Bv∗ ∈ KerP = Im Co = ( KerCo)

⊕ .
Viceversa seu∗ ∈ KerPBL è soluzione del problemaP∗ la forza attivaf ∈ FL ,

definita da
〈 f , v 〉 : = a (u∗,v)− 〈 �eff , v 〉 , ∀v ∈ L ,

appartiene a( KerPBL)⊥ . L’ipotesi che ImPBL sia chiuso inH assicura che

Im B
′

LP = ( KerPBL)⊥ .

Dunque per ognir ∈ ( KerPBL)⊥ si può trovare unσo ∈ Im P = KerCo tale che

B
′

Lσo = r . Allora 〈 r , v 〉 = (( σo , Bv )) per ogni v ∈ L , e la coppia{u∗,σo} è
soluzione del problemaP . Il campo σo è unico a meno di elementi del sottospazio

KerB
′

L ∩ KerCo delle autotensioni elasticamente inefficaci.

Osservazione 6.2.E’ utile osservare che l’espressione del carico efficace�eff dipende
dalla coppia{u, δ

∗} ∈ L× Im Co e che il campou è determinato daδ solo a meno
di un addizionale campo rigido conforme. Inoltre la decomposizione additiva delle
distorsioni ammissibiliδeq ∈ ( KerB

′

L ∩ KerCo)
⊕ = Im BL + Im Co nella somma

δ + δ
∗ è unica a meno di elementi di ImBL ∩ Im Co .

Si può facilmente mostrre che la soluzione{u,σ} del problema mistoM , ottenuta
mediante le sommeu = u + u∗ e σ = σo + σ

∗ , rimane univocamente individuata
nonostante l’indeterminazione di�eff ∈ FL .

Si discute ora la buona posizione del problema ridottoP∗.
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6.1.2. Il modello strutturale ridotto

Il problema P∗ è la formulazione variazionale del problema elastostatico per un
modello strutturale soggetto a vincoli bilaterali rigidi definiti dal sottospazio KerPB ⊆
L dei campi cinematici conformi.

Si osservipreliminarmente che, per proposizione I.9.5 (p. 65) di [16], la continuit`a
di Co e la chiusura di ImCo in H implicano la continuit`a della rigidezza elastica
Eo = C∗−1 ∈ L

{
Im Co ; Im Co

}
.

La continuità di Eo ∈ L
{

KerP ; KerP
}

implica poi la continuità dell’operatore

AL = KL + B
′

LEoBL cosı̀ che AL ∈ L
{

KerPBL ; FL
}

.

La forma bilinearea è allora continua su KerPB × L e quindia fortiori su
KerPBL × KerPBL .

Dunque la suriezione canonicaΠ ∈ L
{
FL ; FL/( KerPBL)⊥

}
può essere usata

per definire

• la rigidezza elastica ridottaALL : = ΠAL ∈ L
{

KerPBL ;
FL

( KerPBL)⊥
}

,

• il carico efficace ridotto�o : = Π �eff ∈ FL/( KerPBL)⊥ ,

attraverso le relazioni

ALLu
∗ : = ALu

∗ + ( KerPBL)⊥ ∀u∗ ∈ KerPBL ,

�o : = �eff + ( KerPBL)⊥ .

Il seguente risultato `e una diretta conseguenza del teorema della immagine chiusa.

Proposizione 6.4. Buona posizione del problema ridotto. Il problema lineare
simmetrico

P∗) ALLu
∗ = �o , u∗ ∈ KerPBL .

è ben posto se e solo seIm ALL è chiuso inFL/( KerPBL)⊥ . Questa propriet̀a
di chiusuraè equivalente alla chiusura della forma simmetricaa su KerPBL ×
KerPBL edè espressa dalla condizione di inf-sup

inf
u
∗∈KerPBL

sup
v
∗∈KerPBL

a (u∗,v∗)
‖u∗ ‖L/KerALL

‖v∗ ‖L/KerALL
> 0 .

L’esistenza di una soluzionèe quindi garantita se e solo se�o ∈ ( KerALL)
⊥ e la

soluzionèe unica a meno di elementi diKerALL .
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La positività della cedevolezza elasticaCo in H e la chiusura di ImCo in H
implicano che la rigidezza elasticaEo = C∗−1 ∈ L

{
Im Co ; Im Co

}
sia definita

positiva. In effetti essendoH = Im Co � KerCo abbiamo che per ogniε ∈ Im Co

esiste un unicoσε ∈ Im Co tale cheε = Coσε . Quindi

(( Eoε , ε )) = (( σε , Coσε )) ≥ 0 .

Se (( Eoε , ε )) = 0 il punto ε è un minimo assoluto in corrispondenza del quale la
derivata deve annullarsi, cos`ı che (( Eoε , η )) = 0 ∀η ∈ Im Co .

Ne segue cheEoε ∈ Im Co ∩ ( Im Co)
⊕ e quindi cheEoε = o . L’iniettivit à di

Eo = C∗−1 ∈ L
{

Im Co, Im Co

}
implica allora cheε = o .

Su questa base il risultato seguente fornisce una importante formula per KerALL .

Proposizione 6.5. Nucleo della rigidezza ridotta.Siano le formeco e k simmetriche
e definite positive rispettivamente suH ed L :

co (σ, τ ) = c (τ ,σ) , c (σ,σ) ≥ 0 ∀σ, τ ∈ H ,

k (u,v) = k (v,u) , k (u,u) ≥ 0 ∀u,v ∈ L .

Il nucleo dell’operatore rigidezza ridottaALL è allora dato da

KerALL = KerBL ∩ KerKL .

Dim. Per definizione gli elementi di KerALL sono i campi cinematiciu ∈ KerPBL
che soddisfano la condizione variazionale

k (u,v) + (( EoBLu , BLv )) = 0 ∀v ∈ KerPBL .

Ponendov = u ∈ KerPBL otteniamo

k (u,u) + (( EoBLu , BLu )) = 0.

Entrambi i termini, essendo non negativi devono annullarsi. Quindi per la definizione
positiva di Eo su ImCo si ha cheu ∈ KerBL .

Per la positività di k in L e la condizionek (u,u) = 0 se ne deduce che il
campou ∈ KerPBL è un punto di minimo assoluto dik in L . Valutando la derivata
direzionale lungo una direzione arbitrariav ∈ L per la simmetria dik si ha

k (u,v) = 0 ∀v ∈ L ⇐⇒ KLu = o ⇐⇒ u ∈ KerKL ,

ed il risultatoè dimostrato.
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La formula di rappresentazione di KerALL fornita nella proposizione precedente
consente di scrivere la condizione di ammissibilit`a dei dati del problemaP∗ nella forma

�o ∈ ( KerBL ∩ KerKL)⊥.

Ora per ogni coppia{u, δ
∗} ∈ L × Im C si ha

(( Eoδ
∗
, Bv ))− k (u + w,v) = 0 ∀v ∈ KerBL ∩ KerKL .

La condizione di ammissibilit`a su �o è allora equivalente alla condizione di equilibrio
elastico per il carico applicato� :

� ∈ ( KerBL ∩ KerKL)⊥ .

D’altra parte, quando la coppia{u, δ
∗} varia in L× Im Co , la distorsione corrispon-

denteδ −Bw = Bu + δ
∗ varierà sull’intero sottospazio ImBL + Im Co e questo

sottospazio, per la chiusura di ImPBL , coincide con( KerB
′

L ∩ KerCo)
⊕ .

In conclusione le condizioni di ammissibilit`a

� ∈ ( KerBL ∩ KerKL)
⊥
, {u, δ

∗} ∈ L × Im Co ,

per i dati del problemaP∗ coincidono con le condizioni di ammissibilit`a

� ∈ ( KerBL ∩ KerKL)⊥, δ −Bw ∈ ( KerB
′

L ∩ KerCo)
⊕

,

per i corrispondenti dati del problema mistoM.

La condizione di chiusura ImALL = ( KerALL)
⊥ equivale per definizione alla

chiusura della forma bilineare simmetrica

a (u,v) : = k (u,v) + (( EoBLu , BLv )) ,

sul sottospazio KerPBL × KerPBL e può riscriversi comecondizione inf-sup:

inf
u∈KerPBL

sup
v∈KerPBL

k (u,v) + (( EoBLu , BLv ))

‖u ‖L/(KerBL∩KerKL) ‖v ‖L/(KerBL∩KerKL)
> 0 .

6.2. Condizioni sufficienti per la buona posizione

Si vuole ora determinare un insieme di condizioni sufficienti ad assicurare che il
problema misto sia ben posto. A tal fine si premettono i seguenti risultati.
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Lemma 6.6. Diseguaglianza del letto elastico.Le ipotesi

i) k (u,u) ≥ 0 ∀u ∈ KerPBL,

ii) k (u,u) ≥ ck ‖u ‖2
L/(KerKL∩KerBL) ∀u ∈ KerBL,

iii) (( EoBLu , BLu )) ≥ co ‖u ‖2
L/KerBL

∀u ∈ KerPBL,

assicurano la validit̀a della diseguaglianza

k (u,u) + (( EoBLu , BLu )) ≥ cπ ‖Πu ‖2
L/(KerKL∩KerBL) ∀u ∈ KerPBL

dove cπ > 0 e Π denota il proiettore ortogonale suKerBL in L .

Dim. Si procede per assurdo assumendo che la diseguaglianza sia falsa.
Allora, imponendo che‖Πu ‖L/(KerKL∩KerBL) = 1 , l’estremo inferiore del

primo membro sarebbe zero.
Considerando una successione minimizzante{un} ⊂ L con

‖Πun ‖L/(KerKL∩KerBL) = 1 ,

si ha che
lim
n→∞

k (un,un) + (( EoBun , Bun )) = 0 .

Per i) entrambi i termini della somma sono non negativi e quindi si annullano al limite.
Quindi, dalla iii) si ha

lim
n→∞

(( EoBun , Bun )) = 0 ⇒ lim
n→∞

‖un −Πun ‖L = 0 ,

e per la continuit`a di k e l’ipotesi ii)

lim
n→∞

k (un,un) = 0 ⇒ lim
n→∞

k (Πun,Πun) = 0 ⇒

⇒ lim
n→∞

‖Πun ‖L/(KerKL∩KerBL) = 0 ,

contrariamente all’assunto che‖Πu ‖L/(KerKL∩KerBL) = 1 .

Il seguente lemma 6.7 `e dimostrato in [16], I.11.4 (p. 84), mediante un’opportuna
modifica di un risultato riportato in [10], corollario II.9.

Lemma 6.7. Una diseguaglianza di proiezione.La chiusura di KerKL + KerBL
in L è equivalente alla diseguaglianza

‖Πu ‖2
L/KerKL

+ ‖u ‖2
L/KerBL

≥ γ ‖u ‖2
L/(KerKL∩KerBL) ∀u ∈ L

doveΠ denota il proiettore ortogonale suKerBL in L.
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Ci occorre anche il seguente semplice risultato.

Proposizione 6.8. Ellitticità dell’operatore inverso. Sia la forma bilineare continua
c semi-ellittica suH×H :

co (σ,σ) ≥ α ‖σ ‖2
H/KerCo

∀σ ∈ H ; α > 0 .

Allora Im Co è chiuso inH e l’operatore Eo = C∗−1 ∈ L
{

Im Co ; Im Co

}
è

semi-ellittico:
(( Eoε , ε )) ≥ cEo

‖ ε ‖2
H ∀ ε ∈ Im Co ,

con cEo
= α ‖Co ‖−2.

Dim. La chiusura di ImCo , cheè equivalente alla diseguaglianza

inf
σ∈H

sup
τ∈H

co (σ, τ )
‖σ ‖H/KerCo

‖ τ ‖H/KerCo

> 0,

è derivata dalla propriet`a di semi-ellitticità dic poiché

inf
σ∈H

co (σ,σ)

‖σ ‖2
H/KerCo

≥ α > 0 .

Si osservi ora che, per la semi-ellitticit`a e la continuit`a di Co, l’operatoreC∗ ∈
L

{
Im Co ; Im Co

}
è continuo ed ellittico cos`ı che

‖Co ‖ ‖σ ‖H≥ ‖Coσ ‖H ∀σ ∈ Im Co ,

(( σ , Coσ )) ≥ α ‖σ ‖2
H ∀σ ∈ Im Co ; α > 0 .

PoichéEo = C∗−1 ∈ L
{

Im Co ; Im Co

}
, ponendoσ = Eoε eCoσ = ε, si ha

(( Eoε , ε )) ≥ α‖Co ‖−2 ‖ ε ‖2
H ∀ ε ∈ Im Co .

ed il risultatoè dimostrato.

Si può ora stabilire il risultato principale.

Proposizione 6.9. Condizioni sufficienti per l’ellitticità. La forma bilineare

a (u,v) : = k (u,v) + (( EoBLu , BLv )) ∀u,v ∈ KerPBL ,

è ellittica su KerPBL , cioè verifica la diseguaglianza

a (u,u) ≥ ca ‖u ‖2
L/(KerKL∩KerBL) ∀u ∈ KerPBL ,



VI – FORMULAZIONI VARIAZIONALI 287

se sono verificate le proprietà

i) Im BL chiuso inH,

ii) KerKL + KerBL chiuso in L,

iii) k (u,u) ≥ 0 ∀u ∈ KerPBL

iv) k (u,u) ≥ ck ‖u ‖2
L/(KerKL∩KerBL) ∀u ∈ KerBL , ck > 0

v) co (σ,σ) ≥ α ‖σ ‖2
H/KerCo

∀σ ∈ H ; α > 0

dove KerPBL =
{
u ∈ L : BLu ∈ KerP = Im Co

}
.

Dim. La proprietà i) è equivalente alla diseguaglianza

‖BLu ‖H ≥ cb ‖u ‖L/KerBL
∀u ∈ L.

Quindi la proprietà v) e la proposizione 6.8 forniscono la diseguaglianza

(( EoBLu , BLu )) ≥ cEo
‖BLu ‖

2
H ≥ co ‖u ‖2

L/KerBL
∀ u ∈ KerPBL ,

con co = cEo
c2
b

. Per la proposizione 6.6 questa diseguaglianza e le propriet`a iii) e

iv) forniscono

k (u,u) + (( EoBLu , BLu )) ≥ cπ ‖Πu ‖2
L/(KerKL∩KerBL) ∀u ∈ KerPBL ,

con cπ > 0 . Sommando le ultime due diseguaglianze si ha che∀u ∈ KerPBL

k (u,u) + 2 (( EoBLu , BLu )) ≥ cπ ‖Πu ‖2
L/(KerKL∩KerBL) + co ‖u ‖2

L/KerBL
.

Infine per la propriet`a ii) e la proposizione 6.7 si ha

k (u,u) + (( EoBLu , BLu )) ≥ ca ‖u ‖2
L/(KerKL∩KerBL) ∀u ∈ KerPBL ,

con ca = γ min{cπ , cEo
c2
b
} . La ellitticità della forma bilinearea su KerPBL è

quindi provata.

Proposizione 6.10. Criterio di buona posizione. Il problema misto primaleM è ben
posto se sono soddisfatte le proprietà

i) Im BL chiuso inH,

ii) KerKL + KerBL chiuso in L,

iii) k (u,u) ≥ 0 ∀u ∈ KerPBL

iv) k (u,u) ≥ ck ‖u ‖2
L/(KerKL∩KerBL) ∀u ∈ KerBL ck > 0

v) co (σ,σ) ≥ α ‖σ ‖2
H/KerCo

∀σ ∈ H α > 0

vi)


Im B

′

LP chiuso in FL ⇐⇒
Im BL + Im Co chiuso inH ⇐⇒
KerB

′

L + KerCo chiuso inH.
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Dim. In forza della proposizione 6.9 le propriet`a i)− v) assicurano l’ellitticità della
forma

a (u,v) : = k (u,v) + (( EoBLu , BLv )) ,

su KerPBL e quindia fortiori la sua chiusura su KerPBL . La proprietà di ellitticità
v) implica che la forma bilineare simmetricaco è chiusa suH . Dunque le condizioni
di buona posizione della proposizione 6.1 (p. 278) sono soddisfatte.

Osservazione 6.3.Si noti che se l’operatore cinematicoB ∈ L
{
V ; H

}
è un operatore

di Korn (vedi sezione II.6.3 (p. 210)) del Tomo I. Allora

• essendo dim KerBL < +∞ la somma KerKL + KerBL è chiusa inL ,

• essendo ImBL chiusa in H anche ImB
′

L è chiusa inFL per il teorema
dell’immagine chiusa diBanach.

Se inoltre l’elasticità della struttura `e non singolare, cos`ı che KerCo = {o} e P = O ,

allora KerPBL = L e ImB
′

LP = {o} . Dunque ImB
′

LP è chiuso inFL e la buona
posizioneè assicurata se sono soddisfatte leiii) , iv) e v) .

Anche nel caso in cui l’elasticit`a della struttura `e nulla, cos`ı che KerCo = H e P = I ,

il sottospazio ImB
′

LP = Im B
′

L è chiuso inFL ,la buona posizione `e assicurata se
sono soddisfatte leiii) , iv) e v) .

La discussione della buona posizione del problema elastico in forma mista presen-
tata in questa sezione `e basata sui risultati pubblicati in [14].

6.3. Maggiorazione della soluzione

Una dimostrazione alternativa dell’esistenza di una soluzione del problema misto
può essere condotta, nell’ipotesi di elasticit`a non singolare, dimostrando una formula di
limitazione della norma dei campi in soluzione che equivale alla propriet`a di chiusura
dell’immagine dell’operatore strutturaleΛ ∈ L

{
L ×H,FL ×H

}
(vedi [12]).

Si assuma che ilproblema elastico misto primale

M)


k (u,v) + b (σ,v) = 〈 �eq, v 〉 ,

{
u ∈ L ,

∀v ∈ L ,

b (τ ,u)− co (σ, τ ) = (( δeq, τ )) ,

{
σ ∈ S ,

∀ τ ∈ S .

soddisfi le seguenti condizioni.
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• L’operatore cinematico sia un operatore diKorn,

• l’elasticità della struttura sia ellittica suH ,

• non esistano spostamenti rigidi conformi ed elasticamente inefficaci e cio`e
KerKL ∩ KerBL = {o} .

Il problema misto `e allora ben posto ed ammette un’unica soluzione.

Ricordando che gli operatori duali, cinematico e statico sono

BL ∈ L
{
L ; H

}
, B

′

L ∈ L
{
H ; FL

}
,

sia Π ∈ L
{
L ; L

}
il proiettore ortogonale su KerBL ⊂ L .

La chiusura di ImBL in H equivale alla diseguaglianza

sup
τ∈H

(( τ , Bu ))

‖ τ ‖H
≥ cB ‖u ‖H/KerBL

= cB ‖u−Πu ‖L , ∀u ∈ L .

Dalla seconda delleM) si trae quindi che

a) cB ‖u−Πu ‖L ≤ sup
τ∈H

(( δeq, τ )) + co (σ, τ )

‖ τ ‖H
≤ ‖ δeq‖H + ‖ co ‖ ‖σ ‖H .

Si consideri quindi l’operatore ridottoK ∈ L
{

KerBL ; F/( KerBL)⊥
}

definito
da

Ku : = Ku + ( KerBL)⊥ , ∀u ∈ KerBL .

La chiusura dell’immagine ImK ⊆ F/( KerBL)⊥ equivale a quella del sotto-

spazio lineareK ( KerBL) + ( KerBL)⊥ ⊆ F ed alla diseguaglianza

inf
u∈KerBL

sup
v∈KerBL

k (u,v)
‖u ‖L ‖v ‖L

≥ ck > 0 .

Avendo assunto che l’operatore cinematico `e un operatore diKorn, la chiusura
dell’immagine ImK ⊆ F/( KerBL)⊥ sussiste banalmente in quanto KerBL
ha dimensione finita e dunque anche lo spazio dualeF/( KerBL)⊥ ha dimensione
finita.
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In termini del proiettore ortogonaleΠ ∈ L
{
L ; L

}
su KerBL ⊂ L , la diseguaglianza

precedente pu`o scriversi

ck ‖Πu ‖L ≤ sup
v∈KerBL

k (Πu,v)
‖v ‖L

, ∀u ∈ L .

Dunque

ck ‖Πu ‖L ≤ sup
v∈KerBL

k (Πu,v)
‖v ‖L

= sup
v∈KerBL

k (u,v)− k (u−Πu,v)
‖v ‖L

.

Dalla prima delleM) segue che

k (u,v) = 〈 �eq, v 〉 , ∀v ∈ KerBL .

Dunque, osservando che

sup
v∈KerBL

k (u,v)− k (u−Πu,v)
‖v ‖L

≤ sup
v∈KerBL

k (u,v)
‖v ‖L

+ sup
v∈KerBL

k (u−Πu,v)
‖v ‖L

,

si trae che
b) ck ‖Πu ‖L ≤ ‖ �eq‖FL + ‖k ‖ ‖u−Πu ‖L .

Dalle a) e b) si deduce quindi che

c) ‖u ‖L ≤ c1 ‖σ ‖H + c2

[
‖ �eq‖FL + ‖ δeq‖H

]
,

con ci, i = 1, 2 funzioni non lineari di

‖ co ‖ , ‖k ‖ , cB , ck ,

positive e limitate su sottoinsiemi limitati.
Dalle M) , sottraendo la seconda dalla prima, si ottiene poi che

k (u,u) + co (σ,σ) = 〈 �eq, u 〉 − (( δeq, σ )) ,

e dunque dallac) segue che

k (u,u) + co (σ,σ) ≤‖ �eq‖FL ‖u ‖L + ‖ δeq‖H ‖σ ‖H ≤

≤
[

c1 ‖ �eq‖FL + ‖ δeq‖H
]
‖σ ‖H +

+ c2 ‖ �eq‖FL
[
‖ �eq‖FL + ‖ δeq‖H

]
≤

≤ c3

[
‖ �eq‖FL + ‖ δeq‖H

]
‖σ ‖H +

+ c2

[
‖ �eq‖FL + ‖ δeq‖H

]2

,

con c3 = max{1, c1} .
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Per ipotesi sussiste laH-ellitticit à di c e cioè la diseguaglianza

co (σ,σ) ≥ α ‖σ ‖2
H ∀σh ∈ Sh ,

Dalla positività di k si trae allora che

α ‖σ ‖2
H ≤ c3 ‖σ ‖H

[
‖ �eq‖FL + ‖ δeq‖H

]
+ c2

[
‖ �eq‖FL + ‖ δeq‖H

]2

.

Ne segue cheσ ∈ H è limitato e precisamente che

‖σ ‖H ≤ c4

[
‖ �eq‖FL + ‖ δeq‖H

]
.

dove

c4 =
c3

2 α
+

√(
c3

2 α

)2

+
c2

α
.

La c) conduce infine alla maggiorazione

‖u ‖L + ‖σ ‖H ≤ m

[
‖ �eq‖FL + ‖ δeq‖H

]
,

dove
m = c1 c4 + c2 + 1 .

La m è quindi una funzione non lineare di

‖ co ‖ , ‖k ‖ , cB , ck , α ,

positiva e limitata su sottoinsiemi limitati.
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6.4. Teorema complementare

La complementariet`a consente di formulare i seguenti risultati analoghi a quelli
delle proposizioni 6.1 (p. 278) e 6.10 (p. 288).

Proposizione 6.11. Teorema complementare.Si assuma che l’operatore di rigidezza
elastica di massaKo ∈ L

{
H ; H

}
e l’operatore di cedevolezza elasticaCΣ ∈

L
{
Σ ; DΣ

}
siano simmetrici e positivi e che l’immagineIm Ko sia chiusa inH .

Allora la proprietà di buona posizione

Im ΛC =

∣∣∣∣∣ Im CΣ + Im BΣ

Im B
′

Σ
+ Im Ko

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ( KerCΣ ∩ KerB
′

Σ
)⊥

( KerBΣ ∩ KerKo)
⊕

∣∣∣∣∣ = ( KerΛC)⊥.

sussiste se e solo se {
Im AΣΣ = ( KerAΣΣ)⊥ ,

Im B
′

Σ
+ Im Ko è chiuso inH ,

dove

• Q ∈ L
{
H ; H

}
è il proiettore ortogonale suKerKo ⊆ H , cos̀ı che risulta Im Q =

KerKo , KerQ = Im Ko ,

• ΣK : = KerQB
′

Σ
=

{
σ ∈ Σ : B

′

Σ
σ ∈ Im Ko

}
è il sottospazio degli sforzi

conformi elasticamente ammissibili, cioè quelli che danno luogo a forze di massa
elasticamente ammissibili,

• K∗ ∈ L
{

Im Ko ; Im Ko

}
è la rigidezza elastica efficace, definita daK∗u = Kou

per u ∈ Im Ko sottospazio lineare degli spostamenti elasticamente efficaci,

• Do = K∗−1 ∈ L
{

Im Ko ; Im Ko

}
è la cedevolezza elastica,

• AΣ : = CΣ + BΣDoB
′

Σ
∈ L

{
ΣK ; DΣ

}
è l’operatore di risposta elastica della

struttura a sforzi conformi elasticamente ammissibili,

• Ψ ∈ L
{
DΣ ; DΣ/ΣK

⊥}
, è la suriezione canonica che ad ogni deformazione attiva

ε ∈ DΣ associa la corrispondente deformazione attiva elasticamente efficace e cioè

la classe di equivalenzaε + ΣK
⊥

,

• AΣΣ : = ΨAΣ ∈ L
{
ΣK ; DΣ/ΣK

⊥}
descrive la risposta elastica attiva della

struttura a sforzi conformi elasticamente ammissibili,

La condizione di chiusura ImAΣΣ = ( KerAΣΣ)⊥ equivale per definizione
alla chiusura della forma bilineare simmetrica

a (σ, τ ) : = c (σ, τ ) + (( DoB
′

Σ
σ , B

′

Σ
τ )) ,

sul sottospazioΣK ×ΣK e può riscriversi come unacondizione inf-sup:

inf
u∈ΣK

sup
v∈ΣK

c (σ, τ ) + (( DoB
′

Σ
σ , B

′

Σ
τ ))

‖u ‖
Σ/(KerB

′

Σ
∩KerCΣ )

‖v ‖
Σ/(KerB

′

Σ
∩KerCΣ )

> 0 .
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Osservazione 6.4.Le condizioni di ammissibilit`a da imporre sui dati per garantire
esistenza di una soluzione sono

MC)


∆eq = ∆ + Cσt ∈ ( KerCΣ ∩ KerB

′

Σ
)⊥ ,

beq = b−B
′

oσt ∈ ( KerBΣ ∩ KerKo)
⊕

.

La prima, essendo KerCΣ = KerC ∩Σ , equivale a

(( ∆ , τ )) = 0 ∀ τ ∈ KerCΣ ∩ KerB
′

Σ
.

La seconda condizione

( b−B
′

oσt , v ) = 0 , ∀v ∈ KerBΣ ∩ KerKo ,

equivale alla condizione di equilibrio

( b , v ) + 〈〈 t , Γv 〉〉 = 0 , ∀v ∈ Vrig ∩ KerK ,

dove Vrig = KerB ∩ L con ΓL∗ = ΓL � Im ∂C , è il sottospazio lineare dei
cinematismi rigidi conformi nella corrispondente formulazione primale. Infatti dalla
formula diGreen si trae che

( B
′

oσt , v ) = 〈〈 Nσt , Γv 〉〉 = 〈〈 t , Γv 〉〉 , ∀v ∈ Vrig .

Poichè il sottospazio lineare dei cinematismi conformi nella formulazione comple-
mentare `e ΓL∗ = ΓL ∩ Ker∂K , risulta L∗ = L ∩ (Γ−1 Ker∂K) . Dunque
KerBΣ = V∗rig = Vrig ∩ (Γ−1 Ker∂K) e pertanto

KerBΣ ∩ KerKo = Vrig ∩ (Γ−1 Ker∂K) ∩ KerKo = Vrig ∩ KerK .

Si può quindi concludere che le condizioni di equilibrio nelle formulazioni primale e
complementare coincidono.

Proposizione 6.12. Criterio di buona posizione. Il problema misto complementare
MC è ben posto se sono soddisfatte le seguenti proprietà

i) Im B
′

Σ
chiuso in H,

ii) KerCΣ + KerB
′

Σ
chiuso in Σ,

iii) ko (u,u) ≥ β ‖u ‖2
H/KerKo

, ∀u ∈ H ; α > 0,

iv) c (σ,σ) ≥ 0 , ∀σ ∈ Σ : B
′

oσ ∈ Im Ko,

v) c (σ,σ) ≥ cc ‖σ ‖2

Σ/(KerB
′

Σ
∩KerCΣ )

, ∀σ ∈ KerB
′

Σ
; cc > 0,

vi)

{
Im B

′

Σ
+ Im Ko chiuso in H ⇐⇒

KerBΣ + KerKo chiuso in H.
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Se l’operatore cinematicoBL ∈ L
{
L ; H

}
è un operatore diKorn, la cedevolezza

di massaKo ∈ L
{
H ; H

}
soddisfa la condizione di ellitticità iii) e la cedevolezza

della strutturaCo ∈ L
{
H ; H

}
è non singolare eH-ellittica, cioè se

co (σ,σ) ≥ α ‖σ ‖2
H ∀σ ∈ H ,

allora le condizionii)− vi) sono verificate.

Dim. La i) segue dalla proposizione II.10.6 (p. 247) che fornisce l’eguaglianza

Im B
′

Σ
= B

′

oΣ = [Vrig]⊕ ,

Se KerKo = {o} allora anche KerCΣ = {o} e la ii) è verificata.

La H-ellitticit à di Co ∈ L
{
H ; H

}
implica banalmente laiv) ed implica anche

la v) osservando che KerB
′

Σ
⊆ KerB

′

o e che

‖σ ‖S = ‖σ ‖H ∀σ ∈ KerB
′

o .

L’equivalenza

Im B
′

Σ
+ Im Ko chiuso inH ⇐⇒ KerBΣ + KerKo chiuso inH ,

segue poi dalla proposizione I.11.8 (p. 88) di [16] in quanto i sottospazi lineari ImB
′

Σ
e ImKo sono chiusi inH .

Infine dalla proposizione I.11.6 (p. 86) di [16], segue la propriet`a di chiusuravi)
della somma KerBΣ + KerKo in conseguenza della dimensione finita di KerBΣ =
Vrig .
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VII – MODELLI DISCRETI

Le moderne esigenze di calcolo di strutture sempre pi`u complesse sotto il pro-
filo della geometria e del comportamento costitutivo, hanno condotto ad una analisi
approfondita dei metodi di calcolo basati sulla discetizzazione dei modelli continui.

L’indagine concerne sia i criteri di discretizzazione che la stima dell’errore che si
commette valutando una soluzione discreta rispetto a quella del continuo.

In questo capitolo sono illustrati alcuni aspetti essenziali dei metodi di discretiz-
zazione e delle metodologie di stima dell’errore.

1. MODELLO MISTO DISCRETO

Da un punto di vista matematico la formulazione di un modello discreto consiste
nell’imporre che i campi di spostamento, sforzo e deformazione appartengano a sot-
tospazi lineari di dimensione finita. Sia quindiM(Ω,L,B) un modello strutturale e
si assegnino i sottospazi interpolanti

Lh ⊂ L , spostamenti discreti,

Sh ⊂ H , sforzi discreti,

che definiscono unmodello discretizzatoM(Ω,L,Lh,Sh,B) .

I sistemi diforze attivesono gli elementi dello spazio vettorialeFh cheè il duale
di Lh ⊂ L nella topologia indotta daL .

Si ricordi che, seL è uno spazio normato, tutte le norme indotte suLh ⊂ L sono
equivalenti.

La proposizione I.9.18 (p. 75) in [16] mostra che tra lo spazioFh duale diLh e

lo spazio quozienteF/L⊥
h

esiste un isomorfismo isometrico.
Lo spazioRh = L⊥

h
è costituito dai sistemi di forzerh ∈ L⊥h che sono reattivi

per il modello discreto.
Gli spaziFh e F/L⊥

h
possono pertanto essere identificati. Questa identificazione

consente di fornire una interpretazione semplice e diretta dei sistemi di forze agenti sul
modello discreto e sar`a adottata senza ulteriori specificazioni nel seguito.

I vantaggi connessi all’identificazione tra i sistemi di forze sul modello discreto
e le varietà affini di sistemi di forze sul modello continuo, sono palesi se si confronta
l’analisi condotta nel seguito con quella illustrata in [13].
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1.1. Equilibrio

Gli operatori discreti, cinematico e statico, in dualit`a

Bh ∈ L
{
Lh ; H/S⊕

h

}
, B

′

h
∈ L

{
Sh ; F/L⊥

h

}
.

sono definiti da
Bhuh= Buh +S⊕

h
, ∀uh ∈ Lh ,

B
′

h
σh= B

′
σh+L

⊥
h

, ∀σh ∈ Sh .

Il sottospazio deicinematismi discreti rigidisulla struttura discreta vincolata
M(Ω,L,Lh,Sh,B) è

KerBh =
{
uh ∈ Lh : Buh ∈ S⊕h

}
= Lh ∩ (B−1S⊕

h
) .

Il sottospazio deglisforzi discreti in autoequilibriosulla struttura discreta vincolata
M(Ω,L,Lh,Sh,B)

KerB
′

h
= Sh ∩

[
B

′

h

−1
[L⊥ + L⊥

h

L⊥
h

]]
= Sh ∩

[
B

′−1
L⊥

h

]
è costituito dagli sforzi discretiσh ∈ Sh in equilibrio con un sistema diforze
reattive discrete

B
′
σh ∈ L⊥h ⊆ F .

La condizione variazionale

〈 f , vh 〉 = 0 , ∀vh ∈ Lh ∩ (B−1S⊕
h

) .

assicura che il problema dell’equilibrio

(( σh , Bhvh )) = 〈 f , vh 〉 , σh ∈ Sh , ∀vh ∈ Lh .

ammette soluzione. La soluzione `e unica se e solo se il sottospazio lineare KerB
′

h
degli sforzi discreti in autoequilibrio `e degenere.

In definitiva sia f ∈ FL un sistema di forze attive in equilibrio sulla struttura
continuaM(Ω,L,B) , cioè tale che

〈 f , v 〉 = 0 , ∀v ∈ KerBL = KerB ∩ L .
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Allora la condizione di equilibrio sulla struttura discreta

〈 f , vh 〉 = 0 , ∀vh ∈ KerBh = Lh ∩ (B−1S⊕
h

) ,

è soddisfatta se e solo se `e soddisfatta la condizione

KerBh ⊆ KerBL ∩ Lh .

Si noti che, essendo KerB = B−1{o} ⊆ B−1S⊕
h

, risulta sempre

KerBh ⊇ Lh ∩ KerB = KerBL ∩ Lh .

Sussiste inoltre la seguente propriet`a.

Proposizione 1.1. L’eguaglianzaKerBh = KerBL∩Lh è equivalente alla proprietà

i) ∀σ ∈ H ∃ σh ∈ Sh : (( σ − σh , Bvh )) = 0 , ∀vh ∈ Lh .

Dim. Basta osservare che

KerBh = KerBL ∩ Lh ⇐⇒
[

KerBh

]⊥
=

[
KerBL ∩ Lh

]⊥
,

per cui, essendo [
KerBL ∩ Lh

]⊥
= L⊥

h
+ B

′
H ,[

KerBh

]⊥
= L⊥

h
+ B

′
Sh ,

risulta

f ∈
[

KerBL ∩ Lh

]⊥ ⇐⇒ ∃ σ ∈ H : 〈 f , vh 〉 = (( σ , Bvh )) ∀vh ∈ Lh ,

f ∈
[

KerBh

]⊥ ⇐⇒ ∃ σh ∈ Sh : 〈 f , vh 〉 = (( σh , Bvh )) ∀vh ∈ Lh .

Vale dunque lai) . L’implicazione inversa `e facilmente verificabile.

Osservazione 1.1.Una formulazione ed una dimostrazione alternative della propo-
sizione 1.1 sono le seguenti.

La proprietà i) equivale alla condizione(BLh)
⊕ + Sh = H che a sua volta

equivale alla condizioneBLh ∩ S
⊕
h

= {o} .
Ciò in forza della proposizione I.11.8 (p. 88) di [16], stante che il sottospazio

BLh ha dimensione finita e dunque il sottospazio sommaBLh + S⊕
h

è chiuso inH .
Allora si ha che{

uh ∈ KerBh

BLh ∩ S
⊕
h

= {o}
⇐⇒


Buh ∈ S

⊕
h

uh ∈ Lh

BLh ∩ S
⊕
h

= {o}
⇐⇒

{
Buh = o

uh ∈ Lh

Dunque la condizioneBLh ∩ S⊕
h

= {o} è necessaria e sufficiente a che risulti
KerBh = KerBL ∩ Lh .
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1.2. Congruenza

Si osservi preliminarmente che il sottospazio deglisforzi discreti in autoequilibrio
sulla struttura discreta vincolata si pu`o scrivere

KerB
′

h
= Sh ∩

[
B

′−1
L⊥

h

]
= Sh ∩

[
BLh

]⊕
Infatti

B
′
σh ∈ L

⊥
h

⇐⇒ 〈 B
′
σh , vh 〉 = (( σh , Bvh )) = 0 ∀vh ∈ Lh .

La condizione variazionale di congruenza di un campo di deformazioni tangenti
ε ∈ H sulla struttura continuaM(Ω,L,B) è data da

〈 σ , ε 〉 = 0 , ∀σ ∈ KerB
′

L = (BL)⊕ .

ed equivale a

ε ∈ BL .

La condizione variazionale di congruenza sulla struttura discreta `e invece

〈 σh , ε 〉 = 0 , ∀σh ∈ KerB
′

h
= Sh ∩

[
BLh

]⊕
,

che equivale a

ε ∈
[
Sh ∩ (BLh)

⊕]⊕
= S⊕

h
+ BLh .

Quest’ultima eguaglianza vale in quantoBLh è chiuso inH e il sottospazio
sommaS⊕

h
+ BLh è chiuso inH essendoS⊕

h
di codimensione finita eBLh

di dimensione finita (vedi la sezione I.11 (p. 81) di [16]).

I campi di deformazioni tangentiε ∈ S⊕
h
⊆ H saranno dettideformazioni tangenti

libere.

La proprietà di congruenza sulla struttura discreta `e implicata dalla propriet`a di con-
gruenza sulla struttura continua se risulta

KerB
′

h
= KerB

′

L ∩ Sh .

Sussiste inoltre la seguente propriet`a, perfettamente analoga a quella enunciata
nella proposizione 1.1.

Proposizione 1.2. L’eguaglianzaKerB
′

h
= KerB

′

L∩Sh è equivalente alla proprietà

ii) ∀u ∈ H ∃ Phu ∈ Lh : (( σh , B (u− Phu) )) = 0 , ∀σh ∈ Sh .
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Dim. Basta osservare che

KerB
′

h
= KerB

′

L ∩ Sh ⇐⇒
[

KerB
′

h

]⊕
=

[
KerB

′

L ∩ Sh

]⊕
,

per cui, essendo [
KerB

′

L ∩ Sh

]⊕
= S⊕

h
+ BL ,[

KerB
′

h

]⊕
= S⊕

h
+ BLh ,

risulta

ε ∈
[

KerB
′

L ∩ Sh

]⊕ ⇐⇒ ∃ u ∈ L : (( σh , ε )) = (( σh , Bu )) ∀σh ∈ Sh ,

ε ∈
[

KerB
′

h

]⊕ ⇐⇒ ∃ uh ∈ Lh : (( σh , ε )) = (( σh , Buh )) ∀σh ∈ Sh .

Vale dunque laii) . L’implicazione inversa `e facilmente verificabile.

2. DISCRETIZZAZIONE DEI PROBLEMI MISTI

Si consideri unproblema elastico misto primale discreto

Mh)


k (uh,vh) + b (σh,vh) = 〈 �eq, vh 〉 ,

{
uh ∈ Lh ,

∀vh ∈ Lh ,

b (τh,uh)− co (σh, τh) = (( δeq, τh )) ,

{
σh ∈ Sh ,

∀ τh ∈ Sh .

Il problema Mh è sempre ben posto in quanto gli spazi in gioco sono di dimensione
finita. Si considerino gli operatori discreti

• Kh ∈ L
{
Lh ; F/L⊥

h

}
definito da

Kh uh : = Kuh + L⊥
h

,

• Coh
∈ L

{
Sh ; H/S⊕

h

}
definito da

Coh
σh : = Co σh + S⊕

h
.

Il problemaMh ammette un’unica soluzione se

{
KerKh ∩ KerBh = {o} ,

KerB
′

h
∩ KerCoh

= {o} .
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• L’espressione esplicita della condizione di unicit`a per lo stato di sforzo discreto
σh ∈ Sh

KerB
′

h
∩ KerCoh

= KerB
′

h
∩ Sh ∩Co

−1 S⊕
h

= {o} ,

mostra che tale condizione `e verificata se KerCo = {o} .
Infatti dalla positività di Co ∈ L

{
H ; H

}
si deduce che

σh ∈ Sh ∩Co
−1S⊕

h
⇒ Coσh = o ⇒ σh = o ,

e cioè che KerCoh
= Sh ∩Co

−1S⊕
h

= {o} .

• L’espressione esplicita della condizione di unicit`a per il campo di spostamento
uh ∈ Lh è

KerKh ∩ KerBh = Lh ∩K−1L⊥
h
∩B−1S⊕

h
= {o} .

Dalla positività di Kh ∈ L
{
Lh ; F/L⊥

h

}
si deduce che{

uh ∈ Lh ,

Kuh ∈ L
⊥
h

,
⇒ 〈 Kuh , uh 〉 = 0 ⇒ Kuh = o .

e cioè che
KerKh = Lh ∩ KerK .

L’unicit à del campo di spostamentouh ∈ Lh sussiste dunque se e solo se{
Buh ∈ S

⊕
h

,

uh ∈ Lh ∩ KerK ,
⇒ uh = o ,

cioè se

Lh ∩ ( KerK) ∩B−1S⊕
h

= {o} ,

che in termini meccanici si enuncia affermando che

• non esistono spostamenti discreti conformi elasticamente inefficaci e non nulli che
danno luogo a deformazioni tangenti libere.

Osservazione 2.1.La condizione KerBh = {o} impone cheBLh ∩ S
⊕
h

= {o} e
dunque, in forza dell’osservazione 1.1, che risulti KerBh = KerBL ∩ Lh .

Nelle applicazioni strutturali la condizione KerBh = {o} è indispensabile (e
sufficiente) ad assicurare l’unicit`a del campo di spostamenti in assenza di vincoli elastici.
Ne segue che i sottospazi interpolantiLh e Sh devono essere assunti in modo tale
da rispettare la condizioneBLh ∩ S

⊕
h

= {o} . Nel metodo degli elementi finiti la
condizione va sostituita da una pi`u forte che possa essere imposta sulle funzioni di
forma definite nell’elemento di riferimento.
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2.1. Stima dell’errore

Siano soddisfatte le condizioni di unicit`a e di buona posizione del problema con-
tinuo e la condizione di unicit`a del campo di spostamento del problema discreto.

Si vuole fornire una stima dell’errore di approssimazionein energia, definito da

‖u− uh ‖L + ‖σ − σh ‖H .

Seguendo la trattazione sviluppata in [13], si fa ricorso alla diseguaglianza triangolare
per concludere che

‖u− uh ‖L + ‖σ − σh ‖H ≤‖u− uh ‖L + ‖σ − σh ‖H +

+ ‖uh − uh ‖L + ‖σh − σh ‖H .

∀uh ∈ Lh ,∀σh ∈ Sh.

Il primo passo consiste nel maggiorare il termine‖uh−uh ‖L+‖σh−σh ‖H mediante
la distanza‖u− uh ‖L + ‖σ − σh ‖H .

A tal fine si osserva che dai problemiM e Mh segue che

P)

{
k (uh − uh,vh) + b (σh − σh,vh)= k (u− uh,vh) + b (σ − σh,vh) ,

b (τh,uh − uh)− co (σh − σh, τh)= b (τh,u− uh)− co (σ − σh, τh) .

I termini noti sono funzionali lineari continui suLh e suSh .

Applicando al problemaP) la trattazione svolta nella sezione VI.6.3 (p. 288) si
deduce che vale la stima

‖uh − uh ‖L + ‖σh − σh ‖H ≤ mh

[
‖u− uh ‖L + ‖σ − σh ‖H

]
.

La mh è una funzione non lineare di

‖ co ‖ , ‖k ‖ , cBh , ckh , αh ,

positiva e limitata su sottoinsiemi limitati.
Dalla diseguaglianza triangolare si deduce pertanto che

‖u− uh ‖L + ‖σ − σh ‖H ≤ (1 + mh)
[
‖u− uh ‖L + ‖σ − σh ‖H

]
,

∀uh ∈ Lh ,∀σh ∈ Sh. Ponendoch = 1 + mh si conclude che

‖u− uh ‖L + ‖σ − σh ‖H ≤ ch

[
inf

uh∈Lh

‖u− uh ‖L + inf
σh∈Sh

‖σ − σh ‖H
]
.
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2.2. CondizioneLBBe convergenza

In effetti la stima dell’errore ottenuta non pu`o considerarsi soddisfacente in quanto
la costante positivach dipende dal parametroh e dunque al tendere dih a zero
può assumere valori cos`ı piccoli da rendere vana ogni stima basata sulla valutazione
dell’errore di interpolazione.

La stima diviene significativa se `e possibile pervenire ad una dise guaglianza in
cui compaia una costantem indipendente dal parametroh .

L’indipendenza dal parametroh fornisce una condizione sufficiente per la con-
vergenza in energia della soluzione approssimata a quella esatta se si `e in presenza
di sufficienti proprietà di interpolazione dei sottospazi discreti.
Una condizione di questo tipo `e nota in letteratura col nome di condizione di
Ladyzhenskaya-Babuvska-Brezzi (in siglacondizione LBB, vedi [5], [7],
[9], [11], [13]).

Sussiste in proposito il seguente risultato dovuto all’autore.

Proposizione 2.1. Si assuma che il problema elastico misto primale sia ben posto ed
ammetta un’unica soluzione. In particolare l’elasticità della struttura sia non singolare
cos̀ı che KerCo = {o} e l’operatore cinematico sia un operatore diKorn. Le
famiglie dei sottospazi lineari interpolantiLh ⊂ L e Sh ⊂ H soddisfino inoltre le
condizioni

a) BLh ∩ S
⊕
h

= {o} ,

b)
{
BLh + S⊕

h

}
uniformemente chiusa inH .

La maggiorazione dell’errore di approssimazione sussiste allora in modo uniforme e
cioè indipendente dah .

Dim. Si osservi preliminarmente che, in forza dell’osservazione 1.1 (p. 299), laa)
equivale alla condizione KerBh = KerB ∩ Lh .
La condizione di unicit`a del campo di spostamenti soluzione del problema continuo
KerKL ∩ KerBL = {o} implica allora che sia

KerKh ∩ KerBh = KerKL ∩ KerBL ∩ Lh = {o} ,

e cioè che sussista l’unicit`a del campo di spostamenti soluzione del problema discreto.
La condizione di ellitticità su KerBL della forma bilinearek

k (u,u) ≥ ck ‖u ‖2
L/(KerKL∩KerBL) ∀u ∈ KerBL ,

si scrive dunque
k (u,u) ≥ ck ‖u ‖2

L ∀u ∈ KerBL ,

ed implica che

k (uh,uh) ≥ ck ‖uh ‖
2
L ∀uh ∈ KerBh = KerBL ∩ Lh ,

e cioè l’uniforme ellitticità su KerBh della forma bilinearek .
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La condizioneb) equivale ad imporre l’uniforme chiusura della famiglia di sot-
tospazi

{
Im Bh

}
=

{
BLh + S⊕

h

}
cheè espressa dalla diseguaglianza

sup
τh∈Sh

(( τh , Buh ))

‖ τh ‖H
≥ γ ‖uh ‖H/KerBh

∀uh ∈ Lh ,

con γ indipendente dah .
Si può allora seguire la trattazione svolta nella sezione VI.6.3 (p. 288) applican-

dola al problemaP) della sezione 2.1 e concludere che

‖uh − uh ‖L + ‖σh − σh ‖H ≤ m

[
‖u− uh ‖L + ‖σ − σh ‖H

]
.

La m è una funzione non lineare di‖ co ‖ , ‖k ‖ , γ , ck , α , positiva e limitata su
sottoinsiemi limitati.

Osservazione 2.2.EssendoBLh ∩S
⊕
h

= {o} , la condizione di uniforme chiusura in

H della famiglia
{
BLh + S⊕

h

}
può essere espressa mediante la diseguaglianza [16]

‖ΠBuh ‖H ≥ c ‖Buh ‖H , ∀uh ∈ Lh ,

dove Π ∈ L
{
H ; H

}
è il proiettore ortogonale suSh ⊂ H . Questa `e pertanto una

espressione alternativa dellacondizione LBBnel caso in esame.

Se sono soddisfatte le ipotesi della proposizione 2.1, dalla diseguaglianza triango-
lare si deduce che

‖u− uh ‖L + ‖σ − σh ‖H ≤ (1 + m)
[
‖u− uh ‖L + ‖σ − σh ‖H

]
,

∀uh ∈ Lh ,∀σh ∈ Sh.

Ponendoc = 1 + m si conclude infine che

‖u− uh ‖L + ‖σ − σh ‖H ≤ c
[

inf
uh∈Lh

‖u− uh ‖L + inf
σh∈Sh

‖σ − σh ‖H
]
.

Si è cos`ı pervenuti a maggiorare l’errore di approssimazionemediante l’errore di
interpolazione.

La stima asintotica, e cio`e perh → 0 , della velocità di diminuzione dell’errore di
interpolazione

Err (h) = inf
uh∈Lh

‖u− uh ‖L + inf
σh∈Sh

‖σ − σh ‖H ,
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è fornito dalla teoria dell’interpolazione polinomiale che conduce a formule esponen-
ziali del tipo

Err (h) ≤ β hk

[
‖u ‖L + ‖σ ‖H

]
.

In scala bi-logaritmica la legge esponenziale con esponentek si trasforma nella legge
lineare con pendenza pari ak a secondo membro della seguente diseguaglianza

ln Err (h) ≤ β

[
‖u ‖L + ‖σ ‖H

]
+ k ln(h) .

3. APPROSSIMAZIONI CONFORMI

L’analisi delle approssimazioni conformi dei problemi elastici posti in termini di
spostamenti `e basata sullametodo diRayleigh-Ritz 26 delleapprossimazioni interne.

Le approssimazioni internesono caratterizzate dalla propriet`a che le variabili di
stato e le funzioni di prova del metodo variazionale approssimato appartengono ad un
sottospazio discreto che `e un sottospazio dello spazio cui appartengono le variabili di
stato e le funzioni di prova del metodo variazionale continuo.

Il metodo diRayleigh-Ritz è basato sulla fondamentale propriet`a di ottimalità
delle soluzioni ottenute mediante una approssimazione interna di un problema lineare.

3.1. Metodo di Rayleigh-Ritz

Si consideri un sottospazio lineareL di uno spazio diHilbert V , una forma
simmetrica bilinearea ∈ L(L,L ; 	) ed un funzionale lineare� ∈ L(L ; 	) = FL .

La forma quadratica associata alla forma bilinearea ∈ L(L,L ; 	) è assunta
semidefinita positiva suL . Si ha dunque che

a(v) = a (v,v) ≥ 0 , ∀v ∈ L .

Sussistono allora le seguenti propriet`a.

Proposizione 3.1. Metodo di Rayleigh-Ritz. Sia Lh un sottospazio proprio diL e
si supponga che i problemi

P) a (u,v) = �(v) , ∀v ∈ L u ∈ L

Ph) a (uh,vh) = �(vh) , ∀vh ∈ Lh uh ∈ Lh

ammettano soluzione.

26 Walter Ritz (1878-1909). Fisico svizzero che ha insegnato alle Universit`a di Zürich e Göttingen.
A Ritz sono dovuti importanti contributi alle teorie della radiazione, del magnetismo e dell’elettrodinamica.
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Risulta in tal caso

i) a (u− uh,vh) = 0 ∀vh ∈ Lh

ii) a(u− uh) = a(u)− a(uh) ≥ 0

iii) a(u− uh) = min
{
a(u− vh) : vh ∈ Lh

}
.

Definendo inoltre il funzionale quadratico

φ(v) : =
1
2

a(v)− �(v) ,

si ha che

iv) φ(u) = min
{
φ(v) : v ∈ L

}
v) φ(uh) = min

{
φ(vh) : vh ∈ Lh

}
vi) φ(u) = − 1

2 �(u) = − 1
2 a(u)

vii) φ(uh) = − 1
2 �(uh) = − 1

2 a(uh)

viii) φ(u) ≤ φ(uh) �(u) ≥ �(uh) a(u) ≥ a(uh) .

Dim. La condizione di ortogonalit`a i) segue ponendov = vh in a) e sot-
traendob) . La disuguaglianzaii) è conseguenza della semidefinizione positiva di
a e dell’uguaglianza

a(u− uh) = a(u) + a(uh)− 2a (u,uh) ,

notando che, in virt`u della i) è a (u,uh) = a(uh) . La proprietà di minimo iii) può
essere provata ponendox = u − vh ; y = uh − vh ed osservando che, per lai) ,
a (x− y,y) = 0 . Pertanto, come in precedenza, l’uguaglianza

a(x− y) = a(x) + a(y)− 2a (x,y) ,

forniscea(x−y) = a(x)−a(y) ≤ a(x) che era quanto doveva essere dimostrato. Le
proprietà di minimo iv) e v ) possono essere desunte dalla convessit`a del funzionale
φ osservando cheP) e Ph) rispettivamente assicurano l’annullarsi delle derivate di-
rezionali del funzionaleφ nel punto u lungo ogni direzione inL e nel puntouh

lungo ogni direzioni inLh . Le altre propriet`a sono evidenti.
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Una interessante propriet`a, posta in evidenza dall’autore, `e fornita dal seguente
risultato.

Proposizione 3.2. Stime esatte.Si considerino i problemi dell’equilibrio elastico

P) a (u,v) = �(v) , ∀v ∈ L , u ∈ L ,

Ph) a (uh,vh) = �(vh) , ∀vh ∈ Lh , uh ∈ Lh ,

e sia �∗ ∈ FL la risposta elastica attiva ad una funzione di formau∗ ∈ Lh . Allora si
ha che

�∗(uh) = �∗(u) .

e ciòe il lavoro virtuale della risposta elastica ad una funzione di formaè lo stesso se
alla soluzione esatta si sostituisce quella approssimata.

Dim. Per ipotesi risulta

a (u∗,v) = �∗(v) , ∀v ∈ L , u∗ ∈ Lh .

La proprietà i) nella proposizione 3.1 e la simmetria della formaa ∈ L(L,L ; 	)
implicano quindi che

0 = a (u− uh,u∗) = a (u∗,u− uh) = �∗(u− uh) = �∗(u)− �∗(uh) ,

come volevasi dimostrare.

Osservazione 3.1. Una semplice applicazione del risultato della proposizione 3.2
fornisce la spiegazione di un risultato a prima vista sorprendente.

Si consideri una trave elastica inflessa a sezione costante, asse rettilineo, semplice-
mente appoggiata agli estremi, avente luceL e soggetta ad un carico uniformemente
ripartito con intensit`a p . Si ponga l’origine dell’ascissax nel primo estremo della
trave. Per assicurare che l’energia elastica sia finita, lo spazio ambiente degli sposta-
menti trasversali `e lo spazio lineare diSobolev H2(0, L) . Le funzioni di H2(0, L)
sono continue con la derivata prima in[ 0, L ] e quindi il sottospazio lineare chiuso
degli spostamenti trasversali conformi e ben definito dalla condizione

L : =
{
v ∈ H2(0, L) : v(0) = 0 , v(L) = 0

}
.

La soluzione del problema dell’equilibrio elastico fornisce la deformatau(x) e le
rotazioni ϕ(x) date da

u(x) =
p

kf

[
x4

24
− x3 L

12
+

x L3

24

]
, ϕ(x) =

p

kf

[
x3

6
− x2 L

4
+

L3

24

]
,

dove kf è la rigidezza flessionale della trave.
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La freccia elastica in mezzeria e la rotazione del primo estremo valgono pertanto

u(L/2) =
5

384
p L4

kf

,

ϕ(0) =
1
24

p L3

kf

.

Si assuma quindi, per gli spostamenti trasversali, un sottospazio interpolanteLh di
dimensione unitaria generato dalla parabola

1− 4y2

L2 ,

dove y = x− L/2 . La condizione variazionale di equilibrio

L∫
0

kf u′′ v′′ dx =

L∫
0

p v dx , ∀ v ∈ L ,

si traduce nella condizione approssimata

uh(L/2) kf

L∫
0

64
L4 dx = p

L∫
0

1− 4y2

L2 dy .

Integrando si ottiene

uh(L/2) =
4

384
p L4

kf

,

ϕh(0) =
1
24

p L3

kf

.

La freccia approssimata `e dunque inferiore a quella esatta, ma le rotazioni agli estremi
esatte ed approssimate coincidono.

La proposizione 3.2 fornisce la spiegazione di tale coincidenza.
Basta infatti osservare che alla funzione di forma parabolica corrisponde un dia-

gramma lineare della rotazione ed uno costante della curvatura linearizzata.
Essendo costante la rigidezza flessionale, tale sar`a anche il momento flettente. Ne

segue che il carico in equilibrio elastico con la deformata parabolica `e costituito da due
coppie opposte, concentrate agli estremi della trave appoggiata.

Eguagliando allora il lavoro virtuale compiuto dalle coppie di estremit`a nello
schema esatto ed in quello approssimato, si perviene alla conclusione che le rotazioni
di estremità devono essere uguali nei due casi.
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3.2. Lemma di Céa e stima dell’errore

I problemi di equilibrio delle strutture elastiche lineari possono essere espressi in
termini di spostamenti come segue

P) a (u,v) = �(v) , ∀v ∈ L u ∈ L ,

doveL è un sottospazio chiuso di uno spazio diSobolev H
m(Ω) e

• a ∈ L(L,L ; 	) è la forma bilineare simmetrica dell’energia elastica definita da

a (u,v) : =
∫
Ω

E(x)(Bu)(x) ∗ (Bv)(x) dx ,

che soddisfa la condizione di continuit`a

|a (u,v) | ≤ C ‖u ‖m‖v ‖m , ∀u,v ∈ L ,

e di L-ellitticit à

a(u) ≥ c inf
{
‖u− v ‖m : v ∈ Kera ∩ L

}
, ∀u ∈ L .

• � ∈ L(L ; 	) è il funzionale lineare che rappresenta il carico sulla struttura,
definito da

�(v) : =
∫
Ω

b(x) . v(x) dx +
∫

∂Ω

t(x) . v(x) dx .

E’ soddisfatta la condizione di continuit`a | �(v) | ≤ ‖ � ‖ ‖v ‖m .

Sussistono tutte le ipotesi alla base del metodo diRayleigh-Ritz. Per semplicit`a si
assume che siano imposti dei vincoli tali da eliminare moti rigidi e cio`e che

Kera ∩ L = {o} .

Si può quindi definire inL unanorma in energiaequivalente alla norma diSobolev
in H

m(Ω) ponendo
‖|u ‖|2 : = a(u) .

Munito del prodotto internoa (u,v) il sottospazioL è esso stesso uno spazio di
Hilbert cheè denotato conLen.

Il problema elasticoP ammette un’unica soluzione costituita dalla proiezione
ortogonale in energia del rappresentante diRiesz l di � nello spazio diHilbert
Len. Si ha infatti che

a (u,v)− �(v) = a (u− l,v) = 0 ∀v ∈ L u ∈ L.

La seguente diseguaglianza dovuta aCéa, fornisce una stima dell’errore.

Proposition 3.3. Lemma di Céa. Siano u e uh soluzioni dei problemiP e Ph .
Risulta allora

‖u− uh ‖m ≤ α inf
vh∈Lh

‖u− vh ‖m ,

in cui la costanteα non dipende dah .
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Dim. La continuità e laL-elliticit à della forma bilineare dell’energia di deformazione
elastica ed il teorema diRitz forniscono

c ‖u− uh ‖m ≤ ‖|u− uh ‖| ≤ ‖|u− vh ‖| ≤ C ‖u− vh ‖m ∀vh ∈ Lh ,

da cui si evince il risultato ponendoα = C/c .

In virtù del lemma diCéa la stima dell’errore in energia dei problemi approssimati
viene ricondotta ad un problema di teoria dell’approssimazione.

Il seguente risultato fornisce la stima fondamentale per le approssimazioniFEM
della soluzione di un problema elastostatico.

Proposizione 3.4. Stima dell’errore. Si consideri un problema elastostatico ed una
approssimazione FEM conforme

P) a (u,v) = �(v) ∀v ∈ L u ∈ L

Ph) a (uh,vh) = �(vh) ∀vh ∈ Lh uh ∈ Lh ⊂ L

Si assuma inoltre che

• il sottospazio interpolanteLh(T (Ω)) contiene il sottospazioPk−1(T (Ω)) dei poli-
nomi di grado massimok − 1 ,

• gli elementi della triangolazione in elementi finiti siano uniformemente non singolari
al tendere da zero del paramentroh ,

• il funzionale di carico� appartenga allo spazio diSobolev Hr(Ω) .

In tal caso la soluzione esatta appartiene allo spazio diSobolev H2m+r(Ω) e
l’approssimazione FEM converge alla soluzione esatta nella norma in energia purchè
k > m , e ciòe

Pm ⊆ Sh .

La velocit̀a di convergenzàe fornita dalla stima dell’errore

‖u− uh ‖m ≤ c h
k−m |u |k .

in cui k ≤ 2m + r .

Dim. Il risultato riguardante la soluzione esatta `e una diretta conseguenza della propo-
sizione VIII.1.3 (p. 124) del Tomo Zero in quanto la forma bilineare dell’equilibrio
elasticoa ∈ L(L,L ; 	) è V-ellittica, l’operatoreA associato aa ∈ L(L,L ; 	) è
di ordine 2m e la soluzione esatta `e una soluzione debole dell’equazione differenziale
Au = b . Le altre conclusioni seguono dal teorema di approssimazione per il metodo
FEM [10] e dal lemma diCéa 3.3.
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Come semplice conseguenza della proposizione precedente si deduce la seguente

Proposition 3.5. Condizione di deformazione costante. Affinch̀e una approssi-
mazione FEM conforme converga alla soluzione esatta, l’interpolazione deve essere in
grado di riprodurre ogni stato di deformazione costante a pezzi nella struttura.

Dim. Poichè l’operatore di deformazione `e di ordine m , i campi di spostamento
appartenenti aPm(Ω) riproducono un campo di deformazione costante a pezzi nella
struttura.
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VIII – TRAVI ELASTICHE IN
GRANDI SPOSTAMENTI

In questo capitolo si fornisce un quadro generale per l’analisi di modelli strutturali
continui costituiti da unmateriale elastico secondoGreen (materiale iperelastico)
che subiscono grandi spostamenti e deformazioni durante un processo evolutivo.

Nella trattazione si fa riferimento ad una configurazione naturale a partire dalla
quale sono misurate le deformazioni elastiche del materiale ed `e valutato il potenziale
elastico di deformazione.

L’approccio computazionale a problemi di equlibrio elastico in grandi spostamenti
e deformazioni fa ricorso a metodi di integrazione al passo ed a procedimenti iterativi
che, ad ogni passo, sono basati su di una stima iniziale ottenuta mediante una lineariz-
zazione dell’operatore non lineare di risposta elastica.

La linearizzazione comporta la determinazione dell’operatore dirigidezza tangente
che associa ad ogni spostamento tangente la relativa risposta elastica incrementale.

La questione `e delicata perch´e la linearizzazione di una condizione variazionale
pone una problematica che si rivela con eclatante evidenza nel caso generale in cui il
modello continuo `e dotato di struttura locale.

La modellazione di un continuo con struttura locale `e effettuata assumendo quale
riferimento una variet`a base e definendo un’applicazione della variet`a base nella variet`a
(in generale non lineare) sulla quale prende valori la struttura locale.

A questa famiglia appartengono il modello continuo monodimensionale della trave
di Timoshenko ed il modello tridimensionale del continuo polare formulato all’inizio
del ventesimo secolo dai fratellíEmile e Francois Cosserat. In tali modelli i
campi cinematici hanno valori che, essendo costituiti da traslazioni e rotazioni delle
sezioni trasversali nel primo caso e da traslazioni e rotazioni di un triedro di orien-
tazione nel secondo, sono vincolati a variare su variet`a non lineari, quale `e la varietà
differenziabile compatta tridimensionale costituita dal gruppo diLie delle rotazioni
(gruppo ortogonale specialeSO(3) ).

La questione riveste grande importanza anche nelle applicazioni computazionali
edè stata affrontata in molti lavori scientifici, tra cui in particolare [9].

Una trattazione corretta `e stata sviluppata di recente dall’autore in [15].
La teoria della linearizzazione dell’equilibrio elastico richiede, come si vedr`a, il

ricorso a concetti e metodi propri della geometria differenziale.
Nei testi e negli articoli di meccanica delle strutture la questione o non `e trattata o `e

presentata in modo non adeguato e ci`o anche perch´e gli strumenti propri della moderna
geometria delle variet`a differenziabili, indispensabili per lo sviluppo della teoria, non
fanno parte del bagaglio culturale di gran parte degli addetti ai lavori.
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1. CONTINUI CON STRUTTURA

Un modello continuo in deformazioni finite `e caratterizzato dai seguenti elementi.

Lavarietà baseB della configurazione di riferimento `e una variet`a differenziabile
di dimensioned ≤ 3 immersa nello spazio euclideoS . I punti della variet`a base
saranno denotati conp ∈ B .
Ai modelli di trave, di piastre e gusci, e dei continui diCauchy e deiCosserat
corrispondono rispettivamente variet`a base aventi dimensioned = 1, 2, 3 .

La struttura geometrica localedel continuoè descritta mediante una variet`a dif-
ferenziabileM immersa in uno spazio di dimensione finita{V,g} dotato di un
prodotto interno. I punti della variet`a M sono denotati conm ∈ M .

La configurazione di riferimentoχB ∈ Ck(B, M) assegna una struttura geome-
trica locale alla variet`a base.

Un processo evolutivòe una famiglia ad un parametro di campi{χt , t ∈ I} di
classe Ck definiti sulla varietà baseB ed i cui valori sono variabili cinematiche
appartenenti alla variet`a M . Ogni campo

χt ∈ Ck(B, M) , t ∈ I ,

è unaconfigurazionedel continuo. ConI = [ to, tf ] si è denotato l’intervallo
di osservazione del processo. Si noti che il prodotto internog in {V,g} induce
sulla varietà M una metrica locale che la rende una variet`a diRiemann. Infatti
i sottospazi tangenti adM possono essere identificati con sottospazi dello spazio
{V,g} .

Il fibrato tangenteTM alla varietà M è l’unione disgiunta degli spazi tangenti
TM(m) nei punti m ∈ M .

Unospostamento virtualeospostamento tangenteδχt ∈ Ck(B, TM) in corrispon-
denza della configurazioneχt ∈ Ck(B, M) , t ∈ I è un campo vettoriale definito
sulla varietà baseB ed a valori sul fibratoTM tangente alla variet`a M tale che

πM ◦ δχt = χt ,

dove πM : TM → M è la proiezione del fibrato tangenteTM sulla varietà M ,
definita da

πM{m,h} = m , ∀ {m,h} ∈ TM .

Un flussokt,s è una famiglia a due parametri di diffeomorfismi

kt,s : Ck(B, M) �→ Ck(B, M) , s, t ∈ I ,

definiti localmente dalla relazione

kt,s(p) ◦ χs(p) = χt(p) , ∀p ∈ B .
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Il flusso kt,s associa quindi alla configurazioneχs ∈ Ck(B, M) la configurazione

χt ∈ Ck(B, M) .

Sia vs ∈ Ck(B, TM) un campo vettoriale nella configurazioneχs ∈ Ck(B, M) e
cioè tale che

πM ◦ vs = χs .

La spinta(o differenziale) di vs indotta dal flussokt,s è il campo vettoriale nella

configurazioneχt ∈ Ck(B, M)

kt,s ∗vs ∈ Ck(B, TM) , πM ◦ kt,s ∗vs = χt ,

definito localmente dall’identit`a

df(χt(p)) [ (kt,s ∗vs)(p) ] = d(f ◦kt,s)(χs(p)) [vs(p) ] , ∀ f ∈ C1(χt(p),	) .

Si noti che la definizione `e posta in modo che valga la regola di derivazione a
catena. L’insieme C1(m,	) è dettogermedelle funzioni scalari derivabili in un
intorno del puntom ∈ M . La spinta inversakt,s

∗ = k−1
t,s ∗ è la spinta secondo il

diffeomorfismo inverso.

La spinta di un campo tensorialeas ∈ Ck(B, L
{
TM, TM ; 	

}
) è il campo tenso-

riale kt,s ∗as ∈ Ck(B, L
{
TM, TM ; 	

}
) definito localmente dalla relazione

(kt,s ∗as) (kt,s ∗vs,kt,s ∗ws)(p) = kt,s ∗(as (vs,ws))(p) , ∀p ∈ B ,

e per ognivs,ws ∈ Ck(B, TM) .

Unamisura di deformazione tangentenella configurazioneχt ∈ Ck(B, M) è un
operatore differenziale di ordiner ≤ k

Bt : Ck(B, TM) �→ Ck−r(B, D) ,

che ad ogni spostamento tangenteδχt ∈ Ck(B, TM) associa il corrispondente
campo di deformazione tangenteBt (δχt) ∈ Ck−r(B, D) . Lo spazio delle defor-
mazioni D è uno spazio tensoriale su{V,g} .

Unamisura di deformazione finitaD è un operatore differenziale di ordiner ≤ k

D : Ck(B, M) �→ Ck−r(B, D) ,

che ad ogni valore del flussokt,s associa il corrispondente campo di deformazione

finita D(kt,s) ∈ Ck−r(B, D) cheè nullo se e solo se la trasformazione indotta dal
flussokt,s è rigida. Si richiede inoltre che sia soddisfatta la

Condizione di consistenza

D(kτ,s) = D(kt,s) + Ls,t [D(kτ,t) ] ,

dove Ls,t(p) = L−1
t,s

(p) ∈ L(D, D) è un isomorfismo.
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In virtù della relazionekτ,s = kτ,t ◦ kt,s la condizione di consistenza garantisce che `e
soddisfatta la

Proprietà di invarianza:
una trasformazione rigida susseguente non modifica la misura di deformazione.

Sussiste infatti l’implicazione

D(kτ,t) = 0 ⇒ D(kτ,s) = D(kt,s) .

La proprietà di invarianza assicura che la misura di deformazione finita `e indipendente
dall’osservatore. Infatti un cambiamento di osservatore equivale ad effettuare una
composizione del moto con una trasformazione rigida susseguente (vedi Tomo I sezione
I.6 (p. 55)). Si noti che la condizione di consistenza stabilisce una sorta di additivit`a
della misura di deformazione che pu`o essere cos`ı enunciata:

• Traformazioni successive danno luogo ad una deformazione totale che `e pari alla
somma delle deformazioni parziali riportate nella configurazione di partenza.

Le misure di deformazione finita e di deformazione tangente sono tra lorocompatibili
se risulta

Bt(k̇t,t) = Ḋ(χt) ,

dove

k̇t,t =
d

dτ

∣∣∣∣
τ=t

kτ,t , Ḋ(χt) =
d

dτ

∣∣∣∣
τ=t

D(kτ,t) .

La condizione di consistenzaimplica allora che sussiste larelazione di compatibilit̀a

Ḋ(kt,s) = Ls,t

[
Ḋ(χt)

]
,

in cui

Ḋ(kt,s) =
d

dτ

∣∣∣∣
τ=t

D(kτ,s) .

La relazione di compatibilit`a si enuncia affermando che

• Il tasso di variazione della misura di deformazione finita `e correlato alla misura di
deformazione tangente da una funzione lineare ed invertibile.

La relazione di compatibilit`a tra le misure di deformazione finita e di deformazione tan-
gente consente di definire lo stato disforzo coniugatoad una misura di deformazione
finita. Sia infatti T(χt) ∈ S lo stato di sforzo secondoCauchy che nella configu-
razioneχt ∈ Ck(B, M) è associato alla deformazione tangenteḊ(χt) ∈ D cosı̀ che
il prodotto interno

T(χt) : Ḋ(χt) ,

è il lavoro virtuale per unit`a di volume nella configurazioneχt ∈ Ck(B, M) .
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Sia quindi
K(kt,s) = J(kt,s)T(χt) ,

lo sforzo diKirchhoff associato allo sforzo diCauchy T(χt) in corrispondenza
del flussokt,s . Lo scalareJ(kt,s) è lo Jacobiano della trasformazionekt,s . Allora
lo stato di sforzoS ∈ S coniugato alla misura di deformazione finitaD compatibile
con la misura di deformazione tangenteBt è definito dalla condizione di eguaglianza
dei lavori virtuali per unità di volume nella configurazioneχs

S(kt,s) : Ḋ(kt,s) = K(kt,s) : Ḋ(χt) .

Dalla relazione di compatibilit`a si deduce quindi che

S(kt,s) : Ḋ(kt,s) = S(kt,s) : Lt,s

[
Ḋ(χt)

]
= LT

t,s
S(kt,s) : Ḋ(χt) .

Deve dunque risultare

LT
t,s

S(kt,s) : Ḋ(χt) = K(kt,s) : Ḋ(χt) ,

che, per l’arbitrariet`a della deformazione tangente, equivale alle relazioni

K(kt,s) = LT
t,s

S(kt,s) , S(kt,s) = L−T
t,s

K(kt,s) .

Osservazione 1.1.

• Nel modello delcontinuo diCauchy lavarietà baseB è un dominio dello spazio
euclideo tridimensionaleS . La varietà M è lo spazio lineare tridimensionale
V(3) delle traslazioni nello spazio affine euclideoS e lo spazio lineareV = M =
V(3) è dotato dell’usuale prodotto interno.
Il fibrato tangenteTM è costituito dalla unione disgiunta di copie dello spazio
lineare delle traslazioni V(3) attaccate ai punti dello spazio lineare V(3) . La
struttura locale del continuo diCauchy degenera quindi in quella dello spazio
tangente. Si dice pertanto che il modello diCauchy è privo di struttura locale.
La misura di deformazione diGreen D(kt,s) è definita dall’applicazione

kt,s �→
1
2
(k∗

t,s
gS − gS) ,

dove gS è il tensore metrico dello spazio euclideoS . La misura diGreen
soddisfa la condizione di consistenza in quanto

k∗
τ,s

gS − gS = (k∗
t,s
◦ k∗

τ,t
)gS − gS = k∗

t,s
(k∗

τ,t
gS − gS) + (k∗

t,s
gS − gS) .

La misura diGreen è compatibile con la deformazione tangente nella configu-
razioneχt

1
2
Lv gS =

d

dτ

∣∣∣∣
τ=t

k∗
τ,t

gS = Dt = symLt
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doveLt = gradv è il gradiente del campo di velocit`a v = vt associato al flusso
kt,s dall’equazione di evoluzione

d

dτ

∣∣∣∣
τ=t

kτ,t = vt (kτ,t) .

• Nei modelli continui dellafunee dellamembranala varietà baseB è una variet`a
di dimensione rispettivamented = 1 e d = 2 immersa dello spazio euclideo
tridimensionaleS . La varietà M è lo spazio lineare tridimensionale V(3) delle
traslazioni nello spazio affine euclideoS e lo spazio lineareV coincidente con
M è dotato dell’usuale prodotto interno.
Il fibrato tangenteTM è costituito dalla unione disgiunta di copie dello spazio
lineare delle traslazioni V(3) attaccate ai punti dello spazio lineare V(3) . La
struttura locale dei modelli di fune e di membrana degenera quindi in quella
dello spazio tangente. Si dice pertanto che tali modelli sono privi di struttura
locale. Lamisura di deformazione diGreen associata al flussokt,s è definita
dall’applicazione

kt,s �→
1
2
[
(k∗

t,s
gS) (ΠTh1,ΠTh2)− gS (ΠTh1,ΠTh2)

]
=

=
1
2
[
gS(dkt,s[Π

Th1 ], dkt,s[Π
Th2 ])− gS (ΠTh1,ΠTh2)

]
,

per ognih1,h2 ∈ V(3) .
La misura diGreen è compatibile con la deformazione tangente

1
2
Lv gS = sym(Π∇vΠT )

dove Π ∈ L
{
TS ; TM

}
è il proiettore ortogonale daTS su TM ⊂ TS e v ∈

Ck(B, TM) è un cinematismo.

• Nel modello delcontinuo diCosserat si ha cheM = V(3) × SO(3) , varietà
prodotto dello spazio lineare V(3) delle traslazioni e del gruppo delle rotazioni
SO(3) 27 . Lo spazio lineareV è V(3)× L(V(3) ; V(3)) .
Il fibrato tangenteTM è l’unione disgiunta degli spazi lineari Skw(3)Q con
Q ∈ SO(3) , avendo posto

Skw(3)Q =
{
T ∈ L

{
V ; V

}
: T = WQ , W ∈ Skw(3) ,Q ∈ SO(3)

}
.

Il flussoè rappresentato dalla coppia{kt,s,Qt,s} dove

kt,s ◦ χs = χs + ut,s = χt , Qt,s Qs = Qt .

27 L’acronimo SO sta perSpecial Orthogonal group.
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Si è denotato con{χs,Qs}(p) ∈ V(3) × SO(3) la coppia traslazione-rotazione
della particellap ∈ B nella configurazione al tempos ∈ I e conut,s il campo di
spostamenti relativo al trasferimento dalla configurazione al tempos ∈ I a quella
al tempot ∈ I . Una misura di deformazione per ilcontinuo diCosserat è

D(kt,s,Qt,s) = {C(Qt,s),∆(kt,s,Qt,s)}

dove C(Qt,s) : = Ωt,s , tensore di microcurvatura,

∆(kt,s,Qt,s) : = QT
t,s

dkt,s − I , divario della deformazione,

con
Ωt,s[h ] : = axial(QT

t,s
dQt,s [h ]) , ∀h ∈ V(3) .

DunqueD = V(3)× L(V(3) ; V(3)) .

• Nel modello ditrave diTimoshenko si ha ancora cheM = V(3) × SO(3) e
V = V(3) × L(V(3) ; V(3)) . Una misura di deformazione finita `e fornita dalla
coppiaD(kt,s,Qt,s) = {c(Qt,s), δ(ut,s,Qt,s)} dove


c(Qt,s) : = axial(QT

t,s
Q′

t,s
) vettore assiale curvatura,

δ(ut,s,Qt,s) : = QT
t,s

r′
t
− r′

s
vettore scorrimento.

L’apice ( . )′ denota la derivata rispetto all’ascissa curvilinea lungo l’asse della
trave nella configurazione al tempo iniziale. Pertanto

Q′
t,s

=
d

dξs

Qt,s , Q′
τ,t

=
d

dξt

Qτ,t .

Osservazione 1.2.Si noti l’analogia che sussiste tra la misura di deformazione per la
trave diTimoshenko e quella per ilcontinuo diCosserat. (vedi Tomo I sezione
IV.8 (p. 439)) e sezione IV.13 (p. 473).

Si può verificare che tali misure soddisfano la condizione di consistenza. Per la
trave diTimoshenko si ha che

QT
τ,s

Q′
τ,s

= (Qτ,tQt,s)
T (Qτ,tQt,s)

′ = QT
t,s

QT
τ,t

(Qτ,tQt,s)
′ =

= QT
t,s

QT
τ,t

(Q′
τ,t

Qt,s

dξt

dξs

+ Qτ,tQ
′
t,s

) =

= QT
t,s

(QT
τ,t

Q′
τ,t

)Qt,s

dξt

dξs

+ QT
t,s

Q′
t,s

.
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Dunque il tensore emisimmetrico curvaturaC(Qt,s) = QT
t,s

Q′
t,s

soddisfa la relazione

C(Qτ,s) = QT
t,s

C(Qτ,t)Qt,s + C(Qt,s) .

Analogamente si ha che

QT
τ,s

r′
τ
− r′

s
= QT

t,s
QT

τ,t
r′

τ
− r′

s
= QT

t,s
(QT

τ,t
r′

τ
− r′

t
) + QT

t,s
r′

t
− r′

s
.

Dunque lo scorrimento soddisfa la relazione

δ(uτ,s,Qτ,s) = QT
t,s

δ(uτ,t,Qτ,t) + δ(ut,s,Qt,s) ,

e la proprietà di consistenza `e dimostrata.

1.1. Continui elastici

Se il materiale di cui `e costituito il continuo `e modellato come un mezzo elastico,
il corrispondentepotenziale elasticòe definito localmente inB da una funzione scalare

ϕp : D �→ 	 , p ∈ B ,

che ad ogni valore locale deformazione finitaDp(kt,s) ∈ D associa il corripondente
valore dell’energia elastica per unit`a di volume nella configurazione di riferimantoB .
La configurazione inizialeχs è assunta essere unaconfigurazione naturalee cioè priva
di deformazione elastica e di stato di sforzo.

Il funzionaleenergia elastica

ϕ : Ck−r(B × I, D) �→ 	 ,

è definito dall’integrale

ϕ(D(kt,s)) =
∫
B

ϕp(Dp(kt,s)) dµB ,

con µB forma di volume suB .

Il legame elastico, che correla unostato locale di sforzoSp(kt,s) ∈ S ed una
misura locale di deformazioneDp(kt,s) ∈ D tra loro coniugati, `e espresso dalla
legge

Sp(kt,s) = dϕp(Dp(kt,s)) .

Il funzionale energia potenziale elasticaassocia ad ogni campo cinematico la
corrispondente energia elastica ed `e definito dalla composizione

φ(kt,s) : = (ϕ ◦D)(kt,s) .

Risulta quindi

φ(kt,s) =
∫
B

φp(kt,s) dµB ,

con φp(kt,s) = ϕp(Dp(kt,s)) .
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1.2. Equilibrio elastico

La condizione di equilibrio elastico al tempot ∈ I di una struttura continua nella
configurazioneχt ∈ Ck(B, M) può essere espressa imponendo nella configuazione di
riferimento χB la condizione variazionale∫

B

Sp(kt,s) ◦ dDp(kt,s) . δχt(p) dµB =
∫
B

bp(kt,s, t) . δχt(p) dµB +

+
∫
∂B

tp(kt,s, t) . δχt(p) dµS ,

per ogniδχt(p) ∈ TM(χt(p)) con bp ∈ Ck(B × I, T∗
M) campo covettoriale di forze

di massa,tp ∈ Ck(B × I, T∗
M) campo covettoriale di forze di contatto, definite nella

configurazine di riferimento, ed derivata direzionale.

Ricordando l’espressione del legame elastico e la definizione del funzionale energia
potenziale elastica, la condizione variazionale di equilibrio si pu`o scrivere

∫
B

dφp(kt,s) . δχt(p) dµB =
∫
B

bp(kt,s, t) . δχt(p) dµB +

+
∫
∂B

tp(kt,s, t) . δχt(p) dµS ,

per ogni δχt(p) ∈ TM(χt(p)) .

1.3. Equilibrio incrementale

Alla condizione di equilibrio elastico incrementale si perviene effettuando una
derivazione rispetto al tempo. Osservando che la condizione di equilibrio elastico `e
soddisfatta per ognit ∈ I si potrebbe pensare di imporre la condizione∫

B

d

dt

(
dφp(kt,s) . δχt(p)

)
dµB =

∫
B

d

dt

(
bp(kt,s, t) . δχt(p)

)
dµB +

+
∫
∂B

d

dt

(
tp(kt,s, t) . δχt(p)

)
dµS ,

per ogni δχt(p) ∈ TM(χt(p)) .
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Emerge per`o a tal punto una evidente difficolt`a.

Al variare del parametro evolutivot ∈ I varia in generale anche lo spazio tangente
TM(χt(p)) che definisce lastruttura localedel continuo.

D’altro canto il vettore spostamento virtualeδχt(p) ∈ TM(χt(p)) è un arbitrario
campo di prova nello spazio tangente.

Va dunque chiarito come si debba effettuare la derivata temporale del vettore
δχt(p) ∈ TM(χt(p)) .
Per fissare le idee si considerino dapprima due situazioni apparentemente diverse.

• Se la variet`a M è uno sottospazio affine, al variare dim = δχt(p) ∈ M gli spazi
tangentiTM(m) sono copie identiche di uno stesso spazio tangente che pu`o essere
identificato con il sottospazio lineare parallelo aM . E’ dunque possibile assumere
che, nell’effettuare la derivazione rispetto al tempo, il vettore spostamento virtuale
rimanga costante.

• Nel caso generale `e invece indispensabile effettuare un’estensione del vettore
spostamento virtuale ad un campo vettoriale suM .

In effetti anche nel primo caso, assumendo che il vettore spostamento virtuale rimanga
costante, si effettua unaestensione canonicaad un campo vettoriale suM , estensione
consentita dalla particolare struttura geometrica (affine) della variet`a M .

Nel secondo caso non esiste alcunaestensione canonicae vi sono infiniti possibili
modi di estendere un vettore spostamento virtuale ad un campo vettoriale suM .

E’ pertanto evidente come non sia corretto formulare la condizione di equilibrio
elastico incrementale mediante una semplice derivazione rispetto al tempo della con-
dizione variazionale di equilibrio elastico.

Vi è infine da notare che, nel caso affine, la peculiarit`a della geometria della variet`a
M serve solo a nascondere, come spesso accade, la problematica che si presenta nel
formulare la condizione di equilibrio incrementale.

Infatti anche nel primo caso `e possibile effettuare in infiniti modi l’estensione di
un vettore spostamento virtuale ad un campo vettoriale suM edè naturale richiedere
che il risultato non dipenda da tale scelta arbitraria.

La soluzione della problematica posta dalla definizione della condizione di equi-
librio incrementale pu`o perseguirsi facendo ricorso alle propriet`a fondamentali delle
varietà diRiemann.

Preliminarmente si osservi che la derivata sotto il segno di integrale al primo
membro della condizione di equilibrio incrementale si pu`o scrivere

d

dt

(
dφp(χt) . δχt(p)

)
= d

(
dφp(χt) . δχt(p)

)
[ χ̇t(p) ] .

Nel seguito, per semplicit`a, si porrà m = χt(p) ∈ M e si adotteranno le notazioni

• X,Y,Z per i campi vettoriali sul fibrato tangenteTM ,

• Xm,Ym,Zm per i corrispondenti vettori dello spazio tangenteTM(m) .
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Precisamente si pongaδχt = Y ∈ TM e

χ̇t(p) =
d

dt
χt(p) = Xm ∈ TM(m)

Dunque, omettendo di indicare l’argomentoχ , si ha l’espressione

d

dt

(
dφp(χt) . δχt(p)

)
= d

(
dφp

. Y
)
[Xm ] = dXm

(
dφp

. Y
)
.

Si richiamino ora alcune propriet`a fondamentali della geometria diRiemann (vedi
Tomo I sezione I.12.5 (p. 148)).

Nella varietà di Riemann {M,g} è univocamente definita una connessione
simmetrica∇ (connessione diLevi-Civita) caratterizzata dalle seguenti propriet`a.

Ad ogni campo vettorialeX : M �→ TM la mappaX �→ ∇X associa un campo
tensoriale

∇X : M �→ L(TM ; TM)

di tipo (1, 1) tale che perYm,Zm ∈ TM(m) si abbia

i) ∇X [αYm + β Zm ] = α∇X [Ym ] + β∇X [Zm ] ,

ii)

{∇(X1 + X2) = ∇X1 +∇X2 ,

∇(f X) [Ym ] = df [Ym ]X + f ∇X [Ym ]

iii) ∇XY −∇YX− [X,Y ] = o ,

iv) dZ (g (X,Y)) = g (∇ZX,Y) + g (X,∇ZY) .

La proprietà i) esprime la tensorialit`a di tipo (1, 1) di ∇X , le proprietà ii) sono
caratteristiche di una derivazione.

La proprietà iii) assicura la simmetria della connessione e si enuncia affermando
cheè nullo il campo tensoriale ditorsione della connessione sulla varietà

T(X,Y) : = (∇XY −∇YX)− [X,Y ] ,

dove [X,Y ] è laparentesi diLie. La proprietà iv) esprime l’annullarsi della derivata
covariante del campo dei tensori metrici.

La derivata covariante di un campo vettorialeY : M �→ TM secondo un vettore
Xm ∈ TM(m) è denotata con i simboli equivalenti

∇Xm
Y = ∇Y[Xm ] .
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La derivata covariante pu`o essere definita in modo invariante mediante la notevole
formula diKoszul [11]:

2g (∇Xm
Y,Zm) = dX (g (Y,Z)) + dY (g (Z,X))− dZ (g (X,Y))+

+ g ([X,Y ],Z)− g ([Y,Z ],X) + g ([Z,X ],Y) .

Si noti che il primo membro dipende solo dai vettoriXm,Zm ∈ TM(m) mentre il
calcolo del secondo membro richiede di costruire due campi vettorialiX,Z : M �→ TM
estensioni diXm,Zm ∈ TM(m) .

Infatti ciò è necessario sia per effettuare le derivate direzionali sia per valutare
le parentesi diLie mediante le corrispondenti derivate diLie (vedi Tomo I sezione
I.12.3 (p. 135)) tramite la formula

[X,Y ] = LXY =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

k∗
t
Y .

dove kt è il flusso del campo vettorialeX : M �→ TM , definito dall’equazione
differenziale di evoluzione

d

dt
kt(m) = X(kt(m)) , k0(m) = m .

La derivata covariante di un campo di covettoriα : M �→ L(TM ; 	) è definita, in
modo che valga la formula diLeibniz, dall’identità

(∇Xm
α) [Ym ] : = dXm

(α [Y ])−α [∇Xm
Y ] .

La definizioneè ben posta poich´e, come si dimostrer`a tra breve, il secondo membro
non dipende dalla estensione del vettoreYm ∈ TM(m) ad un campo vettorialeY :
M �→ TM , anche se separatamente i due addendi a secondo membro dipendono da tale
estensione.

Ciò equivale ad affermare che l’espressione a secondo membro definisce un campo
tensoriale due volte covariante suM .

Per stabilire la propriet`a di tensorialità si applica il seguente criterio [8] (vedi Tomo
Zero sezione IV.5 (p. 74)):

Proposizione 1.1. Se un’applicazione multilineare

A :

k volte︷ ︸︸ ︷
TM × . . .× TM �→ 	 ,

è lineare sullo spazioC∞(M) e ciòe risulta

A(v1, . . . , f vi, . . . ,vk) = f A(v1, . . . ,vk) ,

allora esiste un’unico campo tensorialeT su M tale cheA = AT dove

AT (v1 . . .vk)(p) : = T (p)(v1(p), . . . ,vk(p)) , ∀p ∈ M ,

è l’applicazione multilineare definita puntualmente dal campo tensorialeT .
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Proposizione 1.2. Tensorialit`a della derivata covariante di una forma lineare. La
derivata covariante di un campo di covettoriα : M �→ L(TM ; 	) definita da

(∇Xm
α) [Ym ] : = dXm

(α [Y ])−α [∇Xm
Y ] ,

è un campo tensoriale due volte covariante.

Dim. Sia f ∈ C∞(M) . Allora

dXm
(α [ f Y ]) = dXm

(f (α [Y ])) = (dXm
f) (α [Y ]) + f dXm

(α [Y ]) ,

α [∇Xm
(f Y) ] = α [ (dXm

f)Y ] + f α [∇Xm
Y ] ,

per cui sottraendo si ottiene che

dXm
(α [ f Y ])−α [∇Xm

(f Y) ] = f dXm
(α [Y ])− f α [∇Xm

(Y) ] ,

e pertanto il criterio di tensorialit`a della proposizione 1.1 `e soddisfatto.

Ponendoα = dφp nella formula della derivata covariante di una forma lineare si
ottiene l’espressione del campo

Hessiano della funzioneφ definito localmente da

∇2
XmYm

φp : = (∇Xm
dφp) [Ym ] = dXm

(dφp
. Y)− dφp [∇Xm

Y ] .

La proposizione 1.2 assicura che il primo membro `e un campo di tensori due volte
covariante.

Il campo tensoriale Hessiano diφ è simmetrico in quanto (vedi Tomo I sezione
I.12.9 (p. 160)) dalla definizione della parentesi diLie e dalla propriet`a di sim-
metria della connessione si ha rispettivamente che

dXm
(dφp [Y ])− dYm

(dφp [X ]) = dφp [X,Y ] ,

dφp [∇Xm
Y ]− dφp [∇Ym

X ] = dφp [X,Y ] .

Si ritrova cos`ı il risultato stabilito nella sezione I.12.9 (p. 160) del Tomo I.

La rigidezza tangentedella struttura elastica nella configurazione individuata dal
campo cinematicokt,s ∈ Ck(B, M) . è il campo di tensori simmetrici∇2φ(kt,s)
definito da

∇2
XY

φ(kt,s) : =
∫
B

∇2
XY

φp(kt,s) dµB .

Ricordando che il potenziale elastico `e definito dalla composizione

φ = ϕ ◦D ,
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la formula dell’Hessiano pu`o essere esplicitata applicando localmente le regole di
derivazione a catena e di derivazione parziale, cos`ı che

∇2
XY

φp = dXdY (ϕp ◦Dp(kt,s))− d∇XY (ϕp ◦Dp(kt,s)) =

= d2ϕp(Dp(kt,s)) . dDp(kt,s)[Y ] . dDp(kt,s)[X ] +

+ dϕp(Dp(kt,s)) .
[
dXdYDp(kt,s)− d∇XYDp(kt,s)

]
.

La rigidezza tangentepuò pertanto essere decomposta nella somma di due aliquote.

• La rigidezza elastica tangenterappresentata dal tensore simmetrico due volte co-
variante

∫
B

d2ϕp(Dp(kt,s)) . dDp(kt,s)[Y ] . dDp(kt,s)[X ] dµB .

• La rigidezza tangente geometricarappresentata dal tensore simmetrico due volte
covariante

∫
B

dϕp(Dp(kt,s)) .
[
dXdYDp(kt,s)− d∇XYDp(kt,s)

]
dµB .

Quest’ultima aliquota `e dovuta alla non linearit`a geometrica del modello.
La simmetria della rigidezza elastica tangente segue dalla simmetria della derivata

seconda del funzionaleϕp cheè definito sullo spazio lineareD . La simmetria della
rigidezza tangente geometrica `e allora una conseguenza della simmetria dell’Hessiano
della funzioneφp .

La differenza sostanziale che il calcolo della rigidezza tangente geometrica com-
porta nel caso in cui lo spazio delle configurazioni `e una variet`a differenziabile risiede
nel termine

dDp(kt,s) [∇Xm
Y ] .

Si noti che questo termine pu`o essere assunto nullo se la variet`a M è uno spazio affine.
In tal caso infatti si ha che la derivata covariante coincide con quella direzionale e che il
vettoreYm può essere esteso, in modo canonico, ad un campo vettorialeY costante
su M . Ne segue che la derivata direzionale∇Xm

Y = dXm
Y è nulla.
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L’importanza del terminedDp(kt,s) [∇Xm
Y ] è stata evidenziata per la prima

volta in [14] dall’autore.

La presenza di questo termine ha un duplice benefico effetto:

• fa assumere alla rigidezza tangente geometrica un caratterere tensoriale e

• rende simmetrica la rigidezza tangente geometrica.

Trascurare tale termine, considerando solo la derivata seconda

dXdYDp(kt,s) ,

costituisce un errore fatale. Infatti l’espressione della rigidezza geometrica cui si giunge
dipende dalla scelta (arbitraria) dell’estensione del vettore spostamento virtuale locale
δχp ad un campo vettoriale suM .

La derivata covariante∇Xm
Y che compare nella formula dell’Hessiano pu`o

essere calcolata in due modi alternativi.

La prima procedura `e basata sulla definizione di una metrica diRiemann e fa
ricorso alla formula diKoszul che esprime la derivata covariante in funzione del
tensore metrico.
La parentesi diLie [X,Y ] che compare nella formula diKoszul può essere

calcolata come derivata diLie di un campo vettoriale lungo un flusso.

In definitiva il calcolo della rigidezza tangente geometrica richiede

• l’estensione dei vettoriXm,Ym ∈ TM(m) a campi vettorialiX,Y ∈ TM ,

• il calcolo del flusso del campoX ∈ TM ,

• il calcolo della derivata diLie del campoY ∈ TM lungo il flusso del campo
X ∈ TM ,

• la definizione, sulla variet`a M della struttura geometrica locale, di una metrica di
Riemann e della relativa connessione diLevi-Civita,

• la determinazione della derivata covariante mediante la formula diKoszul,

• il calcolo di derivate direzionali prima e seconda della deformazione finita.

Una seconda procedura pi`u diretta si basa sulla definizione della derivata covari-
ante come proiezione ortogonale della derivata direzionale in{V,g} sul fibrato
tangenteTM alla varietà M .

Nella sezione seguente entrambe le procedure descritte sono applicate per fornire
l’espressione della rigidezza tangente della trave diTimoshenko.
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2. LA TRAVE ELASTICA DI TIMOSHENKO

Si richiamano preliminarmente gli elementi essenziali della trattazione della defor-
mazione finita delle travi diTimoshenko svolta nel Tomo I alla sezione IV.8 (p. 439).

Come configurazione di riferimento della trave si assuma un intervallo chiuso
B ⊂ 	 in cui varia un’ascissaλ .

In un processo evolutivo in un intervallo di osservazioneI = [ to, tf ] le configu-
razioni della trave sono assegnate mediante una famiglia di mappe di posizionamento
χt = {rt,Qt} che ad ogni istante di tempot ∈ I associa una coppia di campi
{rt,Qt} che assegnano ad ogni valore dell’ascissaλ ∈ B ⊂ 	 rispettivamente la
posizione del baricentrort ∈ V(3) e la rotazioneQt ∈ SO(3) della corrispondente
sezione trasversale della trave.

I valori locali dei parametri cinematici appartengono quindi alla variet`a differenzi-
abile prodotto dello spazio lineare delle traslazioni V(3) e della variet`a differenziabile
delle rotazioni SO(3) . In un processo evolutivo il flusso `e caratterizzato dalla coppia

{kt,s,Qt,s} ,

dove

kt,s(rs) = rs + ut,s = rt , Qt,s Qs = Qt .

Una trave diTimoshenko subisce unatrasformazione rigidanel trasferimento dalla
posizioneχs = {rs,Qs} alla posizioneχt = {rt,Qt} se la rotazione relativaQt,s

delle sezioni trasversali `e uniforme e le posizioni delle linee d’asse sono tali che

rt = Qt,s rs + c ,

con c ∈ V(3) campo vettoriale costante. Sussiste il seguente risultato.

Proposizione 2.1. Misure di deformazione. Una trave diTimoshenko subisce una
trasformazione rigida se e solo se si annulla la misura di deformazione finita

D(kt,s,Qt,s) : =

∣∣∣∣∣ δ(kt,s,Qt,s)

C(Qt,s)

∣∣∣∣∣ ,

dove
δ(kt,s,Qt,s) : = QT

t,s
r′

t
− r′

s
, scorrimento

C(Qt,s) : = QT
t,s

Q′
t,s

, curvatura.

L’apice ( . )′ denota la derivata rispetto all’ascissa curvilinea lungo l’asse della trave
nella configurazione al tempo iniziales ∈ I .
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Dim. In una trasformazione rigida la rotazione relativa delle sezioni `e uniforme e
dunque si ha cheQ′

t,s
= O e quindi C(Qt,s) = O . Derivando l’espressione

rt = Qt,s rs + c ,

rispetto all’ascissa curvilineaξ lungo l’asse della trave nella configurazione al tempo
iniziale s ∈ I si ottiene che

r′
t
= Qt,s r′

s
⇐⇒ δ(kt,s,Qt,s) = o .

Viceversa seD(kt,s,Qt,s) = {o,O} , la condizioneC(Qt,s) = O assicura che la
rotazioneQt,s è uniforme. La condizioneδ(kt,s) = o assicura quindi cher′

t
=

Qt,s r′
s
, ed integrando rispetto adλ si deduce che vale la relazione

rt = Qt,s rs + c ,

caratteristica di una trasformazione rigida.

La misura di deformazione introdotta nella proposizione 2.1 soddisfa la condizione
di consistenza (vedi l’osservazione 1.2 (p. 322)).

2.1. Equilibrio elastico

Si consideri un comportamento elastico definito da un potenziale elasticoϕ fun-
zione della deformazione finitaD(kt,s,Qt,s) misurata a partire da una configurazione

naturale χs ∈ Ck(B, M) .
Ciò è lecito in quanto la misura di deformazioneD soddisfa laproprietà di invari-

anza. Se cos`ı non fosse il valore del potenziale elasticoϕ dipenderebbe dall’osservatore
galileiano del processo, in contrasto con ilprincipio di indifferenza materiale.

Il legame elastico impone che localmente inB la misura di sforzoS = {F,M}
coniugata alla misura di deformazioneD = {δ,C} sia il gradiente del potenzialeϕ
e cioè che sia

Sp = dϕp(Dp) .

L’equilibrio del continuo elastico nella configurazioneχt ∈ Ck(B, M) si può im-
porre, in termini di campi definiti sulla configurazione di riferimentoB , mediante la
condizione variazionale∫

B

d(ϕp ◦Dp)(kt,s) . δχt(p) dµB =
∫
B

bp(kt,s, t) . δχt(p) dµB +

+
∫
∂B

tp(kt,s, t) . δχt(p) dµS ,

per ogni δχt(p) ∈ TM(χt(p)) .
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2.2. Rigidezza tangente

L’analisi dell’equilibrio elastico della trave diTimoshenko richiede la lineariz-
zazione della condizione di equilibrio nella configurazioneχt ∈ Ck(B, M) .

Per effettuare correttamente la linearizzazione `e indispensabile tener presente che
i parametri cinematici della trave sono campi con valori su di una variet`a differenziabile
cheè il prodotto cartesiano V(3)×SO(3) dello spazio lineare degli spostamenti e del
gruppo delle rotazioni ed applicare la teoria sviluppata nella sezione 1.3 (p. 323).

La trattazione che segue `e riprodotta dall’articolo [14].
Nella configurazione di riferimentoB si considerino i cinematismi

χ̇t(p) ∈ TM(χt(p)) ,

δχt(p) ∈ TM(χt(p)) .

Ponendom = χt(p) si adotti la notazione

Xm = χ̇t(p) = {u̇X, Q̇X} , Ym = δχt(p) = {u̇Y, Q̇Y} .

• Il campoXm = {u̇X, Q̇X} è l’incognito incremento cinematico lungo il percorso
di equilibrio.

• Il campo Ym = {u̇Y, Q̇Y} svolge il ruolo di funzione di prova (spostamento
virtuale) nella condizione variazionale di equilibrio.

Nel seguito per semplificare la notazione di poneQ = Qt,s e k = kt,s .
La rigidezza tangente `e costituita da due aliquote.

• Il tensore simmetrico due volte covariante

∫
B

d2ϕp(Dp(k,Q)) . dDp(k,Q)[Ym ] . dDp(k,Q)[Xm ] dµB ,

è larigidezza elastica tangente.

• Il tensore simmetrico due volte covariante

∫
B

dϕp(Dp(k,Q)) .∇2
XmYm

Dp((k,Q)) dµB ,

è larigidezza tangente geometrica.
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2.3. Rigidezza tangente geometrica

Per ottenere un’espressione esplicita dellarigidezza tangente geometricabisogna
far ricorso alla formula

∇2
XmYm

Dp(kt,s) = dXm
dY Dp(k,Q)− dDp(k,Q) [∇Xm

Y ] ,

che esprime l’Hessiano della deformazione in termini di derivate direzionali.
Bisogna quindi valutare le derivate direzionali prima e seconda della misura di

deformazione.
A tal fine si noti che ogni vettoreQ̇ tangente alla variet`a SO(3) nel punto

Q può essere rappresentato comeQ̇ = WQ dove W ∈ Skw(V(3) ; V(3)) è
un tensore emisimmetrico. Tale formula fornisce anche una semplice costruzione
dell’estensione di un vettore tangente in un punto di SO(3) ad un campo vettoriale
su SO(3) . L’estensione si ottiene infatti semplicemente mantenendo costante il ten-
soreW ∈ Skw(V(3) ; V(3)) .

Derivando l’espressione della deformazione finita

Dp(k,Q) : =

∣∣∣∣∣ δ(k,Q)

C(Q)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣Q
T r′

t
− r′

s

QT Q′

∣∣∣∣∣ ,

si ha che

dDp({k,Q}; {u̇Y, Q̇Y}) =

∣∣∣∣∣ Q̇T
Y

r′
t
+ QT u̇′

Y

Q̇T
Y
Q′ + QT Q̇′

Y

∣∣∣∣∣ .

PonendoQ̇Y = WY Q si perviene quindi all’espressione

dDp({k,Q}; {u̇Y,WY Q}) =

∣∣∣∣∣Q
T (u̇′

Y
−WY r′

t
)

QTW′
Y
Q

∣∣∣∣∣ .

Si valuta quindi la derivata secondadXm
dY Dp(k,Q) ponendoQ̇X = WXQ in

X = {u̇X, Q̇X} . Allora risulta Q̇T
X

= −QTWX e si ottengono le espressioni

d(QT (u̇′
Y
−WY r′

t
))[ Q̇X ] = QT

[
WX WY r′

t
− (WX u̇′

Y
+ WY u̇′

X
)
]
,

d(QTW′
Y
Q) [ Q̇X ] = Q̇T

X
W′

Y
Q + QTW′

Y
Q̇X =

= −QTWXW′
Y
Q + QTW′

Y
WXQ =

= QT
[
−WXW′

Y
+ W′

Y
WX

]
Q = QT

[
W′

Y
,WX

]
Q .
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La derivata direzionale seconda della misura di deformazione ha pertanto l’espressione

d2Dp({k,Q}; {u̇Y,WY Q}; {u̇X,WX Q}) =

=

∣∣∣∣∣Q
T
[
WX WY r′

t
− (WX u̇′

Y
+ WY u̇′

X
)
]

QT
[
W′

Y
,WX

]
Q

∣∣∣∣∣ .

E’ evidente che la derivata seconda non `e simmetrica rispetto ad uno scambio dei vettori

Xm = {u̇X, Q̇X} = {u̇X,WX Q} , Ym = {u̇Y, Q̇Y} = {u̇Y,WY Q} .

Rimane da calcolare la derivata direzionaledDp(k,Q) [∇Xm
Y ] .

A tal fineè necessario dotare la variet`a SO(3) di una metrica diRiemann e della
conseguente connessione diLevi-Civita definita dalla formula diKoszul.

2.3.1. Metrica di Riemann

La metrica naturale su SO(3) è quella indotta dalla metrica usuale dello spazio
dei tensori del secondo ordine su V(3) , data da

g (Q̇X, Q̇Y) = tr (Q̇T
X

Q̇Y) .

Si noti che ponendoQ̇X = WX Q e Q̇Y = WY Q risulta

g (WX Q,WY Q) = tr ((WX Q)T WY Q) = tr (QT WT
X

WY Q) =

= tr (WT
X

WY) = g (WX,WY) .

Si considerino quindi i campi vettoriali su SO(3) definiti da

X(Q) = WX Q , Y(Q) = WY Q , Z(Q) = WZ Q .

Nella formula diKoszul

2g (∇XY,Z) = dX (g (Y,Z)) + dY (g (Z,X))− dZ (g (X,Y))+

+ g ([X,Y ],Z)− g ([Y,Z ],X) + g ([Z,X ],Y) ,

i termini del tipo dZ (g (X,Y)) sono nulli in quanto il prodotto interno

g (X,Y) = g (WX,WY) ,

è costante su SO(3) . Si ha pertanto che

2g (∇XY,Z) = g ([X,Y ],Z)− g ([Y,Z ],X) + g ([Z,X ],Y) .

Bisogna dunque calcolare le parentesi diLie del tipo [X,Y ] .
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2.3.2. Parentesi di Lie

Ciò si consegue facendo ricorso alla eguaglianza tra la parentesi diLie e la derivata
di Lie definita da (vedasi Tomo I proposizione I.12.6 (p. 137))

[X,Y ] = LX Y : =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

k∗
t
Y ,

dovekt è il flussogenerato dal campo vettorialeX definito dall’equazione differenziale
di evoluzione

k̇t(Q) = X(kt(Q)) , k0(Q) = Q .

Essendo

X(kt(Q)) = WX kt(Q) ,

l’equazione differenziale si scrive

k̇t(Q) = WX kt(Q) , k0(Q) = Q ,

ed ha per soluzione il flusso esponenziale

kt(Q) = exp(WX t)Q .

Osservando allora che

dkt(Q) = exp(WX t) , (dkt)
−1(Q) = exp(−WX t) ,

e ricordando cheY(Q) = WY Q , la derivata diLie può calcolarsi come segue

(LX Y)(Q) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(k∗
t
Y)(Q) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

[
(dkt)

−1(Q)
]
[ (Y ◦ kt)(Q) ] =

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

exp(−WX t)WY exp(WX t)Q =

= −WX WY Q + WY WX Q = −[WX,WY ]Q .
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2.3.3. Formula di Koszul per la derivata covariante

Richiamando le espresioni dei campi vettoriali

X(Q) = WX Q , Y(Q) = WY Q , Z(Q) = WZ Q .

e la proprietà
g (WX Q,WY Q) = g (WX,WY) ,

si deduce che

g ([X,Y ],Z) = −g (WX WY,WZ) + g (WY WX,WZ)

−g ([Y,Z ],X) = +g (WY WZ,WX)− g (WZ WY,WX)

g ([Z,X ],Y) = −g (WZ WX,WY) + g (WX WZ,WY) .

dove per brevit`a siè scrittoX invece diX(Q) . La formula diKoszul fornisce allora
l’eguaglianza

2g (∇XY,Z) = −2g (WX WY,WZ) ,

che, essendoZQT = WZ , si può riscrivere

g ((∇XY)QT ,WZ) = −g (WX WY,WZ) .

Poiché WZ è un qualunque vettore emisimmetrico, si deduce che il campo vettoriale
(∇XY)QT è la proiezione ortogonale del campo−WX WY sul sottospazio dei
tensori emisimmetrici. Pertanto si ha che

∇XY = −emi(WX WY)Q = −1
2

[WX,WY ]Q =
1
2

[X,Y ] .

Osservazione 2.1.A questo risultato si pu`o pervenire pi`u direttamente calcolando la
derivata covariante su SO(3) come proiezione ortogonale sul fibrato tangente di SO(3)
della derivata direzionale valutata nello spazio lineare L(V(3) ; V(3)) con il prodotto
interno indotto da quello di V(3) . Si ponga infatti

X(A) : = WX A ,

Y(B) : = WY B ,

per ogniA,B ∈ L(V(3) ; V(3)) .

Si ha allora che
dAY(B) = WYA .

Dunque
dX(Q)Y(Q) = WY WX Q .

La proiezione ortogonale sul sottospazio Skw(V(3) ; V(3))Q tangente alla variet`a
SO(3) nel puntoQ fornisce l’espressione della derivata covariante

∇X(Q)Y(Q) = emi(WY WX)Q = −1
2

[WX,WY ]Q .
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2.3.4. Completamento del calcolo della rigidezza geometrica

Oraè possibile calcolare la derivata direzionaledDp(k,Q) [∇XY ] .
A tal fine si osservi preliminarmente che la derivata direzionale della curvatura in

direzioneQ̇ è
d(QT Q′) [ Q̇ ] = Q̇T Q′ + QT Q̇′ .

e che la derivata direzionale dello scorrimento in direzioneQ̇ è

d(QT r′
t
− r′

s
) [ Q̇ ] = Q̇T r′

t
.

PonendoQ̇ = ∇XY = − 1
2 [WX,WY ]Q la derivata della curvatura assume la

forma

Q̇T Q′ + QT Q̇′ =
1
2

QT [WX,WY ]Q′ − 1
2
QT [WX,WY ]′ Q+

−1
2

QT [WX,WY ]Q′ = −1
2

QT [WX,WY ]′ Q .

e la derivata dello scorrimento diventa

Q̇T r′
t
=

1
2

QT [WX,WY ] r′
t
.

In definitiva risulta

dDp(k,Q) [∇XY ] =
1
2

∣∣∣∣∣ QT [WX,WY ] r′
t

−QT [WX,WY ]′ Q

∣∣∣∣∣ .

Allora dalla formula

∇2
XmYm

Dp(kt,s) =
[
dXm

dY Dp(k,Q)− dDp(k,Q) [∇Xm
Y ]

]
,

si deduce il risultato finale

∇2
XmYm

Dp(kt,s)=
1
2

∣∣∣∣∣Q
T
[
(WX WY + WY WX) r′

t
−2(WX u̇′

Y
+ WY u̇′

X
)
]

QT ([W′
X

,WY ] + [W′
Y

,WX ])Q

∣∣∣∣∣
cheè evidentemente simmetrico rispetto ad uno scambio dei vettori

Xm = {u̇X, Q̇X} = {u̇X,WX Q} , Ym = {u̇Y, Q̇Y} = {u̇Y,WY Q} .
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2.4. Forma matriciale della rigidezza tangente

E’ conveniente riscrivere l’espressione della rigidezza in termini dei vettori assiali
associati ai tensori emisimmetriciWX e WY esprimendo la misura di deformazione
D in temini di vettori assiali.

A tal fine si richiamino le seguenti formule stabilite nel Tomo I, proposizioni
IV.8.2 (p. 442) e IV.8.3 (p. 442).

axial(QWX QT ) = Q axialWX , ∀Q ∈ Orth+ ,

axial
[
WX,WY

]
= ( axialWX)× ( axialWY) .

e si ponga
ωX = axialWX ,

ωY = axialWY .

2.4.1. Rigidezza tangente elastica

Si consideri la forma vettoriale della misura di deformazione

dp(k,Q) : =

∣∣∣∣∣Q
T r′

t
− r′

s

c(Q)

∣∣∣∣∣ ,

con c(Q) : = axial(QT Q′) .

Tenendo conto che

δ(k,Q) = u̇′ −Wr′
t
= u̇′ + r′

t
× ω , ċ(Q) = axial(QTW′Q) = QT ω′ ,

e definendo gli operatori

Q : =

[
Q O

O Q

]
, ΞT : =

 d
dλ

I r′
t
×

O d
dλ

I

 ,

si può scrivere

d dp(k,Q) [ u̇Y,WY Q ] =

∣∣∣∣∣Q
T (u̇′

Y
+ r′

t
× ωY)

QT ω′
Y

∣∣∣∣∣ =

= QT

∣∣∣∣∣ u̇
′
Y

+ r′
t
× ωY

ω′
Y

∣∣∣∣∣ = QTΞT

∣∣∣∣∣ u̇Y

ωY

∣∣∣∣∣ .
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• Il tensore simmetrico due volte covariante

E(k,Q) = d2ϕp(dp(k,Q)) =

[
E11 E12

E21 E22

]
,

rappresenta la rigidezza elastica costitutiva.

La forma bilineare dellarigidezza tangente elasticaassume quindi l’espressione

∫
B

d2ϕp(dp(k,Q)) . d dp(k,Q)[Ym ] . d dp(k,Q)[Xm ] dµB =

=
∫
B

E(k,Q) . QTΞT

∣∣∣∣∣ u̇Y

ωY

∣∣∣∣∣ . QTΞT

∣∣∣∣∣ u̇X

ωX

∣∣∣∣∣ dµB .

2.4.2. Rigidezza tangente geometrica

Analogamente per la partegeometricadella rigidezza tangente si ha che

∇2
XmYm

dp(k,Q) =

=
1
2

∣∣∣∣∣∣
QT

[
(WX WY + WY WX) r′

t
− 2 (WX u̇′

Y
+ WY u̇′

X
)
]

QT axial([W′
X

,WY ] + [W′
Y

,WX ])

∣∣∣∣∣∣ =

=
1
2

∣∣∣∣∣∣
QT

[
ωX × (ωY × r′

t
) + ωY × (ωX × r′

t
)− ωX × u̇′

Y
− ωY × u̇′

X

]
QT (ω′

X
× ωY + ω′

Y
× ωX)

∣∣∣∣∣∣ =

= − 1
2

QT

∣∣∣∣∣∣
ωX × (ωY × r′

t
) + ωY × (ωX × r′

t
)− ωX × u̇′

Y
− ωY × u̇′

X

ω′
X
× ωY + ω′

Y
× ωX

∣∣∣∣∣∣ .
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Il tensore simmetrico due volte covariante∫
B

dϕp(dp(k,Q)) .∇2
XmYm

dp(k,Q) dµB ,

è larigidezza tangente geometrica. Posto allora

F = QFo , M = axialMQ = axial(QMo QT ) ,

dalla relazione costitutiva

Sp = {Fo,Mo} = dϕp(dp), .

si ha che

{F,MQ} = Q dϕp(dp(u,Q)) QT
, {F,M} = Q dϕp(dp(u,Q)) .

dove

Q : =

[
Q O

O Q

]
, Q =

[
O O

O Q

]
.

Si noti ora che

F . (WX u′
Y

) = F . (ωX × u′
Y

) = (F× ωX) . u′
Y

,

F . (WX WY r′
t
) = (WX WY) : (F⊗ r′

t
) = F .

[
ωX × (ωY × r′

t
)
]

=

= (F . ωY) (r′
t
. ωX)− (F . r′

t
) (ωX

. ωY) =

=
[
(F⊗ r′

t
) ωX

]
. ωY − (F . r′

t
) (ωX

. ωY) .

Dunque si pu`o scrivere

dϕp(dp(k,Q)) .∇2
XmYm

dp((k,Q)) =

= F . 1
2

[
ωX × (ωY × r′

t
) + ωY × (ωX × r′

t
)− 2 (ωX × u̇′

Y
+ ωY × u̇′

X
)
]
+

+ M . 1
2

[
ω′

X
× ωY + ω′

Y
× ωX

]
.
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E quindi
dϕp(dp(k,Q)) .∇2

XmYm
dp((k,Q)) =

=
[

sym(F⊗ r′
t
) ωX

]
. ωY − (F . r′

t
) (ωX

. ωY)+

− (F× ωX) . u′
Y

+ (F× u′
X

) . ωY+

+
1
2

[
(M× ω′

X
) . ωY − (M× ωX) . ω′

Y

]
.

Per pervenire ad una espressione matriciale del primo membro della condizione
di equilibrio incrementale, si definisca l’operatore differenziale lineare [9]

L =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
d
dλ

I O

O d
dλ

I

O I

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

cosı̀ che risulta

L

∣∣∣∣∣ u̇ω
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
u̇′

ω′

ω

∣∣∣∣∣∣∣ .

La rigidezza tangente geometricaè quindi espressa da

∫
B

dϕp(dp(k,Q)) .∇2
XmYm

dp((k,Q)) dµB =

=
∫
B

B

∣∣∣∣∣∣∣
u̇′

X

ω′
X

ωX

∣∣∣∣∣∣∣ .

∣∣∣∣∣∣∣
u̇′

Y

ω′
Y

ωY

∣∣∣∣∣∣∣ dµB =
∫
B

B L

∣∣∣∣∣ u̇X

ωX

∣∣∣∣∣ . L

∣∣∣∣∣ u̇Y

ωY

∣∣∣∣∣ dµB ,

dove l’operatore simmetrico di rigidezza geometricaB è definito da

B =


O O −F×

O O − 1
2M×

F× 1
2M× 1

2 (F⊗ r′
t
+ r′

t
⊗ F)− (F . r′

t
) I

 .
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2.4.3. Rigidezza tangente

La rigidezza tangentèe in definitiva espressa dalla seguente forma bilineare sim-
metrica

∫
B

∇2
XY

(ϕp ◦ dp)(k,Q) dµB =

=
∫
B

dϕp(dp(k,Q)) .∇2
XmYm

dp((k,Q)) dµB +

+
∫
B

d2ϕp(dp(k,Q)) . d dp(k,Q)[Ym ] . d dp(k,Q)[Xm ] dµB =

∫
B

[
B L

∣∣∣∣∣ u̇X

ωX

∣∣∣∣∣ . L

∣∣∣∣∣ u̇Y

ωY

∣∣∣∣∣ dµB + E(k,Q) . QTΞT

∣∣∣∣∣ u̇X

ωX

∣∣∣∣∣ . QTΞT

∣∣∣∣∣ u̇Y

ωY

∣∣∣∣∣
]
dµB ,

dove

Q : =

[
Q O

O Q

]
,

ΞT : =

 d
dλ

I r′
t
×

O d
dλ

I

 ,

L =

∣∣∣∣∣∣
d
dλ

I O O

d
dλ

I O I

∣∣∣∣∣∣ ,

B =


O O −F×
O O − 1

2M×
F× 1

2M× 1
2 (F⊗ r′

t
+ r′

t
⊗ F)− (F . r′

t
) I

 .
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IX – GEOMETRIA delle MASSE

In questo capitolo si presentano gli elementi essenziali dellageometria delle masse
che studia le propriet`a geometriche di figure piane su cui `e definito un campo scalare
E : Ω �→ 	 dettopeso.

La geometria delle massetrae il nome dal caso in cui il campoE : Ω �→ 	 è la
densità di un corpo continuo.

Nella teoria delle travi interessa invece il caso in cui il campoE : Ω �→ 	 associa
ad ogni punto della sezione trasversale il valore del modulo elastico della corrispondente
fibra longitudinale della trave. Si pu`o cos`ı considerare il caso generale in cui ogni fibra
longitudinale della trave `e costituita da un diverso materiale elastico.

1. MOMENTI DI UN CAMPO DI PESI

Sia Ω un dominio compatto generalmente regolare del piano e sia{e1, e2} la
base di un sistema di riferimento cartesiano con origine in O.

Un puntoP di Ω è individuato dal raggio vettorer di componentix e y :

r = x e1 + y e2 .

Si consideri quindi inΩ un campo scalare integrabileE : Ω �→ 	 .
Se V è uno spazio lineare di dimensione finita, si denoti con

L
{

Vk ; 	
}

: = L
{

V × V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
k volte

; 	
}

,

lo spazio dei tensorik volte covarianti su V , e cio`e lo spazio delle formek−lineari
su V× V × · · · × V k−volte. Si ponga V0 : = 	 e V1 : = V .

Sia quindi{a1, . . . ,ak} ∈ Vk una k−upla di vettori.

Il prodotto tensorialea1 ⊗ · · · ⊗ ak è il tensorek volte covariante definito, per
ogni k−upla {u1, . . . ,uk} ∈ Vk , da

(a1 ⊗ · · · ⊗ ak)(u1 ⊗ · · · ⊗ uk) : = g (a1,u1) · · ·g (ak,uk) .

dove g ∈ Sym(V ; V) è il prodotto interno in V .
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Ad uno scalareα ∈ 	 corrisponde un tensore di ordine0

α∗ ∈ L
{

V0 ; 	
}

= L
{
	 ; 	

}
,

definito da
α∗(x) : = α x , ∀x ∈ 	 .

Ad un vettorev ∈ V corrisponde un tensore di ordine1

v∗ ∈ L
{

V1 ; 	
}

= L
{

V ; 	
}

,

definito da
v∗(u) : = g (v,u) , ∀u ∈ V .

I momentidel campo scalareE : Ω �→ 	 si definiscono come segue.

• Il momento di ordinek del campoE : Ω �→ 	 è il tensore

J(k)(E) ∈ L
{

V(k−1) ; V
}

definito da

J(k)(E) : =
∫
Ω

E r⊗ r⊗ . . .⊗ r︸ ︷︷ ︸
k volte

da .

Se E : Ω �→ 	 è il campo dei moduli elastici, si ha che

• per k = 0 il momento di ordine0 è l’area elasticaA(E)

A(E) : = J(0)(E) =
∫
Ω

E(r) da ,

• per k = 1 il momento di ordine1 è il momento statico elasticoSO(E)

SO(E) : = J(1)(E) =
∫
Ω

E(r) r da ,

• per k = 2 il momento di ordine2 è il tensore momento d’inerzia elasticoJO(E)

JO(E) : = J(2)(E) =
∫
Ω

E(r) r⊗ r da .

Dalla definizione segue immediatamente cheJO(E) = JO(E)T e cioè che il tensore
d’inerzia è simmetrico, in quanto tale `e il campo tensorialer ⊗ r sotto il segno di
integrale.



IX – GEOMETRIA delle MASSE 347

Il tensoreJO(E) è inoltre definito positivo. Infatti

JO(E)n · n = JO(E)(n⊗ n) =
∫
Ω

E(r) (r⊗ r)(n⊗ n) da =

=
∫
Ω

E(r) (r · n)2 da > 0 , ∀n ∈ S2(1) \o .

In termini di componenti si ha che

[JO(E)] =
∫
Ω

E(x, y)

[
x

2
xy

xy y
2

]
da.

Un concetto fondamentale in geometria delle masse `e quello dicentroobaricentro.

Il baricentro del campo scalareE : Ω �→ 	 , detto anchecentro dei pesi, è
definito come il punto del dominioΩ la cui posizione risulta essere la media
pesata delle posizioni dei punti del dominio. La posizionerG del baricentro `e
quindi individuata dalla condizione∫

Ω

E (r− rG) da = o ,

e pertanto dall’espressione

rG(E) =
SO(E)
A(E)

.

Le formule precedenti possono essere immediatamente estese per considerare il
caso di un insieme di domini piani a ciascuno dei quali sia stato attribuito unpeso
costante. Se una sezione `e costituita dan parti omogenee, ognuna caratterizzata da un
diverso pesoEi , le caratteristiche della sezione sono fornite da

A(E) =
n∑

i=1
Ai(Ei) =

n∑
i=1

∫
Ωi

Ei da ,

SO(E) =
n∑

i=1
SOi(Ei) =

n∑
i=1

∫
Ωi

Ei ri da ,

JO(E) =
n∑

i=1
JOi(Ei) =

n∑
i=1

∫
Ωi

Ei ri ⊗ ri da .

In particolare il caso di sezioni cave pu`o essere trattato con le formule precedenti
attribuendo un peso negativo alle figure che definiscono le cavit`a.
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Ponendo il campo scalareE : Ω �→ 	 identicamente pari ad1 si ottengono le
caratteristiche geometriche della figura piana.

• Il momento di ordine0 è l’area del dominioΩ

A = J(0)(1) =
∫
Ω

da .

• Il momento di ordine1 è il momento statico

SO = J(1)(1) =
∫
Ω

r da ,

che in componenti cartesiane si scrive

[SO] =

∣∣∣∣∣ Sx

Sy

∣∣∣∣∣ =
∫
Ω

∣∣∣∣∣ x

y

∣∣∣∣∣ da .

• Il momento di ordine2 è il tensore momento d’inerziao tensore diEuler

JO = J(2)(1) =
∫
Ω

r⊗ r da ,

ed in notazione matriciale

[JO] =

[
Jx Jxy

Jxy Jy

]
=

∫
Ω

[
x2 xy

xy y2

]
da .

• Il centro obaricentro geometrico

rG = rG(1) =
SO(1)
A(1)

=
SO
A

,

che in componenti cartesiane si scrive

[rG] =

∣∣∣∣∣ xG

yG

∣∣∣∣∣ =
1
A

∣∣∣∣∣ Sx

Sy

∣∣∣∣∣ .
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1.1. Formule notevoli

Fatta eccezione per alcune semplici figure di forma regolare (rettangolo, cerchio,
triangolo), il calcolo dell’area, del momento statico e del momento d’inerzia di una
figura piana mediante una diretta applicazione delle formule precedenti richiede una
doppia integrazione che si presenta spesso impervia.

Il calcolo delle caratteristiche geometriche di una figura piana pu`o essere estrema-
mente semplificato sostituendo gli integrali di area che appaiono nelle formule prece-
denti con integrali estesi al contorno che delimita la figura in esame. Tale sostituzione `e
basata sull’applicazione del teorema della divergenza e scaturisce dalla semplice osser-
vazione che una figura piana `e univocamente definita dalla conoscenza del suo contorno.
I risultati cui si perviene derivano dall’applicazione di una formula generale, valida cio`e
per domini in spazi euclidei di dimensione finita arbitraria.

Sussiste infatti il seguente risultato.

Proposizione 1.1. La formula generale. Sia Ω un dominio in uno spazio vettoriale
di dimensioned ( d = 2 nel caso piano;d = 3 nel caso spaziale). Vale allora la
formula notevole∫

Ω

r⊗ r⊗ . . .⊗ r︸ ︷︷ ︸
p volte

da =
1

d + p

∫
∂Ω

(r⊗ r⊗ . . .⊗ r)︸ ︷︷ ︸
p+1 volte

n ds =

=
1

d + p

∫
∂Ω

(r · n) r⊗ r⊗ . . .⊗ r︸ ︷︷ ︸
p volte

ds ,

doven è il versore della normale uscente dalla frontiera∂Ω .

Dim. Si dimostra la formula perp = 2 , essendo la dimostrazione del tutto identica
nel casop > 2 .

In virtù del teorema della divergenza risulta∫
Ω

div (r⊗ r⊗ r) da =
∫
Ω

(r⊗ r⊗ r)n ds .

Esprimendo il primo membro in componenti si ha[∫
Ω

div (r⊗ r⊗ r) da
]

ij
=

∫
Ω

(xixjxk)/k da ,

dove il simbolo / denota la derivazione parziale rispetto all’indice successivo ed `e
sottintesa la sommatoria rispetto agli indici ripetuti.

Applicando la regola di derivazione del prodotto si ottiene[∫
Ω

div (r⊗ r⊗ r) da
]

ij
=

∫
Ω

(xi/kxjxk + xixj/kxk + xixjxk/k) da .
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Denotando conδik il simbolo diKronecker ed osservando che

xi/k = δik e xk/k = δkk = d,

si ha

[∫
Ω

div (r⊗ r⊗ r) da
]

ij
= (d + 2)

∫
Ω

xixj da = (d + 2)
[∫

Ω

r⊗ r da
]

ij
,

e quindi in definitiva

∫
Ω

r⊗ r da =
1

d + 2

∫
Ω

div (r⊗ r⊗ r) da =
1

d + 2

∫
∂Ω

(r⊗ r⊗ r)n ds ,

cheè la formula cercata perp = 2 .

La formula dimostrata `e di estremo interesse poich`e consente di ridurre l’ordine
di integrazione di una unit`a. SeΩ è un dominio piano, gli integrali al contorno sono
integrali di linea. Applicando la formula al calcolo delle caratteristiche geometriche di
una figura piana (d = 2 ) si ottiene:

• per p = 0 la formula dell’area

A =
∫
Ω

da =
1
2

∫
∂Ω

r · n ds ,

• per p = 1 la formula del vettore momento statico

SO =
∫
Ω

r da =
1
3

∫
∂Ω

(r⊗ r)n ds =
1
3

∫
∂Ω

(r · n) r ds ,

• per p = 2 la formula del tensore d’inerzia

JO =
∫
Ω

r⊗ r da =
1
4

∫
∂Ω

(r⊗ r⊗ r)n ds =
1
4

∫
∂Ω

(r · n) r⊗ r ds .

Il calcolo degli integrali di linea risulta particolarmente semplice nel caso di figure
poligonali essendo il loro contorno rettilineo a tratti.



IX – GEOMETRIA delle MASSE 351

1.2. Figure poligonali

Si consideri un dominio pianoΩ con frontiera di tipo poligonale definita dan
vertici e si supponga che i vertici siano numerati consecutivamente percorrendo la
frontiera ∂Ω in versoantiorario.

Gli integrali di linea che compaiono nelle formule notevoli dedotte in precedenza
sono esprimibili in funzione delle coordinate dei vertici della sezione mediante formule
ricorsive di facile implementazione in un codice di calcolo.

1 = n + 1

n

i + 1

i

i - 1

2

r
i

r
i+1

Ω

Sia si l’ascissa curvilinea relativa al lato
i -esimo con origine nel verticei del con-
torno ∂Ω di Ω e si definisca una ascissa
adimensionale

λi = si/li ,

dove li denota la lunghezza del latoi -
esimo. I vettori che individuano la po-
sizione dei verticii e i + 1 , estremi del
lato i−esimo, sonori e ri+1 .

Il generico punto sul latoi -esimoè individuato dal raggio vettore

r(λi) = (1− λi) ri + λi ri+1 0 ≤ λi ≤ 1. i = 1, . . . , n + 1 ,

dove deve intendersirn+1 = r1 .

La normaleni al lato i-esimo, orientata verso l’esterno del dominio `e definita da

ni =
1
li

R (ri+1 − ri), ,

essendoR il tensore emisimmetrico che ruota diπ/2 in senso orario il vettorer .

Tale convenzione `e conseguenza della scelta operata di numerare i vertici di∂Ω in
verso antiorario. Se i vertici della sezione poligonale sono numerati in verso orario, per
ottenere la normaleni orientata verso l’esterno del dominio il tensoreR deve essere
tale da indurre una rotazione del vettorer di un angolo pari aπ/2 in senso antiorario.
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1 = n + 1

n

i + 1

i

i - 1

2

Ω

Rr

r

1 = n + 1
n

i + 1

i

i - 1

2

Ω

Rr

r

Per l’uso ripetuto che se ne far`a nelle formule seguenti, `e utile notare la formula

ri · ni =
ri · r⊥i+1

li
,

dove r⊥
i+1 : = Rri+1 .

Gli integrali di linea che compaiono nelle formule notevoli che forniscono
l’espressione dell’area, del momento statico e del tensore d’inerzia sono esprimibili
in funzione delle coordinate dei vertici della sezione.

• Area (momento di ordinep = 0 ):

A =
1
2

∫
∂Ω

r · n ds =
1
2

n∑
i=1

li∫
0

r(si) · ni dsi =
1
2

n∑
i=1

1∫
0

[ r(λ)i · ni ] li dλ ,

=
1
2

n∑
i=1

1∫
0

ri · ni li dλ =
1
2

n∑
i=1

(ri · ni) li =
1
2

n∑
i=1

ri · r⊥i+1 .

Tale formula per il calcolo dell’area fornisce uno strumento per valutare se l’ordine di
numerazione dei vertici `e orario o antiorario. Si assuma infatti, per fissare le idee, che
il vettore r⊥

i+1 : = Rri+1 sia ruotato diπ/2 in senso orario rispetto ari+1 . Allora
la numerazione dei vertici `e antioraria se l’area fornita dalla formula `e positiva, oraria
viceversa.

In un calcolo automatico, per applicare correttamente le formule per il calcolo dei
momenti di ordine> 0 , bisogna definire il vettorer⊥

i+1 : = Rri+1 in modo che l’area
sia positiva.
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• Momento statico (momento di ordinep = 1 ):

SO =
1
3

∫
∂Ω

(r⊗ r)n ds =
1
3

n∑
i=1

∫ li

0
[ r(si) · ni ] r(si)dsi =

=
1
3

n∑
i=1

∫ 1

0
[ r(λi) · ni ] r(λi)lidλi =

=
1
3

n∑
i=1

∫ 1

0
(ri · ni)[(1− λi)ri + λiri+1]lidλi =

=
1
3

n∑
i=1

ri · r
⊥
i+1

[
ri

∫ 1

0
(1− λi)dλi + ri+1

∫ 1

0
λidλi

]
=

=
1
6

n∑
i=1

(ri · r
⊥
i+1)(ri + ri+1) .

• Momento d’inerzia (momento di ordinep = 2 ):

JO =
1
4

∫
∂Ω

(r · n)r⊗ rds =
1
4

n∑
i=1

∫ li

0
[ r(si) · ni ]r(si)⊗ r(si)dsi =

=
1
4

n∑
i=1

∫ 1

0
[ r(λi) · ni ] r(λi)⊗ r(λi)lidλi =

=
1
4

n∑
i=1

∫ 1

0
(ri · ni)[(1− λi)ri + λiri+1]⊗ [(1− λi)ri + λiri+1]lidλi =

=
1
4

n∑
i=1

ri · r
⊥
i+1

[
ri ⊗ ri

∫ 1

0
(1− λi)

2
dλi + (ri ⊗ ri+1+

+ ri+1 ⊗ ri)
∫ 1

0
λi(1− λi)dλi + ri+1 ⊗ ri+1

∫ 1

0
λ

2
i
dλi

]
=

=
1
12

n∑
i=1

(ri · r
⊥
i+1)

[
ri ⊗ ri +

1
2
(ri ⊗ ri+1 + ri+1 ⊗ ri) + ri+1 ⊗ ri+1

]
.

Si noti che le sommatorie sono estese al numeron dei lati del poligono e che il prodotto
r(λ) · ni è costante su ciascun lato ed uguale ari · ni .
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Per completezza le formule precedenti sono anche riportate in componenti dopo
aver posto:

ci = xiyi+1 − yixi+1 .

Si ha che

A =
1
2

n∑
i=1

ci ,

Sx =
1
6

n∑
i=1

ci (xi + xi+1) ,

Sy =
1
6

n∑
i=1

ci (yi + yi+1) ,

Jx =
1
12

n∑
i=1

ci [xixi + xixi+1 + xi+1xi+1] ,

Jy =
1
12

n∑
i=1

ci [yiyi + yiyi+1 + yi+1yi+1] ,

Jxy =
1
12

n∑
i=1

ci [xiyi +
1
2
(xiyi+1 + xi+1yi) + xi+1yi+1] .

1.3. Cambiamento di riferimento

Nell’assegnare una figura piana poligonaleΩ , le coordinate dei vertici sono valu-
tate in un riferimento cartesiano avente un’origine convenientemente fissata. Il tensore
d’inerzia distribuzione dei pesi `e pertanto valutato in tale riferimento.

Per l’analisi delle propriet`a geometriche di una figura piana `e però importante
calcolare il tensore d’inerzia in un riferimento cartesiano avente per origine il baricentro.

Ω

rQ

P

Q
p

O

r

Affrontando la questione nella sua generalit`a,
sia Ω una figura piana edr il raggio vettore
che definisce la posizione del puntoP della
sezione rispetto all’origineO .

Rispetto ad una nuova origineQ il punto
P della sezione `e individuato dal vettore

p = r− rQ ,

avendo indicato conrQ il vettore posizione
dell’origine Q rispetto a quella inizialeO .
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Si analizzino prima le formule di trasformazione delle caratteristiche geometriche
per effetto di un cambiamento dell’origine e quindi quelle che considerano un nuovo
sistema di riferimento con assi ruotati rispetto a quelli iniziali.

Sostituendo la posizioner = rQ + p nelle formule del momento statico e del
momento d’inerzia si perviene alleformule di trasportodi Huygens 28 -Steiner 29

SO =
∫
Ω

r da =
∫
Ω

(rQ + p) da = ArQ + SQ ,

JO =
∫
Ω

r⊗ r da =
∫
Ω

(rQ + p)⊗ (rQ + p) da =

= JQ + rQ ⊗ SQ + SQ ⊗ rQ + A (rQ ⊗ rQ ).

Se il puntoQ coincide con il baricentroG della sezione, si ha cheSQ = SG = o
e le formule precedenti si specializzano in

SO = A rG , JO = JG + A (rG ⊗ rG) .

Il tensoreJG è dettotensore centrale d’inerzia.
In notazione matriciale le componenti diJG sono

[JG ] =

[
JGx JGxy

JGxy JGy

]
=

∫
Ω

[
x2

G
xGyG

xGyG y2
G

]
da .

28 Christiaan Huygens (L’Aia, 1629-1695) Astronomo, fisico e matematico olandese. Dopo
aver frequentato i corsi di retorica e di diritto ad Amsterdam e a Leida, prefer`ı dedicarsi agli studi scientifici.
Fu tra i fondatori della meccanica. Introdusse la nozione del momento di inerzia e individu`o il valore
dell’accelerazione gravitazionale e le sue variazioni in funzione della latitudine. Espose inoltre i principi di
conservazione dell’energia cinetica e della quantit`a di moto. Interessante anche l’operaDe Motu Corporum
ex percussione, pubblicata postuma, in cui svilupp`o la teoria dell’urto dei corpi elastici e perfezion`o il
termometro. Costru`ı sia un oculare (che porta il suo nome) per i telescopi ancora oggi in uso, che il pi`u
potente telescopio allora esistente che gli permise di individuare l’anello di Saturno, di fare osservazioni
astronomiche dei pianeti, della nebulosa di Orione e della superficie lunare, di dimostrare l’assenza di acque
e di atmosfera sulla Luna e l’esistenza di calotte polari su Marte (Systema Saturnium 1659). Notevole anche
il contributo nel campo dell’ottica. La sua opera fondamentale `e il Traité de la lumìere(1690), in cui formulò
l’ipotesi che la luce avesse una natura ondulatoria, in opposizione alla teoria corpuscolare diNewton.
In analogia con i fenomeni acustici, immagin`o che le onde luminose si propagassero attraverso un mezzo,
chiamato etere. Grazie a tele teoria pot´e giustificare i fenomeni della rifrazione e della diffrazione. Si interess`o
della teoria delle probabilit`a e studi`o il moto del pendolo (applicandolo alla costruzione di orologi per i quali
inventò anche il bilanciere e la molla a spirale) ed esponendo i risultati raggiunti nel trattatoHorologium
oscillatorium(1673). Huygens intrattenne rapporti di corrispondenza con la comunit`a scientifica toscana
al tempo dell’Accademia del Cimento. Tali rapporti comportarono l’avvio di una polemica, soprattutto con
V. Viviani, che rivendic`o la priorità galileiana della scoperta dell’applicazione del pendolo all’orologio,
presentata come propria invenzione dallo scienziato nel 1673.Luigi XIV lo chiamò in Francia, ove fu
membro dellaAcad́emie des Sciencese perfezion`o i suoi studi sulla dinamica dei sistemi rigidi.
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Si consideri ora il caso in cui il cambiamento di riferimento comporti una rotazione
degli assi di un angoloα . Siano

[a1] =

[
a11

a12

]
, [a2] =

[
a21

a22

]
,

le componenti dei versori della nuova base nel sistema di riferimento iniziale.

Ω

a1

α

a2

e1

e2

r

P

La matrice [Q] rappresentativa del
tensore Q che trasforma la base
ortonormale {e1, e2} nella base
ortonormale {a1,a2} rispetto al
riferimento inizialeè

[Q] =

[
a11 a12

a21 a22

]
=

=

[
cosα sinα

− sinα cosα

]
.

Le componenti dei tensori momento statico e momento d’inerzia nel sistema di
riferimento ruotato diQ possono essere valutate considerando le componenti nel rifer-
imento iniziale dei tensori ruotati diQT cioè calcolati considerando i vettori posizione
ruotati in verso opposto. Si perviene cos`ı alle espressioni

S∗O =
∫
Ω

QT r da = QT

∫
Ω

r da = QTSO ,

J∗O =
∫
Ω

QT r⊗QT r da =
∫
Ω

QT (r⊗ r)Q da = QTJO Q .

29 Jakob Steiner (1796-1863). Nacque a Utzenstorf nel 1796, in Svizzera. Impar`o a leggere ed
a scrivere all’et`a di 14 anni. Cominci`o a frequentare la scuola solo all’et`a di 18 anni e continu`o gli studi
universitari prima ad Heidelberg e poi a Berlino, ove insegn`o fino alla sua morte. Fu uno dei primi a
pubblicare sulCrelle’s Journal, il primo giornale dedicato interamente alla matematica fondato nel 1826.
Fu tra i fondatori della moderna geometria proiettiva. Nel trattato di geometria proiettivaSystematische
Entwicklungen(1832) introdusse la superficie ora nota come di superficieSteiner. Non amava l’algebra
e l’analisi, sostenendo che il calcolo sostituiva ed offuscava il pensiero differentemente dalla geometria che
invece lo stimolava. Ulteriore e non minore risultato `e il teorema diPoncelet-Steiner in cui si mostra
che le costruzioni euclidee possono essere effettuate solo con un cerchio ed una squadra. Mor`ı il 1 Aprile
del 1863 a Berna, in Svizzera.
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L’espressione delle matrici[SO]Q e [JO]Q dei tensoriSO e JO nel riferimento
ruotato hanno pertanto la forma

[SO]Q = [Q]T [SO] ,

[JO]Q = [Q]T [JO][Q] .

2. TENSORE DI INERZIA

Si denoti conJ il tensore d’inerzia valutato rispetto ad un polo arbitrariamente
fissato. Le direzioni individuate da una coppia di versorin e m si diconodirezioni
coniugaterispetto al tensore d’inerziaJ se risulta

Jn ·m = 0 .

Un vettored si dice un autovettore odirezione principale d’inerziadel tensoreJ se

Jd = λd , d = o , λ ∈ 	 .

Il moltiplicatore λ si dice l’autovalore omomento principale d’inerziaassociato
all’autovettored .

Per determinare gli autovalori e gli autovettori si noti che la propriet`a caratteristica
si può riscrivere nella forma

(J− λI)d = o .

Il nucleo di J− λI contiene vettori non nulli se e solo se

det(J− λI) = 0 .

Il problema pu`o essere quindi ricondotto al calcolo delle radici dell’equazione
caratteristica diJ

λ
2 − λ tr J + detJ = 0 ,

dove trJ = Jx + Jy e detJ = JxJy − J2
xy

.
Le radici dell’equazione caratteristica sono fornite da

λ1 =
tr J−

√
(tr J)2 − 4 detJ

2
λ2 =

tr J +
√

(tr J)2 − 4 detJ

2
,

e sono entrambe reali e positive, essendo il tensoreJ simmetrico e definito positivo.
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2.1. Ellisse centrale di inerzia

La conica associata al tensore centrale d’inerziaJG , simmetrico e definito positivo,
è un’ellisse di equazione

(JG r) . r =
detJG

A
.

Si assuma un riferimento{ξ , η} principale d’inerzia, e cio`e un riferimento i cui vettori
di base sono autovettori diJG . Denotando conJξ e Jη gli autovalori del tensoreJG
associati agli assi principaliξ, η , l’equazione dell’ellisse assume la forma canonica

Jξ ξ2 + Jη η2 =
Jξ Jη

A
,

ovvero
ξ2

Jη

+
η2

Jξ

=
1
A

.

Introducendo iraggi principali d’inerzia

ρξ =

√
Jξ

A
, ρη =

√
Jη

A
,

l’ equazione canonicadiventa

ξ2

ρ2
η

+
η2

ρ2
ξ

= 1 .

Se {m,n} è una coppia di versori coniugati rispetto al tensore d’inerziaJ e
{ξ, η} sono le coordinate nel sistema di riferimento ad essi associato, si ha che

Jξη = (Jm) . n = 0 .

In tale sistema di riferimento l’equazione dell’ellisse centrale d’inerzia assume
ancora la forma canonica

ξ2

ρ2
η

+
η2

ρ2
ξ

= 1 ,

dove ρξ e ρη sono iraggi coniugati d’inerzia.

Ciò mostra che gli assi paralleli alle direzioni coniugate e passanti per il centro
dell’ellisse sono assi di simmetria coniugata ciascuno in direzione dell’altro.

Gli assi di simmetria coniugata sono tra loro ortogonali se e solo se sono principali
d’inerzia.



IX – GEOMETRIA delle MASSE 359

2.2. Ellisse di Culmann

Il tensore diCulmann 30 di una figura piana `e il tensore centrale d’inerzia della
figura ruotata diπ/2 .

Denotando conR il tensore che effettua una rotazione diπ/2 si ha che

JC =
∫
Ω

(Rr)⊗ (Rr) da =
∫
Ω

R(r⊗ r)RT da = RJG RT .

Il verso della rotazione `e ininfluente. Per fissare le idee si assuma comunque che la
figura piana ruoti diπ/2 in senso antiorario.

In un riferimento cartesiano antiorario la matrice associata al tensoreR è allora
data da

[R ] =

[
0 −1

1 0

]
.

Il tensoreR è dunque isometrico ed emisimmetrico per cui risulta

RT = R−1 = −R .

Le componenti diJC sono legate a quelle diJG dalla relazione

[
JC ]

=

[
Jy −Jxy

−Jxy Jx

]
= [ cof JG] .

30 Karl Culmann (1821-1881). Nacque a Bergzbern in Baviera nel 1821. Figlio di un pastore
protestante, inizi`o gli studi, con un particolare predilezione per la storia e le lingue classiche, a Metz in
Francia presso la locale scuola d’applicazione dove a quel tempo insegnava anche il noto ingegnereJean
Victor Poncelet (1788-1867). A diciassette anni lasci`o la Francia per entrare al Politecnico di Karlsruhe
in Germania. Ottenuto il titolo d’ingegnere, entr`o a far parte della Compagnia delle Ferrovie Bavaresi ove
si occupò soprattutto della costruzione dei ponti ferroviari. Gli ingegneriDenis ePauli lo scelsero quale
inviato negli Stati Uniti d’America, per studiare e carpire i segreti dei grandi ponti ferroviari nord-americani.
Qui studiò tutti i nuovi ponti delle ferrovie statunitensi e conobbe le diverse soluzioni di travature reticolari
adottate daWhipple a cui si deve teoricamente la paternit`a della prima metodologia di calcolo delle travature
reticolari. Tornato in Europa,Culmann propose un metodo di calcolo ben pi`u completo di quello di
Whipple dando rapidamente alla stampa il resoconto del suo viaggio, con ilDer Bau der holzenbrucken
in den Vereinigten Staten von Nordamerika, ove tratta le questioni inerenti alla realizzazione dei nodi delle
travature reticolari in legno ed ai procedimenti di calcolo.Culmann è passato alla storia come fondatore
della statica grafica, ed in particolare per i metodi di calcolo delle travature reticolari. Le travature reticolari
sono risolte analiticamente e graficamente raggruppando in un solo diagramma i diversi poligoni, ottenendo
cosı̀ una rappresentazione grafica delle sollecitazioni che anticipa il procedimento poi sviluppato daLuigi
Cremona. Culmann conferı̀ quindi sistematicit`a alla soluzione delle reticolari. Ripreso il suo lavoro in
Baviera gli furono offerte due cattedre universitarie, una a Karlsruhe, l’altra al Politecnico di Zurigo. Accett`o
la proposta dell’ateneo svizzero; a trentaquattro anni si ritrov`o titolare di una prestigiosa cattedra. A Zurigo
divenne consulente speciale per ogni opera ingegneristica di gran complessit`a, rimanendo in contatto con
Gauss suo mèntore per il calcolo matematico. Nel 1880 ottenne la laurea ad honorem in filosofia dalla
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Il cofattorecofA di un tensoreA è il tensore definito dalle condizioni equivalentiw = axialW ⇒ (cofA)w = axial(AWAT ) ,

(cofA) (a× b) = (Aa)× (Ab) , ∀a,b ∈ V .

Esse implicano che
(cofA)T A = (detA) I .

Se detA = 0 quest’ultima condizione equivale alle prime due (vedi Tomo Zero,
sezione III.2.11 (p. 64)).

La matrice associata[ cof A] è dettamatrice dei cofattorie si ottiene da quella
del tensoreA sostituendo al generico elemento Aij il minore aggiunto e cio`e il de-
terminante della matrice quadrata complementare di Aij , preso con il segno positivo o
negativo a seconda che la somma degli indicii e j sia pari o dispari.

La relazione traJC e JG si scrive dunque

JC = cofJG .

Si osservi che, se il tensoreA è invertibile, il cofattore fornisce una semplice espres-
sione per il tensore inverso

A−1 =
(cofA)T

detA
.

Si può ora fornire una caratterizzazione equivalente del tensore diCulmann.

Proposizione 2.1. Tra il tensore diCulmann JC ed il tensore centrale d’inerzia
JG sussiste la relazione

JC = (detJC)J−1
G .

Dim. La simmetria del tensore d’inerzia assicura cheJG = JT
G e dunque che

J−1
G =

cofJG
detJG

.

Osservando che cofJG = JC e che

detJC = det(RJG RT ) = detR detJG detRT = detJG det(RRT ) = detJG ,

si perviene al risultato.

Università di Zurigo. Nel 1881 fece un viaggio a Costantinopoli, allora in Romania, dove studi`o le cupole
della gran moschea di Santa Sofia. Quest’ultimo viaggio, per`o, gli fu fatale; contrasse una grave malattia che
lo portò alla morte nel dicembre del 1881.
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Nelle applicazioni si fa spesso riferimento all’ellisse diCulmann che ha
equazione

(JC r) . r =
detJC

A
.

In virtù della relazioneJC = (detJC)J−1
G l’equazione dell’ellisse diCulmann si

può riscrivere

(J−1
G r) . r =

1
A

.

ξ

η

ρ
ξ

ρ
η

ρ
ξ

ρ
η

L’equazione canonica associata `e data da

ξ2

ρ2
ξ

+
η2

ρ2
η

= 1 .

Si noti che l’ellisse diCulmann si ot-
tiene da quella centrale d’inerzia effet-
tuando una rotazioneR di π/2 .

2.3. Antipolarit à

A Gergonne 31 ed aPoncelet 32 è dovuta la fondazione della geometria
proiettiva e la formulazione dei concetti di polarit`a ed antipolarit`a.

31 Joseph Diaz Gergonne (1771-1859) Nato a Nancy, fu educato al Coll`ege di Nancy dopo aver
perso il padre a soli dodici anni. Terminato il Coll`ege fu coinvolto negli eventi che si verificarono durante la
Rivoluzione Francese. Nel 1792 partecip`o alla guerra contro Austria e Prussia, e nel 1794 prese parte ad un
attacco militare contro la Spagna. Nel 1795 fu inviato a Nimes dove all’Ecole Centrale inizi`o ad insegnare
matematica trascendentale. Nel 1810 fond`o un giornale chiamato ufficialmenteAnnales de math̀ematique
pures et appliqùees, meglio conosciuto comeAnnales de Gergonne, sul quale scrissero illustri matematici
tra cuiPoncelet (1788-1867) eLamè (1795-1870). Nel 1813 scrisse il trattatoMethods of synthesis
and analysis in mathematics. Nel 1816 ottenne la cattedra di astronomia all’Universit`a di Montpellier della
quale divenne Rettore nel 1830. Durante la sua carriera sub`ı una forte influenza da parte del famoso geometra
Gaspard Monge (1746-1818). In geometria proiettiva introdusse il termine ”principio di dualit`a”.

32 Jean Victor Poncelet (1788-1867) Nato a Metz, fu un allievo diGaspard Monge (1746-
1818). Nel 1812 prese parte alla campagna di russia diNapoleone come ingegnere. Fu fatto prigioniero
ed imprigionato in Russia fino al 1814. Durante la prigionia studi`o geometria proiettiva scrisse il trattato
Applications d’analyse et de géoḿetrie. Dal 1815 al 1825 fu ingegnere del genio militare a Metz e dal
1825 al 1835 professore di meccanica. Si interess`o di turbine e di ruote idrauliche migliorandone di molto
l’efficienza. APoncelet sono dovuti due testi fondamentali di geometria proiettiva, ilTraité des propríet́es
projectives des figuresdel 1822 ed il trattatoApplications d’analyse et de géoḿetrie apparsi nel 1862 e nel
1864.
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Per introdurre l’argomento si consideri un dominioΩ del piano ed un riferimento
cartesiano con origineO . Si supponga assegnata una rettaa e si denoti conda il
versore che definisce una direzione dia e con

na = Rda ,

un versore ad esso ortogonale. Si consideri quindi un punto della rettaa individuato,
rispetto al baricentroG di Ω , dal raggio vettorepa . L’equazione parametrica della
retta a può allora scriversi

p(λ) = pa + λda.

Il centro relativoad a è definito dal centroA della distribuzione dei momenti
statici di Ω rispetto ada .

Rispetto all’origineO appartenente all’assea , la posizione del centro relativoA è
definita dal vettore

rA =

∫
Ω

(r · na)r da

∫
Ω

r · na da

=

∫
Ω

(r⊗ r)na da

 ∫
Ω

r da

 · na

=
JOna

SO · na

,

dove (vedi fig. 2.1):

• r denota il raggio vettore che individua la posizione di un puntoP di Ω rispetto
all’origine O ∈ a ,

• JO e SO denotano rispettivamente il tensore di inerzia ed il momento statico di
Ω rispetto adO .

G

A

O

r
G

r
A

P

r

pa

a

na

da

Ω

Fig. 2.1
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La corrispondenza tra una rettaa ed il suo centro relativoA è dettaantipolarità.
Il punto A è l’antipolodi a e la rettaa è l’antipolaredi A .

• Ad ogni retta corrisponde un unico antipolo e, viceversa,

• ad ogni punto corrisponde un’unica retta antipolare.

Per dedurre la formula che determina la posizione dell’antipolo di una retta assegnata
rispetto al baricentroG , si denoti conrG la posizione del baricentroG rispetto ad
un’origine O ∈ a . Le formule di trasporto

SO = A rG , JO = JG + A (rG ⊗ rG) ,

sostituite nell’espressione della posizionerA , rispetto all’origineO , dell’antipolo A
di a , forniscono

rA =
[JG + A (rG ⊗ rG)]na

ArG · na

=
JGna

ArG · na

+
A (rG ⊗ rG)na

ArG · na

=

=
JGna

ArG · na

+ rG .

Detto pA = rA − rG , il raggio vettore del puntoA rispetto al baricentroG , si ha che

pA =
JGna

ArG · na

.

Quindi, essendorG · na = −pa · na , si perviene alla formula (vedi fig. 2.2)

pA = − JGna

Apa · na

.

G

A

O

r
G

r
A

P

r

p
A

pa

a

na

da

Ω

Fig. 2.2
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Se la rettaa trasla fino a diventare baricentrica, lo scalarepa ·na si annulla e pertanto
‖pA ‖ → ∞ . Ne segue che il centro relativo ad una retta baricentrica `e un punto
improprio del piano.
Viceversa, se la rettaa trasla verso l’infinito, e dunquepa · na → ∞ , si ha che
pA → o . Pertanto il centro relativo alla retta impropria `e il baricentroG .

Il problema inverso, consistente nel determinare la posizione dell’antipolare di un punto
assegnato, `e risolto dalla seguente proposizione [6].

Proposizione 2.2. La retta a antipolare di A ha equazione

(J−1
G pA) · pa = − 1

A
.

Dim. Rispetto al baricentroG la posizionepA dell’antipolo A di a è data da

pA = − JGna

Apa · na

.

Deve quindi sussistere la condizione

(Apa · na)pA = −JGna ,

che, ponendoM : = A pA ⊗ pa , si scrive

(M + JG)na = o .

L’invertibilit à del tensore di inerziaJG consente di riscrivere la condizione nella forma

(MJ−1
G + I)JG na = o .

Esiste una soluzione‖na ‖ = 1 se e solo se l’operatore che governa il problema `e
singolare e cio`e se

det(MJ−1
G + I) = 0 .

Ciò equivale ad imporre che l’equazione caratteristica dell’operatoreMJ−1
G

det(MJ−1
G − ω I) = 0 ,

ammetta la radiceω = −1 . Si osservi quindi che

det(MJ−1
G − ω I) = ω2 − ω tr (MJ−1

G ) + detM det(J−1
G ) ,

e che detM = 0 in quanto il rango della diadeM è pari ad1 .

Si conclude che l’equazione della retta antipolare `e fornita dalla condizione lineare

ω = tr (MJ−1
G ) = −1 ,

che, esplicitando l’espressione diM , si scrive

(A pA ⊗ pa) : J−1
G = A (J−1

G pA) · pa = −1 .

Questa `e l’equazione implicita che definisce la rettaa come luogo dei punti di raggio
vettorepa .
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2.3.1. Proprietà della corrispondenza tra rette e centri relativi

Sussistono le seguenti corrispondenze.

G

A

O

r
A

p
A

A

a

aG

p
a

p
A

b
G

na

da

Ω

Fig. 2.3

Proposizione 2.3. Sia aG la retta parallela ada e passante per il baricentroG . Il
prodotto delle distanze orientate dia e di A dalla retta aG è costante e negativo e
quindi la retta a ed il centroA si trovano da parti opposte rispetto al baricentro (vedi
fig. 2.3).

Dim. Moltiplicando entrambi i membri dell’espressione che fornisce la posizionepA

del centroA , relativo ada , per na si ottiene

(pA · na)(pa · na) = − JGna · na

A
.

Il tensoreJ è definito positivo e dunque il secondo membro `e negativo.

Pertantopa e pA hanno proiezioni di segno opposto suna .

Proposizione 2.4. Sia aG la retta parallela ada e passante per il baricentroG e sia
bG la retta passante per il centroA relativo ad a . Le retteaG e bG sono diametri
coniugati dell’ellisse diCulmann.

Dim. Dalla espressione che fornisce la posizionepA del centroA relativo ada si
ottiene

J−1
G pA = − na

Apa · na

.
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Moltiplicando scalarmente entrambi i membri dell’espressione perda e ricordando
che

na = Rda ,

si ha che

JCpA · da = − na · da

Apa · na

= 0 ,

in quanto l’inverso del tensore centrale d’inerzia coincide, a meno del fattore detJG =
detJC con il tensore diCulmann.

Proposizione 2.5. Sia ā la retta parallela ad a e passante per l’antipoloA . Il
centro Ā relativo ad ā appartiene alla rettaa . Se la rettaa ruota intorno ad un
punto Ā ∈ a , l’antipolo A si muove lungo l’antipolarēa (vedi fig. 2.4).

Dim. Se A ∈ a risulta

pa · na = pA · na = − JG na · na

Apa · na

,

e quindi

pa · na = − JG na · na

Apa · na

= pĀ · na ,

che verifica l’appartenenza del centroA alla rettaa .

La rettaa è pertanto il luogo dei centri relativi al fascio di rette perA .
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p
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p
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na

da

Ω

Fig. 2.4
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2.4. Il nocciolo di inerzia

Il nocciolo d’inerziadi un dominio piano `e il luogo degli antipoli delle rette non
secanti la figura.

• I punti interni del nocciolo costituiscono i centri relativi alle rette del piano, non
secanti il dominio pianoΩ .

• La frontiera del nocciolo `e il luogo dei centri relativi delle rette tangenti che
inviluppano il dominio piano.

b

a

A

B

a

A

Fig. 2.5

Il nocciolo d’inerziaè una figura convessa.
Ad un punto di cuspide della frontiera del dominio
Ω corrisponde un tratto rettilineo della frontiera del
nocciolo, e viceversa.

Nel caso di figure poligonali il nocciolo `e anch’esso un poligono i cui vertici sono
gli antipoli dei lati della figura poligonale.

2.5. Polarità

La corrispondenza tra una rettaa ed il suo centro relativoA è dettaantipolarità.
poichéè biunivoca e priva di elementi autoconiugati, nel senso che nessuna retta contiene
il proprio antipolo.

Per mostrarlo si osservi che l’appartenenza dell’antipoloA alla rettaa è espressa
dalla condizione

(J−1
G pA) · pA = − 1

A
.

che in forza della definizione positiva del tensoreJ−1
G descrive una conica immaginaria.

Per ottenere una conica fondamentale reale si consideri la corrispondenza che
ad ogni rettaa del piano associa ilpolo A

c simmetrico dell’antipoloA rispetto al
baricentroG (vedi fig. 2.6).
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La corrispondenza traa e A
c è detta unapolarità con centroG . La posizione

delpolo A
c è definita da

pAc =
JGna

Apa · na

.

G

A

O

r
A

a

Ac

Ω

Fig. 2.6

Procedendo come nella dimostrazione della proposizione 2.2 (p. 364) si perviene
all’espressione della rettapolaredi A

c

(J−1
G pAc) · pa =

1
A

.

La polarità è pertanto dotata di di elementi autoconiugati che descrivono l’ellisse reale
di equazione

(J−1
G p) · p =

1
A

.

Si è cos`ı dimostrato il seguente risultato.

Proposizione 2.6. L’insieme delle coppie autoconiugate, costituite da polo e polare,
descrive l’ellisse diCulmann e le rette ad essa tangenti.
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3. ESEMPI

Si riportano nel seguito alcuni importanti esempi di applicazione delle formule
precedenti a figure geometriche anche non poligonali.

3.1. La sezione rettangolare

b

h

1 2

34

Fig. 3.1 Sezione rettangolare

Sia assegnata la sezione rettangolare di dimensioni
(b× h) .

I vertici sono individuati dai vettori posizione

r1 =

[
0

0

]
r2 =

[
b

0

]

r3 =

[
b

h

]
r4 =

[
0

h

]
.

Risulta inoltre

r⊥1 =

[
0

0

]
r⊥2 =

[
0

−b

]
r⊥3 =

[
h

−b

]
r⊥4 =

[
h

0

]
.

L’area A del rettangolo `e quindi pari a

A =
1
2

4∑
i=1

ri · r
⊥
i+1 =

1
2
(0 + bh + bh + 0) = bh.

L’espressione del momento staticoSO rispetto all’origineO del sistema di rife-
rimentoè

SO =
1
6

4∑
i=1

(ri · r
⊥
i+1)(ri + ri+1),

e nel caso della sezione rettangolare in esame fornisce

SO =
bh

6
(r2 + r3) +

bh

6
(r3 + r4) =

bh

6
(r2 + 2r3 + r4),

e cioé

SO =
bh

6

[
3b

3h

]
=

bh

2

[
b

h

]
.
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Noti il momento staticoSO e l’areaA , è possibile calcolare il vettore posizione
del baricentroG della sezione rettangolare

rG =
SO
A

=
1
bh

bh

2

[
b

h

]
=

1
2

[
b

h

]
.

Dall’espressione del tensore d’inerziaJO rispetto all’origine O del sistema di
riferimento

JO =
1
12

4∑
i=1

(ri · r
⊥
i+1)

[
ri ⊗ ri +

1
2
(ri ⊗ ri+1 + ri+1 ⊗ ri) + ri+1 ⊗ ri+1

]
,

ed osservando che risultando nullo il prodotto scalareri · r
⊥
i+1 per i = 1, 4 , i

termini non nulli nella precedente formula sono i seguenti

i = 2 r2 ⊗ r2 =

[
b
2 0

0 0

]
, r2 ⊗ r3 =

[
b
2

bh

0 0

]
,

r3 ⊗ r2 =

[
b
2 0

bh 0

]
;

i = 3 r3 ⊗ r3 =

[
b
2

bh

bh h
2

]
, r3 ⊗ r4 =

[
0 bh

0 h
2

]
,

r4 ⊗ r3 =

[
0 0

bh h
2

]
, r4 ⊗ r4 =

[
0 0

0 h
2

]
.

si ha

JO =
bh

12

 b
2 +

2b
2

2
+ b

2 bh

2
+ bh

bh

2
+ bh h

2

 +
bh

12

 b
2

bh +
bh

2

bh +
bh

2
h

2 +
2h

2

2
+ h

2

 =

=
bh

12

[
4b

2 3bh

3bh 4h
2

]
=


b
3
h

3
b
2
h

2

4

b
2
h

2

4
bh

3

3

 .
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Il teorema del trasporto fornisce l’espressione del tensore d’inerziaJG nel riferi-
mento cartesiano traslato rispetto a quello iniziale ed avente il baricentroG come
origine

JG = JO −A rG ⊗ rG.

Risultando

rG ⊗ rG =


b

2
h

2

⊗


b

2
h

2

 =


b
2

4
bh

4

bh

4
h

2

4

 ,

si ha

JG =


b
3
h

3
b
2
h

2

4

b
2
h

2

4
bh

3

3

− b h


b
2

4
b h

4

b h

4
h

2

4

 =


b
3
h

12
0

0
bh

3

12

 .

Il nocciolo centrale di inerzia.
La frontiera del nocciolo `e il luogo dei centri relativi alle tangenti che inviluppano

il dominio piano.
Il nocciolo della sezione rettangolare `e un poligono i cui vertici sono gli antipoli

delle rettea e b che definiscono la figura assegnata.
Dall’espressione

pA = − JGna

Apa · na

,

si ha che

b

b

h

b
3

h
6

h
6

ρA

pb  nb
.

ρB

a

pa  na.

ρA = (pA · na) = − JGna · na

Apa · na

=
b

6
,

ρB = (pB · nb) = − JGnb · nb

Apb · nb

=
h

6
.



372 3 – ESEMPI

3.2. Il settore circolare

α
θ

P

e

n
r

Sia assegnata una sezione avente forma di settore
circolare di raggioR e ampiezza2θ , simmetrica
rispetto all’asse orizzontale di versoree . Si con-
sideri quindi un sistema di riferimento polare di
centroO, raggio r ed anomaliaα . Detto P il
generico punto della frontiera della sezione, sian
il versore della normale uscente inP .

Nel sistema di riferimento assegnato, il
punto P è individuato dal raggio vettorer e
dall’anomaliaα .

Sulla parte curvilinea della frontiera risulta

r = Qn n = Re,

doveR indica il tensore che ruota il generico vettore di un angoloα in senso antiorario.
Nel sistema prescelto la matrice rappresentativa diR è quindi

R =

[
cosα − sinα

sinα cosα

]
.

Sia s l’ascissa curvilinea lungo la frontiera della sezione misurata a partire
dall’asse di simmetria.

L’area A del settore circolare risulta

A =
∫

Ω

da =
1
2

∫
∂Ω

r · n ds =
R

2

∫
∂Ω

ds =
R

2

2

∫ θ

−θ

dα = R
2
θ,

essendo nullo il prodotto scalarer · n sui tratti rettilinei della frontiera.

Il momento staticoSO della sezione vale

SO =
∫

Ω

r da =
1
3

∫
∂Ω

r(r · n) ds =
R

3

∫
∂Ω

r ds =

=
R

2

3

∫
∂Ω

n ds =
R

3

3

∫ θ

−θ

R e dα.

Integrando si ha

SO =
R

3

3

[
2 sinθ

0

]
.
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La posizione del baricentroG è individuata dal raggio vettorerG

rG =
SO
A

=
R

3θ

[
2 sinθ

0

]
,

e da un’anomalia nulla dovendoG appartenere all’asse di simmetria della sezione.

Il tensore d’inerziaJO della sezione rispetto all’origineO del sistema di riferi-
mento assegnato risulta

JO =
∫

Ω

r⊗ r da =
1
4

∫
∂Ω

(r · n)(r⊗ r) ds =
R

4

∫
∂Ω

r⊗ r ds =

=
R

4

∫
∂Ω

Rn⊗Rnds =
R

3

4

∫
∂Ω

n⊗ n ds =
R

4

4

∫ θ

−θ

Re⊗Re dα

Poiché

R e⊗R e =

[
cosα

sinα

]
⊗

[
cosα

sinα

]
=

[
cos2

α cosα sinα

sinα cosα cos2
α

]

l’espressione del tensoreJO diventa

JO =
R

4

4

[
θ + sinθ cosθ 0

0 θ − sinθ cosθ

]
.

Il tensore d’inerziaJG della sezione rispetto al baricentroG può essere valutato
utilizzando il teorema del trasporto

JG = JO −A rG ⊗ rG.

In particolare, poich´e risulta

rG ⊗ rG =
2R

3θ

[
sinθ

0

]
⊗ 2R

3θ

[
sinθ

0

]
=

4R
2

9θ2

[
sin2

θ 0

0 0

]
,

si ha

JG =
R

4

4

 θ + sinθ cosθ − 16 sin2
θ

9θ
0

0 θ − sinθ cosθ

 .
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3.3. La sezione circolare

Una sezione circolare pu`o essere riguardata come un particolare settore circolare
di ampiezza2π . Pertanto le espressioni che forniscono l’areaA , il momento statico
SO e il tensore d’inerziaJO della sezione circolare possono essere derivate da quelle
determinate nel paragrafo precedente ponendoθ = π .

Si ritrova cos`ı l’espressione ben nota dell’area di un cerchio

A = πR
2
.

Assumendo l’origine del sistema di riferimento coincidente con il baricentro si ha

rG =

[
0

0

]
e SO =

[
0

0

]
.

Il tensore d’inerziaJO vale invece

JO = JG = π
R

4

4

[
1 0

0 1

]
.

3.4. La corona circolare

Re
Ri

SianoRe e Ri il raggio esterno e quello in-
terno di una sezione a forma di corona circo-
lare. Le caratteristiche geometriche di una
sezione siffata possono essere valutate cal-
colando quelle relative alla sezione circolare
di raggioRe e sottraendo da esse quelle rela-
tive alla sezione circolare di raggioRi Risulta
quindi

rG =

[
0

0

]
e SO =

[
0

0

]
,

Le espressioni che forniscono l’areaA e il tensore d’inerziaJO sono

A = π(R2
e
−R

2
i
)

JO = JG = π
R

4
e
−R

4
i

4

[
1 0

0 1

]
.
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X – IL SOLIDO TRAVE

1. PROBLEMA di SAINT-VENANT

Si definiscetrave diSaint Venant un corpo continuo elastico lineare, isotropo
ed omogeneo avente la forma di un prisma retto di lunghezzal, sollecitato sulle basi
terminali da due sistemi di forze che nel complesso costituiscono un sistema statica-
mente equivalente a zero. Il mantello laterale della trave `e scarico e le forze di massa
sono assunte nulle.

Il problema dell’equilibrio elastico cos`ı postoè noto comeproblema diSaint
Venant 33 dal nome di colui che per primo ne forn`ı una soluzione rigorosa dando un
contributo fondamentale alla Teoria dell’Elasticit`a ed alla Scienza delle Costruzioni.

Adhémar Jean-Claude Barré, conte diSaint Venant, ingegnere
civile e professore di meccanica all’Ecole de Ponts et Chaus´ees, sottopose la sua
memoriaDe la torsion des prismesall’Accademia delle Scienze di Parigi il 13
giugno 1853.

Saint Venant non era membro dell’Accademia (lo sarebbe divenuto solo
nel 1868) e quindi, com’era prassi, venne nominata una commissione di quattro
Soci che doveva esaminare la memoria e giudicarne la pubblicabilit`a sui volumi
della Accademia.

La commissione, composta daAugustin Louis Cauchy (Presidente),
Jean Victor Poncelet, Guillame Piobert e Gabriel Lamé (Rela-
tore). emise il giudizio, altamente elogiativo, nel dicembre del 1853... il offre
un nouvel example de ce que peut faire la science du géom̀etre, unie a celle de
l’ingénieur...” (vedasi la nota diGaetano Fichera [19]).

33 Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886). Allievo della Ecole
Polytechnique, professore di matematica e di meccanica all’Ecole des Ponts et Chaussées
succedendo aCoriolis. Portò contributi importanti alla meccanica, all’elasticit`a, all’idrostatica ed
all’idrodinamica. Nel 1843 formul`o correttamente le equazioni che reggono il flusso di un fluido viscoso
incomprimibile, dedotte in precedenza daNavier sulla base della teoria molecolare. Le stesse equazioni
furono poi formulate indipendentemente daStokes nel 1845. Nel 1883 (all’et`a di 86 anni) tradusse con
Flamant il lavoro sull’elasticità di Clebsh dal tedesco in francese. La traduzione, dal titoloTheorie
de l’élasticit́e des corps solides, conteneva tante note diSaint-Venant che il testo originale fu pi`u che
raddoppiato.
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1.1. Principio di Saint Venant

La soluzione fornita dalSaint Venant riguarda particolari campi di tensioni
agenti sulle basi della trave. Essa sembrerebbe pertanto di interesse limitato e comunque
non utile per le applicazioni.

La possibilità di dare validità generale a tale soluzione, anche se in senso approssi-
mato, ma comunque del tutto soddisfacente per le applicazioni, `e dovuta anch’essa al
genio diSaint Venant [1].

Egli infatti formulò il seguente principio:

Sistemi di forze staticamente equivalenti agenti sulle
basi della trave, producono gli stessi effetti su tutta la
lunghezza della trave, ad eccezione di zone di estensione
limitata in prossimit̀a delle basi

Principio di
Saint Venant

Tale principio diindifferenzaconsente di valutare lo stato tensionale di una trave
avendo come dati le sole caratteristiche statiche dei sistemi di forze agenti sulle basi.

La precisa formulazione matematica e la dimostrazione di tale principio hanno cos-
tituito uno dei problemi pi`u suggestivi della Meccanica e della Scienza delle Costruzioni.

Contributi importanti alla discussione sono stati portati in particolare daOsvaldo
Zanaboni [10] (1937) e daRichard von Mises [12] (1945).

Solo recentemente un soddisfacente approccio al problema `e stato fornito da
Richard Toupin che in [14] (1975) ha dimostrato il seguente teorema.

Proposizione 1.1. Teorema di Toupin. Sia C(−L, L) un solido trave di forma
cilindrica e di lunghezza2 L . Si denoti conC(a, b) il cilindro compreso tra le ascisse
a e b con −L ≤ a, b ≤ L e sia

U(z) =
1
2

∫
C(−L,z)

[
2 µD : D + λ (tr D)2

]
dx ,

l’energia di deformazione elastica nel tratto di trave compreso tra l’estremità di ascissa
−L e la sezione trasversale di ascissaz . Allora, se la base−L è scarica, si ha

U(z)
U(L)

≤ γo exp

(
−L− z

γ

)
,

dove γo e γ sono costanti che dipendono dalla geometria della trave e dalla natura
elastica del materiale.
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Il risultato diToupin mostra che l’energia elastica decade in modo esponenziale
quando ci si allontani dalla base caricata. Il teorema diToupin è stato modificato da
Fichera [18] (1977) per pervenire al seguente risultato definitivo.

Proposizione 1.2. Teorema del principio di SainVenant.Si consideri un solido trave
C(L) = C(−L, L) di forma cilindrica e di lunghezza2 L e sia

U(z) =
1
2

∫
C(z)

[
2 µD : D + λ (tr D)2

]
dx ,

l’energia di deformazione elastica nel tratto di trave compreso tra le sezioni trasversali
di ascissa−z e z . Allora, fissatoρ con 0 < ρ < L si ha, per0 < z < L− ρ , che

U(z)
U(L)

≤ γo exp

(
z + ρ− L

γ(ρ)

)
,

doveγ(ρ)2 = (6λ+8µ)/ω(ρ) essendoω(ρ) è la più piccola frequenza propria delle
vibrazioni libere del cilindroC(ρ/2) .

1.2. Ipotesi sullo stato tensionale

Notazione. Nel seguito si denoter`a con σ il tensore dello stato tensionale e con
con ε quello dello stato deformativo. Ci`o in quanto nella teoria della trave le
lettereT e D sono tradizionalmente riservate ad altre grandezze.

Rinunciando ad affrontare il problema dell’integrazione generale delle equazioni
dell’equilibrio elastico per la trave diSaint Venant, si descriveranno nel seguito
le proprietà generali dello stato tensionale allaSaint Venant analizzando quindi
separatamente i diversi tipi di sollecitazione sulle basi. Per alcuni di essi (Flessione
e Sforzo Normale, Torsione) sar`a fornita la soluzione esatta e per altri (Taglio) solo
soluzioni approssimate di pi`u immediato interesse applicativo.

La soluzione del problema della trave fornita daClebsch 34 e daSaint Venant
si basa sull’idea di considerare la trave come un insieme di fibre longitudinali che si
trasmettono solo interazioni tangenziali [3].

34 Rudolf Friedrich Alfred Clebsch (1833-1972). Allievo di Franz Neumann (1798-
1895) e diLudwig Otto Hesse (1811-1874) alla scuola di matematica dell’University di Königsberg
fondata daJacobi. I suoi contributi alla teoria dell’elasticit`a sono contenuti nel lavoroTheorie der Elastizität
fester Körperdel 1862. Gli interessi diClebsch si spostarono poi verso il calcolo delle variazioni, le
equazioni alle derivate parziali e le funzioni diNiels Henrik Abel (1802-1829). Nel 1863 fond`o
a Giessen la scuola di geometria algebrica conPaul Albert Gordan (1837-1912), Brill, Max
Noether, Lindemann eLueroth. Nel 1868 a G¨ottingen conCarl Gottfried Neumann (1832-
1925), figlio di Franz Ernst Neumann (1798-1895), fondò la rivistaMathematische Annalen.
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Ciò equivale a supporre nulle le tensioni normali sulle giaciture parallele all’asse
della travecheè il luogo dei centri geometrici delle sezioni rette.

Per mostrare le implicazioni di questa ipotesi sullo stato tensionale, si consideri
un riferimento ortonormale{O, i, j,k} con il versorek parallelo all’asse della trave.

Le intersezioni tra il prisma ed i piani ortogonali alle generatrici del prisma si
dicono lesezioni trasversalio sezioni rettedella trave.

O

P
Px

y

O

x
y

rx ri

j

k

Fig. 1.1

Sia x ∈ V un generico vettore posizione di componentix , y , z cosı̀ che

x = x i + y j + z k .

Il proiettore ortogonale sull’asse della trave `e fornito dal prodotto tensorialek ⊗ k
definito da

(k⊗ k)x = (k . x)k , ∀x ∈ V ,

ed il proiettore ortogonaleΠ sul piano della sezione trasversale `e

Πx =
[
I− (k⊗ k)

]
x = x− (k . x)k , ∀x ∈ V .

Con un piccolo abuso di notazione nel seguito si denoteranno con lo stesso simbolo i
seguenti due vettori:

• il vettore dello spazio tridimensionale

r = x− (k . x)k = r = x i + y j + 0k ,

proiezione ortogonale del vettorex ∈ V sul piano trasversale,

• il vettore r = x i + y j del piano trasversale considerato come spazio bidimen-
sionale.

Si scriverà dunque
r = x i + y j + 0k = x i + y j ,

x = r + z k .

Sia n il versore della normale ad una giacitura parallela ak , cosı̀ che

n . k = 0 .
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L’ipotesi di interazione puramente tangenziale tra le fibre longitudinali della trave
richiede che

(σn) . n = 0 ∀n ∈ V : n . k = 0 ,

che in termini di componenti si scrive

σn = σx n
2
x

+ σy n
2
y
+ 2 τxy nx ny = 0 ,

per ogninx e ny .

Tale condizione `e soddisfatta se e solo se risulta

σx = σy = τxy = 0 . Componenti nulle
dello stato tensionale

La matrice rappresentativa dello stato tensionale in ogni punto della trave ha dunque la
forma

[σ ] =


0 0 τxz

0 0 τyz

τzx τzy σz

 .

Per semplificare le notazioni si denoter`a con σ = σz la tensione normale sulla
sezione trasversale, e conτ il vettore tensione tangenziale di componentiτx e τy .
Dunque

τ = τx i + τy j = τx i + τy j + 0k .

Con τ invece si indicher`a il modulo della tensione tangenziale:

τ = ‖ τ ‖ =
√

τ 2
x

+ τ 2
y

.

La matrice dello stato tensionale nel riferimento ortonormale{O, i, j,k} si scriverà
pertanto

[σ ] =


0 0 τx

0 0 τy

τx τy σ

 ,

ed in notazione tensoriale

σ = σ k⊗ k + 2 sym(k⊗ τ ) .
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Gli invarianti del tensoreσ sono

I1 = tr σ = σ ,

I2 =
1
2

[
(tr σ)2 − tr (σ2)

]
= −(τ 2

x
+ τ 2

y
) = −τ 2 ,

I3 = detσ = 0 .

L’espressione diI2 si deduce osservando che

[
σ 2] =


τ 2
x

τx τy τx σ

τy τx τ 2
y

τy σ

τx σ τy σ τ 2
x

+ τ 2
y

+ σ2

 ,

cosı̀ che: trσ2 = 2(τ 2
x

+ τ 2
y
) + σ2 .

Ricordando che il determinante `e pari al prodotto degli autovalori associati ad una
terna principale ortonormale, l’annullarsi del determinante assicura che almeno uno di
tali autovaloriè nullo. Dunque

• Lo stato tensionale allaSaint Venant è unostato piano di tensione. Il piano
delle tensioniπ ha per normale la direzione principale con autovalore nullo.
L’espressione della tensione agente sulla generica giacitura di normalen

σn = [σ k⊗ k + 2 sym(k⊗ τ )]n =

=σ(k . n)k + (k . n) τ + (τ . n)k ,

mostra che essa `e combinazione lineare diτ e di k . Dunque il pianoπ delle
tensioniè in ogni punto individuato dal versorek parallelo all’asse della trave e
dalla tensione tangenzialeτ agente sulla sezione retta. Se in un punto la tensione
tangenzialeτ è nulla, lo stato tensionale `e ivi monoassiale con assek .

O
x

y

O

x
y

τ

π

P

τ

P σk

t

nπ
π

nπ

τ
i j

k

Fig. 1.2

Piano delle
tensioni
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Ecco un quadro riassuntivo di quanto illustrato finora.

IPOTESI della TEORIA di SAINT VENANT

geometriche:

il solido ha la forma diprisma retto;

sul materiale:

il materialeèelastico lineare, omogeneoe isotropo;

sulle tensioni:

σx = σy = τxy = 0

lo stato tensionalèepiano.
Il piano delle tensioni `e individuato in ogni punto dal versorek dell’asse
della trave e dal vettore tensione tangenzialeτ ;

sui carichi:

p = σ n = o mantello laterale scarico,

p = σ k sulle basi,

b = −div σ = o forze di massa nulle.

1.2.1. Direzioni principali

Le tensioni principali possono essere facilmente calcolate poich`e, essendo lo stato
tensionale piano, almeno una nulla di esse `e nulla e quindi la determinazione delle altre
richiede di trovare gli zeri di un polinomio di secondo grado.

Assumendo che l’asse delley sia parallelo allaτ nel punto in esame, l’equazione
secolare

det(σ − σpI) = det


−σp 0 0

0 −σp τ

0 τ σ − σp

 = −σp

[
−σp (σ − σp)− τ

2] = 0 ,

fornisce le tensioni principali

σp1 = 0 ,
σp2

σp3

}
=

σ

2
±

√
σ2

4
+ τ 2 .
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Allo stesso risultato si pu`o pervenire tracciando il cerchio diMohr relativo al fascio
di giaciture con sostegno ortogonale al piano delle tensioni (vedi fig. 1.3).

k

-τ

τ

σ

τnm

σn

σ2   τ2
4

σ
 2 +

m

n

τ

Fig. 1.3

• La tensione sulla giacitura di normalek ha componenti secondoMohr pari a
{σ, τ} .

• La tensione sulla giacitura ortogonale, avente normale parallela aτ , ha compo-
nenti secondoMohr pari a {0,−τ} .

Allora il centro del cerchio ha nel piano diMohr ascissa pari aσ/2 ed il raggio e le
intersezioni con l’asse delleσ sono pari a

r =

√
σ2

4
+ τ 2 ,

σmax
σmin

=
σ

2
±

√
σ2

4
+ τ 2 .

1.3. Condizioni di equilibrio

Essendo per ipotesi nulle le forze di massa la condizione differenziale di equilibrio
b = −div σ = o impone che

∂τx

∂z
= 0 ,

∂τy

∂z
= 0 ,

∂τx

∂x
+

∂τy

∂y
+

∂σ

∂z
= 0 ,
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ed in notazione vettoriale {
τ ′ = o ,

div τ = −σ′ .

Si noti che per semplificare le notazioni si `e postoσ′ =
∂σ

∂z
e τ ′ =

∂τ

∂z
.

• La condizioneτ ′ = o si traduce nella propriet`a:

Il campo delle tensioni tangenziali si ripete identicamente su ogni sezione retta
della trave.

• La condizione divτ = −σ′ consente di valutare la divergenza del campo delle
τ in funzione del gradienteσ′ delle tensioni normaliσ .
Derivando quindi l’espressione divτ = −σ′ rispetto az si deduce che

σ′′ + ( div τ )′ = σ′′ + div τ ′ = 0 .

Dunque, essendoτ ′ = o , deve risultareσ′′ = 0 . Pertanto si deduce che

Le tensioni normali variano con legge affine lungo l’asse della trave.

Le condizioni di equilibrio sulla superficie laterale della travep = σ n = o , che
per ipotesiè scarica impongono poi che

τ . n = 0 ⇐⇒ τx nx + τy ny = 0 .

Nei punti del contorno delle sezioni rette le tensioni tangenzialiτ sono dunque
tangenti alla linea di contorno, come mostrato in fig. 1.4.

τ

τ

n
τ

n

Fig. 1.4

Andamento delle
tensioni tangenziali
sul contorno
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La condizione di tangenza al contorno pu`o anche esprimersi affermando che

• La sezione retta `e un tubo di flusso per le tensioni tangenziali.

Le condizioni di equilibrio sulle basi di normalek e−k si scrivono rispettivamente

p = σk , p = −σk ,

e cioè, in componenti

Base di
normale k

(z = l)


px = τx

py = τy

pz = σ

,
Base di
normale− k

(z = 0)


px = −τx

py = −τy

pz = −σ

1.4. Caratteristiche della sollecitazione

Sia O l’origine di un riferimento er il relativo raggio vettore che individua i
punti del piano di una sezione trasversale della trave.

Il risultante delle sollecitazioni agenti su di una sezione trasversale di normale
uscentek è il vettore

R =
∫
A

σ(r)k da = N k + T .

• La componente scalareN lungo l’asse della trave `e losforzo normale:

N =
∫
A

(σ(r)k . k) da =
∫
A

σ(r) da . Sforzo normale

Se N è positivo lo sforzo normale `e di trazione, altrimentiè dicompressione.

• La componente vettorialeT del risultante sul piano della sezione trasversale `e lo
sforzo di taglio:

T =
∫
A

[
σ(r)k− σ(r)k

]
da =

∫
A

τ (r) da , Sforzo di taglio
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ed in componenti

Tx =
∫
A

τx(r) da , Ty =
∫
A

τy(r) da Componenti dello
sforzo di taglio

Il vettore assiale del momento risultante rispetto ad un polo O vale

MO =
∫
A

r× σ k da = Mt k + Mf ,

dove il simbolo× denota il prodotto vettoriale.

• La componente scalareMt lungo l’asse della trave `e il momento torcente:

Mt =
∫
A

(r× τ (r)) . k da =
∫
A

(k× r) . τ (r) da . Momento torcente

ovvero

Mt =
∫
A

[
τy(r)x− τx(r) y

]
da .

• La componente vettorialeMf sul piano della sezione trasversale `e il momento
flettente:

Mf =
∫
A

r× k σ da , Momento flettente

ed in termini di componenti

Mx =
∫
A

y σ(r) da , My = −
∫
A

x σ(r) da . Componenti del
momento flettente
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1.5. Relazioni costitutive

Si consideri il legame elastico isotropo lineare

ε =
1

2 G
σ − ν

E
(tr σ) I =

1 + ν

E
σ − ν

E
(tr σ) I .

sostituendo l’espresione dello stato tensionale allaSaint Venant

σ = σ k⊗ k + 2 sym(k⊗ τ ) ,

e notando che trσ = σ , si deduce la relazione

ε =
1 + ν

E

[
σ k⊗ k + 2 sym(k⊗ τ )

]
− ν

E
σ I =

=
1
E

σ (k⊗ k− ν Π) +
1
G

sym(k⊗ τ ) ,

dove Π = I− k⊗ k è il proiettore ortogonale sul piano della sezione trasversale.

Il tensore di deformazioneε è quindi somma di una componente assiale e di una
trasversale:

εa =
1
E

σ k⊗ k = εa k⊗ k ,

εt =
1
G

sym(k⊗ τ )− ν

E
σ Π = sym(k⊗ γ) + εt Π .

dove siè posto

εa =
1
E

σ , εt = −ν εa , γ =
1
G

τ .

Si decomponga ora il campo di spostamenti nella somma della componente assialew
e della componente trasversalev

u = w k + v con v . k = 0 ,

Allora, se il campo di deformazioneε è congruente con il campo di spostamenti
u = w k + v , si ha che {

σ = E εa = E w′ ,

εt = −ν εa = −ν w′ ,

ed essendoσ′′ = 0 , ne segue che

ε′′
a

= w′′′ = 0 ,

ε′′
t

= −ν w′′′ = 0 ,

γ ′ =
1
G

τ ′ = o ,

⇒ ε′′ = O .
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Si può quindi affermare che

• Il campo ε di dilatazioni elastiche delle fibre longitudinali allaSaint
Venant seè congruente varia con legge affine lungo l’asse della trave.

1.6. Programma della trattazione

Nel seguito si espone la trattazione del problema dell’equilibrio elastico di una
trave soggetta a

• sforzo normaleeflessione, torsione, taglio.

Il problema della torsione `e trattato in completa generalit`a analizzando sia il caso
semplice delle sezioni circolari ed a corona circolare che quello complesso delle
sezioni non circolari che richiedono la soluzione di problemi al contorno per
l’operatore diLaplace.

Nel caso di trave soggetta a taglio viene svolta la teoria approssimata di Jourawski
che, pur basata su sole considerazioni di equilibrio, fornisce una valutazione delle
tensioni tangenziali spesso adeguata ai fini applicativi.

E’ infine illustrata la teoria delle travi con parete sottile in presenza di taglio e
torsione ed `e introdotto il problema della torsione non uniforme.

2. SFORZO NORMALE E FLESSIONE

Si consideri il caso in cui le sollecitazioni sulle basi della trave siano equivalenti
ad uno sforzo normaleN e ad un momento flettenteMf .

La soluzione del problema dell’equilibrio elastico `e suggerita dalle seguenti ipotesi
sullo stato tensionale e deformativo della trave:

• La tensione sulle sezioni rette trasversali `e puramente normale, si assume
cioè che il tensore dello stato tensionale sia monoassiale con asse parallelo
all’asse geometricok della trave:

σ = σ k⊗ k .

• Le sezioni rette trasversali rimangono piane a deformazione avvenuta.
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- N k N k

M  f

-M  f

O

Fig. 2.1

Trave soggetta
a sforzo normale
e flessione

Tale ultima congettura va sotto il nome di

• principio di conservazione delle sezioni piane.

Il principio di conservazione delle sezioni piane equivale ad assumere che il diagramma
della dilatazioneε delle fibre longitudinali sia lineare, in ogni sezione retta.

Lo stato di deformazione `e triassiale con un dilatazione principale semplice asso-
ciata alla direzione dell’asse della trave ed un dilatazione principale doppia associata
alla giacitura trasversale.

Le ipotesi consentono di determinare in modo univoco lo stato tensionale e defor-
mativo in una trave soggetta a sforzo normale e flessione, anche in assenza di omogeneit`a
dei moduli di elastici diYoung delle fibre longitudinali del materiale.

Nel seguito si considera pertanto il caso generale in cui le singole fibre della
trave sono costituite da materiali elastici diversi, caso questo di grande rilevanza nelle
applicazioni.

• Ad ogni fibra compete dunque un valore del modulo diYoung.
Il rapporto diPoisson è assunto invece eguale per tutte le fibre.

Come vedremo nella sezione 2.7 (p. 406) questa ultima ipotesi `e essenziale
affinchè lo stato di deformazione sia congruente.

Nella teoria tecnica della travesi assume che le ipotesi statico-cinematiche poste
alla base della trattazione della flessione siano valide anche in presenza di elasticit`a
non omogenea. A tale impostazione si fa ricorso nella pratica tecnica nei casi in cui la
soluzione esatta non `e disponibile.

In tale caso i risultati, per essere attendibili, devono essere confortati da confronti
sperimentali.
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2.1. Equilibrio elastico

In virtù dell’assenza di tensioni tangenziali, la condizione differenziale d’equilibrio
in direzionek impone che il diagramma delle tensioni normaliσ si ripeta identicamente
in ogni sezione retta:

τ = o , div τ = −σ′ ⇒ σ′ = 0 .

La linearità del diagramma delle dilatazioniε si esprime scrivendo

ε(r) = g . r + εo ,

ovvero in termini di componenti

ε(x, y) = gx x + gy y + εo ,

essendogx e gy le componenti del gradienteg della dilatazione.

• La costanteεo è la dilatazione della fibra passante per l’origine del riferimento
e quindi anche delle fibre passanti per i punti dell’asse passante per l’origine ed
ortogonale al gradienteg .

• Il modulo del gradienteg misura la pendenza del diagramma delle dilatazioni.

• Il piano che contiene l’asse della trave deformata `e il piano di flessionee la
traccia sulla sezione retta `e l’asse di flessionef , parallelo al gradienteg .

• Il piano, parallelo all’asse della trave, su cui sono nulle le dilatazioni lineari
ε , e quindi anche le tensioni normaliσ , è il piano neutroe la traccia sulla
sezione retta `e l’asse neutron della flessione.

dmax

g

Οx

y

n

n

r
n*

n*

σο = Ε εο

σ(r ) = Ε ε(r )

σmax = Ε εmax
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Il gradienteg della dilatazione `e ortogonale all’asse neutron , diretto dalla parte
delle dilatazioni crescenti e di modulo

‖ g ‖ =
(εmax − εo)

dmax

La retta n∗ è la parallela all’asse neutro per l’origineO e dmax è la distanza dalla
retta n∗ dei punti della sezione nei quali si attinge la massima dilatazione.

Le tensioni normali sulle sezioni rette sono fornite dal legame elastico:

σ(r) = E (r) ε(r) = E(r) (g . r + εo) = E(x, y) (gx x + gy y + εo).

I valori di g ed εo vengono calcolati imponendo le condizioni di equilibrio alla
traslazione lungo l’asse della trave ed alla rotazione rispetto al poloO :

N =
∫
A

σ(r) da

Mf =
∫
A

r× σ(r)k da ⇐⇒ k×Mf =
∫
A

σ(r) r da ,

Condizioni di
equilibrio

Le condizioni di equilibrio impongono che la risultante ed il momento risultante rispetto
ad O della distribuzione delle tensioni normaliσ su ogni sezione trasversale siano
rispettivamente uguali aN ed aMf .

Esprimendo le tensioni normaliσ in termini delle dilatazioni mediante il legame elas-
tico, si ha che



N =
∫
A

σ(r) da =

( ∫
A

E r da

)
. g +

( ∫
A

E da

)
εo ,

k×Mf =
∫
A

rσ(r) da =

( ∫
A

E r⊗ r da

)
g +

( ∫
A

E r da

)
εo .

I momenti di ordine0, 1, 2 della distribuzione dei moduli elastici sono dati da
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A(E) =
∫
A

E da Area elastica (momento di ordine0 )

SO(E) =
∫
A

E r da Momento statico elastico (momento di ordine1 )

JO(E) =
∫
A

E r⊗ r da Momento d’inerzia elastico (momento di ordine2 )

le cui componenti sono

Sx(E) =
∫
A

E x da Sy(E) =
∫
A

E y da

Jx(E) =
∫
A

E x
2
dA Jy(E) =

∫
A

E y
2 da Jxy(E) =

∫
A

E x y da .

Le condizioni di equilibrio si scrivono quindi N = SO(E) . g + A(E) εo ,

k×Mf = JO(E) g + SO(E) εo .

Si osservi che

• Il prodotto vettoriale dik per un vettorea ad esso ortogonale, e cio`e parallelo
ai piani delle sezioni, fornisce il vettorek×a ortogonale all’asse della trave
e ruotato rispetto ada di π/2 in senso antiorario secondo un osservatore
disposto lungok .

Tale considerazione si pu`o dunque applicare al vettore momento flettenteMf ed
al vettore posizioner nel piano della sezione.

Si denoti quindi conR il tensore che effettua la rotazione antioraria diπ/2 nel
piano della sezione retta. La matrice ad esso associata rispetto alla base{i, j} è:

[R ] =

 0 −1

1 0

 .
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Considerandok×Mf e k× r quali vettori bidimensionali appartenenti al piano
della sezione retta, si pu`o scrivere:

k× r = Rr , k×Mf = RMf ,

In termini di componenti si ha dunque:[
k ×Mf

]
=

[
R Mf

]
=

∣∣∣∣∣−My

Mx

∣∣∣∣∣ [k × r] = [Rr] =

∣∣∣∣∣−y

x

∣∣∣∣∣ .

x

y

x

y

O k

π__
2

π__
2M f

k   M f
k   M f

M f
O

i j

k

Fig. 2.2

Le condizioni di equilibrio si scrivono quindi in termini di componenti
N = gx Sx(E) + gy Sy(E) + εo A(E) ,

−My = gx Jx(E) + gy Jy(E) + εo Sx(E) ,

Mx = gx Jxy(E) + gy Jy(E) + εo Sy(E) ,

ovvero in termini matriciali
A(E) Sx(E) Sy(E)

Sx(E) Jx(E) Jxy(E)

Sy(E) Jxy(E) Jy(E)


∣∣∣∣∣∣∣
εo

gx

gy

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
N

−My

Mx

∣∣∣∣∣∣∣ .

La matrice dei coefficienti `e la matrice diGram dei monomi scalari indipendenti
1, x, y rispetto al prodotto interno inL2(Ω)

A(E) Sx(E) Sy(E)

Sx(E) Jx(E) Jxy(E)

Sy(E) Jxy(E) Jy(E)

 =
∫
Ω

E


1 x y

x x2 xy

y xy y2

 da ,

La matrice diGram è simmetrica e definita positiva e quindi il sistema lineare ammette
un’unica soluzione per ogni termine noto.
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Il centro elasticoobaricentro elasticoG della sezione della trave `e per definizione
il punto che ha per posizione la media ponderale delle posizioni pesate con il mo-
dulo elastico delle fibre longitudinali. Il baricentro elastico `e pertanto individuato
dal vettore

rG =
SO(E)
A(E)

,

di componenti

xG =
Sx(E)
A(E)

, yG =
Sy(E)
A(E)

.

La soluzione del sistema lineare si conduce pi`u convenientemente assumendo l’origine
del riferimento coincidente col centro elastico poich´e in tal caso si annulla il vettore
momento statico elasticoSO(E) .

Rispetto alla nuova origineG il momento flettente diventa

MGf = Mf − rG × (N k) .

Indicando conJG il tensore momento d’inerzia elastico rispetto al centro elastico
e conJGx, JGy, JGxy le sue componenti, il sistema si disaccoppia riducendosi a

 N = A(E) εo

k×MGf = JG(E) g
⇐⇒


N = A(E)εo

−MGy = gxJGx(E) + gyJGxy(E)

MGx = gxJGxy(E) + gyJGy(E)

ovvero in termini matriciali
A(E) 0 0

0 JGx(E) JGxy(E)

0 JGxy(E) JGy(E)


∣∣∣∣∣∣∣
εo

gx

gy

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
N

−MGy

MGx

∣∣∣∣∣∣∣ .

I parametriεo e g si ricavano dunque dalle relazioni

εo =
N

A(E)
, g = J−1

G
(E) (k×MGf ) .

Si osservi che l’area elastica A(E) è positiva ed il momento d’inerzia elasticoJO(E)
è definito positivo. Il tensore d’inerzia elastica, essendo definito positivo `e invertibile.

• Il tensore inversoJ−1
G

(E) è detto tensore di deformabilit̀a flessionale della
sezione.

Le dilatazioni e le tensioni normali sono fornite dalle formule
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ε(r) =
N

A(E)
+

[
J−1

G
(E) (k×MGf )

]
. r ,

σ(r) = E(r)
N

A(E)
+ E(r)

[
J−1

G
(E) (k×MGf )

]
. r .

Se gli assix e y del riferimento sono assi principali per il tensore d’inerzia elastico
della sezione, il prodotto d’inerziaJGxy(E) si annulla.

Le equazioni di equilibrio risultano quindi completamente disaccoppiate e si ha
−MGy = gx JGx(E)

MGx = gy JGy(E)

N = εo A(E)

⇐⇒


JGx(E) 0 0

0 JGy(E) 0

0 0 A(E)


∣∣∣∣∣∣∣
gx

gy

εo

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
−MGy

MGx

N

∣∣∣∣∣∣∣ .

La dilatazione delle fibre longitudinali ha quindi l’espressione semplificata

ε(x, y) =
N

A(E)
−

MGy

JGx(E)
x +

MGx

JGy(E)
y ,

e le tensioni normali sono date da

σ(x, y) = E

(
N

A(E)
−

MGy

JGx(E)
x +

MGx

JGy(E)
y

)
.

Formula trinomia
di Navier

Nella figura seguente sono riportati i diagrammi tipici della dilatazione longitudi-
nale e della tensione normale per una trave inflessa in cui sono presenti fibre longitudinali
con diverso modulo elastico.

ε σ
Ε1

Ε2

Ε2 > Ε1

n
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2.2. Gli assi della flessione e le relazioni di coniugio

Il piano passante per il baricentro elastico della sezione ed ortogonale al vettore
assialeMGf del momento flettente `e il piano di sollecitazione. La sua traccias
sulla sezione retta `e l’asse di sollecitazione.

x

y

G

x
y

G k

s

s

π__
2

MGf

k   MGf
k   MGf

MGf
i j

k

Fig. 2.3

Il piano, parallelo all’asse della trave, su cui sono nulle le dilatazioni lineariε , e
quindi anche le tensioni normaliσ , è il piano neutroe la sua traccia sulla sezione
rettaè l’asse neutron della flessione, definito dall’equazione:

N

A(E)
+

[
J−1

G
(E) (k×MGf )

]
. r = 0

L’asse neutron è ortogonale al gradienteg della dilatazione

x

y

G

x

y

G

n

π__
2

k

g g
π__
2

piano neutro

i j

k

Fig. 2.4
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Dalla relazionek×MGf = JG(E)g si evince che

(k×MGf ) . MGf = (JG(E)g) . MGf = o ,

(k×MGf ) . g = (JG(E)g) . g ≥ 0 .

• La prima condizione stabilisce che le direzioni del gradienteg delle dilatazioni
longitudinali e del vettore assialeMGf del momento flettente sono coniugate
rispetto all’ellisse centrale d’inerzia elastica della sezione che ha equazione (vedi
sezione IX.2.1 (p. 357)):

(JG(E) r) . r =
detJG(E)

A(E)
.

• La seconda condizione mostra che il gradiente delle dilatazionig ha componente
positiva nella direzione del vettorek×MGf .

Per definizione l’asse di sollecitazione e l’asse neutro sono rispettivamente ortogonali ai
vettori MGf e g e l’ellisse diCulmann è ruotata diπ/2 rispetto all’ellisse d’inerzia.
Ne segue che

• Nella flessione l’asse di sollecitazione e l’asse neutro sono diametri coniugati
dell’ellisse diCulmann della sezione trasversale.

2.3. Flessione semplice

Se lo sforzo normaleN è nullo, la sollecitazione `e detta diflessione semplice.
L’asse neutro passa allora per il baricentro elasticoG della sezione retta.

Ponendo l’origine inG e scegliendo gli assix e y principali d’inerzia, si ha che
la dilatazione delle fibre longitudinali ha l’espressione

ε(x, y) = −
MGy

JGx(E)
x +

MGx

JGy(E)
y ,

e le tensioni normali

σ(x, y) = E

(
−

MGy

JGx(E)
x +

MGx

JGy(E)
y

)
.
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� Flessione retta
Si haflessione rettase il momento flettente ha la direzione di un asse principale d’inerzia
elastica della sezione. In tal caso infatti, assumendo l’asse delley quale asse di flessione
risulta

ε(y) =
MGx

JGy(E)
y , σ(y) = E

MGx

JGy(E)
y.

y

G

k   MGf

MGf

s f

xn

+

-

ε

Fig. 2.5

Flessione retta

L’asse neutro coincide quindi con l’assex e risulta ortogonale all’asse di sollecitazione.

� Flessione deviata
Nel caso in cui il momento flettente non ha la direzione di un asse principale d’inerzia,
l’asse di flessionef e l’asse di sollecitaziones non coincidono.

La sollecitazione `e allora detta diflessione deviataper sottolineare il fatto che
l’asse della trave si inflette in un piano inclinato rispetto a quello di sollecitazione.

x

y

G

s

k   MGf

MGf

n

g

f

Fig. 2.6

Flessione deviata
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2.4. Sforzo normale centrato

La sollecitazione `e detta disforzo normale centratose lo sforzo normaleN è
diverso da zero ed il momento risultanteMGf rispetto al baricentro `e nullo.

La sollecitazione `e di trazione o di compressione a seconda cheN sia positivo o
negativo.

La dilatazione delle fibre longitudinali della trave `e costante e pari a

ε =
N

A(E)
,

mentre quella delle fibre trasversali vale

εt = − νN

A(E)
.

La tensione normale `e proporzionale al modulo elastico

σ(r) =
E(r)N
A(E)

.

2.5. Sforzo normale eccentrico

Si ha una sollecitazione disforzo normale eccentricoo flessione compostaquando
sia lo sforzo normaleN che il momento flettenteMGf sono diversi da zero.

La sollecitazione viene detta ditensoflessionese N > 0 e pressoflessionese
N < 0 .

L’asse centrale della sollecitazione `e parallelo all’asse della trave. La sua inter-
sezioneC con il piano della sezione `e dettacentro di sollecitazione.

Se rC è il vettore posizione diC rispetto al centro elasticoGE della sezione, il
vettore momento risultante rispetto aC è dato da:

MCf = MGf − rC ×N k ,

e dunque, imponendo cheMC = o si ottiene

rC × k =
MGf

N
.
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-N k  N kG
rC

MGf

C

G

C

x

y
x

y

s

sπ__
2

-MGf

MGf
rC

π__
2

Fig. 2.7

Premoltiplicando vettorialmente perk si ricava l’espressione del vettore posizione
rC del centro di sollecitazione

rC =
k×MGf

N
=

RMGf

N
,

Posizione del
centro di sollecitazione
rispetto al centro elastico

che, scritta in componenti, fornisce


xC = −

MGy

N
,

yC =
MGx

N
.

Coordinate del
centro di sollecitazione

La distanza‖ rC ‖ tra C e il centro elasticoG è dettaeccentricit̀a.

Dall’espressione del vettore posizionerC del centro di sollecitazione:

N rC = k×MGf ,

si deducono le seguenti formule per le dilatazioni longitudinali e le tensioni normali
sulla sezione trasversale

ε(r) =
N

A(E)
+

[
J−1

G
(E)N rC

]
· r ,

σ(r) = E(r)
[ N

A(E)
+

[
J−1

G
(E) NrC

]
. r

]
,
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che in termini di componenti si scrivono

ε(x, y) =
N

A(E)
( 1 +

xC

ρ2
x

x +
yC

ρ2
y

y ),

σ(x, y) =
E N

A(E)
( 1 +

xC

ρ2
x

x +
yC

ρ2
y

y ).

L’asse neutron della flessione composta `e dunque definito dall’equazione

1 +
xC

ρ2
x

x +
yC

ρ2
y

y = 0 . Equazione dell’asse neutro
nella flessione composta

Si consideri ora una origineO posta sull’asse neutro ed il versore del gradiente delle
dilatazioni

n =
g

‖g ‖ ,

che per definizione risulta ortogonale all’asse neutro. Le tensioni normali sono pro-
porzionali alla proiezione sun del raggio vettorer , misurato a partire daO .

La posizione del centro di solecitazione rispetto adO e definita dalla condizione

MCf = MOf − rC ×N k = o ,

equivalente a
k×MCf = k×MOf −N rC = o ,

che esplicitamente si scrive∫
A

(r . n) r da− rC

∫
A

(r . n) da = o .

Dunque risulta

rC =
JO n
SO

. n
.

Richiamando la trattazione svolta nella sezione IX.2.3 (p. 361) si conclude allora che

• Nella flessione composta il centro di sollecitazione e l’asse neutro si cor-
rispondono come antipolo ed polare rispetto alla ellisse diCulmann della
sezione trasversale.
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Pertanto se l’asse neutron trasla fino a diventare baricentrico, il suo centro relativo
C diventa un punto improprio del piano.
Viceversa, il centro relativoC corrispondente alla retta impropria `e il baricentroG .

Dalla relazione di antipolarit`a che sussiste tra il centro di sollecitazioneC e l’asse
neutro n consegue che l’asse neutro `e esterno, tangente o secante la sezione retta in
funzione della posizione del centro di sollecitazione rispetto al nocciolo centrale di
inerzia (sezione IX.24 (p. 367)).

In particolare, se il centro di sollecitazioneC è interno al nocciolo centrale di
inerzia, l’asse neutron non seca la sezione retta. Le tensioni normali sono in tal caso
tutte di compressione o tutte di trazione.

Viceversa se il centro di sollecitazione `e esterno al nocciolo centrale di inerzia
l’asse neutro seca la sezione retta, e le tensioni presentano un diagramma a farfalla.

2.6. Le sezioni omogenee

Nel caso in cui le fibre longitudinali della trave sono caratterizzate da un unico
modulo diYoung il diagramma della tensione normale `e proporzionale a quello della
dilatazione e quindi ha un andamento lineare.

ε(r) =
N

AE
+

[
(E JG)−1 (k×MGf )

]
. r ,

σ(r) =
N

A
+

[
J−1

G
(k×MGf )

]
. r ,

Trave elasticamente
omogenea

Avendo indicato conJG il tensore centrale d’inerzia geometricadella sezione valutato
rispetto al centro elasticoG (vedi sezione IX.1.3 (p. 354))

JG =
∫
A

r⊗ r da ,

le cui componenti sono

JGx =
∫
A

x
2 da , JGy =

∫
A

y
2 da , JGxy =

∫
A

x y da ,

nel riferimento principale d’inerzia le dilatazioni e le tensioni normali in termini di
componenti hanno l’espressione

ε(x, y) =
N

EA
−

MGy

EJGx

x +
MGx

EJGy

y ,

σ(x, y) =
N

A
−

MGy

JGx

x +
MGx

JGy

y .



404 2 – SFORZO NORMALE E FLESSIONE

Si noti che la tensione normale della fibra centrale `e pari al valore medioN/A .
Le sollecitazioni analizzate precedentemente per il caso non omogeneo, si specializ-
zano:

ε(x, y) =
N

EA
( 1 +

xC

ρ2
x

x +
yC

ρ2
y

y ),

σ(x, y) =
N

A
( 1 +

xC

ρ2
x

x +
yC

ρ2
y

y ).
Sforzo normale eccentrico

σ =
N

A
, ε =

N

EA
Sforzo normale centrato

ε(x, y) = −
MGy

EJGx

x +
MGx

EJGy

y ,

σ(x, y) = −
MGy

JGx

x +
MGx

JGy

y ,

Flessione deviata

Se l’asse dellex è l’asse neutro e quindi l’asse delley è l’asse di flessione, risulta

ε(y) =
MGx

EJGy

y , σ(y) =
MGx

JGy

y . Flessione retta

Il modulo di resistenza a flessioneWGy della sezione nella direzioney è definito
dal rapporto

WGy : =
JGy

ymax
, Modulo di

resistenza a flessione

Il valore massimoσmax della tensione normale `e quindi dato da

σmax =
MGx

WGy

.
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Ecco un quadro riassuntivo di quanto illustrato finora.

SEZIONI OMOGENEE

Sforzo normale eccentrico(N = 0, rC = o )

ε(x, y) =
N

EA
( 1 +

xC

ρ2
x

x +
yC

ρ2
y

y ),

σ(x, y) =
N

A
( 1 +

xC

ρ2
x

x +
yC

ρ2
y

y ).

Sforzo normale centrato(N = 0, MGf = O )

ε =
N

EA

σ =
N

A

Flessione semplice(N = 0, MGf = O )

•Flessione deviata

ε(x, y) = −
MGy

EJGx

x +
MGx

EJGy

y ,

σ(x, y) = −
MGy

JGx

x +
MGx

JGy

y ,

•Flessione retta

x asse neutro

y asse di sollecitazione

ε(y) =
MGx

EJGy

y ,

σ(y) =
MGx

JGy

y ,
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2.7. Il campo di spostamenti

Si assuma che la trave sia elasticamente omogenea o, pi`u in generale, che

• il modulo E di Young delle fibre longitudinali sia variabile da fibra a fibra,

• il rapporto ν di Poisson sia eguale per tutte le fibre.

Le dilatazioni longitudinaliε variano secondo la legge lineare

ε(r) = g . r + εo ,

e le fibre trasversali si contraggono con un coefficiente di proporzionalit`a fornito dal
rapporto diPoisson

εt = −ν ε .

Il tensore simmetrico della deformazione linearizzata `e dunque pari a

ε(r) = −ν (g . r + εo)Π + (g . r + εo) (k⊗ k) ,

e la relativa matrice rappresentativa nel riferimento{O, i, j,k} è

[ ε ] =


−ν (g . r + εo) 0 0

0 −ν (g . r + εo) 0

0 0 g . r + εo

 .

E’ possibile allora dimostrare che l’ipotesi statico-cinematica, posta alla base della
trattazione, genera un campo congruente di deformazioni tangenti nella trave.

A tal fine si noti preliminarmente che

• il rotore del tensore di deformazioneε è definito dall’identità

( rotε)T [a ] : = rot(εa) ∀a ∈ V3 ⇐⇒
[

rotε(x)
]
ij

= εjksεis/k ,

e vale l’identità vettoriale

rot(f v) = ( gradf)× v + f rotv .

Essendo rota = o in quanto il campo vettorialea è costante, risulta quindi

rot(εa) = rot

[
−ν (g . r + εo)Πa + (g . r + εo) (k⊗ k)a

]
=

= −ν grad(g . r + εo)× (Πa) + grad(g . r + εo)×
[
(k⊗ k)a

]
=

= −ν g × (Πa) + g ×
[
(k⊗ k)a

]
.
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Essendo poig ×Πa =
[
(Rg) . (Πa)

]
k =

[
k⊗ (Rg)

]
[a ] ,

g × (k⊗ k)a = −(Rg)(k . a) = −
[
(Rg)⊗ k

]
[a ] ,

si ha che
rot(εa) = −ν

[
k⊗ (Rg)

]
[a ]−

[
(Rg)⊗ k

]
[a ] .

e dunque

( rotε)T = −ν (k⊗Rg)− (Rg)⊗ k ,

che in forma matriciale si scrive

[
( rotε)T

]
= −


0 0 gy

0 0 −gx

ν gy −ν gx 0

 =

 O −Rg

−ν (Rg)T 0

 .

• La condizione differenziale di congruenza

rot( rotε)T = O ,

è banalmente soddisfatta in quanto( rotε)T è costante, tali essendo il rap-
porto diPoisson ν ed il gradienteg del campo di dilatazioni.

Il campo di spostamenti della trave pu`o allora essere calcolato, a meno di un
cinematismo rigido addizionale, mediante la formula diCesàro:

u(x) =

x∫
o

ε(ξ) [ dξ ] +

x∫
o

(ξ − x)× ( rotε(ξ))T [ dξ ] ,

Integrando lungo il raggio vettorex = z k + r si ha

ξ = λx , dξ = x dλ , λ ∈ [ 0, 1 ] .

e dunque

u(x) =

1∫
0

ε(λx)[x ] dλ +

1∫
0

(λ− 1)x× ( rotε)T [x ] dλ =

=

1∫
0

ε(λx)[x ] dλ +
( 1∫

0

(λ− 1) dλ

) (
x× ( rotε)T [x ]

)
.
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Ora risulta
1∫

0

(λ− 1) dλ = −1
2

,

per cui l’espressione dello spostamento si pu`o scrivere

u(x) =

1∫
0

ε(λx)[x ] dλ− 1
2

(
x× ( rotε)T [x ]

)
.

Risulta inoltre

ε(λx) = ε(λ r) ,

1∫
0

λ dλ =
1
2

,

ε(λ r)[x ] =− ν (λg . r + εo) r + z (λg . r + εo)k =

− ν
[
λ (r⊗ r)g + εo r

]
+ z (λg . r + εo)k .

Dunque integrando si ottiene

1∫
0

ε(λx)[x ] dλ = −ν

[
1
2
(r⊗ r) [g ] + εo r

]
+

1
2

(g . r) z k + εo z k .

Si osservi quindi che

( rotε)T [x ] = −z Rg − ν (Rg . r)k ,

x× ( rotε)T [x ] =− z2 k×Rg − z r×Rg − ν r× (Rg . r)k =

=− z2 g − z (g . r)k + ν (Rg . r)Rr =

=− z2 g − z (g . r)k− ν (Rr⊗Rr) [g ] .
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In definitiva il campo di spostamenti ha l’espressione

u(x) = (g . r + εo) z k + ν
1
2
(
Rr⊗Rr− r⊗ r

)
[g ]− 1

2
z2 g − ν εo r .

In termini di componenti si ha

[ r ] =

∣∣∣∣∣ x

y

∣∣∣∣∣ , [Rr] =

∣∣∣∣∣−y

x

∣∣∣∣∣ ,

per cui risulta

[ r ⊗ r] =

[
x2 xy

xy y2

]
, [Rr⊗Rr] =

[
y2 −xy

−xy x2

]
,

e le componenti dello spostamento valgono



ux = −ν

[
gx

2
(x2 − y

2) + gy x y + εo x

]
− gx

2
z

2
,

uy = − ν

[
gy

2
(y2 − x

2) + gx x y + εo y

]
−

gy

2
z

2
,

uz = (gx x + gy y + εo) z .

Comeè stato osservato, la validit`a della formula diCesàro 35 richiede che il
campo di deformazioni sia internamente congruente.

Ora il tensore simmetrico di deformazione

ε(r) = −ν (g . r + εo)Π + (g . r + εo) (k⊗ k) ,

varia con legge affine nella generica sezione trasversale. E’ pertanto possibile estendere
la sua definizione a tutto il piano trasversale in modo univoco.

Essendo quindi( rotε)T costante, si pu`o concludere che la condizione differen-
ziale di congruenza

rot( rotε)T = O ,

è soddisfatta indipendentemente dal fatto che la sezione trasversale della trave sia sem-
plicemente o molteplicemente connessa.

35 Ernesto Cesàro (1859-1906). Professore all’Universit`a di Napoli, ha dato notevoli contributi
all’analisi matematica.
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Osservazione 2.1.All’espressione del campo di spostamenti si pu`o anche pervenire
integrando prima lungo la direzione dell’asse della trave e quindi in direzione trasversale.

Bisogna in tal caso far ricorso all’espressione della formula diCesàro relativa a
curve non regolari dedotta in [25], sezione I.10.2 (p. 109).

A meno di uno spostamento rigido infinitesimo il campo di spostamenti `e dato da

u(x) =
n∑

i=0

xi+1∫
xi

ε(ξ) [ dξ ] +
n∑

i=0

xi+1∫
xi

(ξ − xi+1)×
[
( rotε(ξ))T [ dξ ]

]
+

+
n∑

i=1

xi∫
x0

(( rotε(ξ))T [ dξ ]× (xi+1 − xi) .

dove xo e x = xn+1 sono i punti di estremit`a del percorso di integrazione exi , i =
1, . . . , n sono i punti singolari. Adottando un percoso assiale-trasversale si ha

xo = o , x1 = z k , x2 = z k + r = x .

Integrando lungo l’asse della trave risulta

ξ = λ z k , dξ = z k dλ , ξ − x1 = (λ− 1) z k , λ ∈ [ 0, 1 ] .

e la formula diCesàro fornisce l’espressione dello spostamento dell’asse

u(z k) =

1∫
0

ε(λ z k) [ z k ] dλ +

1∫
0

(λ− 1) z k×
[
( rotε)T [ z k ]

]
dλ =

= εo z k− 1
2

z2 g .

Integrando lungo la direzione trasversale all’ascissaz risulta

ξ = z k + λ r , dξ = r dλ , ξ − x2 = (λ− 1) r , λ ∈ [ 0, 1 ] .

e la formula diCesàro fornisce l’espressione

u(x)−u(z k) =

1∫
0

ε(λ r) [ r ] dλ +

1∫
0

(λ− 1) r×
[
( rotε)T [ r ]

]
dλ +

+

1∫
0

( rotε)T [ z k ] dλ× r =

=− ν

[
1
2
(r⊗ r) [g ] + εo r

]
+ ν

1
2

(Rr⊗Rr) [g ] + (g . r) z k .

Sommando si ottiene l’espressione del campo di spostamenti.
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2.8. La linea elastica

Il campo di spostamenti della trave soggetta a sforzo normale e flessione si pu`o
decomporre in due aliquote. Ponendox = z k+r si considerano infatti le componenti

• unospostamento assiale

ua(x) = (g . r + εo) z k ,

• unospostamento trasversale

ut(x) = ν
1
2
(
Rr⊗Rr− r⊗ r

)
[g ]− 1

2
z2 g − ν εo r .

In particolare la linea d’asse della trave inflessa subisce uno spostamento trasversale
che varia con legge parabolica

ut(z) = −1
2
z2 g .

L’asse della trave deformata `e contenuto quindi nel piano individuato dall’asse della
trave indeformata e dall’asse di flessione. Quest’ultimo infatti ha la direzione del vettore
g gradiente delle dilatazioni delle fibre longitudinali.

Si denoti conω(x) = rot u(x) la vorticità e cioè il vettore assiale che descrive
l’atto di rotazione delle fibre della trave. Poich`e il campo di deformazioni `e congruente,
risulta (vedi [25], proposizione I.10.1 (p. 104))

gradω = ( rotε)T .

Dunque gradω = −(Rg)⊗ k− ν k⊗ (Rg) è costante e la vorticit`a, a meno di un
termine additivo costante, `e pari a

ω(x) = −
[
(Rg)⊗ k

]
[x ]− ν

[
k⊗ (Rg)

]
[x ] =

= − z Rg − ν (Rg . r)k .

• La componente trasversale della vorticit`a −z Rg misura la rotazione infinitesima
delle fibre trasversali nel piano di inflessione.

• Il gradiente rispetto az della vorticità misura la rapidit`a con cui la rotazione
flessionale delle sezioni trasversali varia lungo l’asse della trave e fornisce pertanto
l’espressione dellacurvatura flessionaledella trave.
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Il vettore assialeχ della curvatura flessionale `e quindi dato da

χ = −Rg .

Essendou′′
t
(z) = −g , la curvatura flessionaleχ si può esprimere in termini dello

spostamento trasversale

χ = −Rg = Ru′′
t
(z) .

Il modulo della curvatura flessionaleχ è pertanto pari a quello della derivata seconda
dello spostamento trasversale valutata lungo l’asse della trave.

Il piano neutro a seguito della deformazione si trasforma in una superficie a doppia
curvatura. Infatti

• le fibre longitudinali si inflettono nel pianog−k , individuato dal gradiente delle
dilatazioni longitudinali e dall’asse della trave, con curvatura pari a‖g ‖ .

• le fibre trasversali parallele all’asse neutro si inflettono, nel piano della sezione
retta, con curvatura pari aν ‖g ‖ .

Osservazione 2.2.Se la trave `e molto allungata rispetto alle dimensioni trasversali,
alloraè possibile che le formule della trattazione linearizzata comportino rotazioni non
piccole delle sezioni trasversali anche in presenza di dilatazioni longitudinali molto
esigue, e ci`o per la differenza tra i moduli massimi diz e r . In tal caso `e necessario
trattare il problema della flessione con una analisi geometricamente non lineare che
tenga conto del cambiamento finito di configurazione.

2.8.1. La linea elastica nel caso di flessione retta

Nel caso della flessione retta, con asse di sollecitazione coincidente con l’assey
e l’origine nel baricentro, il campo degli spostamenti della trave assume, a meno di uno
spostamento rigido, la seguente espressione

ux = −ν
MGx

JGy(E)
x y

uy = − MGx

2JGy(E)
[
ν (y2 − x

2) + z
2]

uz =
MGx

JGy(E)
y z

I punti dell’asse neutro subiscono spostamenti solo in direzione dell’assey . Essendo
infatti y = 0 si ha che

ux = uz = 0 uy =
MGx

2JGy(E)
(ν x2 − z

2) .
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La curvaturaχ dell’asse della trave `e data da:

χ = −u′′
y

=
MGx

JGy(E)
Relazione momento flettente-curvatura

dove l’apice indica la derivazione rispetto az .
La relazione

ε = (k× φ′) . r = −u′′ . r ,

essendou′′
x

= 0 , fornisce la seguente espressione della dilatazioneε in funzione della
curvatura:

ε = χ y Dilatazione in funzione
della curvatura

z x

y

JGx(E)

MGx
R =

JGx(E)

ν MGx
R’ =

Fig. 2.8

La curvatura trasversaleχt dell’asse neutro, essendoy = 0 e z = cost , ha
l’espressione

χt =
∂

2
uy

∂x2 = ν
MGx

JGy(E)
= ν χ Curvatura dell’asse neutro
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E’ da osservare che tali espressioni della curvatura sono approssimate nello spirito
della teoria lineare infinitesima dell’elasticit`a.

L’espressione esatta della curvatura longitudinaleχ dell’asse della trave `e data
dalla formula

χ =
1
ρ

= −
u′′

y[
1 + (u′

y
)2

]3/2 . Espressione esatta
della curvatura

Per la dimostrazione si veda il Tomo I sezione IV.3.1.1 (p. 389).
Nell’ipotesi di validità della teoria linearizzata risulta|uy

′ | << 1 e si ha pertanto
che χ " −uy

′′.

2.9. Materiali non resistenti a trazione

Nelle applicazioni `e di grande interesse determinare le tensioni normali da sforzo
normale e flessione in travi in cui il modulo di elasticit`a di Young del materiale `e
diverso a trazione ed a compressione (vedi fig. 2.9).

In particolare nel calcolo delle travi in conglomerato armato si assume conven-
zionalmente che il modulo a trazione sia nullo. Si dice allora che il materiale `e privo
di resistenza a trazione

Per materiali con moduli diversi a trazione ed a compressione la soluzione del
problema delle flessione composta deve essere perseguita per via iterativa in quanto
la determinazione delle propriet`a di inerzia elastica dipendono dalla conoscenza delle
tensioni normali (per distinguere i comportamenti a trazione ed a compressione ) e la
determinazione delle tensioni normali richiede a sua volta di determinare delle propriet`a
di inerzia elastica.

Si tratta dunque di un problema non lineare la cui soluzione pu`o essere perseguita
in completa generalit`a facendo ricorso ad un semplice ma brillante metodo iterativo
ideato nei primi anni 1970 dal prof.Manfredi Romano 36 [20].

L’algoritmo, che si presta naturalmente ad una implementazione in un codice di
calcolo automatico, consiste nei seguenti passi.

• Si considera l’intera sezione trasversale dotata del modulo elastico maggiore tra
quelli a trazione ed a compressione e si valutano le dilatazioni e le tensioni normali.

• Si suddivide la sezione in due parti, quella in cui le fibre sono dilatate e quella
in cui sono contratte, attribuendo a ciascuna di esse il modulo che `e di rispettiva
competenza.

36 Manfredi Romano (1941-1988). Ingegnere elettronico a Napoli e professore di Scienza delle
Costruzioni a Napoli ed a Catania, brillante studioso di ingegneria delle strutture.
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• Si valutano le dilatazioni e le tensioni normali sulla sezione con i moduli modificati.

• Si calcolano il risultante ed il momento risultante delle tensioni normali rispetto ad
un polo di riferimento. Il confronto con lo sforzo normale ed il momento flettente
della sollecitazione fornisce l’errore nell’equilibrio.

• Se l’erroreè superiore ad una prefissata soglia di accettabilit`a si ripete la procedura
dal secondo passo, altrimenti si termina fornendo i risultati.

Le proprietà di convergenza dell’algoritmo sono brillanti. Per una sezione di forma
arbitraria la procedura richiede non pi`u di una decina di passi di iterazione anche
con una richiesta di precisione dell’ordine dell’uno per mille sulle caratteristiche della
sollecitazione. Si riportano due esempi di soluzioni di sezioni non resistenti a trazione
soggette a pressoflessione deviata. L’algoritmo di verifica e di restituzione grafica `e stato
implementato dall’autore con il programmaMathematica di Stephen Wolfram.
Il primo esempio (figg. 2.9, 2.10) si riferisce ad una sezione quadrata cava in cemento
armato, mentre il secondo (figg. 2.11, 2.12) `e relativo ad una sezione di forma a T con
due fori rettangolari e priva di armatura metallica. Nel primo esempio la convergenza
è raggiunta in5 passi, nel secondo in9 passi.

Fig. 2.9 sezione totale Fig. 2.10 sezione parzializzata

Fig. 2.11 sezione totale Fig. 2.12 sezione parzializzata
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3. LA SOLLECITAZIONE DI TORSIONE

Una traveè soggetta atorsionese le forze agenti sulle basi terminali sono equi-
valenti a due coppie uguali ed opposte e con vettore assiale del momento risultante
parallelo all’asse della trave.

z-M t M t

x
y

Fig. 3.1

La sollecitazione
di torsione

La trattazione del problema dell’equilibrio elastico della trave soggetta a torsione
viene svolta nell’ipotesi che il materiale elastico sia omogeneo ed isotropo.

• La soluzione pu`o essere ottenuta assumendo che le sezioni rette subiscano una
rotazione rigidanel proprio piano.

Si denoter`a con θ(z) l’ampiezza della rotazione della sezione all’ascissaz , assunta
positiva se antioraria rispetto al versore dell’asse della trave.

• La derivata θ′(z) della rotazione della sezione rispetto all’ascissaz è la
curvatura torsionaleo angolo specifico di torsione.

M t

θ(0) = 0

θ′(z)

z

z

Fig. 3.2

Si assume che la curvatura torsionale sia
costante e quindi pari alla rotazione relativa
tra due sezioni a distanza unitaria.

Con questa ipotesi, ponendoθ(0) = 0, cioè
a meno di un’inessenziale rotazione rigida, si
ha che

θ(z) = θ′ z .
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Le ipotesi alla base della trattazione possono sintetizzarsi come segue.

• Le sezioni rette ruotano rigidamente nel proprio piano.

• La curvatura torsionale `e costante.

Il primo esempio di soluzione del problema dell’equilibrio elastico della trave
soggetta a torsione `e dovuto aCoulomb 37 ed è relativa al caso di sezioni circolari
(compatte o tubolari).

3.1. La sezione circolare e a corona circolare

La soluzione `e suggerita dall’ipotesi che la trave si deformi in modo tale che le
sezioni rette subiscono una rotazione rigida attorno nel proprio piano, senza ingobbarsi.

Si indichi allora conR il tensore ortogonale che ruota ogni vettore del piano della
sezione diπ/2 in senso antiorario:

R =

 0 −1

1 0

 ,

e si scelga l’origineO del riferimento levogiro coincidente col centro della sezione.
Si osservi poi che la rotazioneR è emisimmetrica e pertanto valgono le relazioni

R = −RT = −R−1 , detR = 1 .

37 Charles Augustin de Coulomb (1736-1806). Nato ad Angoulême in Languedoc da famiglia
benestante ebbe un’ottima educazione prima nella citt`a natale e poi a Parigi. Nel 1970 entr`o nell’Ecole du
Génie a Mézières e dopo circa due anni divenne luogotenente del Corpo del Genio Militare. Dal 1764 al 1772
fu impegnato nella Martinique (indie orientali) nella costruzione del forte Bourbon. Questa esperienza fu
importante per la formazione diCoulomb ma gli procurò seri malanni di cui egli soffr`ı per il resto della vita.
Nel 1773, tornato in Francia a Bouchain, present`o all’Académie des Sciences di Parigi il primo lavoro dal
titolo Essai sur une application des règles, de maximis et minimisà quelques problèmes de statique, relatifsà
l’architecturein cui studiava con i metodi del calcolo delle variazioni l’influenza dell’attrito e della coesione
in problemi di statica. Nel 1777 sottopose all’Accademia un altro famoso lavoro sulla bussola magnetica in
cui affrontò e risolse il problema della torsione di cilindri sottili e mostr`o come la bilancia torsionale consenta
di misurare le forze con grande precisione. Nel 1779 fu inviato a Rochefort per collaborate colMarchese
de Montalembert nella costruzione di un forte ed ivi ide`o laThéorie des machines simplesche gli valse
il Gran Premio dell’Acad´emie des Sciences nel 1781.Coulomb fu quindi eletto all’Accademia e si dedic`o
completamente alle ricerche di fisica pubblicando 25 memorie sull’elettricit`a ed il magnetismo tra il 1781
ed il 1806, lavorando in stretto contatto conBossut, Borda, de Prony e Laplace. A Coulomb è
dovuta la scoperta che nella legge di attrazione tra le cariche elettriche di segno opposto compare l’inverso
del quadrato della distanza, analogamente alla legge di attrazione delle masse formulata daNewton. Nel
1790 ebbe il primo figlio e nel 1797 il secondo daLouise Françoise Le Proust Desormeaux che
poi spos`o nel 1802. Nel 1789, con la rivoluzione l’Accademia fu chiusa nel 1793 e sostituita dall’Institut de
France doveCoulomb entrò nel 1795. Negli ultimi anni egli si interess`o dell’organizzazione scolastica in
Francia quale ispettore generale della pubblica istruzione.
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Sia t il versore tangente nel puntor = x i + y j alla circonferenza di centroO e
raggio r . Risulta:

t = R
r
r

.

La trattazione `e svolta nell’ambito della teoria linearizzata e pertanto il campo di
spostamentiu della sezione pu`o essere espresso mediante la rappresentazione para-
metrica dei cinematismi rigidi

u = θ′ z k× r = θ′ z Rr = r θ′ z t, Campo vettoriale spostamento

ovvero in componenti

rx

y

ux

uy

Mt

Fig. 3.3


ux = −θ′ z y ,

uy = θ′ z x ,

uz = 0 .

Osservazione 3.1.Aver scelto l’origine O coincidente con il centro della sezione
equivale ad assumere che l’asse della trave contenga il centro di rotazione di ogni
sezione trasversale. I campi di spostamento ottenuti con scelte diverse dell’asse di
rotazione forniscono comunque soluzioni equivalenti in termini di deformazioni e di
tensioni poich´e differiscono di un inessenziale campo di spostamenti rigidi.

Dall’espressione degli spostamenti si deduce che le seguenti componenti del ten-
sore di deformazione sono nulle

εx =
∂ux

∂x
= 0 εy =

∂uy

∂y
= 0 εz =

∂uz

∂z
= 0

γxy =
∂ux

∂y
+

∂uy

∂x
= 0 ,

e cioè che,

• la dilatazione delle fibre trasversali e longitudinali `e nulla,

• lo scorrimento tra le fibre trasversali `e nullo.
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Le uniche componenti non nulle della deformazione sono quelle che descrivono
lo scorrimentoγz = {γzx, γzy } tra le fibre longitudinali e trasversali.

M t

z

θ'z

z π/2
π/2 - γ

Per semplificare la notazione lo scorrimento verr`a denotato nel seguito conγ = (γx, γy).
Essoè fornito dalle relazioni


γx =

(
∂ux

∂z
+

∂uz

∂x

)
= − θ′ y ,

γy =
(

∂uy

∂z
+

∂uz

∂y

)
= θ′ x .

Componenti dello
scorrimento

ed in termini vettoriali

γ = θ′ k× r = θ′ Rr = r θ′ t .

Le fibre trasversali nella sezione retta che sono tangenti al vettoreγ sono quelle che
subiscono il massimo scorrimento rispetto a quelle longitudinali.

Le fibre ortogonali aγ sono quelle per le quali tale scorrimento `e nullo.

Dal legame elasticoτ = G γ si deduce che sulla sezione retta agiscono solo
tensioni tangenziali date da:

τ = G θ′ Rr = G θ′ k× r = r G θ′ t , Tensioni tangenziali

ed in termini di componenti
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 τx = G γx = −G θ′ y ,

τy = G γy = G θ′ x ,

Componenti delle
tensioni tangenziali

Il campo di tensioni tangenziali cos`ı determinato soddisfa

r

τ

τ

• le condizioni differenziali di equilibrio{
τ ′ = o ,

div τ = 0 ,

• la condizione di equilibrio al contorno

τ . n = 0 .

Infatti la prima condizione differenziale(τ ′ = o) è soddisfatta in quantoθ′ è
costante mentre la seconda( div τ = 0) è soddisfatta perch´e il campo delleτ ha
divergenza nulla.

Ciò si verifica con un calcolo diretto

div τ = τi,i = G θ′ Rij rj,i = G θ′ Rij δji = G θ′ Rii = G θ′ tr R = 0 ,

doveδji è il simbolo diKronecker.

L’annullarsi della traccia trR è conseguenza dell’emisimmetria diR .

Le linee di flusso delleτ sono circonferenze concentriche e quindi risulta verificata
anche la condizione di equilibrio al contorno

τ . n = 0 ,

che esprime il fatto che la superficie laterale `e scarica.

La soluzione diCoulomb è dunque valida solo per sezioni circolari o a corona
circolare in quanto, per altre forme del contorno, la sezione retta non pu`o essere
un tubo di flusso delle tensioni tangenziali.

Lo sforzo normale ed il momento flettente sono nulli, essendo identicamente nulle
le tensioni normali agenti sulle sezioni trasversali.

Nella torsione `e nulla anche la sollecitazione di taglio, in conseguenza della
seguente propriet`a generale.
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Proposizione 3.1. Risultante di un campo solenoidale.Si consideri un campo piano
cheè solenoidale in un dominio chèe un tubo di flusso per il campo. Allora il vettore
risultante del campòe nullo.

Dim. Si noti che sussiste la relazione

div (r⊗ τ ) = r div τ + ( gradr) τ = r div τ + τ

come si verifica facilmente operando in termini di componenti cartesiane

(ri τj),j = ri,j τj + ri τj,j = τi + ri τj,j ,

in quantori,j = δij . Risulta pertanto

R =
∫
A

τ dA =
∫
A

div (r⊗ τ )−
∫
A

r div τ da =

=
∫
∂A

(r⊗ τ )n ds =
∫
∂A

r (τ . n) ds = o ,

essendo per ipotesi divτ = 0 in A e τ . n = 0 sul contorno∂A .

Nella torsione l’unica caratteristica non nulla `e dunque il momento torcente che
vale

Mt =
∫
A

(r× τ ) . k da = G θ′
∫
A

r (r× t) . k da = G θ′
∫
A

r
2 da.

L’ultima espressione si ottiene osservando che il vettorer × t ha modulo r ed è
parallelo e concorde ak .

Definendo ilmomento d’inerzia polare

Jp =
∫
A

r
2 da Momento d’inerzia polare

il momento torcente `e fornito dalla relazione:

Mt = G Jp θ′.

Il rapporto tra momento torcente e curvatura torsionale `e dettorigidezza torsionale
della sezione

Kt =
Mt

θ′
= G Jp

Rigidezza torsionale
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La relazioneG θ′ = Mt /Jp consente di esprimere le tensioni tangenziali in funzione
del momento torcente

τ =
Mt

Jp

r t =
Mt

Jp

k× r =
Mt

Jp

Rr,

e dunque il modulo diτ vale

τ =
Mt

Jp

r.

Nel caso di sezione circolare di raggioR (fig. 3.4.a) si haJp = π R
4
/2 , da cui

τ =
2 Mt

π R4 r , τmax =
2 Mt

π R3 .

(a) (b)

Re

Ri

δ

O O

R

τmax

Fig. 3.4

Per la sezione a corona circolare (fig. 3.4.b) si haJp = π (R4
e
−R

4
i
)/2 e quindi

τ =
2 Mt

π (R4
e
−R4

i
)

r , τmax =
2 Mt

π (R4
e
−R4

i
)

Re.

3.1.1. Effetto del rapporto tra spessore e raggio

Nei tubi circolari, anche di notevole spessore, le tensioni tangenziali possono essere
stimate con buona approssimazione determinandone il flusso attraverso una generica
corda.
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Denotando conδ = Re − Ri lo spessore e conRm = (Re + Ri)/2 il raggio
medio della sezione, pu`o scriversi

R
4
e
−R

4
i

= (R2
e
−R

2
i
)(R2

e
+ R

2
i
) =

= (Re −Ri)(Re + Ri)

[(
Rm +

δ

2

)2

+
(

Rm −
δ

2

)2
]

=

= 2 δ Rm

(
2 R2

m
+

δ2

2

)
= 4R3

m
δ + Rmδ

3 = Rm δ(4R
2
m

+ δ
2),

da cui

Jp =
π Rm δ

2
(4R

2
m

+ δ
2) .

Sostituendo nella espressione diMt si ottiene

Mt = G θ′ Rm δ

(
2 π R2

m
+

π δ2

2

)
.

Il flusso q attraverso una corda appartenente ad una retta passante per il centro della
sezione, `e pari a

q =

Re∫
Ri

τ(r) dr = G θ′
+δ/2∫

−δ/2

(Rm + η) dη = G θ′ Rm δ.

Dunque, denotando conΩ = π R
2
m

l’area racchiusa dalla linea media e cio`e dalla
circonferenza di centroO e raggioRm , si ha

Mt = 2 q Ω +
q π δ

2

2
= 2 q Ω

(
1 +

π δ2

4Ω

)
.

Se si poneMq = 2qΩ e ∆M = Mt −Mq , dalla precedente espressione diMt si
ha

∆M

Mq

=
π δ2

4Ω
.

Inoltre si ha

τmax = Gθ′
(

Rm +
δ

2

)
=

q

δ

(
1 +

δ

2Rm

)



424 3 – LA SOLLECITAZIONE DI TORSIONE

e dunque, postoτq = q/δ e ∆τ = τmax − τq , si ottiene

∆τ

τq

=
δ

2Rm

.

Per δ = Rm/2 si ha

∆M

Mq

=
1
16

,
∆τ

τq

=
1
4

.

Dunque pu`o porsi con buona approssimazione

Mt " Mq = 2 qΩ ,

τmax " τq =
q

δ
.

per tubi circolari di spessore anche non piccolo.

3.2. Sezioni di forma qualsiasi

Se la sezione non `e un cerchio o una corona circolare, la soluzione diCoulomb
non soddisfa le condizioni di equilibrio sul contorno.

Infatti nella soluzione diCoulomb le linee di flusso delle tensioni tangenziali
sono circonferenze concentriche. D’altronde la condizione di equilibrio al contorno,
essendo scarico il mantello laterale della trave, richiede che le tensioni tangenzialiτ
siano tangenti al contorno della sezione. Ne consegue che il contorno deve essere
costituito da circonferenze concentriche.

La soluzione diCoulomb deve essere quindi opportunamente modificata nel caso
di travi la cui sezione retta non sia un cerchio o una corona circolare.

L’idea è quella di cercare una soluzione assumendo che le sezioni rette subiscano
un ingobbamentoproporzionale alla curvatura torsionale.

Lo spostamento sar`a quindi somma della componente di rotazione rigida nel piano
e di una componente assiale proporzionale ad una funzione di formaϕ(r) tramite la
curvatura torsionale.

L’espressione analitica del campo di spostamento `e dunque

u = θ′ z Rr + θ′ ϕ (r)k Espressione vettoriale
del campo di spostamento

ed in termini di componenti
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ux = −θ′ z y

uy = θ′ z x

uz = θ′ ϕ(x, y)

Componenti dello
spostamento

La funzione di formaϕ rappresenta l’ingobbamento specificocioè l’ingobbamento
corrispondente ad un valore unitario della curvatura torsionale.

Procedendo in analogia alla trattazione della sezione circolare, si deduce che le
uniche componenti non nulle del tensore di deformazione sono quelle relative allo
scorrimento tra le fibre longitudinali e trasversali


γx =

(
∂ux

∂z
+

∂uz

∂x

)
= θ′

(
−y +

∂ϕ

∂x

)

γy =
(

∂uy

∂z
+

∂uz

∂y

)
= θ′

(
x +

∂ϕ

∂y

) Componenti non nulle
dello scorrimento

Osservando che

[R r ] =

∣∣∣∣∣∣
−y

x

∣∣∣∣∣∣ , [ gradϕ ] =

∣∣∣∣∣∣
∂ϕ/∂x

∂ϕ/∂y

∣∣∣∣∣∣ ,

il vettore scorrimentoγ può esprimersi nella forma

γ = θ′ (Rr + gradϕ).

Le tensioni tangenziali sono quindi dedotte dal legame elastico

τ = G γ = G θ′ (Rr + gradϕ) ,

ovvero, in termini di componenti
τx = G θ′

(
∂ϕ

∂x
− y

)

τy = G θ′
(

∂ϕ

∂y
+ x

) Componenti delle
tensioni tangenziali

La soluzione del problema della torsione per sezioni non circolari richiede dunque
la determinazione della funzione di ingobbamento specificoϕ(r) .
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Le condizioni cui deve soddisfare laϕ(r) si deducono imponendo che le tensioni
tangenzialiτ soddisfino le condizioni di equilibrio differenziali ed al contorno.

• La condizione
τ ′ = o

è banalmente verificata poich´e il campo delleτ si ripete in ogni sezione.

• La condizione di divergenza nulla si traduce nella richiesta che la funzioneϕ(r)
sia armonica. Infatti, essendo divRr = 0 risulta

div τ = G θ′ ( div Rr + div gradϕ) = G θ′ ∆ ϕ = 0,

ove ∆ = div grad è l’operatore diLaplace.

La condizione di tangenza delleτ al contorno impone inoltre che

τ . n = G θ′ (Rr + gradϕ) . n = G θ′ (Rr . n + gradϕ . n) =

= G θ′
[(

∂ϕ

∂x
− y

)
nx +

(
∂ϕ

∂y
+ x

)
ny

]
= 0.

Orientando la tangente al contorno in modo chet = Rn , si ha che

Rr . n = −r . Rn = −r . t ,

e si perviene in definitiva al problema al contorno

∆ ϕ = 0 ϕ armonica

gradϕ . n = r . t
condizione
al contorno

Problema diNeumann

ovvero, in termini di componenti

∂
2
ϕ

∂x2 +
∂

2
ϕ

∂y2 = 0 ∀ (x, y) ∈ A

∂ϕ

∂n
=

∂ϕ

∂x
nx +

∂ϕ

∂y
ny = x tx + y ty ∀ (x, y) ∈ ∂A

dove A e ∂A denotano rispettivamente il dominio della sezione e la sua frontiera.
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Il problema posto per la funzioneϕ è classico in fisica matematica ed `e noto come
unproblemadi Neumann

Dalle condizioni di equivalenza statica sulle basi si deduce che lo sforzo normale
ed il momento flettente sono nulli, essendo identicamente nulle le tensioni normali. Lo
sforzo di taglioè anch’esso nullo poich`e sussiste la equivalenza

T =
∫
A

τ da =
∫
A

div (r⊗ τ ) da−
∫
A

r div τ da =

=
∫
∂A

(r⊗ τ )n ds =
∫
∂A

r (τ . n) ds = o.

Per il momento torcente si ottiene l’espressione

Mt =
∫
A

(r× τ ) . k da =

= G θ′

 ∫
A

r×Rr . k da +
∫
A

gradϕ× k . r da

 =

= G θ′

 Jp +
∫
A

(
∂ϕ

∂y
x − ∂ϕ

∂x
y

)
da

 ,

avendo utilizzato la relazione(r×Rr) . k = r2 .

Definendo poi ilfattore di torsione

qt =
Jp[

Jp +
∫

A

( gradϕ× k) . r da
] =

Jp[
Jp +

∫
A

(
∂ϕ

∂y
x − ∂ϕ

∂x
y

)
da

] ,

l’espressione precedente assume la forma sintetica

Mt =
G Jp

qt

θ′.

La rigidezza torsionaledella sezione `e quindi fornita da

Kt =
Mt

θ′
=

G Jp

qt
Rigidezza torsionale
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Si mostra ora che il rotore del campo vettoriale delle tensioni tangenziali `e costante.
All’espressione del rotore si perviene facendo ricorso alla definizione invariante

del rotore di un campo vettoriale

rotτ = 2 axial emi gradτ .

Valutando infatti il gradiente diτ

gradτ = G θ′ grad(k× r + gradϕ) = Gθ′(R + grad gradϕ) ,

si ottiene
emi gradτ = G θ′ emi(R + grad gradϕ) = G θ′ R .

Essendo axialR = k , si deduce che l’espressione del rotore `e

rot τ = 2 axial G θ′ R = 2G θ′ k .

Condizione di congruenza
della deformaziona elastica
associata alleτ .

3.3. Il problema di Neumann per l’ingobbamento

Si consideri ora il caso generale, schematizzato in fig. 3.5, in cui la sezione
trasversaleA della trave presentin cavità interne.

La frontiera ∂A della sezione `e pertanto costituita da un contorno esterno e da
n contorni interni. Si denoter`a con co il contorno esterno e conc1, . . . , cn i contorni
delle cavità interne (fig.3.5).

La soluzione del problema della torsione richiede di determinare la funzioneϕ
di ingobbamento specifico. Ci`o può essere effettuato risolvendo il relativo problema
di Neumann 38 per la funzione d’ingobbamento specifico oppure ricorrendo a for-
mulazioni equivalenti che conducono a problemi diDirichlet 39 e di Poisson 40

per la funzione armonica coniugata, come sar`a mostrato nelle sezioni 3.5 (p. 438) e
3.6 (p. 439).

38 Carl Gottfried Neumann (1832-1925). Matematico tedesco figlio diFranz Neumann e
professore a Lipsia.

39 Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859). Illustre matematico tedesco, pro-
fessore prima a Berlino e poi a G¨ottingen dove prese la cattedra diGauss alla sua morte nel 1855. Famosi
i suoi contributi alla teoria dei numeri, alle serie diFourier, all’idrodinamica ed alla teria del potenziale.
Amico di Jacobi ebbe come allievoKronecker

40 Siméon-Denis Poisson (1781-1840). Uno dei maggiori analisti dell’Ottocento e grande fisico
matematico. Fu uno dei fondatori della teoria matematica dell’elasticit`a, si occup`o di teoria della propagazione
del calore e diede contributi decisivi alla teoria del potenziale ed alle sue applicazioni all’elettricit`a ed al
magnetismo.
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La formulazione di un problema diDirichletper la funzione armonica coniugata
è la più conveniente.

Ad essa fanno riferimento le soluzioni esatte, fornite originariamente daSaint
Venant [1] per la sezione triangolare equilatera e per quella ellittica che saranno
illustrate nella sezione 3.8 (p. 444).

Nella sezione 4 (p. 451) il problema della determinazione delle tensioni tangen-
ziali da torsione verr`a quindi inquadrato nel contesto pi`u generale della determinazione
di un campo vettoriale piano in un dominioA quando siano assegnati

• la divergenza,

• il rotore,

• la condizione al contorno di flusso locale nullo attraverso la frontiera.

A

c0

cn

ci

c1

Fig. 3.5

∂A = c0 ∪ c1 ∪ . . . ∪ cn

Il problema diNeumann per una funzione armonica consiste nell’imporre che la
derivata lungo la normale al contorno∂ϕ/∂n assuma un assegnato valorep(s)

∂ ϕ

∂n
= gradϕ . n = p(s) .

Come sar`a discusso nella sezione 4.1 (p. 459), l’esistenza della soluzione del problema
di Neumann sussiste se e solo se il dato al contornop(s) verifica la condizione∮

∂A

p(s) ds = 0 .
Condizione necessaria e sufficiente
per l’esistenza di una soluzione
del problema diNeumann.

In tal caso la soluzione `e unica a meno di una costante additiva arbitraria.
Nel problema della torsione la funzione armonica `e l’ingobbamento specifico ed

il valore al contorno della derivata normale `e p(s) = r . t .
L’esistenza della funzione ingobbamento specificoϕ è dunque assicurata se e solo

se risulta ∮
∂A

r . t ds = 0
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E’ facile mostrare che la condizione di esistenza `e verificata per qualsiasi geometria
della sezione retta. Infatti per ogni linea chiusa si ha che∮

r . t ds =
∮

r . dr
ds

ds =
1
2

∮
d

ds
(r . r) ds = 0 .

Risulta quindia fortiori ∮
∂A

r . t ds =
n∑

j=0

∮
cj

r . t ds = 0 .

Il problema diNeumann per la funzione di ingobbamento specificoϕ ammette per-
tanto una soluzione unica a meno di una costante additiva arbitraria.

Tale costante `e peraltro inessenziale in quanto rappresenta una traslazione lungo
l’assez della trave e dunque non altera il campo di tensioni e deformazioni nella trave.

Osservazione 3.2.E’ da notare che nel formulare la soluzione del problema della
torsione in termini di spostamento si `e assunto il centro di rotazione della generica
sezione coincidente con l’origineO .

Si può mostrare che lo stato di tensione e di deformazione non dipende dalla
particolare scelta del centro di rotazione.

Si assuma infatti che il centro di rotazione sia un punto genericoPo = (xo , yo)
individuato dal raggio vettorero .

Denotando conϕo(r) la nuova espressione dell’ingobbamento, lo spostamento
u si scrive

uo = θ′ z R (r− ro) + θ′ ϕo (r)k ⇐⇒


uox = −θ′ z (y − yo)
uoy = θ′ z (x− xo)

uoz = θ′ ϕo(x, y)

e lo scorrimento vale

γ = θ′
[
R(r− ro) + gradϕo(r)

]
.

Le tensioni tangenziali sono quindi

τ = G θ′
[
R(r− ro) + gradϕo

]
⇐⇒


τx = G θ′

[
∂ϕo

∂x
− (y − yo)

]

τy = G θ′
[
∂ϕo

∂y
+ (x− xo)

]
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da cui 
div τ = G θ′ ∆ ϕo = 0 ,

τ . n = G θ′
[
∂ϕo

∂n
+ R (r− ro) . n

]
= 0 .

Pertanto il problema, posto in termini diϕo diventa{
∆ ϕo(r) = 0 ,

( gradϕo −Rro) . n = r . t .

Considerando allora la funzione

ξ(r) = ϕo(r) + Rr . ro ,

il cui gradienteè
gradξ(r) = gradϕo(r) − Rro ,

si ha che {
∆ ξ(r) = ∆ ϕo(r) = 0

gradξ(r) . n = −Rr . n = r . t .

In termini di componenti si ha quindi cheξ(x, y) = ϕo(x, y) + yo x − xo y e
∆ [ϕo(x, y) + yo x − xo y ] = 0 ,

∂

∂n
[ϕo(x, y) + yo x − xo y ] = r . t.

Le due condizioni precedenti definiscono lo stesso problema diNeumann posto in
termini della funzioneϕ . Le rispettive soluzioni differiscono quindi di una costante
arbitraria, e cio`e

ξ(r) = ϕ(r) + cost.

Si ha allora
gradϕo = gradϕ + Rro ,

ovvero, in termini di componenti,

∂ϕo

∂x
=

∂ϕ

∂x
− yo ,

∂ϕo

∂y
=

∂ϕ

∂y
+ xo ,

che, sostituita nella espressione diτ , fornisce la stessa espressione delle tensioni
tangenziali in termini della funzioneϕ .
L’espressione della nuova funzione di ingobbamento `e

ϕo(r) = ϕ(r) + Rro
. r + cost .
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Notando infine che {
(Rro

. r)k = ro × r ,

−z Rro = −z k× ro = ro × (z k) ,

si perviene alla relazione tra i campi di spostamentou e uo :

uo = u + θ′ ro × (z k + r) .

La differenzauo − u consiste pertanto in una rotazione antioraria di ampiezzaθ′ ro

intorno ad un asse di direzionero passante per l’origineO della trave.

Si può pertanto enunciare il seguente risultato.

I campi di spostamento ottenuti con due scelte diverse del centro di rotazione
costituiscono due soluzioni equivalenti in quanto differiscono di un cinematismo
rigido inessenziale.

3.4. Funzioni armoniche coniugate

Si consideri un dominioA connesso e generalmente regolare del piano e si de-
notino con

• co il contorno esterno e

• ci ( i = 1, . . . , n ) gli eventuali contorni interni.

Una funzioneϕ : A �→ 	 è dettaarmonicase il suo gradientev = gradϕ è
solenoidalee cioè

div v = div gradϕ = ∆ ϕ = 0 .

Il campo vettorialev , essendo il gradiente di un potenziale, `e irrotazionale:

rotv = rot gradϕ = o ,

ed in temini di componenti

∂vy

∂x
− ∂vx

∂y
=

∂2ϕ

∂x ∂y
− ∂2ϕ

∂y ∂x
= 0 .

Si consideri ora il campo vettorialev∗ = Rv , ottenuto ruotando i vettori del campo
v di π/2 in verso antiorario.
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Si osservi che, essendoR isometrica ed emisimmetrica, valgono le relazioni

R = −RT = −R−1 .

Un calcolo diretto mostra che valgono le eguaglianze

div Rv = − rotv ,

rotRv = div v .

Tali eguaglianze possono essere stabilite anche notando che per ogni sottodominio
P ⊆ A , in virtù del teorema della divergenza e del teorema diStokes valgono le
relazioni∮

∂P

v . n ds =
∮
∂P

v∗ . t ds =
∫
P

rotv∗ da =
∫
P

div v da ∀P ⊆ A ,

∮
∂P

v . t ds = −
∮
∂P

v∗ . n ds = −
∫
P

div v∗ da =
∫
P

rotv da ∀P ⊆ A .

Quindi se il campov è solenoidale ed irrotazionale, tale sar`a anche il campov∗ = Rv
e viceversa.

Sia dunqueϕ : A �→ 	 una funzionearmonicacon gradientev = gradϕ .

Se il dominio A è semplicemente connesso, il campo v∗ = Rv , in quanto
irrotazionale, ammetter`a un potenzialeϕ∗ , che soddisfa larelazione diCauchy-
Riemann

gradϕ∗ = R gradϕ ⇐⇒


∂ϕ∗

∂x
= − ∂ϕ

∂y

∂ϕ∗

∂y
=

∂ϕ

∂x

Poiché v∗ è anche solenoidale risulta

∆ ϕ∗ = div gradϕ∗ = div v∗ = 0,

e dunque il potenzialeϕ∗ è armonico.

Se il dominioA è aconnessione multiplae contienen cavità interne, l’integrabilit`a
del campov∗ è assicurata se e solo se risultano nulle le circuitazioni div∗ lungo
gli n contorni cj ( j = 1, . . . , n ) delle cavità:∮

cj

v∗ . t ds = 0 , j = 1, . . . , n .
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Infatti la condizione di integrabilit`a del campo vettorialev∗ richiede l’annullarsi
della circuitazione del campo lungo una qualsiasi linea chiusa contenuta nel dominio
di definizioneA : ∮

c

v∗ . t ds = 0 , ∀ c ⊂ A .

Poichè il campov∗ è irrotazionale, applicando il teorema diStokes ad una linea
chiusa che racchiude cavit`a interne, si ottiene che la somma delle circuitazioni div∗

lungo la linea chiusa e lungo i contorni delle cavit`a interneè nulla.

La situazione `e esemplificata in fig. 3.6 in cui il sottodominio campito in grigio
ha come bordo le linee chiusec, c1, c2 .

co

c

c2c1

Fig. 3.6

rotv∗ = o ,∮
c1

v∗ . t ds = 0 ,∮
c2

v∗ . t ds = 0 ,

⇓∮
c

v∗ . t da = 0 , ∀ c .

Si denoti conΓ il percorso costituito dalla curva chiusac , dai bordi dellek < n
cavità che essa racchiude e dallek linee di andata e ritorno che consentono di passare
dalla curvac ai bordi dellek cavità.

Assumendo il percorsoΓ come bordo del sottodominioAΓ campito in grigio
nella fig. 3.6, si pu`o allora scrivere, grazie al teorema diStokes,

∮
Γ

v∗ . t ds =
∮
c

v∗ . t ds +
k∑

j=1

∮
cj

v∗ . t ds =
∫
AΓ

rotv∗ da = 0 .

L’annullarsi della circuitazione del campov∗ lungo i contorni cj ( j = 1, . . . , n )
delle cavità interne equivale pertanto a richiedere che sia nulla la circuitazione del
campov∗ lungo una qualsiasi linea chiusa, riducibile o meno, contenuta nel dominio
di definizione.
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Tali condizioni, essendov∗ . t = −v . Rt = v . n = gradϕ . n , possono
equivalentemente esprimersi imponendo l’annullarsi del flusso del campov attraverso
i contorni cj ( j = 1, . . . , n ) delle cavità interne∮

cj

v∗ . t ds =
∮
cj

v . n ds =
∮
cj

gradϕ . n ds = 0 , j = 1, . . . , n .

Il campov∗ ammette quindi un potenziale armonicoϕ∗.

La funzioneϕ∗ , se esiste, `e detta funzionearmonica coniugatadi ϕ nel senso di
Cauchy 41 -Riemann 42 .

Riassumendo si pu`o cos`ı concludere.

Se il dominio A è semplicemente connesso ogni funzioneϕ armonica inA
ammette un’armonica coniugataϕ∗ unica a meno di una costante additiva.
Se il dominioA ha connessione multipla, l’esistenza dell’armonica coniugataϕ∗

è subordinata all’annullarsi dei flussi del gradiente diϕ attraverso i contorni delle
cavità interne: ∮

cj

gradϕ . n ds = 0 j = 1, . . . , n .

3.4.1. Il problema di Dirichlet per l’armonica coniugata

Sia ϕ una funzione armonica soluzione di un problema diNeumann definito
dalla condizione al contorno

gradϕ . n = p(s) su ∂A .

Come siè visto, l’esistenza della funzioneϕ∗ armonica coniugata diϕ è assicurata se
il dominio A è monoconnesso.

Se invece il dominioA è pluriconnesso l’armonica coniugata esiste se e solo se `e
nulla la circuitazione della funzionep sui contorni delle cavit`a interne:∮

cj

p(s) ds = 0 , j = 1, . . . , n .

41 Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Professore di matematica all’École Polytechnique, alla
Sorbona ed al Coll`ege de France. E’ stato uno dei maggiori matematici di ogni tempo.

42 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). Allievo di Gauss, succedette aDirich-
let come professore di matematica a G¨ottingen. Fondamentali i suoi contributi alla geometria differenziale
ed alla teoria delle funzioni di variabile complessa.
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D’altro canto l’esistenza della soluzione del problema diNeumann per la funzioneϕ
richiede che ∮

∂A

p(s) ds = 0 .

Tali condizioni implicano che l’integrale circuitale dip(s) deve annullarsi anche sul
contorno esterno:∮

co

p(s) ds =
∮
∂A

p(s) ds−
n∑

j=1

∮
cj

p(s) ds = 0 .

Si può allora concludere che

Un problema diNeumann ammette una soluzioneϕ ed esiste l’armonica coniu-
gataϕ∗ di ϕ se e solo se i dati al contorno soddisfano le condizioni∮

cj

p(s) ds = 0 j = 0, 1, . . . , n ,

Tali condizioni assicurano che sui contornicj , j = 0, 1, . . . , n sono ben definite le
funzioni

wj(s) =

s∫
soj

p(s) ds ,

in cui soj individua un punto del contornoj−esimo.

Il problema diNeumann per la funzioneϕ si traduce quindi in un problema di
Dirichlet per l’armonica coniugataϕ∗ e cioè nel problema di determinare una
funzione armonica con assegnati valori sul contorno.

Infatti dalla relazione

∂ ϕ∗

∂ s
= gradϕ∗ . t = gradϕ . n =

∂ ϕ

∂ n
= p(s) ,

integrando e ponendokj = ϕ∗(soj) , si ottiene che sul contornocj si ha

ϕ∗(s) = ϕ∗(soj) +

s∫
soj

p(s) ds = ϕ∗(soj) + wj(s) = kj + wj(s) .
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Poichè l’armonica coniugataϕ∗ è definita a meno di una costante arbitraria, si
può assumere nulla la costanteko sul contorno esternoco .

Si denoti quindi conw la funzione definita sulla frontiera∂A di A dalle relazioni

w(s) = wj(s) su cj , j = 0, 1, . . . , n .

Se A è un dominio monoconnessoil problema diNeumann per la ϕ è dunque
equivalente al seguenteproblema diDirichlet per la ϕ∗

∆ ϕ∗= 0 suA

ϕ∗= w su∂A

Se A è undominio pluriconnessole costantikj , j = 0, 1, . . . , n si determinano
imponendo che il campo vettorialev = RT gradϕ∗ ammetta un potenzialeϕ .

A tal fine la soluzioneϕ∗ del problema diDirichlet si pone nella forma

ϕ∗ = ϕ∗
o
+

n∑
j=1

kj ϕ∗
j
,

dove

• ϕ∗
o

è la soluzione del problema diDirichlet{
∆ ϕ∗

o
= 0 in A ,

ϕ∗
o
= w su∂A ,

• ϕ∗
j
, j = 1, . . . , n sono le soluzioni deglin problemi diDirichlet


∆ ϕ∗

j
= 0 in A ,

ϕ∗
j
= 0 suco ,

ϕ∗
j
= δjk suck k = 1, . . . , n .

Poichè il gradiente diϕ∗ e quello di ϕ sono legati dalla relazione diCauchy-
Riemann, gradϕ = −R gradϕ∗ , sui contorni delle cavit`a interne valgono le con-
dizioni∮
ci

gradϕ . t ds =
∮
ci

−R gradϕ∗ . t ds = −
∮
ci

gradϕ∗ . n ds = 0 i = 1, . . . , n ,
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e quindi le costantikj , j = 1, . . . , n si ottengono come soluzioni del sistema lineare

n∑
j=1

( ∮
ci

gradϕ∗
j

. n ds

)
kj =

∮
ci

gradϕ∗
o

. n ds , i = 1, . . . , n .

Le n + 1 funzioni ϕ∗
j
, j = 0, 1, . . . , n sono univocamente determinate in quanto il

problema diDirichlet per una funzione armonica ammette un’unica soluzione per
ogni assegnata condizione sulla frontiera.

3.5. La torsione come problema di Dirichlet

La teoria delle funzioni armoniche coniugate pu`o applicarsi al problema della
torsione per trasformare il problema diNeumann per l’ingobbamento specificoϕ in
un problema diDirichlet per la funzioneϕ∗ , armonica coniugata diϕ .

Tale problema risulta di soluzione pi`u agevole del corrispondente problema di
Neumann.

Si ricordi che la funzione d’ingobbamento specificoϕ è soluzione del problema
di Neumann

∆ ϕ = 0 suA

gradϕ . n= r . t su∂A

Risultano soddisfatte le condizioni∮
cj

r . t ds =
∮
cj

∂

∂s

(
1
2

r . r
)

ds =
∮
cj

∂

∂s

(
1
2

r2
)

ds = 0 , j = 0, 1, . . . , n .

La funzioneϕ∗ armonica coniugata diϕ può quindi essere determinata come soluzione
del problema diDirichlet

∆ ϕ∗ = 0 suA ,

ϕ∗(s) = wj(s) + kj sucj j = 0, 1, . . . , n ,

dove

ko = 0 , kj = ϕ∗(soj)−
1
2

r(soj)
2 ,

wj(s) =

s∫
soj

r . t ds +
1
2

r(soj)
2 =

1
2

r(s)2 .
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Se A è undominio pluriconnesso, i valori delle costantikj per j = 1, . . . , n , si
ottengono risolvendo il sistema lineare discusso alla fine della sezione precedente.

Le tensioni tangenziali possono essere espresse in termini dell’armonica coniugata
in quanto esse sono funzioni del gradiente dell’ingobbamento e tale gradiente puo essere
espresso in termini del gradiente dell’armonica coniugata.

Dalle relazioni

τ = G θ′ (Rr + gradϕ) , gradϕ = −R gradϕ∗ ,

si deduce infatti che le tensioni tangenziali si esprimono in funzione diϕ∗ come segue

τ = G θ′ R (r− gradϕ∗) ⇐⇒


τx = G θ′

(
∂ϕ∗

∂y
− y

)
,

τy = G θ′
(
− ∂ϕ∗

∂x
+ x

)
.

La soluzione del problema della torsione mediante la determinazione della funzione
armonica coniugata sar`a illustrata, mediante alcuni esempi notevoli, nella sezione
3.8 (p. 444).

3.6. La funzione di Prandtl

Il problema della torsione pu`o alternativamente essere formulato seguendo un’idea
di Prandtl 43 [6]. A tal fine si introduca la funzione

ψ(r) = ϕ∗(r) − 1
2

r . r Funzione diPrandtl

e si osservi che

gradψ = gradϕ∗ − r ⇐⇒


∂ψ

∂x
=

∂ϕ∗

∂x
− x ,

∂ψ

∂y
=

∂ϕ∗

∂y
− y .

43 Ludwig Prandtl (1875-1953). Fisico tedesco, considerato il padre dell’aerodinamica. Ha
insegnato al Universit`a di Göttingen dal 1904 al 1953. Fra i suoi collaboratori ed allievi si annoverano
molti noti scienziati qualiAckeret, Betz, Blasius, Blenk, Busemann, Görtler, von Kármán,
Ludwieg, Oswatitsch, Reichardt, Schlichting e Tollmien. Le sue idee e pubblicazioni hanno
influenzato l’aerodinamica moderna e la meccanica dei fluidi. Nei settori di ricerca della meteorologia,
dell’l’aerodinamica, dell’aeroelasticit`a e della plasticit`a le sue idee di base sono ancora di attualit`a.
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Sostituendo tale relazione nella espressione diτ si ottiene

τ = −G θ′ R gradψ ⇐⇒


τx = G θ′

∂ψ

∂y
,

τy = −G θ′
∂ψ

∂x
.

Ricordando cheϕ∗ è armonica e che

grad

(
1
2

r . r
)

= gradr = I ,

dove I denota l’identità, si ha infine che

∆ ψ = ∆ ϕ∗ − div grad

(
1
2

r . r
)

= −2 ,

in quanto divI = 2 .
Pertanto il problema diDirichlet nell’incognita ϕ∗ si traduce nel seguente

problema per la funzioneψ

∆ ψ = −2

ψ = 0 su co

ψ = ki su ci i = 1, . . . , n

Problema diPoisson
per la
funzione diPrandtl

Le costanti di integrazioneki si valutano con considerazioni analoghe a quelle
svolte nel caso del problema diDirichlet.

La soluzione del problema diPoisson 44 si pone nella forma

ψ = ψo +
n∑

j=1
kj ψj ,

dove

44 Siméon-Denis Poisson (1781-1840). Nacque a Pithiviers in Francia. Inizialmente costretto
dalla famiglia a studiare medicina,Poisson cominciò a studiare la matematica solo nel 1798 all’Ecole
Polytechnique. I suoi maestriLaplace e Lagrance diventeranno anche amici per la vita. Insegn`o
all’Ecole Polytechnique dal 1802 fino al 1808. I suoi lavori pi`u importanti furono dedicati agli integrali
definiti ed allo sviluppo delle serie diFourier. Poisson ha pubblicato circa 400 lavori di matematica con
applicazioni all’elettricità, al magnetismo ed all’astronomia.
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• la ψo è soluzione del problema diPoisson con condizioni al contorno omogenee

∆ ψ = −2

ψ = 0 su ∂A

• le ψj sono soluzioni deglin problemi diDirichlet

∆ ψj = 0

ψj = δjk su ck k = 1, . . . , n

Le condizioni di integrabilit`a per il campo

R gradϕ∗ = R ( gradψ + r) ,

sono

∮
ci

R ( gradψ + r) . t ds = −
∮
ci

gradψ . n ds−
∮
ci

r . n ds = 0 , i = 1, . . . , n .

Si osservi quindi che, denotando conAi l’area dell’i−esima cavit`a, vale la relazione

∮
ci

r . n ds =
∫
Ai

−div r da = −2 Ai , i = 1, . . . , n ,

dove il segno meno `e dovuto al fatto che, avendo assunto la normalen uscente dalla
sezioneA , sull’ i−esimo contorno interno, essa sar`a entrante nel dominioAi della
cavità.

Il sistema lineare che fornisce le costantikj è quindi il seguente

n∑
j=1

( ∮
ci

gradψj
. n ds

)
kj = 2Ai −

∮
ci

gradψo
. n ds , i = 1, . . . , n .
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Le curve di livello della funzione diPrandtl sono definite implicitamente da

ψ (r) = cost.

e su ognuna di tali curve si ha:

∂ψ

∂s
= gradψ . t = 0 ,

e quindi anche

(R gradψ) . (Rt) =
1

G θ′
τ . n = 0 ⇐⇒ τ . n = 0.

Pertanto il vettoreτ è tangente in ogni punto alla curva di livello della funzioneψ
passante per quel punto, ovvero

Le curve di livello della funzione diPrandtl sono linee di flusso delleτ .

Il modulo della τ può esprimersi in funzione diψ osservando che, essendoR
un’isometria, risulta

τ = G θ′ ‖ R gradψ ‖ = G θ′ ‖ gradψ ‖ .

Esprimendo il momento torcente in funzione diψ si ha

Mt =
∫
A

r× τ . k da =
∫
A

k× r . τ da =

= −G θ′
∫
A

(Rr) . (R gradψ) da = −G θ′
∫
A

gradψ . r da =

= −G θ′

 ∫
A

div (ψ r) da −
∫
A

ψ div r da


in cui si è fatto ricorso alla relazione div(ψ r) = ψ div r + gradψ . r .

Notando che divr = 2 e che per il teorema della divergenza risulta:∫
A

div (ψ r) da =
∫
∂A

ψ r . n ds =
n∑

j=1
kj

∫
cj

r . n ds =

= −
n∑

j=1
kj

∫
Aj

div r da = −2
n∑

j=1
kj Aj ,
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si ottiene l’espressione del momento torcente

Mt = 2 G θ′
(∫

A

ψ da +
n∑

j=1
kj Aj ,

)

e quindi quella della rigidezza torsionale

Kt =
Mt

θ′
= 2G

(∫
A

ψ da +
n∑

j=1
kj Aj .

)

La rigidezza torsionale della sezione `e proporzionale alla somma del volume del
solido di baseA racchiuso dalla funzioneψ e di quello dei cilindri di baseAj

ed altezzakj in corrispondenza delle cavit`a.

Le proprietà della funzioneψ consentono di mostrare che il modulo tensione tan-
genzialeτ attinge il massimo in punti del contorno della sezione [9]. La dimostrazione
fa ricorso a metodi di teoria del potenziale ed in particolare alle propriet`a delle funzioni
subarmoniche [8].

ANALOGIA DELLA MEMBRANA

Si consideri il problema dell’equilibrio di una membrana piana sottile

• fortemente tesa con una pretensione uniformeNo ,

• fissata al contorno della sezione retta monoconnessaA ,

• soggetta ad una lieve ed uniforme differenza di pressione tra le due facce.

Sia w(r) lo spostamento trasversale della membrana nel puntor ∈ A e p l’uniforme
differenza di pressione.

Come mostrato nel Tomo I sezione IV.10 (p. 456), la condizione differenziale di
equilibrio in direzionez è allora ben approssimata da una semplice espressione che,
insieme al legame vincolare al contorno, pu`o scriversi

−∆ w= p/No suA ,

w= 0 su∂A .

Si noti che[p] = FL−2 , [No] = FL−1 , [∆ w] = L−1 .
Il problemaè perfettamente analogo al problema di valori al contorno posto nella

teoria della torsione per la funzione diPrandtl ψ .
Tale osservazione costituisce l’analogia diPrandtl o della membrana.
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3.7. Analogia idrodinamica

Si consideri un recipiente cilindrico che ha una sezione retta costituita da un
dominio monoconnessoA e contenente un liquido incomprimibile e non viscoso in
moto stazionario.

Il moto del fluido, come mostrato nel capitolo I, `e retto dalle condizioni


div v= 0 incomprimibilità,

rotv= cost. vorticità costante,

v . n = 0 flusso nullo attraverso le pareti.

Come sar`a mostrato nella sezione 4 (p. 451), tali condizioni individuano univocamente
un campo vettorialev di classe C∞(A) nel dominio monoconnessoA .

Esse sono perfettamente analoghe a quelle che governano il campo delle tensioni
tangenziali da torsione nella trave diSaint Venant avente la stessa sezione retta
monoconnessaA . Ne segue che i campiτ e v sono proporzionali.

Tale analogia `e molto utile per avere un’idea qualitativa dell’andamento delle linee
di flusso delleτ da torsione nelle sezioni monoconnesse.

Le linee di flusso del liquido possono essere facilmente visualizzate mediante un
colorante che ne evidenzi l’andamento.

Dall’andamento di tali linee pu`o desumersi anche una stima del valore delle
tensioni tangenziali da torsione. Dove le linee di flusso si addensano il modulo
delle τ aumenta e viceversa.

All’analogia idrodinamica si fa riferimento per ottenere indicazioni sull’andamento
delle linee di flusso delle tensioni tangenziali da torsione.

3.8. Soluzioni notevoli

Si forniscono nel seguito alcuni esempi di soluzione esatta del problema della
torsione.

Il metodo che si espone `e dovuto aSaint Venant [1] edè basato sulla propriet`a
delle parti reale e immaginaria delle funzioni olomorfe di essere funzioni armoniche
coniugate nel senso diCauchy-Riemann.

L’ideaè quella di considerare funzioni olomorfe del tipo(x + i y )n . Ciò consente
di costruire una funzione armonicaϕ∗ che soddisfi la condizione al contornoϕ∗ = r

2
/2

per alcune sezioni di interesse applicativo.
La funzione armonica coniugataϕ descrive allora l’ingobbamento della sezione

retta.
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3.8.1. Torsione del cilindro ellittico

La parte reale della funzione olomorfa:

(x + iy)2 = x
2 − y

2 + 2 i x y

è armonica. Tale `e dunque anche la funzione:

ϕ∗(x, y) = c
2 (x2 − y

2) + k
2

Imponendo la condizione al contornoϕ∗ = r
2
/2 si ha:

c
2 (x2 − y

2) + k
2 =

1
2

(x2 + y
2)

da cui: (
1
2
− c

2
)

x
2 +

(
1
2

+ c
2
)

y
2 = k

2

che perc2
< 1/2 è l’equazione dell’ellisse:

x

y

a

b

O

Fig. 3.7

x
2

a2 +
y

2

b2 = 1

dove:

a =
k√

1
2
− c

2
b =

k√
1
2

+ c
2

e dunque:

c =
1
2

a
2 − b

2

a2 + b2 k
2 =

a
2
b
2

a2 + b2

La funzioneϕ∗ assume dunque la seguente espressione

ϕ
∗(x, y) =

1
2

a
2 − b

2

a2 + b2 (x2 − y
2) +

a
2
b
2

a2 + b2
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che sostituita nell’espressione diτ fornisce in componenti
τx = − 2Gθ′

a
2

a2 + b2 y ,

τy = 2Gθ′
b
2

a2 + b2 x .

Il momento torcente vale dunque

Mt =
∫
A

(τy x − τx y) dA = 2Gθ′
a

2
Jx + b

2
Jy

a2 + b2 .

Osservando poi che i momenti principali d’inerzia dell’ellisse valgono

Jx =
π a b

3

4
Jy =

πa
3
b

4
,

il momento torcente e la rigidezza torsionale assumono l’espressione

Mt = π G θ′
a

3
b
3

a2 + b2 , kt = π G
a

3
b
3

a2 + b2 .

Il raggio r′ = (x′, y′) avente direzione di simmetria coniugata a quella del raggio
r = (x, y) è individuato dalle relazioni

x′ = − a

b
y , y′ =

b

a
x ,

e pertanto le componenti della tensione tangenziale possono scriversi
τx = 2Gθ′

a b

a2 + b2 x′ ,

τy = 2Gθ′
a b

a2 + b2 y′ .

Si può dunque concludere che il vettoreτ ha lungo ogni diametro la direzione del
diametro coniugato.

Le linee di flusso del campo vettorialeτ sono ellissi omotetiche al contorno. Il
modulo del vettoreτ in un punto P di vettore posizioner è proporzionale al modulo
del raggio coniugator∗ definito dalle coordinatex′ e y′ :

τ = 2Gθ′ a b

a
2+b

2 r′ , r′ =
√

x′
2 + y′

2
.
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x

y

a

b

O

P(x, y) P’(x’, y’)

Fig. 3.8

Andamento delle tensioni
tangenziali

Il massimo valore dellaτ si ha dunque in corrispondenza dell’estremit`a del diametro
minore dell’ellisse e vale

τmax = 2 G θ′
a

2
b

a2 + b2 =
2 Mt

π a b2 =
2 Mt

A b
,

dove A = π a b è l’area della sezione ellittica.

Per lo studio della deformazione si osserva che la funzioneϕ , armonica coniugata di
ϕ∗ , a meno di una costante inessenziale vale

ϕ = − a
2 − b

2

a2 + b2 x y .

L’ingobbamentouz = θ′ ϕ(x, y) è positivo nei quadranti dispari e negativo in quelli
pari. Le linee di livello della funzioneϕ sono iperboli equilatere.

x

y

a

b

O

M t

Fig. 3.9

Ingobbamento
della sezione
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3.8.2. Torsione del prisma triangolare equilatero

Si consideri la funzione olomorfa(x + iy)3 = (x3 − 3xy
2) + i(3x

2
y − y

3).
La sua parte reale fornisce la funzione armonica:

ϕ∗(x, y) = c(x3 − 3xy
2) + k .

Imponendo la condizione al contornoϕ∗ = r
2
/2 si ha:

c(x3 − 3xy
2) + k =

1
2
(x2 + y

2) .

Assumendoc = −1/6a e k = 2a
2
/3 la condizione al contorno diventa:

(x− a)(x−
√

3y + 2a)(x +
√

3y + 2a) = 0.

Essa risulta soddisfatta nei punti(x, y) che costituiscono il contorno del triangolo
equilatero di altezza 3a rappresentato in fig.3.10 e le tensioni tangenziali sono date
da:

3a

-2a

x

y

Fig. 3.10


τx = Gθ′ y

x− a

a

τy = Gθ′
x

2 + 2ax− y
2

2a

Lungo la mediana distesa sull’asse x laτx è nulla e si ha (fig.3.11):

τy

∣∣∣
y=0

= G θ′x
x + 2a

2a
.
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x

y

-2a

τyz

a

Fig. 3.11

Diagramma diτ
lungo la medianay = 0

Il momento torcente vale:

Mt =
3
5
G θ′Jp ,

ove Jp = 3
√

3a
4 è il momento d’inerzia polare del triangolo.

Le tensioni tangenziali si annullano nei vertici e nel baricentro e assumono il valore
massimo nei punti medi dei lati:

τmax =
3
2
aG θ′ =

5
2
a
Mt

Jp

le linee di flusso del campo vettorialeτ sono definite implicitamente dalle relazioni
(fig. 3.12)

ϕ∗(x, y) − 1
2

(
x

2 + y
2
)

= cost ,

e le linee di livello della funzione di ingobbamento specifico dalle condizioni (fig.3.12)

ϕ(x, y) =
3x

2
y − y

3

6a
= cost .

Si osservi che, a parit`a di area, l’albero circolare ha una rigidezza torsionaleKc mag-
giore di quellaKe del cilindro ellittico e di quellaKt del prisma triangolare. Infatti

Ke =
2ab

a2 + b2 Kc , Kt =
2π
√

3
15

Kc .

Si può mostrare che, per assegnati valori del momento torcente e dell’area della sezione
retta, l’albero circolare presenta il pi`u piccolo valore dellaτmax .
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Convesso

Concavo

-2a

3a

x

y

Fig. 3.12

Linee di livello
dell’ingobbamento

3.8.3. Effetto d’intaglio

L’incremento del valore delle tensioni tangenziali per effetto di intagli o scanalature
negli alberi a sezione circolare pu`o essere mostrato con un interessante esempio dovuto
aC. Weber [7]. Si consideri la sezione di fig.3.13 e le due funzioni armonichex e
x/r . Da esse pu`o costruirsi la funzione armonica

ϕ∗(x, y) = a

(
x− b

2

r2 x

)
+

b
2

2
.

La condizione al contorno gradϕ∗ = r2/2 impone che

a

(
x− b

2

r2 x

)
+

b
2

2
=

1
2

r
2
,

e dunque, in coordinate polari

a

(
r cosθ − b

2 cosθ
r

)
+

b
2

2
=

r
2

2
,

ovvero

(r2 − b
2)

(
1 − 2 a cosθ

r

)
= 0 .
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θx

y

b

r

a

A

Fig. 3.13

Sezione circolare
con intaglio

La condizione al contorno definisce quindi una figura piana costruita mediante due
circonferenze {

r = b

r = 2 a cosθ ,

come mostrato nella figura 3.14.
Le tensioni tangenziali valgono

 τx = G θ′ (2 a cosθ − b) sinθ ,

τy = −G θ′ (2 a cosθ − b) cosθ ,

e dunque

τ = G θ′ (2 a cosθ − b) .

Il valore massimo della tensione tangenziale si ha nel punto A dove, per valori suffi-
cientemente piccoli del raggio d’intaglio risulta con buona approssimazione

τmax ≈ 2 G θ′ a ,

cheè il doppio di quello che si avrebbe nell’albero senza intaglio.

Una analisi generale dei metodi di soluzione del problema della torsione ed esempi
di applicazione possono essere trovati nel libro diSokolnikoff [9].
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4. COMPLEMENTI

Si consideri un dominio pianoA con frontiera∂A generalmente regolare costi-
tuita da un contorno esternoco e dan contorni internici , i = 1, . . . , n .

Si premettono le seguenti definizioni

• Il rotore di un campo scalareξ di classe C1(A) è il campo vettoriale

rotξ : = R gradξ ,

ed in termini di componenti

[ rot ξ ] =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−∂ξ

∂y

∂ξ

∂x

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

• Il rotore di un campo vettorialeu di classe C1(A) è il campo scalare

rotu : = −div (Ru) ,

ed in termini di componenti

rotu =
∂uy

∂x
− ∂ux

∂y
.

Un argomento analogo a quello cui si `e fatto ricorso nel trattare, alla sezione
3.4 (p. 432), la teoria delle funzioni armoniche coniugate, consente di dimostrare il
seguente importante risultato della teoria dei campi vettoriali nel piano.

Proposizione 4.1. Campi piani solenoidali. Un campo vettorialev di classeC1(A)
nel dominio pianoA è il rotore di un potenzialeψ se e solo sèe solenoidale ed ha
flusso nullo attraverso i bordi delle cavità interne.

div v = 0 ,

∮
ci

v . n ds = 0 su ci i = 1, . . . , n ⇐⇒ ∃ ψ : v = rotψ .

Il potenzialeψ risulta armonico se e solo se il campov è anche irrotazionale.
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Dim. Siav un campo solenoidale con flusso nullo attraverso i bordi delle cavit`a interne.
Il campo v∗ = Rv risulta allora irrotazionale in quanto rotv∗ = div v = 0 . Inoltre
la circuitazione div∗ lungo i bordi delle cavit`a interneè nulla poichè, postot = Rn
si ha ∮

ci

v∗ . t ds =
∮
ci

v . n ds = 0 su ci i = 1, . . . , n .

Ne consegue che `e nulla la circuitazione del campov∗ lungo ogni curva chiusa inA .
Pertantov∗ ammette un potenziale−ψ e risulta

v = −Rv∗ = R gradψ = rotψ .

Viceversa siav = rotψ per cui v∗ = −gradψ . Dalla relazione

div v = rotv∗ = − rot gradψ = 0 ,

si deduce che il campov è solenoidale. Risulta inoltre

∮
c

v . n ds =
∮
c

v∗ . t ds =
∮
c

∂ψ

∂s
ds = 0 per ogni curva chiusac ⊂ A .

Si osservi infine che

rotv = rot rotψ = rotR gradψ = div gradψ = ∆ ψ ,

e dunque il potenzialeψ è armonico se e solo se il campov è irrotazionale.

Osservazione 4.1.Si noti che nella proposizione 4.1 la condizione posta sul campo
v equivale a richiedere che sia nullo il flusso attraverso ogni curva chiusa inA . Se il
dominio A è monoconnesso tale condizione equivale a quella di solenoidalit`a.

Si ponga ora la questione di determinare un campo vettorialev ∈ C1(A) soluzione
del problema

P)


div v = α in A ,

rotv = β in A ,

v . n = γ su ∂A .

con α e β campi scalari di classe C1(A) e γ campo scalare di classe C0(∂A) .
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Postov∗ = Rv e t = Rn risulta

div v∗ = − rotv ,

rotv∗ = + div v ,
v∗ . t = v . n .

Il problemaP equivale quindi a determinare un campo vettorialev∗ = Rv soluzione
di

P∗)


div v∗ = −β in A ,

rotv∗ = α in A ,

v∗ . t = γ su ∂A .

La discussione dei problemi equivalentiP e P∗ può condursi facendo riferimento
a classici risultati concernenti i problemi al contorno diDirichlet e di Neumann
per l’operatore diLaplace.

Il problemaP ammette soluzione se e solo se `e soddisfatta la condizione

∫
A

α da +
∫
∂A

γ ds = 0 .

Se il dominioA è monoconnesso la soluzione `e unica.

Unicit à della soluzione

L’unicit à della soluzione dei problemiP e P∗ segue dal fatto che i problemi
omogenei ad essi associati

Po)


div v = 0 in A ,

rotv = 0 in A ,

v . n = 0 su ∂A .

P∗o)


div v∗ = 0 in A ,

rotv∗ = 0 in A ,

v∗ . t = 0 su ∂A .

ammettono solo la soluzione banale.
Per mostrarlo `e sufficiente osservare che i campiv e v∗ = Rv sono entrambi

irrotazionali e solenoidali. Inoltre

• il campo v ha flusso nullo attraverso ogni curva chiusa inA e quindiè il rotore
di un potenziale armonicoψ ,

• il campo v∗ ha circuitazione nulla lungo ogni curva chiusa inA e quindi è il
gradiente di un potenziale armonicoϕ∗ .

Ne segue dunque che{
v = rotψ = R gradψ ,

v∗ = gradϕ∗ = −R rotϕ∗ ,
⇒ gradψ = −gradϕ∗ .
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Poichè i potenzialiϕ∗ e ψ sono definiti a meno di una costante additiva, `e lecito porre
ψ = −ϕ∗ .

I problemi Po e P∗o , tradotti in termini del potenzialeϕ∗ assumono la forma di
un problema diDirichlet

Po)

{
∆ ϕ∗ = 0 in A ,

gradϕ∗ . t = 0 su ∂A .

Il potenziale ϕ∗ è quindi costante sul contornoco = ∂A e pertanto il problema di
Dirichlet può scriversi

Po)

{
∆ ϕ∗ = 0 in A ,

ϕ∗ = cost su ∂A .

Il problema diDirichlet ammette un’unica soluzioneϕ∗ = cost in A . Ad essa
corrisponde un campov = −R gradϕ∗ identicamente nullo inA .

Esistenza della soluzione

Il teorema della divergenza mostra che, affinch`e esista una soluzione del problema
P , è necessario che il campo scalareα soddisfi la condizione∫

A

α da =
∫
A

div v da =
∮
∂A

v . n ds = 0 .

In [24] è dimostrato un classico risultato di teoria del potenziale dovuto aPoisson
(cfr. Kellogg [8]) il quale assicura che l’equazione vettoriale nel piano

∆u = div gradu = v in A ,

ammette soluzione per ogni campo vettorialev .
Una soluzione particolare `e costituita dalpotenziale logaritmico vettoriale

u∞(x) : = − 1
2 π

∫
A

v(y) ln

[
1
r

]
day ,

dove r = ‖y − x ‖ è la norma del raggio vettore che unisce i puntix e y .

Tale soluzione risulta inoltre univocamente definita se si impone che essa soddisfi
le condizioni normali all’infinito

lim
r→∞

r ‖u∞ ‖ = 0 , lim
r→∞

r2 ‖ gradu∞ ‖ = 0 .
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La soluzione generale dell’equazione vettoriale diPoisson è data dalla somma di una
soluzione particolare e di un arbitrario campo vettoriale armonico inA

u = u∞ + uo , ∆uo = o in A ,

Dall’identità vettoriale

− rot rotu = div gradu− grad divu ∀u ∈ C2(A) ,

ricordando chev = ∆u = div gradu e ponendo

ϕ = div u ,

ψ = − rotu ,

si ottiene l’espressione dellaformula diHelmholtz per campi vettoriali piani

v = gradϕ + rotψ .

Valutando quindi la divergenza ed il rotore div ed osservando che sussistono le identit`a

div rotψ = 0 ∀ψ ∈ C2(A) , rot gradϕ = 0 ∀ϕ ∈ C2(A) ,

si deduce che {
div v = ∆ ϕ ,

rotv = rot rotψ .

Dalla relazione
rot(Ru) = div u , ∀u ∈ C1(A) ,

si deduce quindi che

rot rotψ = rot
[
R gradψ

]
= div gradψ = ∆ ψ ∀ψ ∈ C2(A) ,

e pertanto in definitiva risulta

∆ ϕ = div v ,

∆ ψ = rotv .

La relazione
rotψ . n = R gradψ . n = gradψ . t ,
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mostra poi che

v . n = gradϕ . n + rotψ . n = gradϕ . n + gradψ . t .

Il problemaP è dunque equivalente a

P)


∆ ϕ = α in A ,

∆ ψ = β in A ,

gradϕ . n + gradψ . t = 0 su ∂A ,

Si pongaϕ pari ad una soluzione particolare dell’equazione diPoisson

∆ ϕ = α .

Una tale soluzione particolare `e fornita dalpotenziale logaritmico

ϕ∞(x) : = − 1
2 π

∫
A

α(y) ln

[
1
r

]
day .

Il problemaQ si riconduce quindi ad un problema diPoisson-Dirichlet

Q)

{
∆ ψ = β in A ,

gradψ . t = −gradϕ∞ . n su ∂A ,

Poichè per ipotesi la frontiera del dominioA è costituita dal solo contorno esterno
co = ∂A , il teorema della divergenza mostra che il valore al contorno del campoψ
risulta ben definito se e solo se

∮
co

gradψ . t ds =
∮
co

gradϕ∞ . n ds =
∮
A

∆ ϕ∞ da =
∫
A

α da = 0 .

Tale condizione e quindi necessaria e sufficiente affinch`e la soluzioneψ del problema
Q di Poisson-Dirichlet esista e sia unica a meno di una costante additiva (vedi
sezione 4.1).

Essa dipende dalla scelta della soluzione particolareϕ∞ dell’equazione diPois-
son ∆ ϕ = α .
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Per ogni scelta diϕ∞ il campo vettoriale

v = gradϕ + rotψ∞ ,

soddisfa le equazioni



div v = ∆ ϕ = α in A ,

rotv = ∆ ψ = β in A ,

v . n = gradϕ∞ . n + rotψ . n = 0 su ∂A .

ed è quindi soluzione del problemaP . Poichè si è mostrato che la soluzione del
problema P è unica, essa non dipende dalla scelta della soluzione particolareϕ∞
dell’equazione diPoisson.

Si può allora concludere.

Proposizione 4.2. Condizione di esistenza ed unicit`a. Se il dominio pianoA è
monoconnesso i problemi, tra loro equivalenti,

P)



div v = α in A ,

rotv = β in A ,

v . n = 0 su ∂A .

P∗)



div v∗ = −β in A ,

rotv∗ = α in A ,

v∗ . t = 0 su ∂A .

ammettono un’unica soluzione se e solo seè soddisfatta la condizione

∫
A

α da = 0 ,

che esprime per, i problemiP e P∗ , rispettivamente l’annullarsi del valor medio della
divergenza e l’annullarsi del valor medio del rotore.

Una più semplice ed interessante discussione dei problemiP e P∗ è la seguente.
La soluzione del problemaP vè decomposta nella somma delle soluzioni di due

problemi che generalizzano le propriet`a caratteristiche delle tensioni tangenziali da
taglio e da torsione.
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Tali problemi sono pertantoindicati rispettivamente con le sigleTAG e TOR e
sono definiti da

TAG)


div v = α in A ,

rotv = 0 in A ,

v . n = γ su ∂A .

TOR)


div v = 0 in A ,

rotv = β in A ,

v . n = 0 su ∂A .

ProblemaTAG .

Il campov soluzione del problemaTAG è il gradiente di un potenzialeϕ e cioè
si ha v = gradϕ . In termini del potenzialeϕ il problema si traduce in un problema
di Poisson-Neumann

PN)

{
∆ ϕ = α in A ,

gradϕ . n = γ su ∂A ,

che ammette una soluzioneϕ unica a meno di una arbitraria costante additiva se e solo
seè soddisfatta la condizione

∫
A

α da +
∫
∂A

γ ds = 0 .

Sotto tale condizione la soluzionev = gradϕ del problemaTAG è quindi unica.

ProblemaTOR .

Il campo v ha divergenza nulla e flusso nullo attraverso un qualsiasi tratto del
contorno∂A quindi anche attraverso i bordi delle cavit`a interne. In virtù del teorema
4.1 (p. 453) il campov è il rotore di un potenzialeψ , si ha cioè chev = rotψ . In
termini del potenzialeϕ il problema si traduce in un problema diPoisson-Dirichlet

PD)

{
∆ ψ = β in A ,

gradψ . t = 0 su ∂A ,

la cui soluzione dipende dai valori costanti dellaψ sui contorni che formano la frontiera
di ∂A . Potendo assumere nulla la costante sul contorno esterno, la soluzionev = rotψ
del problemaTOR dipende dai valori costanti dellaψ sui contorni delle cavit`a interne.

Se il dominioè monoconnesso la soluzione `e unica.
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4.1. Analogia col problema dell’equilibrio elastico

Un’analogia formale con i problemi di elastostatica consente di dedurre le con-
dizioni di esistenza e unicit`a delle soluzioni dei due classici problemi al contorno
per l’operatore diLaplace noti comeproblemaPoisson-Neumann e problema di
Poisson-Dirichlet.

L’analogia formale si traduce in una efficace informazione sull’esistenza e
sull’unicità della soluzione.

Infatti la teoria richiede che l’opratore differenziale che governa il problema goda
delle seguenti propriet`a.

• l’immagine sia chiusa,

• il nucleo sia di dimensione finita.

Sia allora(H1(Ω))3 lo spazio diSobolev dei campi vettoriali di quadrato integrabile
sul dominio spaziale di definizione insieme alle derivate prime distribuzionali.

• Nei modelli strutturali continui bidimensionali e tridimensionali le propriet`a fon-
damentali dell’operatore cinematico sym grad di avere immagine chiusa in
(H1(Ω))6 e nucleo di dimensione finita per ogni sottospazio chiuso in(H1(Ω))3

si deducono dalla celebrataseconda diseguaglianza diKorn (vedi Tomo I, sezione
II.6.3 (p. 210))

∫
A

(
‖ sym gradu ‖2 + ‖u ‖2

)
da ≥

∫
A

(
‖ gradu ‖2 + ‖u ‖2

)
da ,

• Per i problemi diPoisson-Neumann e di Poisson-Dirichlet le analoghe
proprietà per l’operatore grad sono conseguenza della classicadiseguaglianza di
Poincaré in H1(A)

∫
A

‖ gradu ‖2 da +
(∫

A

u ds

)2

≥
∫
A

(
‖ gradu ‖2 + ‖u ‖2

)
da .

Più precisamente tali diseguaglianze consentono rispettivamente di dimostrare che gli
operatori

• sym grad∈ L
{
H

1(Ω)d,L2(Ω)s
}

,

con s = (d2 + d)/2 dimensione dello spazio dei tensori simmetrici su	d e

• grad ∈ L
{
H

1(Ω),L2(Ω)d
}

hanno immagine chiusa e nucleo di dimensione finita.
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Problema di Poisson-Neumann

Effettuando le identificazioni formali

ϕ= u campo cinematico

grad= B operatore cinematico

I= E operatore elastico

p forze di contatto su∂A

b forze di massa

l’equilibrio elastico del dominioA soggetto a forze di contattop sulla frontiera si
scrive 

ε = gradϕ congruenza

σ = I ε legame elastico

−div σ = b equilibrio di massa

σ . n = p su ∂A equilibrio al contorno

Espresso in termini dello spostamento scalareϕ esso equivale al problema diPoisson-
Neumann {

∆ ϕ = −b su A

gradϕ . n = p su ∂A

I cinematismi rigidi conformi per il modello sono i campi a gradiente nullo e cio`e, in
forza della connessione diA , quelli costanti suA .

L’analogia elastica conduce quindi ad affermare che esiste soluzione se e solo se
è soddisfatta la condizione

∫
A

b da +
∫
∂A

p ds = 0 .

La soluzioneϕ è in tal caso unica a meno di campi costanti suA .
Nel problema della torsione si hap(s) = r(s) . t(s) e dunque la condizione di

esistenza diventa ∫
∂A

r . t ds = 0

edè sempre verificata in quanto

r . t =
d

ds

1
2
(r . r) .
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Problema di Poisson-Dirichlet

Effettuando le identificazioni formali

ψ = u campo di spostamenti

grad = B operatore cinematico

I = E operatore elastico

ψ = w cedimenti vincolari su∂A

b forze di massa

l’equilibrio elastico del dominioA soggetto a cedimenti assegnatiw sulla frontiera si
scrive 

ε = gradψ congruenza

σ = I ε legame elastico

−div σ = b equilibrio di massa

ψ = w su ∂A vincolo cinematico

ed equivale al problema diPoisson-Dirichlet{
∆ ψ = −b su A

ψ = w su ∂A

I cinematismi rigidi conformi per il modello sono nulli in quanto devono essere campi
costanti suA e nulli su ∂A .

L’analogia elastica conduce quindi ad affermare che esiste un’unica soluzioneψ
per ogni dato.

Nella classe delle funzioniψ che verificano la condizione al contornoψ = w su
∂A il funzionale energia potenziale totale risulta strettamente convesso ed `e dato da

F (ψ) =
1
2

∫
A

‖ gradψ ‖2 da−
∫
A

b ψ da .

Nel problema della torsione seψ è l’armonica coniugata della funzione di ingobbimento
specifico risultab = 0 ed inoltre{

w = r2/2 sul contorno esterno,

w = r2/2 + kj sui contorni interni.

Se ψ è la funzione diPrandtl risulta b = −2 ed inoltre{
w = 0 sul contorno esterno,

w = kj sui contorni interni.
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5. LA SOLLECITAZIONE DI TAGLIO E FLESSIONE

Si consideri una trave sulle cui basi terminali agiscono due sistemi di forze stati-
camente opposti, ciascuno avente

• risultanteT ortogonale all’asse della trave (sforzo di taglio),

• vettore assiale del momento risultante rispetto al baricentro elasticoMGf ortogo-
nale all’asse della trave (momento flettente).

z

l

MGf  - l k   T

O
O'

T

-T
-MGf

k

i j

k

Fig. 5.1

Sollecitazione di
taglio e flessione

In ogni sezione trasversale si assuma l’origine del sistema di riferimento coinci-
dente con il baricentro elastico.

Le caratteristiche della sollecitazione in ogni sezione trasversale della trave cos`ı
caricata consistono in uno sforzo di taglioT costante lungo l’asse della trave ed in un
momento flettente variabile linearmente con la coordinataz della sezione.

Il vettore assiale del momento flettente varia infatti con legge lineare governata
dall’espressione

MGf (z) = MGf (0)− z (k×T) .

Derivando rispetto az si ottiene la condizione differenziale di equilibrio

−k×T = M′
Gf

, T = k×M′
Gf

.

Dalla teoria della flessione si ha che il gradienteg delle dilatazioni delle fibre della
traveè dato dall’equazione vettoriale

k×MGf (z) = JG(E)g(z) .

Derivando rispetto az si ottiene la relazione tra la derivatag′ del gradiente delle
dilatazioni e lo sforzo di taglio

T = JG(E)g′ .



464 5 – LA SOLLECITAZIONE DI TAGLIO E FLESSIONE

• La retta passante per il baricentro elastico e parallela allo sforzo di taglioT è
dettaasse di sollecitazione del taglio.

• La retta passante per il baricentro elastico ed ortogonale al gradienteg′ della
derivata delle dilatazioni `e dettaasse neutro del taglio.

Se a è un versore ortogonale allo sforzo di taglioT risulta

T . a = (JG(E)g′) . a = 0 .

Dunque le direzioni dig′ e di a sono di simmetria coniugata rispetto all’ellisse d’inerzia
elastica della sezione trasversale.

Osservando che l’asse di sollecitazione del taglio `e ortogonale al versorea e che
l’asse neutro del taglio `e ortogonale al vettoreg′ , dalla geometria delle masse (vedi
sezione IX.2.2 (p. 358)) segue che

l’asse di sollecitazione e l’asse neutro del taglio sono diametri coniugati dell’ellisse
di Culmann della sezione trasversale.

Si noti inoltre che
T . g′ = (JG(E)g′) . g′ > 0 ,

e cioè che

• il gradienteg′ della derivata delle dilatazioni ha proiezione positiva nella direzione
della forza tagliante.

5.1. La trattazione di Jourawski

La trattazione del problema dell’equilibrio elastico svolta dalSaint Venant in
[2] (1856) conduce alla formulazione di problemi del tipo diPoisson nel dominio
della sezione retta. La soluzione di tale problema si presenta per`o ardua anche per
forme geometriche semplici della sezione trasversale.

Tale circostanza fa preferire, ai fini tecnici, una trattazione approssimata di tipo ele-
mentare dovuta aD.J.Jourawski 45 che la svilupp`o, in connessione con la costruzione
dei ponti lignei della linea ferroviaria St Pietroburgo-Mosca, nel periodo 1844-1850.

45 D.J. Jourawski (1821-1891). Nel 1838 entr`o all’Istituto di Ingegneria della strade e delle co-
municazioni di St Pietroburgo. L’Istituto era stata fondata nel 1809 da ingegneri francesi provenienti dalla
École Polythecnique e dalláEcole de Ponts et Chauss´ees di Parigi tra cuiBétancourt (che ne fu il primo
direttore),Bazain ePotier. Nel 1820 giunsero a St PietroburgoGabriel Lamé eEmile Clapeyron,
che insegnarono matematica e fisica presso l’Istituto ed aiutarono a progettare molte importanti strutture tra
cui vari ponti sospesi che vennero costruiti in quel tempo a St Pietroburgo. Durante gli studi diJourawski
l’insegnamento era ormai in mano a docenti russi ed egli ebbe quale professore di matematicaM.V. Os-
trogradsky. Jourawski si laureò nel 1842 anno in cui inizi`o la costruzione della linea ferroviaria St
Pietroburgo-Mosca. A lui venne affidato il compito di progettare il ponte sul fiume Werebia (lughezza 60
metri, 9 campate, altezza dalla superficie dell’acqua 56 metri) che venne realizzato con travi in legno di grande
altezza ed anche da travi composte.Jourawski ideò il suo metodo perdetrminare gli sforzi di scorrimento
tra le fibre longitudinale delle travi lignee e per dimensionare i collegamenti metallici tra travi sovrapposte.
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La trattazione diJourawski, pur basandosi su sole considerazioni di equilibrio
alla traslazione lungo l’asse della trave, fornisce valutazioni sufficientemente accurate
ai fini tecnici in molte applicazioni.

Il metodo diJourawski consiste nell’imporre la condizione di equilibrio alla
traslazione lungo l’asse della trave di un pezzo di trave di forma cilindrica e con gene-
ratrici parallele all’asse della trave, vedi figura 5.2.

R∗(0) R∗(z)
τnzτzn

Fig. 5.2

In gergo tecnico il pezzo pu`o dirsi unacarota. Tale è infatti il nome che si d`a
ai provini cilindrici estratti con una fresa a rotazione per campionare terreni o rocce e
calcestruzzi da costruzione per sottoporli a prove di laboratorio.

La condizione di equilibrio alla traslazione consente di valutare il flussoq∗ del
campo vettoriale delleτ attraverso una linea chiusa∂A∗ che racchiuda una parteA∗

della sezione retta. Il flussoq∗ è positivo se uscente dal dominioA∗ .

Dal teorema della divergenza e dalla condizione differenziale di equilibrio alla
traslazione lungo l’asse della trave si deduce laformula diJourawski

q∗ =
∮

∂A∗

τ . n ds =
∫
A∗

div τ da = −
∫
A∗

σ′ da ,

dove n è il versore della normale uscente dalla frontiera∂A∗ del dominioA∗ .

Osservazione 5.1.Alla formula di Jourawski può pervenirsi anche direttamente
dalla condizione di equilibrio alla traslazione nella direzionez di una parte di trave di
lunghezza unitaria e di sezione retta coincidente conA∗ .

In virtù della simmetria delle tensioni tangenziali, risultaτnz = τzn e quindi
la risultante della distribuzione di tensioni tangenziali sulla parete laterale `e uguale al
flusso q∗ delle tensioni tangenziali uscente dal dominioA∗ .

Jourawski applicò anche il suo metodo ad un’analisi critica del posizionamento dei rivetti di collegamento
delle travi metalliche composte a forma tubolare dei ponti Conway e Britannia costruiti in Inghilterra nel
1845. Il lavoro diJourawski, tradotto in francese nel 1856, fu molto apprezzato daSaint Venant che
lo usò anche come termine di confronto per la sua soluzione esatta del problema, .
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Denotando conR∗(z) la risultante delle tensioni normali di trazione sul dominio
A∗ all’ascissaz , l’equazione di equilibrio si scrive

R∗(z)−R∗(0) +

z∫
0

q∗ dz = 0 .

Derivando quindi rispetto all’ascissaz si ottiene

∂R∗

∂z
+ q∗ = 0 ,

da cui segue che

q∗ = −∂R∗

∂z
= − ∂

∂z

∫
A∗

σ da = −
∫
A∗

σ′ da ,

cheè laformula diJourawski.

Dalla trattazione della flessione si deduce che la distribuzione delle tensioni normali
σ sulla sezione trasversale della trave ha andamento lineare rispetto al vettore posizione
ρ = r + z k .

Essaè infatti lineare sia inr , vettore posizione nel piano della sezione trasversale,
sia in z , ascissa lungo l’asse della trave, in conseguenza del fatto che il momento
flettente varia linearmente conz .

Si consideri ora l’equazione differenziale di equilibrio che lega il momento flettente
MGf allo sforzo di taglioT :

T = k×M′
Gf

,

ovvero in componenti 
Tx = −M ′

Gy
,

Ty = M ′
Gx

.

L’espressione delle tensioni normali da flessione in funzione del vettore posizioner
rispetto al baricentro elastico della sezione trasversale `e data da

σ(z) = E g(z) . r .

Derivando rispetto az e sostituendo nell’espressione del flussoq∗ delle tensioni tan-
genziali da taglio si ottiene

q∗ = −
∫
A∗

E g′ . r da = −g′ .
∫
A∗

E r da .
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Dunque la formula diJourawski, che consente di valutare il flusso delle tensioni
tangenziali uscente dall’areaA∗ , assume la semplice espressione

q∗ = −g′ . S∗
G
(E) ,

dove

g′ = J−1
G

(E)T , S∗
G
(E) =

∫
A∗

E r da .

Se gli assix e y del riferimento sono principali d’inerzia, la matrice diJG(E) assume
la forma canonica e dunque

[J G(E)]−1 =


1

JGx(E)
0

0
1

JGy(E)

 ,

ed il flusso delle tensioni tangenziali `e fornito, in termini di componenti, dalla formula

q∗ = − Tx

JGx(E)
S∗

Gx
(E)−

Ty

JGy(E)
S∗

Gy
(E) .

Nel caso di sezione elasticamente omogenea, e cio`e di fibre longitudinali aventi tutte lo
stesso modulo diYoung, risulta

S∗
G
(E) = E S∗

G
, E J−1

G
(E) = J−1

G
,

e l’espressione del flusso delle tensioni tangenziali assume la forma

q∗ = −(J−1
G

)T . S∗
G
,

in cui l’elasticità longitudinale delle fibre non gioca alcun ruolo.

In un riferimento principale si ha

q∗ = − Tx

JGx

S∗
Gx
−

Ty

JGy

S∗
Gy

.
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Nel caso generale, siam il versore parallelo ed equiverso al gradienteg′ e si
ponga

g′ = g′
m

m , Tm = T . m , S∗
Gm

= S∗
G

. m , JGm = JGm . m .

Allora si ha che
Tm = T . m = JGg′ . m > 0 ,

e quindi
Tm = (JGm . m) g′

m
= JGm g′

m
.

Ne segue che vale la formula

q∗ = −g′
m

(m . S∗
G
) = − Tm

JGm

S∗
Gm

.

Sussiste il seguente risultato analogho a quello dimostrato per la sollecitazione di tor-
sione nella proposizione 3.1 (p. 421).

Proposizione 5.1. Una qualsiasi distribuzione di tensioni tangenziali che soddisfi le
condizioni di equilibrio div τ = −σ′ = −E (J−1

G
(E)T) . r in A ,

τ . n = 0 su∂A ,

ha un risultante equipollente aT .

Dim. Dalla relazione div(r⊗ τ ) = τ + r div τ si deduce che∫
A

τ da =
∫
A

[ div (r⊗ τ ) da− r div τ ] da =

=
∫

∂A

(r⊗ τ )n dS +
∫
A

rE (J−1
G

(E)T . r) da =

=
∫

∂A

(τ . n) r dS +

 ∫
A

E r⊗ r da

 J−1
G

(E)T =

= JG(E)J−1
G

(E)T = T ,

e quindi il risultato.
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5.1.1. Corda parallela all’asse neutro

Si consideri ora la generica sezione retta di una trave omogenea soggetta a taglio e
flessione e si ponga l’ipotesi semplificativa consistente nell’assumere che su ogni corda
parallela all’asse neutro del taglio la componente normale delle tensioni tangenzialiτ
sia costante (fig.5.3).

Si consideri un riferimento cartesiano{x, y, z} con l’origine nel baricentro della
sezione retta, l’assez parallelo all’asse della trave, l’asse dellex coincidente con
l’asse neutron′ del taglio e l’assey orientato in modo cheTy > 0 . Ponendo quindi

τy : =
q∗

δ
,

ove δ è la lunghezza della corda, laformula diJourawski fornisce l’espressione

τy = −
Ty S∗

Gy

δ JGy

.

y

x = n' G

τy

Fig. 5.3

Componenteτy costante
su ogni corda parallela
all’asse neutro del tagliox

Per valutare la componenteτx parallela alla corda si osservi che, dalla condizione
differenziale di equilibrio alla traslazione in direzione dell’asse della trave

∂τx

∂x
+

∂τy

∂y
+

∂σ

∂z
= 0 ,

derivando rispetto adx , si ottiene la condizione

∂2τx

∂x2 +
∂2τy

∂x∂y
+

∂2σ

∂x∂z
= 0 .
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Si osservi che le corde parallele all’asse neutrox = n′ sono linee di livello delleσ′ in
quanto ortogonali al gradienteg′ . Inoltre la componenteτy della tensione tangenziale
è con buona approssimazione costante rispetto adx . Dalla relazione precedente si
deduce pertanto che

∂2τx

∂x2 = 0 ,

e cioè che la componenteτx della tensione tangenziale parallela alla corda varia linear-
mente lungo la corda.

Poiché sul contorno la tensione tangenzialeτ ha la direzione della tangente, la
conoscenza della componenteτy normale alla corda consente di valutare, nei punti
estremi della corda, la componenteτx parallela alla corda (vedi fig. 5.4).

Il diagramma si ottiene quindi congiungendo con una retta i valori dellaτx agli
estremi della corda. Ne segue che, se la corda `e ortogonale al contorno nei punti estremi,
la τx è nulla su tutta la corda.

y
_

y

x = n' G

τy

τx τx

τy

τx(x,y)
_

τx

Fig. 5.4

Si noti che il valore massimo del flussoq∗ attraverso una corda si ha quando la
corda appartiene all’asse neutro del taglio. Infatti in tal caso

dq∗

dy
= −

Ty

JGy

dS∗
Gy

dy
= 0 ,

in quanto il momento staticoS∗
Gy

è massimo per tale posizione della corda.
Al valore massimo del flussoq∗ può darsi una semplice espressione considerando

il braccio della coppia interna

h∗ = −
JGy

S∗
Gy

,
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y

x = n' h*G
d1 = _  J

(1)
y___

           S*y

C2

C1

d2 = _  J
(2)
y___

           S*y

A(1)

A(2)

Fig. 5.5

Il braccio della coppia interna rappresenta la distanza nella direzioney tra i punti
di applicazione delle risultanti delleσ′ positive e negative (fig.5.5). Si ha infatti che

q∗max =
Ty

h∗
.

Per mostrare il significato geometrico dih∗ , si denotino con

J
(1)
Gy , J

(2)
Gy ,

S
(1)
Gy , S

(2)
Gy ,

i momenti d’inerzia ed i momenti statici rispetto all’asse neutrox dei domini A(1) ed
A(2) di fig.5.5.

Poiché l’asse neutro `e baricentrico, si ha che

S
(1)
Gy + S

(2)
Gy = SGy = 0 ,

e quindi

S∗
Gy

= S
(1)
Gy = −S

(2)
Gy .
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Pertanto le distanze dall’asse neutrod1 e d2 dei punti di applicazione delle risul-
tanti delleσ′ positive e negative valgono

d1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∫
A(1)

σ′ y da

∫
A(1)

σ′ da

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∫
A(1)

k y2 da

∫
A(1)

k y da

= −
J

(1)
Gy

S∗
Gy

,

d2 =

∫
A(2)

k y2 da

∫
A(2)

k y da

= −
J

(2)
Gy

S∗
Gy

,

da cui:

h∗ = d1 + d2 = −
J

(1)
Gy + J

(2)
Gy

S∗
Gy

= −
JGy

S∗
Gy

.

E’ da notare che se la lunghezza della corda `e stazionaria in corrispondenza
dell’asse neutro, anche laτy ha un massimo per tale posizione della corda. Si ha
infatti che

dτy

dy
=

d

dy

q∗(y)
δ(y)

=
1
δ

dq∗

dy
− q∗

δ2

dδ

dy
= 0 .

5.2. La deformabilità a taglio della sezione

La deformazione della trave soggetta a taglio e flessione `e somma di quella dovuta
alla flessione e di quella causata dagli scorrimenti associati al taglio.

Quindi la deformazione della trave `e caratterizzata da rotazioni relative tra le
sezioni per unit`a di lunghezza, dovute alla curvatura flessionale e da un ingobbamento
delle sezioni, uguale per tutte, come mostrato in figura.

Ty
-TyTy   l

l

x

y

Ty
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5.2.1. Il tensore dei fattori di taglio

Nella teoria tecnica della trave si introduce unoscorrimento medio equivalenteper
unità di lunghezza della trave.

Si assume cio`e che le sezioni rette della trave rimangano piane a deformazione
avvenuta, e slittino l’una rispetto all’altra, come `e mostrato in figura.

η

Lo scorrimento equivalente associato ad uno sforzo di taglioT è il vettore η ,
appartenente al piano della sezione trasversale, definito dalla propriet`a di far com-
piere ad un arbitrario sforzo di taglioT∗ un lavoro virtuale, per unit`a di lunghezza
della trave, pari al lavoro virtuale, compiuto dalle corrispondenti tensioni tangen-
ziali da taglio τ ∗ , per gli scorrimenti elastici da taglioγ = τ/G indotti dalle
tensioni tangenziali dovute allo sforzo di taglioT (vedi fig. 5.6).

In formule si ha

T∗ . η : =
∫
A

τ ∗ . τ

G
da .

-T η
T

Fig. 5.6

Le tensioni tangenziali, variabili da punto a punto nella sezione, sono funzioni lineari
dello sforzo di taglioT agente sulla sezione.
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Esse dunque possono essere espresse mediante un campo tensorialeΠ(r) che
ad ogni sforzo di taglioT associa il corrispondente campo di tensioni tangenziali da
taglio

τ (r) = Π(r)T .

I tensori Π(r) hanno quindi la dimensione dell’inverso di un area.

Sia T∗ un’arbitraria forza tagliante e si pongaτ ∗ = Π(r)T∗ . La condizione di
eguaglianza dei lavori virtuali

T∗ . η =
∫
A

τ ∗ . τ

G
da =

∫
A

[
1

G(r)
Π(r)T∗ . Π(r)T

]
da =

= T∗ .
(∫

A

ΠT (r)Π(r)
G(r)

da
)

T ,

in virtù dell’arbitrarietà di T∗ , fornisce il valore dello scorrimento equivalenteη :

η =
(∫

A

ΠT (r)Π(r)
G(r)

da
)

T .

Si introduca allora l’area elastica a tagliodella sezione, definita da

AG =
∫
A

G(r) da ,

ed il tensore adimensionale deitensore dei fattori di tagliodefinito da

χ = AG

∫
A

ΠT (r)Π (r)
G(r)

da . Tensore dei
fattori di taglio

La cedevolezza a tagliodella sezione `e il tensoreCs definito da

Cs =
χ

AG

. Cedevolezza a taglio
della sezione

L’inversa della cedevolezza `e larigidezza a tagliodella sezione:

Ks = AG χ−1 . Rigidezza a taglio
della sezione
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Il legame elastico tra lo scorrimento equivalenteη e lo sforzo di taglioT è

η =
χ

AG

T .

Il tensore dei fattori di taglio `e simmetrico e definito positivo.

In un riferimento principale per il tensore dei fattori di taglioχ la matrice associata
assume la forma canonica

[χ ] =

χx 0

0 χy

 .

Gli autovalori positiviχx e χy sono dettifattori di taglio principali.

In termini di componenti si ha
ηx =

χx

AG

Tx ,

ηy =
χy

AG

Ty .

Per una sezione omogenea, cio`e con moduloG eguale per tutte le fibre, si ha
AG = G A e dunque il tensore dei fattori di taglio `e definito dalla relazione

(χT) . T∗ = A
∫
A

τ . τ ∗ da con

{
τ (r) = Π(r)T ,

τ ∗(r) = Π(r)T∗ ,

e valgono le formule

η =
χ

G A
T , χ = A

∫
A

ΠT (r)Π (r) da .

Il tensore dei fattori di taglio fornisce una misura adimensionale della disuniformit`a
della distribuzione delle tensioni tangenziali da taglio nella sezione.

Tale caratterizzazione discende dalla propriet`a dei fattori di taglio principali di
essere maggiori dell’unit`a.

Per mostrarlo si fa ricorso al seguente risultato propedeutico.

Lemma 5.2. Diseguaglianza del valor medio quadratico.Sia τ un campo vettoriale
di quadrato integrabile nel dominioA . Allora vale la diseguaglianza

1
A

∫
A

τ . τ da ≥ 1
A

∫
A

τ da . 1
A

∫
A

τ da ,

ed il segno di eguaglianza sussiste se e solo se il campo vettorialeτ è costante.
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Dim. La diseguaglianza diCauchy-Schwarz stabilisce che sea è un campo vetto-
riale di quadrato integrabile nel dominioA risulta(∫

A

τ . a da
)2

≤
∫
A

τ . τ da
∫
A

a . a da ,

dove il segno di eguaglianza sussiste se e solo se i campiτ e a sono proporzionali.
Assumendo allora il campoa costante e pari all’integrale del campoτ :

a =
∫
A

τ da ,

si ottiene che ∥∥∥∥∫
A

τ da
∥∥∥∥4

≤ A
∫
A

τ . τ da
∥∥∥∥∫

A

τ da
∥∥∥∥2

,

con il segno di eguaglianza se e solo se

τ =
1
A

∫
A

τ da ,

e cioè se il campo vettorialeτ è costante.

Si può ora dimostrare il risultato concernente i fattori di taglio principali.

Proposizione 5.3. Autovalori del tensore dei fattori di taglio. Gli autovalori del
tensore dei fattori di taglio sono maggiori dell’unità.

Dim. Sia T un autovettore del tensore dei fattori di taglio eλ il corrispondente
autovalore:

χT = λT .

In virtù della proposizione 5.1 (p. 468) la risultante delle tensioni tangenziali da taglio
è uguale alla forza tagliante e cio`e ∫

A

τ da = T .

Allora dalla definizione del tensore dei fattori di taglio e dal lemma 5.2 si ha che

λ ‖T ‖2 = (χT) . T = A
∫
A

τ . τ da ≥ ‖T ‖2
,

dove τ = Π(r)T . Quindi λ ≥ 1 con λ = 1 se e solo se il campoτ è costante.
Notando quindi che un campo di tensioni tangenziali da taglio, avendo divergenza non
nulla, non pu`o essere costante, si deduce che deve essereλ > 1 .
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5.2.2. La sezione rettangolare

Si consideri la sezione rettangolare omogenea di fig. 5.7. La trattazione svolta nella
sezione 5.1.1 (p. 468) mostra che le tensioni tangenziali agenti sulle corde parallele
all’asse neutro del tagliox = n′ sono dirette secondoy e dipendono solo dalla
coordinatay . Essendo

S∗
y

= −B

(
H

2
+ y

)
1
2

(
H

2
− y

)
= −B

2

(
H2

4
− y2

)
, Jy =

B H3

12
,

la formula diJourawski fornisce

τy(y) = −
Ty S∗

y

B Jy

=
6 Ty

B H3

(
H2

4
− y2

)
.

x

y

H__
 2

y

H__ +  y__
 4              2

H__ _
 2

H__ _  y__
 4              2

B

H

T

Fig. 5.7

Applicando la formula dello scorrimento equivalente:

η =
(∫

A

ΠT (r)Π(r)
G(r)

da
)

T ,

tenendo presente che la direzioney , essendo un asse di simmetria, `e principale per il
tensore dei fattori di taglio, si ottiene l’espressione

ηy =
Ty

G

(
6

B H3

)2
H/2∫

−H/2

(
H2

4
− y2

)2

B dy =
6
5

Ty

G A
.

Il fattore di taglio principaleχy vale dunque6/5 .

Poichè nella formula le dimensioniB e H giocano un ruolo simmetrico, anche
il fattore di taglio principaleχx vale 6/5 .
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5.2.3. La sezione a C

Si consideri la sezione omogenea di fig. 5.8 soggetta ad una forza tagliante parallela
all’anima (assey ).

δ1

δ1

δ2

b

G

T

y

h
x   n

Fig. 5.8

L’asse x del riferimento baricentrico `e
di simmetria ortognonale e quindi `e principale
d’inerzia. Ne segue che l’asse neutro del taglio
coincide con l’asse dellex . Il momento statico
sulle ali e sull’anima risulta rispettivamente

S∗
y
(ξ) = ξ δ1

h

2
, 0 < ξ < b ,

S∗
y
(ξ) = b δ1

h

2
+ δ2ξ

1
2
(h− ξ) , 0 < ξ < h ,

Il flusso delle tensioni tangenziali ha dunque andamento lineare sulle ali e parabolico
sull’anima.
In figura 5.9è riportato il diagramma del flusso delle tensioni tangenziali, in figura 5.10
è tracciato invece il diagramma dei valori medi delle tensioni tangenziali sulle corde.

δ1

δ1

δ2

hG
h/2

ξ

b

ξ
(h-ξ)/2

α2

α1

α1

Fig. 5.9

δ1

δ1

δ2

hG
h/2

ξ

b

ξ
(h-ξ)/2

α

α

α

Fig. 5.10
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5.3. Il centro di taglio

La proposizione 5.1 (p. 468) assicura che qualsiasi campo di tensioni tangenziali
che soddisfi le condizioni di equilibrio{

div τ = −σ′ = −E (J−1
G

(E)T) . r in A ,

τ . n = 0 su∂A ,

ha un risultante equipollente aT .

L’asse centrale del campo delleτ è la retta parallela aT di equazione

MGt = k . (r×T) = T . Rr ,

dove MGt è il momento torcente scalare rispetto al baricentro

MGt = k .
∫
A

r× τ da .

Il valore di MGt può essere variato ad arbitrio aggiungendo un campo diτ da torsione
che verificano cio`e le condizioni

div τ = 0 suA ,

τ . n = 0 su∂A ,∫
A

τ da = o .

Si vuole ora mostrare che

per ogni assegnata geometria della sezione retta, esiste un puntoC del suo piano,
dettocentro di taglio, che gode della seguente propriet`a.

Un campo di tensioni tangenzialiτ che soddisfa le equazioni di equilibrio{
div τ = −σ′ = −EJ−1

E
T . r suA ,

τ . n = 0 su∂A ,

ed il cui momento risultante rispetto aC è nullo, risulta ortogonale ad ogni campo
di deformazioniγ da torsione, nel senso che `e nullo il lavoro virtuale mutuo:∫

A

τ . γ da = 0 .
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La dimostrazione `e condotta con riferimento ad una trave omogenea.
Si consideri un tratto unitario di trave (vedi fig.5.11) soggetto a:

• (sistema 1) uno sforzo di taglioT1 con retta d’applicazione passante perC ,

• (sistema 2) un momento torcenteMt2 ,

e si valuti il lavoro virtualeL12 compiuto dalle tensioni tangenzialiτ1 del sistema 1
per gli scorrimentiγ2 del sistema 2.

T

-T

Sistema 1

Mt   k-Mt   k
T      k  ∆ z

Sistema 2

Fig. 5.11

Sia θ′2 è la curvatura torsionale nel sistema 2.

Ricordando l’espressione dello scorrimentoγ da torsione in funzione della cur-
vatura torsionaleθ′ , il lavoro mutuo si scrive

L12 = θ′2

∫
A

τ1
. (Rr + gradϕ) da =

= θ′2

∫
A

(k× r) . τ1 da +
∫
A

τ1
. gradϕ da

 .

Dalla relazione
div (ϕ τ ) = ϕ div τ + τ . gradϕ ,

si ottiene che∫
A

τ1
. gradϕ da =

∫
A

div (ϕ τ1) da−
∫
A

ϕ div τ1 da =

=
∫
∂A

ϕ τ1
. n ds +

∫
A

ϕ (J−1
G

T1
. r) da = T1

. J−1
G

∫
A

rϕ da ,

in quantoτ1
. n = 0 su ∂A . Si ha poi

MGt1 =
∫
A

(r× τ1) . k da =
∫
A

(k× r) . τ1 da ,
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ed inoltre
MGt1 = T1

. RrC ,

in cui rC è il vettore posizione del centro di taglio rispetto al centro geometricoG .

In definitiva si ha che

L12 = θ′2 T1
.

RrC + J−1
G

∫
A

rϕ da

 , ∀ θ′2 , ∀T1 .

Ricordando cheR−1 = RT = −R , la posizione del centro di taglioC è data da

rC = RJ−1
G

∫
A

rϕ da .

Se gli assix e y sono principali d’inerzia le coordinate del centro di taglio sono dunque

xC = − 1
JGy

∫
A

y ϕ dA,

yC = +
1

JGx

∫
A

x ϕ dA .

La determinazione del centro di taglio presuppone la soluzione del problema della
torsione per la sezione considerata.

E’ facile verificare che se la sezione retta ammette un asse di simmetria ortogonale
il centro di taglioè un punto di tale asse.

Dunque, se esistono due assi di simmetria ortogonale, il centro di taglio coincide
con la loro intersezione e cio`e con il baricentro della sezione retta.
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XI – LE TRAVI CON PARETI SOTTILI

1. SEZIONI SOTTILI

Una sezione sottilèe caratterizzata dall’avere l’area addensata lungo una o pi`u
curve del suo piano.

δ

nlinea media

= kt = k× n

nodo

Una sezione sottile pu`o pensarsi dunque composta da un numerot di tratti ognuno
dei quali generato da un segmento, di spessore anche variabile, che trasli mantenendosi
sempre ortogonale alla direzione di traslazione.

La curva generata dai centri dei segmenti si dicelinea mediadella sezione.
In corrispondenza di ogni punto della linea media, il segmento ad essa ortogonale

ed avente gli estremi sulla frontiera della sezione si dice lacorda. La lunghezza della
corda, che verr`a indicato conδ , definisce lospessorelocale della sezione.

Denotando conl la lunghezza di ogni tratto, l’ipotesi alla base della trattazione
delle travi con pareti sottile, richiede che risultiδ/l << 1 .

I punti di diramazione della linea media si dicononodi della sezione ed il loro
numero si denoter`a conn .

Il grado di connessionedella sezione `e pari al numero minimo di sezionamenti
longitudinali che effettuano una separazione della linea media in parti disgiunte.
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Le sezionimonoconnessesi dicono anche sezioniaperte.
Le sezionipluriconnessesi dicono invecechiuse.
Le sezioni chiuse biconnesse sono anche dettesezioni tubolari.
Le sezioni chiuse con grado di connesione maggiore di2 , sono dettesezioni

multicellulari.
Il numero m di maglie della sezione `e pari dal grado di connessione diminuito di

una unità.

(a) (b) (c)

Fig. 1.1

a) sezione aperta (monoconnessa)
b) sezione tubolare (biconnessa)
c) sezione pluriconnessa (tre volte connessa)

I versori della tangente e della normale alla linea media sono denotati rispettiva-
mente cont ed n ed orientati in modo chet = k× n = Rn .

Si definisca un sistema di ascisse curvilinee{O, s} in ogni tratto. La linea media
può allora esprimersi nella forma parametricar = r(s) .

Nel sistema di riferimento avnte per ascissa corrente lungo la linea media della
sezione ed ordinate localmente dirette lungo le corde, le posizioni dei punti della sezione
sono espresse da (fig.1.2)

r(s, n) = r(s) + nn(s)

Le coordinates ed n sono in generalecoordinate curvilinee.
L’analisi dello stato di tensione e di deformazione nelle travi a parete sottile pu`o

condursi con una trattazione approssimata che consente di ottenere risultati di validit`a
adeguata alle esigenze delle applicazioni anche in casi in cui le ipotesi alla base della
teoria della trave diSaint Venant non sono soddisfatte.

La trattazione `e svolta nell’ipotesi di materiale elastico isotropo ed omogeneo.
e le tensioni normaliσ dovute alla sollecitazione di sforzo normale e flessione sono
valutate con la teoria diNavier.

La descrizione del campo delle tensioni tangenzialiτ nelle sezioni rette `e basata
sull’ipotesi che la generica sezione retta subisca, oltre agli spostamenti dovuti allo sforzo
normale e alla flessione, una rotazione rigidaθ(z) attorno ad un assez parallelo a quello
baricentrico della trave, ed un ingobbamento, somma di quello dovuto alla torsione e
di quello dovuto al taglio, definito da una funzionew(x, y, z) .
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r(s)

nn(s)

n(s)
O

r(s, n) = r(s) + nn(s)

(n<)

Fig. 1.2

Il campo di spostamenti pu`o quindi scriversi


ux = −θ(z) y + uf

x
,

uy = θ(z) x + uf
y
,

uz = w(x, y, z) + uf
z
.

Componenti dello
spostamento

Le componenti con l’apicef sono quelle dovute allo sforzo normale ed alla flessione.
Poiché esse non provocano scorrimentiγx e γy , questi sono dati da


γx =

∂ux

∂z
+

∂uz

∂x
= −y θ′(z) +

∂w

∂x
,

γy =
∂uy

∂z
+

∂uz

∂y
= x θ′(z) +

∂w

∂y
.

Componenti dello
scorrimento

ovvero in termini vettoriali

γ = θ′ Rr + gradw .

Operando con il rotore ed osservando che rot gradw = o , si ottiene la condizione
necessaria di congruenza:

rotγ =
∂γy

∂x
− ∂γx

∂y
= 2 θ′(z).
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Il legame elasticoτ = G γ consente di tradurre le relazioni precedenti in termini di
tensioni tangenziali 

τx = G

(
∂w

∂x
− y θ′(z)

)
,

τy = G

(
∂w

∂y
+ x θ′(z)

)
,

τ = G(θ′Rr + gradw) ,

rotτ =
∂τy

∂x
− ∂τx

∂y
= 2G θ′(z) .

Le condizioni di equilibrio impongono che

div τ = −σ′ = −E g′ . (r− rG) nella sezione,

τ . n = 0 sul contorno,

T = JG(E)g′ .

Condizioni di
equilibrio

La proprietà di tangenza delleτ al contorno ed il ridotto spessore della sezione
conducono ad assumere che, con buona approssimazione, leτ su di una generica corda
siano ad essa ortogonali.

Dall’espressione della tensione tangenzialeτ in funzione delle coordinate curvi-
linee longitudinali e trasversali,s ed n :

τ = τst + τnn ,

osservando cheτn = 0 e ponendoτs = τ , si ottiene che

τ = τ t .

τ = τst

n

s

n

t

Fig. 1.3
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Si può allora esprimere il rotore delle tensioni tangenziali in termini delle coor-
dinate curvilinees ed n e trascurare l’effetto della curvatura della linea media della
sezione data la piccolezza dello spessore rispetto al raggio di curvatura.

Si ottiene quindi

rotτ =
∂τs

∂n
− ∂τn

∂s
=

∂τ

∂n
= 2G θ′(z) ,

da cui si evince che:

Le tensioni tangenziali variano linearmente lungo la corda.

Il flusso delleτ attraverso la corda di spessoreδ all’ascissa curvilineas vale
pertanto (v. fig.1.4):

q(s) =

δ/2∫
−δ/2

τ (n, s) . t dn =

δ/2∫
−δ/2

τ(n, s) dn = τ(0, s) δ.

n(s)

τ (0, s)

Fig. 1.4

Il valore della τ al centro della corda `e pari al valore medio delleτ sulla corda
edè dato dal rapporto tra il flusso e lo spessore

τ(0, s) = τm =
q

δ
.

La variazione del flusso lungo la linea media `e fornita dalle condizioni di equilibrio.
Osservando infatti che il flusso attraverso una qualsiasi porzione di contorno `e nullo, si
applichi il teorema della divergenza alla porzione di sezioneA(s) compresa tra le due
corde di ascissa0 ed s (fig. 1.5).
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s

0

A(s)

Fig. 1.5

Denotando conσ′
med

il valore medio diσ′ lungo la corda, si ha che

q(s)− q(0) =
∫

A(s)

div τ dA = −
s∫

0

σ′
m

δ ds = −
s∫

0

σ′ δ ds .

Poiché σ′ varia linearmente sulla corda, il valor medioσ′
med

è pari al valore cheσ′

assume sulla linea media.
Derivando rispetto ads si ottiene

dq

ds
= −σ′ δ(s) .

Ne segue che il flussoq(s) è stazionario in corrispondenza della corda il cui punto
medio appartiene all’asse neutro del taglio.

Si deduce ora un semplice risultato di carattere geometrico.
Si consideri il tratto di sezione sottile di fig.1.6. Denotando conr il raggio vettore

di un punto della linea media, essendor× t diretto secondok , si ha che

r× t = [k . (r× t)]k .

Inoltre, essendot = k× n , risulta

r× t = [k . r× (k× n) ] k = [ (k× r) . (k× n) ] k = (r . n)k.

Applicando il teorema della divergenza al triangoloide campito in grigio in fig. 1.6 (a)
ed osservando che

• div r = 2 ,

• il prodotto scalarer . n è nullo lungo i lati rettilinei,

si ottiene
s∫

0

r× t ds = k

s∫
0

r . n ds = 2 Ω(s) k .
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L’area Ω(s) tratteggiata in fig. 1.6 (a) `e dettaarea settorialerelativa al poloO
ed al settore{0, s} della sezione sottile.

Derivando si ottiene
∂Ω

∂s
=

1
2

r . n .

Tale formula pu`o essere dedotta per via elementare osservando cheh = r .n è l’altezza
del triangolo di base infinitesimads ed area dΩ(s) di fig. 1.6 (b).

O

r

on

h = r . n

O

r

o
t

n

(a) (b)

t dΩ
Ω(s)

ds

Fig. 1.6

Per dedurre l’espressione della variazione dell’ingobbamento lungo la linea media,
si consideri un tratto di trave compreso tra due sezioni trasversali poste a distanza unitaria
e due sezioni longitudinali in corrispondenza dei valori{0, s} dell’ascissa curvilinea.

Si può procedere in due modi alternativi.

Primo metodo.

Si osservi preliminarmente che, essendoτ = τ t e γ = τ/G , risultaγ = γ t
con γ = τ/G .

Si denoti conw(s) la restrizione della funzione di ingobbamento alla linea media
della sezione sottile. Dall’espressione dello scorrimento

γ = θ′ Rr + gradw ,

ponendot = k× n = Rn si deduce che

γ = γ . t = θ′ Rr . t + gradw . t = θ′ r . n +
∂w

∂s
,
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e cioè che

∂w

∂s
= γ − θ′ r . n =

τ

G δ
− θ′ r . n .

Integrando lungo la linea media nell’intervallo{0, s} si giunge alla formula

w(s)− w(0) =
∫

A(s)

τ

G δ
da− 2 Ω(s) θ′ =

s∫
0

q

G δ
ds− 2 Ω(s) θ′.

Secondo metodo.

Si applichi il principio dei lavori virtuali considerando qualesistema degli sposta-
mentiil tratto di trave di fig.1.7 e qualesistema delle forzequello di fig.1.8 in cui si `e
postow = w k . Il sistema delle forze `e costituito da

• un campo di forze per unit`a di lunghezza, costanti e tangenti alla linea media delle
sezioni sottili di estremit`a, e di intensit`a pari aq∗ ,

• un campo di forze per unit`a di lunghezza dirette secondo l’asse della trave, agenti
sulle facce dei sezionamenti longitudinali con verso opposto ed intensit`a pari aq∗ .

Tale sistema di forze `e in equilibrio con il campo di tensioni tangenziali aventi flusso
q∗ attraverso le corde della sezione.

1

w(s)

w(0)

τ

G
γ =

θ′(z)

0

s

Fig. 1.7

Sistema
degli spostamenti
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1

0

Ω(s) q∗2O =M

q∗
q∗

q∗

s

Fig. 1.8

Sistema
delle forze

Il momento rispetto adO del flussoq∗ è pari a

MO =

s∫
0

r× q∗ · t ds = 2Ω(s) q∗ k ,

e dunque, denotando conw(s) la funzione ingobbamento lungo la linea media, il
principio dei lavori virtuali fornisce

q∗
[

w(s)− w(0) + 2Ω(s) θ′
]

=
∫

A(s)

q∗

δ
γ da ,

e cioè, essendoda = δ ds :

w(s)− w(0) + 2Ω(s) θ′ =
∫

A(s)

τ

G δ
da =

s∫
0

q

G δ
ds .

Il campo delle tensioni tangenziali in una sezione sottile si considera come somma
di due campi complementari

• le τ da torsione, caratterizzate dalle condizioni{
div τ = 0 ,

rotτ = 2G θ′(z) ,

• le τ da taglio, caratterizzate dalle condizioni{
div τ = −σ′ ,

rotτ = 0 .
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1.1. Le tensioni tangenziali da torsione

Le tensioni tangenziali da torsione soddisfano le equazioni

{
div τ = 0 suA ,

τ . n = 0 su∂A ,
Equilibrio

rotτ = 2G θ′(z) . Congruenza

Condizioni sulle
tensioni tangenziali
da torsione

Esse impongono che il campo vettoriale delleτ sia solenoidale (cio`e a divergenza
nulla) ed a rotore costante e che la sezione sia un tubo di flusso per il campo delle
tensioni tangenziali.

Dall’annullarsi della divergenza e dalla condizione di tangenza al contorno, in
virtù del teorema della divergenza, si deduce che il flusso attraverso la generica corda
è costante in ogni ramo della sezione sottile. Infatti risulta

q(s)− q(0) =
∫

A(s)

div τ dA = 0 .

La determinazione della distribuzione delleτ da torsione in una sezione sottile
si conduce utilizzando la soluzione di tre tipologie fondamentali di geometria della
sezione:

1) i tubi sottili,

2) lesezioni sottili aperte a spessore costante,

3) lesezioni multicellulari.

1.1.1. I tubi sottili

La soluzione approssimata del problema della torsione per sezioni tubolari sottili
è dovuta aR. Bredt [1].

Si consideri una sezione sottile tubolare come in fig.1.9. Il flusso delle tensioni
tangenzialiè costante e rappresenta la risultante per unit`a di lunghezza lungo la linea
media.
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n

t

δ(s)

Ω

Fig. 1.9

Le caratteristiche della sollecitazione valgono dunque:

R =
∮

q t ds = q

∮
t ds = q

∮
dr
ds

ds = o ,

Mt =
∮

r× q t ds = q

∮
r . n dsk = 2 q Ω k ,

ove Ω è l’area racchiusa dalla linea media.

La sollecitazione `e dunque una coppia torcente ed il valore medio delleτ è dato da

τm(s) =
q

δ(s)
=

Mt

2 Ω δ(s)
. Prima formula diBredt

La rigidezza torsionaleKt = Mt/θ′ della sezione tubolare si ottiene imponendo
una condizione di congruenza sull’ingobbamentow della linea media della sezione
sottile. Si supponga infatti di effettuare un sezionamento longitudinale nella trave.

Dall’espressione dell’ingobbamento, imponendo che i lembi del sezionamento
longitudinale non subiscano spostamenti longitudinali relativi in corrispondenza della
linea media, si ha che

2 Ω θ′ =
q

G

∮
1

δ(s)
ds.

Esprimendo quindi il flusso in funzione del momento torcente mediante la prima formula
di Bredt, si ottiene

2 Ω θ′ =
Mt

2 Ω G

∮
1

δ(s)
ds .
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Si perviene cos`ı alla seguente espressione dellarigidezza torsionale

Kt = G
4 Ω2∮
1

δ(s)
ds

. Seconda formula diBredt

Nel caso di spessore costante la formula si semplifica in

Kt = G
4 Ω2 δ

l
,

ove l è la lunghezza della linea media.
Il valore dell’oscillazione dellaτ lungo la corda rispetto al valore medio `e

∆τ = τmax − τm =
∂n

∂τ

δ

2
= 2G θ′

δ

2
=

q δ

2Ω

∮
1
δ

ds ,

e, nel caso di spessore costante

∆τ

τm

=
l δ

2 Ω
=

A

2Ω
,

ove A = l δ è l’area della sezione sottile.

1.1.2. Le sezioni sottili aperte con spessore costante

Si consideri ora la sezione rettangolare sottile di figura 1.10. Il flusso delleτ
da torsione, essendo costante lungo la linea media e nullo sulle corde terminali che
appartengono al contorno della sezione, sar`a nullo su ogni corda.

L’andamento delle linee di flusso delleτ è suggerito dall’analogia idrodinamica
edè indicato in fig.1.10:

n

t

l

δ

Fig. 1.10
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Escludendo le zone terminali della sezione, esse sono rettilinee e parallele al lato mag-
giore del rettangolo. Sulle corde non prossime agli estremi si ha dunque:

∂τ(n)
∂n

= 2G θ′(z)

da cui, osservando cheτ(0) = τm = q/δ = 0 si ha:

τ(n) = 2G θ′(z)n.

Per calcolare la rigidezza torsionale si considera la sezione come l’insieme di in-
finiti tubi di flusso elementari (fig.1.11), a ciascuno dei quali pu`o applicarsi la trattazione
effettuata per i tubi sottili.

l

n

n
δ

Fig. 1.11

Applicando allora la prima formula diBredt al generico tubo di flusso elementare si
ottiene l’aliquota elementare di momento torcente:

dM(n) = 2Ω(n) dq(n) = 2Ω(n) τ(n) dn,

oveΩ(n) = 2 l n è l’area racchiusa dal tubo di flusso.
Sostituendo l’espressione diΩ(n) e quella precedentemente ricavata perτ(n) ed

integrando si ha:

Mt =

δ
2∫

0

dM(n) = 8G θ′(z) l

δ
2∫

0

n2 dn = G θ′(z)
l δ3

3

e dunque:

Kt = G
l δ3

3
, θ′ =

3 Mt

G l δ3 ,

τ(n) =
6 Mt

l δ3 n τmax =
3 Mt

l δ2

.

Formule per la
sezione sottile
rettangolare
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Si consideri ora una generica sezione sottile aperta di spessore costante come in fig.1.12.

δ

Fig. 1.12

L’andamento delle linee di flusso delleτ
da torsione `e con buona approssimazione
coincidente con quello che si avrebbe
in una sezione rettangolare sottile avente
eguale larghezza e spessore.

La trattazione esposta si pu`o dunque
applicare al caso generale.

1.1.3. Le sezioni multicellulari

Si consideri una sezione sottile multicellulare del tipo di quella indicata in fig.1.13.

Fig. 1.13

In ogni ramodella sezione il flusso delleτ da torsione `e costante e la somma dei flussi
uscenti da ogninodoè nulla.

Si denoti con cont il numero dei rami, conn il numero dei nodi.

Un insieme di maglie `e indipendentese ciascuna di esse contiene un ramo di
propria esclusiva pertinenza.
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Un insieme massimale di maglie indipendenti `e unabase di maglie.
Tutte le basi di maglie sono costituite dallo stesso numerom di maglie e tale

numeroè pari al grado di connessione del reticolo, aumentato di una unit`a.
Le incognite del problema sono

• i t flussi nei rami,

• il valore della curvatura torsionaleθ′ .

Esse devono soddisfare le seguenti equazioni.

n− 1 equazioni indipendenti che esprimono l’annullarsi del flusso totale uscente
da ogni nodo.
Esse equivalgono ad imporre l’equilibrio del nodo alla traslazione in direzione
longitudinale ∑

j ∈J(i)
qj = 0 i = 1, 2, . . . , n− 1 ,

dove qj denota il flusso nelj-esimo tratto, considerato positivo se uscente dal
nodo i , e j varia nell’insiemeJ(i) degli indici dei tratti afferenti al nodoi .

La condizione di equilibrio che impone al momento torcente risultante dei flussi
di eguagliare il momento torcente agente sulla sezione

t∑
j=1

∫
j

r× qj t ds = Mt ,

dove l’integraleè esteso alla linea media delj−esimo tratto.

• m condizioni di congruenza sulle maglie

∮
j

τ(s) ds = 2G Ωj θ′, j = 1, 2, . . . , m .

Infatti, supponendo di effettuarem sezionamenti longitudinali nella trave
senza renderla sconnessa, i lembi dei sezionamenti non devono subire,
nell’ingobbamento della sezione, alcuno scorrimento relativo.

Poiché sussiste la relazione
m + n = t + 1 ,

il numero delle incognite `e pari al numero delle equazioni indipendenti. ed il sistema
lineare ammette una ed una sola soluzione.

In effetti per risolvere il problema conviene operare in modo diverso.
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A tal fine si definiscano

• m flussi di magliain corrispondenza di una base di maglie.

In ogni maglia della base il flusso `e pari a quello che compete al ramo di sua esclusiva
pertinenza.

Tutti i flussi di maglia sono assunti positivi con lo stesso verso di rotazione.
I flussi nei rami si ottengono come somma algebrica dei flussi di maglia nelle due

maglie che hanno in comune quel ramo.
Le condizioni di equilibrio nei nodi risultano pertanto identicamente soddisfatte.
Le condizioni di congruenza si impongono in modo approssimato considerando

solo gli spostamenti longitudinali della linea media della sezione sottile.
Siano q1, . . . , qm , i flussi di maglia, assunti tutti positivi nello stesso verso, ad

esempio antiorario (fig.1.14). Il flusso nel generico ramo appartenente alle magliei e
j è dato da

qij = qi − qj .

qj
qijqi i j

Fig. 1.14

Le condizioni di congruenza dell’ingobbamentow per le m maglie indipendenti
si scrivono:

2 G Ωi θ
′ =

∮
i

τ(s) ds = qi

∮
i

1
δ

ds

− m∑
j=1

qj

 ∫
ij

1
δ

ds

 i = 1, . . . , m ,

in cui

• nella sommatoria si assume chej = i ,

• il pedice ij indica che l’integrale `e esteso al tratto comune alle magliei e j e si
assume nullo se esse non hanno un tratto in comune.

Il sistema lineare dim equazioni indipendenti

2 G Ωi = q∗
i

∮
i

1
δ

ds

− m∑
j=1

q∗
j

 ∫
ij

1
δ

ds

 i = 1, . . . , m ,

consente di calcolare lem incognite q∗
i

= qi /θ′ .
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Risolvendo il sistema lineare di ordinem cosı̀ ottenuto per un arbitrario valore di
θ′ si ottengono i rapportiqi /θ′ .

Il momento torcenteMti relativo al flusso di magliaqi si valuta mediante la prima
formula diBredt

Mti = 2 qi Ωi ,

ove Ωi è l’area racchiusa dalla linea media dell’i−esima maglia.
Il momento torcente totale `e dato da

Mt =
m∑

i=1
Mti = 2

m∑
i=1

qi Ωi = 2 θ′
m∑

i=1

(
q∗
i
Ωi

)
.

Pertanto larigidezza torsionaledella sezione multicellulare `e fornita dalla formula

Kt = 2
m∑

i=1

(
q∗
i
Ωi

)
,

da cui si ottengono le espressioni dellacurvatura torsionalee deiflussi di magliadelle
tensioni tangenziali

θ′ =
Mt

Kt

,

qi = θ′
( qi

θ′

)
, i = 1, 2, . . . , m .

Osservazione 1.1.Si noti l’analogia formale del sistema di equazioni di congruenza
con il sistema di equazioni diKirchhoff per la determinazione della distribuzione
dell’intensità di corrente in una rete elettrica resistiva.

L’analogia consiste nell’identificare

• 2 G Ωi θ
′ con laforza elettromotricerelativa alla magliai ,

• 1/δ con laresistenzaper unità di lunghezza,

• qi con l’intensit̀a di correntenella magliai .

Tale analogia ha suggerito il metodo di calcolo dei flussi delle tensioni tangenziali
in termini di flussi di maglie.
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1.1.4. Le sezioni sottili composte

Si consideri una sezione sottile composta da un insieme disezioni sottili semplici
e cioè da sezioni sottili appartenenti ad una delle tipologie per le quali `e disponibile una
soluzione approssimata.

Ciò significa che la sezione pu`o essere suddivisa, mediante sezionamenti ide-
ali, in un insieme dip sezioni senza che l’andamento delle linee di flusso, suggerito
dall’analogia idrodinamica, venga sostanzialmente alterato.

La curvatura torsionale `e la stessa per tutte le sezioni semplici che compongono la
sezione e quindi valgono le relazioni

Mi = Ki θ′ i = 1, 2, . . . , p ,

dove

• Mi rappresenta l’aliquota di momento torcente sulla sezionei−esima,

• Ki è la rigidezza torsionale della sezionei−esima,

• θ′ è la curvatura torsionale della trave.

L’equilibrio globale richiede che il momento torcente totale sia pari alla somma di quelli
agenti sulle singole sezioni semplici

Mt =
p∑

i=1
Mi = θ′

p∑
i=1

Ki .
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La rigidezza torsionale della sezione composta `e quindi pari alla somma delle rigidezze
torsionali delle sezioni semplici che la costituiscono

Kt =
Mt

θ′
=

∑
i

Ki .

Il momento torcente agente sulla singola sezione semplice si ottiene quindi con la
formula di ripartizione:

Mi = Mt

Ki

Kt

.

Si possono allora considerare separatamente le singole sezioni semplici, ognuna
soggetta all’aliquota di momento torcente che le compete.

Il rapporto Ki /Kt ha dunque il significato dicoefficiente di ripartizionedel
momento torcente tra le varie parti semplici in cui `e stata scomposta la sezione.

1.2. Le tensioni tangenziali da taglio

Le tensioni tangenziali da taglio soddisfano le equazioni

{
div τ = −σ′ suA

τ . n = 0 su∂A
Equilibrio

rotτ = 0 Congruenza

Condizioni sulle
tensioni tangenziali
da torsione

Esse impongono che il campo vettoriale delleτ abbia pozzi costituiti dalla rapidit`a
di variazione della tensione normale lungo l’asse della trave e sia a rotore nullo. La
sezione deve inoltre essere un tubo di flusso ter il campo delle tensioni tangenziali.

Infatti l’annullarsi del rotore delleτ equivale alla condizioneθ′(z) = 0 , essendo

rotτ = 2G θ′(z) = 0 .

Poiché inoltre

rotτ =
∂τ

∂n
,

ne segue che leτ sono costanti lungo la generica corda e dunque si pu`o scrivere

τ(s) =
q(s)
δ(s)

.
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Dalla condizione differenziale di equilibrio

div τ = −σ′ = −E g′ . r = −(J−1
G

T) . r ,

si evince che l’andamento del flusso delle tensioni tangenziali da taglioq(s) in un ramo
della sezione sottile `e dato da

q(s2)− q(s1) = −
∫

A(s1,s2)

div τ ds = −
s2∫

s1

σ′(s) δ(s) ds = −
s2∫

s1

E δ(s)g′ . r(s) ds =

= −
s2∫

s1

E δ(s) r(s) ds . g′ = −E SG(s1, s2) . g′ =

= −SG(s1, s2) . (J−1
G

T) ,

doveA(s1, s2) è il tratto di sezione sottile compreso tra le ascisses1 e s2 e SG(s1, s2)
è il relativo momento del primo ordine rispetto al baricentro.

La derivata del flusso ha l’espressione

dq(s)
ds

= −σ′(s) δ(s) = −δ(s)E g′ . r(s) = −δ(s) (J−1
G

T) . r(s) .

Se gli assix e y sono principali d’inerzia, le relazioni precedenti si scrivono in
termini di componenti

q(s2)− q(s1) = −
(

Tx

JGx

SGx(s1, s2) +
Ty

JGy

SGy(s1, s2)

)
,

dq(s)
ds

= −δ(s)

(
Tx

JGx

x(s) +
Ty

JGy

y(s)

)
.

Si osservi che in particolare

Il campo di flussiq(s) delle tensioni tangenziali da taglio dipende
linearmente dal vettoreT della forza tagliante e dal gradienteg′

delle ε′ .
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1.3. Le sezioni sottili aperte

Si consideri la sezione sottile aperta riportata in fig.1.15.

t
0

GC

s

δ(ξ)

Fig. 1.15

Se O è un origine dell’ascissa curvilinea, dall’espressione

dq

ds
= −σ′(s) δ(s) = −δ(s)E g′ . r(s)− δ(s) (J−1

G
T) . r(s) ,

si ha

q(s)− q(0) = −
s∫

0

E δ(ξ)g′ . r(ξ) dξ = −E g′ . SG(s) = −(J−1
G

T) . SG(s) ,

dove SG(s) il momento statico del tratto di sezione compreso tra le ascisse0 ed s
valutato rispetto al baricentro della sezione.

Se l’origine O coincide con un estremo della linea media della sezione sottile
aperta risultaq(0) = 0 e dunque

q(s) = −(J−1
G

T) . SG(s) .

Osservazione 1.2.Tenendo conto che i flussiq(0) e q(l) in corrispondenza delle
corde estreme sono nulli e ricordando l’espressione della derivata del flusso rispetto
alla ascissa curvilinea, si ha che

R =
∫
A

τ dA =

l∫
0

q(s) t ds =

l∫
0

q(s)
dr
ds

ds = q r

∣∣∣∣l
0
−

l∫
0

r
dq

ds
ds =

=

l∫
0

δ r (g′ . r) ds =

 l∫
0

(r⊗ r) δ ds

 g′ = JG g′ = T.
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L’ultima uguaglianza si ricava dalla relazione:

l∫
0

(r⊗ r) δ ds =
∫
A

(r⊗ r) da = JG.

Si è cos`ı verificato che il risultanteR delle tensioni tangenzialiτ da taglioè uguale
all’interazione tagliante.

1.4. Le sezioni sottili tubolari

Si consideri la sezione tubolare sottile riportata in fig.1.16.

q(s) t

δ(s)
O

Fig. 1.16

Scelta a piacere un’origineO dell’ascissa curvilinea, integrando l’espressione

dq

ds
= −σ′(s) δ(s) = −δ(s) E g′ . r(s) = −δ(s) (J−1

G
T) . r(s) ,

si ha che

q(s)− q(0) = −
s∫

0

δ(s) (J−1
G

T) . r(s) ds = −(J−1
G

T) . SG(s) ,

dove SG(s) è il momento statico del tratto di sezione compreso tra le ascisse0 ed s
valutato rispetto al baricentro della sezione.

Se il riferimentoè principale d’inerzia, si ha, in termini di componenti

q(s)− q(0) = −
[

Tx

JGx

SGx (s) +
Ty

JGy

SGy (s)

]
.
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Per determinare il valore del flusso delle tensioni tangenzialiq(0) all’ascissa di
riferimento, si effettua un sezionamento longitudinale nella sezione tubolare in cor-
rispondenza dell’ascissas = 0 .

Si denoti conqo(s) = q(s) − q(0) la distribuzione del flusso delle tensioni tan-
genziali da taglio nella sezione sottile aperta cos`ı ottenuta.

La condizione di congruenza impone l’eguaglianza dell’ingobbamento in cor-
rispondenza dei lembi estremi del taglio. Tenendo presente cheθ′ = 0 , si ha

0 =
∮

τm(s) ds =
∮

q(s)
δ(s)

ds =
∮

qo(s) + q(0)
δ(s)

ds ,

da cui si deduce che

q(0) = −

∮
qo(s)
δ(s)

ds∮
1

δ(s)
ds

.

Se lo spessore `e costante l’espressione si specializza in

q(0) = − 1
l

∮
qo(s) ds .

1.5. Le sezioni sottili multicellulari

Si consideri una sezione sottile multicellulare soggetta a taglio.
La determinazione del flusso delle tensioni tangenziali da taglio si consegue ren-

dendo aperta la sezione mediante un numero di sezionamenti longitudinali pari al nu-
mero massimale di maglie indipendenti.

In ogni maglia di una base di maglie costituita dam elementi, si effettua quindi un
sezionamento longitudinale in corrispondenza del tratto di propria esclusiva pertinenza.

Un esempio `e fornito in fig. 1.17.

1 2

Fig. 1.17
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Si calcola cos`ı la distribuzione del flussoq(s) nella sezione resa aperta.
Per ristabilire la congruenza dell’ingobbamento ai lembi dei sezionamenti si ag-

giunge un insieme di flussi di magliaqi che, avendo risultante nulla, comportano solo
una traslazione dell’asse centrale della sollecitazione, lasciando inalterato lo sforzo di
taglio risultante.

In ogni ramo dellai−esima maglia il flusso totale `e dato da

q(s) + qi − qj ,

dove j = i è l’indice della maglia che ha in comune con la magliai−esima il ramo in
questione.

I flussi qj si determinano imponendo la condizione che sia nullo lo spostamento
longitudinale relativo in corrispondenza dei lembi di ogni sezionamento longitudinale:

∮
i

q(s) + qi

δ(s)
ds−

∑
j∈J(i)

qj

∫
ij

1
δ(s)

ds = 0 ,

e cioè

qi

 ∮
i

1
δ(s)

ds

− ∑
j∈J(i)

qj

 ∫
ij

1
δ(s)

ds

 = −
∮
i

q(s)
δ(s)

ds,

Si ottiene cos`ı un sistema lineare dim equazioni indipendenti neglim incogniti flussi
di maglia qi .

Esso consente di valutare in modo univoco i flussi di maglia e quindi la distribuzione
delle tensioni tangenziali da taglio.

1.6. Il centro di taglio delle sezioni sottili

Siano q1(s) e q2(s) i flussi delle tensioni tangenziali in corrispondenza delle
sollecitazioni tagliantiT1 e T2 .

Il flusso corrispondente alla generica sollecitazione

T = c1T1 + c2T2 ,

è dunque dato da
q(s) = c1 q1(s) + c2 q2(s) .
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Sia C è il punto di intersezione degli assi centrali dei campi delle tensioni tan-
genziali cui corrispondono i flussiq1 e q2 , e cioè il punto del piano della sezione retta
rispetto al quale `e nullo il momento risultante di entrambi i sistemi di forze.

Per la linearità delle equazioni cardinali della statica, essendoM1 = M2 = 0
segue che

M = c1 M1 + c2 M2 = 0 ,

e cioè il momento risultante del sistema di forze corrispondente al flussoq(s) è nullo.
Dunque l’asse centrale del sistema di forze corrispondente ad un qualsiasi flussoq(s)
di tensioni tangenziali da taglio passa per il puntoC .

Il punto C è il centro di tagliodella sezione.

Il centro di taglioè quindi definito come il polo rispetto al quale deve essere nullo
il momento torcente affinch´e risulti nulla la curvatura torsionale.

La posizione del centro di taglio si determina pertanto imponendo che sia nullo il
momento risultante rispetto aC del flusso di una qualsiasi distribuzione di tensioni
tangenziali da taglio.

L’equazione che definisce il vettore posizionerC del centro di taglio rispetto al
baricentro elastico `e quindi la seguente:

l∫
0

(r(s)− rC)× t(s) q(s) ds = 0,

in cui q(s) è il flusso delle tensioni tangenziali in equilibrio con uno sforzo di taglio
T agente sulla sezione.

Moltiplicando scalarmente perk ambo i membri dell’equazione precedente si ha

l∫
0

rC × t . k q(s) ds =

l∫
0

r× t . k q(s) ds .

Ponendon = k × t risulta r × t = −(r . n)k e dunque si ha che il raggio vettore
che unisce il baricentro al centro di taglio si determina con la condizione

l∫
0

rC
. n q(s) ds =

l∫
0

r . n q(s) ds .

Il centro di taglio dipende solo dalla geometria della sezione retta e quindi l’espressione
precedente pu`o essere formulata in termini di sole caratteristiche geometriche.

Nelle prossime sezioni questa riformulazione viene esplicitata nei due casi di
sezioni sottili aperte e multicellulari.
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1.6.1. Il centro di taglio delle sezioni sottili aperte

Sostituendo nella formula precedente l’espressione del flusso delle tensioni tan-
genziali da taglio nelle sezioni sottili aperte

q(s) = −E SG(s) . g′ ,

il primo membro si scrive

l∫
0

(rC × t(s)) . k q(s) ds =

l∫
0

[(rC
. n(s))E SG

. g′] ds =

=

 l∫
0

(E SG(s)⊗ n(s)) ds

 rC
. g′ ,

ed il secondo membro diventa

l∫
0

(r(s)× t(s)) . k q(s) ds =

 l∫
0

(E SG ⊗ n) r(s) ds

 . g′.

Dunque il sistema lineare che fornisce la posizionerC del centro di taglio `e

 l∫
0

SG(s)⊗ n(s) ds

 rC =

l∫
0

(r(s) . n(s))SG(s) ds .

1.6.2. Il centro di taglio delle sezioni sottili multicellulari

Se la sezione sottile `e multicellulare, il flusso in ogni ramo dellai−esima maglia
è dato da

q(s) + qi − qj ,

dove j = i è l’indice della maglia che ha in comune con la magliai−esima il ramo in
questione.

Poiché il flusso delleτ da taglio da sezione aperta `e dato da

q(s) = −E g′ . SG(s) ,

i flussi di magliaqi , i = 1, . . . , m da aggiungere al flussoq(s) si possono scrivere

qi = E qi
. g′ .
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Il sistema lineare di ordinem che fornisce i flussi di maglia diventa allora

qi

 ∮
i

1
δ(s)

ds

− ∑
j∈J(i)

qj

 ∫
ij

1
δ(s)

ds

 = −
∮
i

SG(s)
δ(s)

ds .

Il flusso in un ramo `e pari a

E (−SG(s) + qi − qj) . g′ .

I flussi vettoriali qi hanno per componenti in un riferimento cartesiano i fussi scalari
associati rispettivamente a gradientig′ diretti secondo gli assi del riferimento.

Definendo il flusso vettoriale in ogni ramo dellai−esima maglia mediate la for-
mula

q(s) = −SG(s) + qi − qj ,

dove j = i è l’indice della maglia che ha in comune con la magliai−esima il ramo in
questione, e sostituendo nella condizione che individua il centro di taglio, si ha che

l∫
0

(rC
. n(s)) q(s) ds =

l∫
0

(r(s) . n(s)) q(s) ds ,

e quindi il sistema lineare che fornisce la posizionerC del centro di taglio rispetto al
baricentroè  l∫

0

q(s)⊗ n(s) ds

 rC =

l∫
0

(r(s) . n(s)) q(s) ds .

1.7. Il tensore dei fattori di taglio per sezioni sottili

In corrispondenza di due sforzi di taglioT e T∗ si considerino i corrispondenti
campi di tensioni tangenziali da taglioτ e τ ∗ .

• Lo scorrimento medio da taglioη in una sezione trasversale della trave `e definito
dalla proprietà di eguaglianza tra il lavoro virtuale dello sforzo di taglioT∗ per
lo scorrimentoη ed il lavoro virtuale del campo di tensioni tangenziali da taglio
τ ∗ per il campo di scorrimenti elastici dovuti alle tensioni tangenzialiτ .

T∗ . η =

l∫
0

q∗

δ

q

G δ
δ ds ,

Nelle prossime sezioni questa formula viene esplicitata nei due casi di sezioni
sottili aperte e multicellulari.
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1.7.1. Il tensore dei fattori di taglio per sezioni sottili aperte

Sostituendo nella espressione dello scorrimento medio da taglio la formula del
flusso delle tensioni tangenziali da taglioq dovuto allo sforzo di taglioT

q(s) = −J−1
G

T . SG(s) ,

si ottiene che

T∗ . η =

l∫
0

[
J−1

G
T∗ . SG(s)

] [
J−1

G
T . SG(s)

] 1
G δ

ds =

=
1
G

T∗ . J−1
G

 l∫
0

SG(s)⊗ SG(s)
δ

ds

 J−1
G

T , ∀T∗.

L’arbitrarietà di T∗ mostra che lo scorrimentoη vale

η =
χ

G A
T .

Il tensore dei fattori di taglioχ ha l’espressione

χ = AJ−1
G

 l∫
0

SG(s)⊗ SG(s)
δ

ds

 J−1
G

.

Si noti che il tensore dei fattori di taglio `e adimensionale.

1.7.2. Il tensore dei fattori di taglio per sezioni sottili multicellulari

La determinazione del tensore dei fattori di taglio per una sezione sottile multi-
cellulare si conduce in modo perfettamente analogo a quanto visto per le sezioni sottili
aperte, tenendo per`o conto del fatto che il flusso delle tensioni tangenziali da taglioq
dovuto allo sforzo di taglioT è espresso dalla formula

q(s) = J−1
G

T . q(s) ,

dove
q(s) = −SG(s) + qi − qj .

Il tensore dei fattori di taglioχ ha quindi l’espressione

χ = AJ−1
G

 l∫
0

q(s)⊗ q(s)
δ

ds

 J−1
G

.
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XII – COMPORTAMENTI ULTRA ELASTICI

1. INTRODUZIONE

L’energia accumulata da un solido lungo un percorso di deformazione in campo
elastico viene integralmente restituita quando il percorso viene chiuso lungo un cam-
mino qualsiasi che ripristini lo stato deformativo iniziale. Il verificarsi di uno scosta-
mento più o meno sensibile della risposta meccanica di un materiale da quella del
modello ideale di comportamento elastico `e dovuto a fenomeni di dissipazione di ener-
gia che rendono irreversibile il processo di deformazione.

A tali fenomeni si fa riferimento come comportamenti ultra-elastici di un materiale.
I comportamenti ultraelastici possono essere schematicamente raggruppati sotto il

profilo qualitativo in classi tipologiche che individuano comportamenti plastici, viscosi,
viscoelastici, etc.

Ai fini applicativi è però indispensabile stabilire con esattezza quale sia la classe di
comportamento cui appartiene ciascun materiale in funzione dello stato termodinamico
in cui si trova e delle azioni alle quali `e soggetto durante un processo di deformazione.

Sperimentalmente si verifica che ogni materiale, in funzione del tipo e dell’entit`a
dei valori delle variabili di stato e di processo, quali ad esempio sforzi, temperatura,
velocità di deformazione, presenta propriet`a che lo fanno appartenere ad una delle classi
ideali prima citate.

Ad esempio, l’acciaio si comporta elasticamente sotto l’azione di stati tensionali
di intensità limitata ed a temperature non eccessive ma presenta un comportamento
viscoelastico per effetto di vibrazioni di bassa ampiezza ed alta frequenza. L’acciaio `e
poi caratterizzato da una viscosit`a non lineare ad alte temperature e da un comportamento
viscoplastico se sottoposto ad elevate velocit`a di deformazione.

L’analisi delle propriet`a meccaniche, elettriche e termiche dei materiali richiede
inoltre di indagarne la composizione fisico-chimica ed in particolare la natura delle
forze di legame tra le particelle elementari, le strutture microscopiche di aggregazione,
la presenza di difetti ed impurit`a e la loro dinamica in presenza di campi di sforzi e di
variazioni di temperatura.

E’ questo il campo di indagine della Scienza dei Materiali che, fondata su presup-
posti teorici e sperimentali propri della Chimica e della Fisica, ha il compito di fornire
metodi e criteri all’Ingegneria dei Materiali per la previsione del comportamento dei
materiali nello svolgimento delle svariate funzioni cui sono chiamati dalle applicazioni
e per la progettazione di nuovi materiali quali aggregati, compositi e polimeri.
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2. PROVA DI TRAZIONE

Si descrivono le caratteristiche principali del comportamento meccanico dei ma-
teriali metallici cos`ı come si osservano sperimentalmente su di un provino soggetto,
nella zona di misura, ad uno stato tensionale monoassiale ed omogeneo.

La prova di trazione monoassiale viene effettuata mediante una macchina costituita
da un basamento e da una traversa mobile che pu`o scorrere attraverso due guide laterali
solidali al basamento.

Nelle macchine idrauliche il movimento della traversa viene attuato mediante
un martinetto azionato da una pompa. La velocit`a di spostamento della traversa `e
controllata da un apposito dispositivo automatico pilotato da un trasduttore che misura
lo spostamento trasformandolo in un segnale elettrico. Un programma analizza il
segnale inviando gli opportuni comandi alla pompa per conseguire la legge oraria di
spostamento programmata. La prova avviene quindi adeformazione controllata.

Nelle macchine ad azionamento meccanico il movimento della traversa `e invece
ottenuto mediante la rotazione di viti senza fine azionate da un motore elettrico oppor-
tunamente pilotato. La prova avviene dunque adeformazione imposta.

Lo spostamento della traversa mobile genera un allungamento del provino ed una
cella di carico posizionata in corrispondenza della mezzeria della traversa provvede a
quantificare l’entità del carico applicato.

Il provino oggetto della sperimentazione ha una geometria comunemente detta a
coda di rondine. In particolare esso `e costituito da due parti.

• Un tratto centrale in cui `e compreso iltratto utile lo cheè a sezione costante e di
lunghezza prestabilita. Ad esempio, per un provino metallico di sezione circolare,
le norme UNI stabiliscono che il tratto utilelo non sia inferiore a 5 volte il diametro.

• Le testeovvero le estremit`a del provino realizzate in modo da essere ammorsate
dalla macchina di prova.

Questa particolare forma garantisce che lo stato tensionale nel tratto di misura si possa
ritenere con buona approssimazione monoassiale ed omogeneo.

Infatti le zone di ammorsamento del provino in cui la distribuzione delle tensioni
è più complessa risultano sufficientemente lontane dal tratto utile di misura.

In queste condizioni lo stato tensionale monoassiale generata dal caricoF ha
direzione parallela all’asse del provino ed un valore nominale pari aσ = F/Ao dove
Ao denota l’area iniziale della sezione retta del provino.

Un estensimetro posizionato in corrispondenza del tratto utile consente di valutare
localmente la dilatazione nella zona soggetta allo stato tensionale monoassiale.

In via alternativa, misurato l’allungamento∆l di un tratto utile di provino mediante
un opportuno trasduttore, il valore nominale della dilatazione longitudinaleε lungo
l’asse del provino `e definito dal rapportoε = ∆l/lo dove lo è la lunghezza iniziale
del tratto utile.

Diagrammando la tensione di trazione in funzione della dilatazione si ottiene un
diagrammaσ−ε che, nel caso di un provino metallico, presenta l’aspetto caratteristico
illustrato in fig. 2.1.
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La tensione nominalee ladilatazione nominalesono quindi definite con riferimento
alle dimensioni inizialiAo ed lo del provino. Il relativo diagramma `e dettodiagramma
ingegneristico. Vengono anche adoperate le definizioni di tensione e dilatazione in
termini di dimensioni correnti del provino. Latensione veràe allora definita come
rapporto σt = F/A tra la forza F e l’area attualeA della sezione trasversale e la
dilatazione attualèe il rapporto εt = ∆l/l tra l’allungamento∆l e la lunghezza
attualel . Nel diagramma `e possibile distinguere alcuni tratti caratteristici che saranno
descritti in maniera dettagliata nel seguito.

σP

σR

ε
R ∆l

Ao

σ = F

Ao

do

lo

lo

σE
E

P

R

O

F

F

ε =

Fig. 2.1

Fase elastica

Tutti i materiali presentano, almeno in una prima fase del processo di carico, un
comportamento elastico in cui la dilatazione subita a partire da uno stato vergine viene
interamente recuperata una volta che il carico viene rimosso (vedi fig. 2.2).

σP

σE

ε
O

E

P

σ

Fig. 2.2 σ ≤ σE
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Al crescere del carico il legame `e di tipo lineare (tratto OP) fino ad un valore della
tensione indicato sul diagramma comeσP e dettotensione limite di proporzionalità.

Per σ < σP esiste un coefficiente di proporzionalit`a tra tensione e dilatazione
(modulo diYoung). Alcuni materiali presentano perσ > σP un comportamento
elastico non lineare (tratto PE) fino ad un livello di sforzo pari aσE detto tensione
limite di elasticit̀a. In regime elastico, sia lineare che non lineare, durante la fase di
scarico si ripercorre esattamente la curva seguita durante la fase di carico.

La tensioneσE definisce un valore di frontiera tra il comportamento elastico e
quello plastico ed `e pertanto anche dettatensione di plasticizzazione(in ingleseyield
stressda cui la notazione alternativaσy ). Nella pratica sperimentale latensione di
plasticizzazionèe definita come il valore della tensione monoassiale che produce una
assegnata dilatazione permanente.

Fase plastica

Per valori della tensione maggiori diσE il materiale non ha pi`u la capacit`a di re-
cuperare interamente la dilatazione subita ma solo l’aliquota elastica. La deformazione
irreversibile che subisce il materiale `e dettadeformazione plastica.

Il termineplasticoderiva dal grecoπλασσειν che significa modellare, plasmare
e per comportamento plastico si intende il verificarsi di deformazioni permanenti che
non si annullano quando viene rimossa la causa che le ha prodotte.

La fig. 2.3 mostra come, superata latensione limite di elasticità, in fase di scarico
la curva non coincida con quella percorsa in fase di carico ma consista in una retta
parallela al tratto elastico lineare.

L’intersezione tra questa retta e l’asse delleε restituisce il valoreεp di dilatazione
residua. La differenza tra la dilatazione corrispondente al livello di tensioneσQ rag-
giunto in fase di carico e la dilatazione residuaε

p fornisce il valore della deformazione
elastica recuperata.

σQ

σP

ε

σ

σE

O
ε

p

Q

E

P

Fig. 2.3 σ > σE
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Incrudimento

Per un breve tratto della curva a partire da questo valore si verifica uno scorrimento
plastico del materiale a carico quasi costante e il diagramma presenta, a meno di qualche
oscillazione dovuta ad instabilit`a della macchina di prova, un andamento pressoch´e
orizzontale (vedi fig. 2.1).

Alla fine di questo tratto la curva inizia nuovamente a crescere, determinandosi un
incrudimento(work hardening) del materiale. A partire da questo valore della tensione il
materiale oppone alla deformazione plastica una resistenza maggiore di quella esercitata
subito dopo lo snervamento.

La spiegazione di questo tipo di comportamento risiede nelle trasformazioni che
si verificano a livello microscopico nel materiale durante la deformazione.

Nella sezione 3 (p. 521) verranno brevemente descritti i meccanismi microscopici
responsabili dei fenomeni di scorrimento plastico che si generano nel reticolo cristallino.

Se il provino, dopo essere stato sottoposto ad una tensioneσQ > σE ,viene
scaricato e quindi nuovamente caricato, esso si deformer`a inizialmente seguendo una
legge lineare ed il nuovo limite di elasticit`a è superiore aσE .

La deformazione plastica comporta quindi un incremento della tensione limite di
plasticizzazione.

σP

σQ

εO

E

Q

P

σE

σ

ε
p

Fig. 2.4 Incrudimento

Effetto Bauschinger

Quando ad uno stato tensionale monoassiale di trazione segue uno scarico e quindi
uno stato monoassiale di compressione, il diagrammaσ − ε è lineare (trattoQ− C )
fino ad un puntoC cui corrisponde una tensione di compressioneσC minore in valore
assoluto rispetto aσQ . Il percorso di carico `e quindi individuato dai puntiO, E, Q, C .



518 2 – PROVA DI TRAZIONE

Tale fenomeno di trascinamento del tratto elastico, noto in letteratura comeeffetto
Bauschinger 46 , è illustrato in fig. 2.5.

ε

σQ

-σE

-σCE

O

E

Q

σE

σ

C

Fig. 2.5 EffettoBauschinger

Comportamento perfettamente plastico

I fenomeni di incrudimento sono praticamente assenti in un materiale che presenta
un comportamentoelastico-perfettamente plastico.

Nel diagrammaσ − ε di questi materiali si evidenzia, alla fine del tratto elastico,
un plateauorizzontale che termina in corrispondenza della deformazione di rottura.
Lungo questo tratto orizzontale si verifica un flusso plastico che comporta sensibili
aumenti della deformazione a stato tensionale sostanzialmente costante.

In corrispondenza di carichi ciclici si determina un ciclo di isteresi la cui area
fornisce il valore dell’energia per unit`a di volume dissipata in ogni ciclo (fig. 2.6).

46 Johann Bauschinger (1834-1893). Professore di Meccanica al Politecnico di Monaco dal 1868
fino al 1893; nello stesso periodo fu Direttore del Laboratorio di Prove Meccaniche sui Materiali da egli
stesso istituito. Nel 1884 organizz`o il primo Congresso Internazionale sui Materiali. Nell’arco della sua vita
si è occupato principalmente dei fenomeni connessi alla deformazione plastica nei metalli; in particolare ha
osservato come varia il valore del limite elastico di un materiale quando questo viene sottoposto a riscalda-
mento, a raffreddamento o a cicli di carico. Relativamente ai carichi ciclici `e stato il primo a rilevare e a
descrivere una sorta di effetto di isteresi che successivamente ha preso il suo nome.
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σE
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- σE
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ε

Fig. 2.6 Materiale elastico-perfettamente plastico

Rottura

Superato il limite di plasticizzazione la curvaσ − ε cresce in maniera monotona
fino ad attingere un massimo per poi decrescere fino ad un punto in corrispondenza del
quale si determina la rottura del provino.

Le coordinate di tale punto sono rispettivamente dettedeformazione di rotturaεR

e tensione di rotturaσR (fig. 2.1).
Quando la tensione supera il punto di massimo la deformazione cessa di essere

omogeneamente distribuita lungo il tratto utile del provino ed inizia a localizzarsi in una
zona limitata per effetto di un fenomeno di instabilit`a dovuto alle imperfezioni presenti
nel reticolo cristallino quali vacanze o inclusioni di particelle di soluto.

Il fenomenoè caratteristico della rottura duttile dei provini metallici nella prova a
trazione monoassiale e prende il nome distrizione(in inglesenecking).

In realtà anche in stato di deformazione omogenea si verificano concentrazioni
di deformazione plastica in regioni molto poco estese ma l’effetto dell’incrudimento
(work hardening) blocca tali fenomeni di localizzazione.

In queste zone, a causa dell’incrudimento del materiale, la tensione necessaria
a proseguire la deformazione plastica diventa subito pi`u elevata di quella applicata e
quindi iniziano a deformarsi le zone immediatamente adiacenti. In tal modo lo stato
deformativo si propaga lungo il provino.

All’aumentare del carico, quando l’incrudimento non ha pi`u la capacit`a di opporsi
allo sviluppo della deformazione plastica, nella zona debole si verifica la strizione.

Lungo quest’ultimo tratto della curvaσ− ε la tensione nominale decresce. Nella
sona di strizione si verifica invece un incremento locale della tensionevera.
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La concentrazione della deformazione produce infatti una notevole riduzione
dell’area della sezione resistente.

L’inversione nella pendenza della curva non si verifica dinque se il diagramma `e
tracciato riportando in ordinate la tensioneverain luogo di quella nominale; in tal caso
le curveσt − ε e σt − εt sono crescenti fino a rottura.

45°

P

PRIMA FASE SECONDA FASE

P

P P

Linee di
scorrimento

Nella prova di trazione, durante il processo di
deformazione plastica di un materiale duttile,
sono visibili sulla superficie del provino dei
segni trasversali che indicano le direzioni di
scorrimento plastico e prendono il nome di
linee diLüders.

Lungo tali linee, approssimativamente
inclinate a 45° rispetto all’asse del provino,
la tensione tangenziale `e massima.

Duttilit à e fragilit à

La duttilità di un materialemisura la capacit`a di subire notevoli deformazioni
plastiche prima di giungere a rottura.

Un materiale duttile `e pertanto caratterizzato dalla capacit`a di assorbire e dissipare
energia nel corso della deformazione plastica.

Un materiale duttilepresenta una resistenza alla separazione maggiore di quella
allo scorrimento plastico almeno fino a quando l’incrudimento dovuto alla deformazione
plastica non provoca un’inversione di tendenza.

Si verifica allora larottura duttilee la separazione avviene in corrispondenza della
massima riduzione di sezione del provino per effetto della strizione.

Un materiale fragilenon ha invece capacit`a di dissipare energia di deformazione
plastica e si rompe repentinamente senza subire grandi deformazioni.

La rottura per i materiali fragili segue quasi immediatamente la fase elastica e si
manifesta in maniera improvvisa e catastrofica.

Nella rottura fragile e la separazione si pu`o verificare in corrispondenza di una
qualunque sezione trasversale del provino.

I parametri che intervengono nella determinazione delle condizioni che provocano
la rottura dipendono fortemente dalla velocit`a di deformazione e dalla temperatura.

La resistenza allo scorrimento ad esempio aumenta con l’aumentare della velocit`a
di deformazione e con il diminuire della temperatura.
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Ciò spiega perch`e una barra di metallo pu`o essere piegata come un materiale duttile
sotto un carico lentamente crescente, mentre la stessa barra si rompe senza deformazioni
plastiche apprezzabili se il carico `e applicato molto rapidamente.

In conclusione ad alte velocit`a di deformazione e a basse temperature il rapporto
tra resistenza allo scorrimento e resistenza alla separazione diventa maggiore di1 e il
materiale subisce una transizione da duttile a fragile.

3. ASPETTI MICROSCOPICI

La descrizione del comportamento dei materiali richiede sia l’analisi del com-
portamento rilevato sperimentalmente su provini sia la conoscenza dei meccanismi di
deformazione del materiale a livello microscopico. E’ dunque importante tener conto
delle informazioni fornite dalla fisica dello stato solido, in particolare dalla fisica dei
cristalli. Nel seguito si forniscono alcuni elementi essenziali sulla struttura microsco-
pica dei materiali con particolare riferimento ai materiali metallici.

3.1. La struttura cristallina

I corpi materiali a livello microscopico sono costituiti da aggregati pi`u o meno
ordinati di particelle che possono essere atomi o molecole. L’ordine presente nella
struttura interna pu`o estendersi a zone piuttosto limitate (ordine a corto raggio) oppure
a regioni più estese (ordine a lungo raggio).

In questo secondo caso `e possibile individuare unacella unitariao cristallite, i cui
vertici sono occupati da atomi o molecole, che ripetuta identicamente nelle tre direzioni
dello spazio, permette di generare l’interoreticolo cristallino.

Percristallosi intende una matrice tridimensionale di particelle la cui disposizione
spaziale `e regolare. La dimensione dei cristalli dipende dalle condizioni presenti all’atto
della formazione del solido a partire dal fuso. In particolare essa si riduce all’aumentare
della velocità di raffreddamento.

Tutte le strutture cristalline sono generate dalla ripetizione nello spazio di celle
unitarie le cui geometrie possono variare in un ambito limitato. In particolare sono
sette i tipi di geometrie da cui derivano tutti i sistemi cristallini. La diversa disposizione
delle particelle all’interno delle celle permette di effettuare un’ulteriore distinzione tra
i reticoli che complessivamente risultano essere14 . Essi costituiscono i cosiddetti
reticoli di Bravais 47 .

47 Auguste Bravais (1811-1863). Fisico francese si interess`o di astronomia, meteorologia, fisica,
botanica e cristallografia. Ufficiale navale, partecip`o a diverse spedizioni scientifiche in Algeria ed in Lap-
ponia. Fu professore di astronomia a Lione (1841) e poi di fisica all’Ecole Polytechnique (1845) ed entr`o
all’Académie des Sciences nel 1854. Indipendentemente daJ.F.C. Hessel e daL. Frankenheim,
mostrò in modo rigoroso, l’esistenza dei 14 reticoli tridimensionali cristallini che portano il suo nome.
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I solidi policristallini sono costituiti da aggregati di una moltitudine di singoli
cristalli (ograni) variamente orientati e separati da interfacce dettebordi dei grani.

I materiali metallici hanno una struttura policristallina e solidificano generalmente
in una delle forme cristalline riportate in fig. 3.1.

cubica facce centrate esagonale compattacubica corpo centrato

Fig. 3.1

Come si vede dalla figura, le prime due forme cristalline hanno una struttura cubica
ma un diverso posizionamento degli atomi all’interno della cella.

La terza forma cristallina ha invece una geometria a prisma esagonale.
Il ferro allo stato puro, ad esempio, cristallizza a temperatura ambiente in un

reticolo cubico a corpo centrato (ferro α o ferrite). Oltre i 900◦C la fase a reticolo
cubico a corpo centrato si trasforma in una fase a reticolo cubico a facce centrate (ferro
γ o austenite) 48

La trasformazione `e perfettamente reversibile solo se la velocit`a di raffreddamento
è tale da permettere la diffusione degli atomi all’interno del reticolo.

Un tipico esempio di irreversibilit`a della trasformazione `e fornito dal raffredda-
mento di unacciaio eutettoidicoe cioè una soluzione interstiziale del carbonio nel ferro
in cui la percentuale in peso del carbonio `e 0.77 .

A temperature superiori a700◦C la struttura reticolare del ferro `e cubica a facce
centrate ed al centro di ogni cella `e presente un atomo di carbonio in posizione inter-
stiziale. A temperature pi`u basse la struttura reticolare termodinamicamente pi`u stabile
è quella cubica a facce centrate.

In queste condizioni la solubilit`a del carbonio all’interno del ferro si riduce notevol-
mente.

Se il raffreddamento si spinge sotto i250◦C edè condotto molto velocemente gli
atomi di carbonio non hanno il tempo di diffondere all’interno del reticolo.

48 William Chandler Roberts-Austen (1843-1902). Metallurgista inglese, nel 1882 entr`o nella
Zecca di Stato come chimico e sperimentatore. I suoi studi sulle tecnologie per la fabbricazione delle monete
gli fecero ottenere un posto di professore di metallurgia alla Royal School of Mines. Il suo libroIntroduction
to the Study of Metallurgyfu pubblicato in 6 edizioni tra il 1891 e il 1908. Nel 1885 egli adott`o il cognome
aggiuntivo in onore dello zioNathaniel Austen .
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D’altra parte gli atomi del ferro non hanno la possibilit`a di raggiungere le corrette
posizioni reticolari. Ne deriva una forte distorsione della cella unitaria che diventa
tetragonale a corpo centrato.

La struttura che si ottiene `e dettamartensitica49 ed è metastabile, ci`o significa
che aumentando di poco la temperatura vengono riattivati i meccanismi diffusivi ed il
reticolo tende alla configurazione di equilibrio stabile.

La martensitèe caratterizzata a livello macroscopico da elevata durezza e fragilit`a.
Ciò è dovuto alla struttura interna caratterizzata da elevati stati tensionali.

In un materiale metallico sollecitato al di l`a di una soglia limite, le dislocazioni
presenti nel reticolo cristallino attivano meccanismi di scorrimento cristallografico: i
piani del reticolo tendono infatti a scivolare uno sull’altro.

All’interno di un reticoloè possibile individuare una serie di piani cristallini alcuni
dei quali sono di massimo addensamento.

Su questi piani si possono individuare le direzioni di massimo impacchettamento
dette anchedirezioni di scorrimentoo direzioni di slittamento. Sono queste le direzioni
lungo le quali tendono a muoversi le dislocazioni.

In fig. 3.2 sono mostrati tre piani cristallografici di scorrimento per i tre reticoli
caratteristici dei materiali metallici.
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direzioni di slittamentopiani di slittamento

Fig. 3.2

La giacitura dei piani cristallografici `e convenientemente individuata mediante gli
indici di Miller 50

Gli indici di Miller sono i reciproci degli interi che misurano in unit`a cristallo-
grafiche le intercette del piano sugli assi cristallografici della cella unitaria.

49 Adolf Martens (1850-1914). Metallurgista tedesco. Dopo gli studi di ingegneria meccanica
si dedicò alla sperimentazione dei materiali da costruzione. Fu un pioniere nell’uso del microscopio come
strumento pratico per l’analisi dei metalli. Assunto un posto di professore pubblic`o il testoHandbuch der
Materialienkundeche ricevette grande considerazione nel settore.

50 William Hallowes Miller (1801-1880). Cristallografo inglese, port`o insieme aBravais i
maggiori contributi alla cristallografia del diciannovesimo secolo. L’efficiente sistema di individuazione dei
piani cristallograficiè solo uno dei suoi risultati.
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Per il sistema esagonale `e anche conveniente considerare un sistema di quattro assi
di riferimento, tre nel piano di base ruotati di2π/3 ed il quarto ad essi ortogonale.

In tal caso gli indici corrispondenti sono dettiindici diMiller-Bravaise godono
della proprietà caratteristica che la somma dei primi tre indici `e zero.

Ad esempio i piani indicati in fig. 3.2 sono individuati, i primi due dagli indici di
Miller (1, 1, 0) e (1, 1, 1) ed il terzo dall’indice diMiller (0, 0, 0) o dall’indice
di Miller-Bravais (0, 0, 0,∞) .

Lungo le direzioni di massimo impacchettamento le forze di coesione assumono
valori molto elevati e la loro entit`a, cheè inversamente proporzionale alla distanza
interatomica, fornisce una misura del modulo di elasticit`a longitudinale (modulo di
Young) del materiale.

Per questo motivo il modulo diYoung dipende dalla temperatura; all’aumentare
della temperatura le distanze interatomiche aumentano e il modulo diminuisce.

3.2. Forze di legame

Le forze di coesione presenti nel reticolo cristallino dipendono dal tipo di legame
primario presente tra gli atomi. I legami possono essere forti o deboli.

I legami deboli(detti anche legami divan der Waals 51 ) sono dovuti alla
formazione di dipoli elettrici per effetto dello spostamento delle orbite elettroniche
attorno ai nuclei.

Esempi caratteristici sono forniti dagli atomi diargon quando vengono posti in
adiacenza, dalle molecole polari diH2O che si legano tramite ilponte a idrogenoed i
legami secondari tra le catene di polietilene formate da celle di etilene concatenate da
legami covalenti. Ilegami fortipossono essere di tre tipi.

• Il legame covalentesi stabilisce tra due atomi che presentano piccole differenze di
elettronegativit`a se non addirittura nulle come accade nel caso in cui i due atomi
sono uguali. Esso consiste nella condivisione di uno, due o tre coppie di elet-
troni (doppietti elettronici) ognuno dei quali viene attratto in maniera maggiore
dall’atomo più elettronegativo. Se i due atomi non sono perfettamente uguali si
genera un momento di dipolo dovuto alla distribuzione asimmetrica delle cariche
e il legame si dicepolare. La polarità del singolo legame non implica necessaria-
mente che la molecola nel suo complesso sia polare.

• Il legame ionicosi stabilisce tra due atomi che presentano grosse differenze di elet-
tronegatività e può essere visto come l’estrapolazione di un legame covalente molto
polare in cui i doppietti elettronici sono completamente spostati verso l’atomo pi`u
elettronegativo. Gli elettroni non sono propriamente condivisi ma vengono com-
pletamente trasferiti da un atomo all’altro.

51 Johannes Diderik van der Waals (1837-1923). Metallurgista tedesco. Dopo gli studi di
ingegneria meccanica si dedic`o alla sperimentazione dei materiali da costruzione. Fu un pioniere nell’uso
del microscopio come strumento pratico per l’analisi dei metalli. Assunto un posto di professore pubblic`o il
testoHandbuch der Materialienkundeche ricevette grande considerazione nel settore.
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• Il legame metallicoa differenza dei primi due non `e un legame esclusivo tra due
atomi ma coinvolge contemporaneamente tutti gli atomi del reticolo e per questo
motivo si definiscedelocalizzato. Gli elettroni degli atomi metallici sono legati ai
rispettivi nuclei in maniera molto debole e sono quindi liberi di muoversi creando
una sorta di nube elettronica che circonda e tiene uniti i nuclei positivi.

Durante il raffreddamento di un fuso, per effetto di un’instabilit`a termodinamica dovuta
all’abbassamento di temperatura, si formano aggregati di atomi dettiembrioni(cluster).

Superata una dimensione critica caratteristica, gli embrioni diventano nuclei di
cristallizzazione e continuano ad accrescersi fino alla completa solidificazione.

La crescita di ogni cristallo `e tuttavia indipendente da quella degli altri.
Ciò significa che quando la trasformazione giunge a termine la struttura interna `e

costituita da una moltitudine di cristalli orientati in maniera differente con superfici di
separazione che possono essere pi`u o meno coerenti.

Nonostante l’apparente disomogeneit`a , l’orientazione completamente casuale dei
grani, sommata ad un numero elevatissimo di grani per unit`a di volume, consente di
ritenere che il materiale sia macroscopicamente omogeneo ed isotropo.

Le superfici di separazione tra i grani cristallini dette anchebordi dei granicosti-
tuiscono delle zone in corrispondenza delle quali il reticolo presenta discontinuit`a dette
difetti superficiali.

All’interno del reticolo sono presenti anche altri tipi di difetti che possono essere
puntualio lineari e la cui esistenza `e legata a fattori di ordine energetico.

3.3. Vacanze e difetti interstiziali

I difetti puntualicoinvolgono singoli atomi del reticolo e si possono classificare in
due tipologie (vedi fig. 3.3)

• vacanze,

• difetti interstiziali.

vacanza

interstiziale

Fig. 3.3

Una vacanza `e caratterizzata
dalla mancanza di un atomo in
una posizione reticolare mentre
un difetto interstiziale `e caratter-
izzato da un atomo che occupa
una posizione diversa da un sito
reticolare.
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Alla presenza di un difetto puntuale `e sempre associato uno stato tensionale locale,
di compressione nel caso di un interstiziale, di trazione nel caso di una vacanza.

Anche le soluzioni solide, sostituzionali ed interstiziali, possono essere viste al
livello microscopico come un reticolo all’interno del quale sono stati indotti difetti
puntuali in maniera regolare.

Le soluzioni solide sostituzionalisi ottengono per sostituzione di un certo numero
di atomi del reticolo con atomi differenti.

Essi generano localmente uno stato tensionale di compressione se l’atomo sosti-
tutivo è più grande di quello proprio del reticolo, di trazione se `e più piccolo.

Le soluzioni solide interstizialisono invece caratterizzate dalla presenza di atomi
che si trovano in posizione interstiziale ad intervalli regolari.

La combinazione di una vacanza e di un difetto interstiziale `e dettadifetto di
Frenkel 52 .

Nei reticoli ionici la mancanza di uno ione negativo e del rispettivo ione positivo
è dettodifetto diShottky 53 (vedi fig. 3.4).

Nei reticoli ionici infatti i difetti sono sempre accoppiati per mantenere inalterata
la neutralità del reticolo.

Non dovendo verificarsi sbilanciamenti di cariche, la mancanza di uno ione nega-
tivo comporta infatti sempre la mancanza del rispettivo ione positivo.

difetto di Schottky

difetto di Frenkel

Fig. 3.4

Il numero didifetti puntualiè una funzione crescente della temperatura e tende a
zero quando la temperatura tende a0o

K .
I difetti puntuali sono pertanto sempre presenti a temperatura ambiente e nelle

comuni condizioni operative. La creazione di difetti puntuali `e dovuta alla vibrazione
degli atomi nella struttura cristallina.

52 Jacov Frenkel (1894-1952). Fisico russo ha portato contributi significativi in molti campi tra cui
la fisica dello stato solido, l’elettrodinamica e la geofisica. Sebbene il suo nome sia citato principalmente in
relazione al tipo di difetto strutturale dei cristalli da lui scoperto e studiato, i maggiori contributi sono stati
da lui apportati nel campo del ferromagnetismo.

53 Walter Hans Shottky (1886-1976). Fisico tedesco, figlio di un eminente matematico. Oltre
ad identificare e a studiare il difetto nelle strutture cristalline che prende il suo nome, ha scoperto l’effetto
di emissione termoionica. Esso consiste nell’incremento della corrente di elettroni che lascia una superficie
metallica riscaldata a seguito all’applicazione di un campo elettrico.
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Quando la temperatura aumenta l’energia cinetica delle vibrazioni aumenta e con
essa aumenta la probabilit`a che gli atomi abbiano sufficiente energia per generare difetti
puntuali. La distribuzione diMaxwell-Boltzmann 54

P ∝ exp(−∆E/kT ) ,

fornisce la probabilit`a di trovare una molecola che abbia una energia che supera di∆E
l’energia media corrispondente alla temperatura assolutaT .

In accordo con tale distribuzione il rapporto tra numero di difettindifetti ed il
numero di sitinsiti nel cristalloè fornito dallalegge diArrhenius 55

ndifetti
nsiti

= C exp(−Edifetto/kT ) ,

dove Edifetto è l’energia di attivazione di un difetto ek è la costante diBoltzmann
(pari a 13.8× 10−24J/K ) e C è una costante da determinarsi.

La legge diArrhenius è convenientemente rappresentata in scala semilogarit-
mica in quanto in tale riferimento il diagramma `e costituito da una retta. Bastano due
prove sperimentali a temperature diverse per caratterizzare completamente la legge.

Le vacanze ed i difetti interstiziali si diffondono nel materiale con un flusso gov-
ernato dalleleggi di diffusione diFick 56

• La prima legge diFick esprime il flusso della specie che si diffonde in funzione
del gradiente della relativa concentrazione:

J = D gradc ,

doveJ è il vettore del flusso della specie che diffonde,D è ladiffusivitàocostante
di diffusionee c è il campo scalare che misura la concentrazione della specie che
diffonde.

• La seconda legge diFick lega la variazione temporale della concentrazione della
specie che si diffonde al gradiente del flusso:

dc

dt
= −div J .

54 Ludwig Edward Boltzmann (1844-1906). Fisico austriaco il cui nome `e associato a molti
risultati scientifici della fisica del diciannovesimo secolo. La costante che porta il suo nome gioca un ruolo
centrale nell’enunciato in termini statistici della seconda legge della termodinamica.

55 Svante August Arrhenius (1859-1927). Chimico svedese che ha potato molti contributi alla
chimica fisica tra cui la prova sperimentale della legge esponenziale che porta il suo nome.

56 Adolf Eugen Fick (1829-1901). Medico tedesco che introdusse le leggi della diffusione nei suoi
studi sul flusso del sangue.
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La seconda legge diFick è una legge di bilancio in assenza di sorgenti volumetriche
ed in forma integrale si scrive (Tomo I, sezione II.12.4 (p. 283))

d

dt

∫
Ω

c dv = −
∫

∂Ω

J . n da .

Si noti anche la perfetta analogia tra la prima legge diFick e la legge di trasmissione
del flusso di calore secondoFourier (Tomo I, sezione II.12.3 (p. 282)).

L’analogia tra i modelli di conduzione termica e di diffusione di una specie consiste
nelle seguenti corrispondenze.

temperatura θ ⇐⇒ concentrazione c ,

flusso di caloreh ⇐⇒ flusso della specieJ ,

conducibilità k ⇐⇒ diffusività D ,

Le leggi diFick conducono alla seguente equazione differenziale alle derivate parziali
di tipo parabolico

dc

dt
= −div (D gradc) ,

che nel caso diffusivit`a D costante si scrive

dc

dt
= −D ∆ c ,

con ∆ operatore diLaplace.
La diffusività D aumenta con la temperatura secondo una legge che costituisce

l’esempio più noto di equazione diArrhenius

D = D0 exp(−q/kT ) ,

in cui D0 è un fattore caratteristico del materiale eq è l’energia di attivazioneper il
moto di un difetto.

• Nel caso di un difetto interstiziale l’energiaq è l’energiaEmoto-del-difettorichiesta
per il moto di quel difetto nella struttura cristallina. Tale energia non coincide con
l’energia Edifetto di attivazione del difetto.

• Se il difettoè una vacanza, l’energiaq è la somma dell’energiaEmoto-del-difetto
richiesta per il moto della vacanza e dell’energiaEdifetto necessaria per la for-
mazione della vacanza.
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3.4. Dislocazioni

I difetti lineari, noti comedislocazioni, interessano porzioni di reticolo che con
buona approssimazione si possono considerare monodimensionali.

Le dislocazioni si determinano durante la solidificazione di solidi cristallini, in
seguito ad addensamento di vacanze.

Si possono distinguere due tipi di difetti lineari:

• le dislocazioni a spigoloo dislocazioni di bordo(edge dislocations) e

• le dislocazioni a viteo dislocazioni elicoidali(screw dislocations).

Dislocazioni di bordo

Le dislocazioni di bordo sono caratterizzate dalla mancanza di un intero semipiano
di atomi; in figura 3.5 `e mostrata la traccia di tale semipiano.

b

a

Fig. 3.5 Dislocazione di bordo

Ad eccezione di una regione approssima-
tivamente cilindrica contenente la linea
trasversale da cui si diparte il semip-
iano mancante, il reticolo non risente
della presenza della dislocazione. Esso
mantiene intatta la sua regolarit`a al di so-
pra e al di sotto della linea di dislocazione.

Per avere un’idea dell’ordine di grandezza del difetto strutturale si valuta l’entit`a
del vettore diBurgers.

Il vettore diBurgers 57 rappresenta il vettore spostamento necessario a chiudere
il circuito intorno al difetto.

In un cristallo perfetto `e possibile, a partire da una posizione reticolare, tracciare un
circuito rettangolare che si chiude sul punto di partenza se il numero di passi effettuati
lungo due direzioni parallele `e lo stesso.

57 Johannes Martinus Burgers (1895-1981). Fluidomeccanico olandese-americano. Sebbene la
sua carriera altamente produttiva fu centrata su problemi di aerodinamica ed idrodinamica, nel 1940, a seguito
degli studi effettuati prima sulla struttura reticolare degli aggregati policristallini e poi sui moti dislocativi,
pubblicò un famoso contributo relativo alla definizione dell’entit`a di una dislocazione e noto nella scienza
dei materiali come vettore diBurgers.
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Quandoè presente una dislocazione di bordo invece, per chiudere un circuito
intorno al difettoè necessario effettuare un numero di passi diverso lungo due direzioni
parallele che si trovano rispettivamente su lati opposti rispetto alla linea di dislocazione.

Il vettore che consente di chiudere correttamente il circuito `e dettovettore di
Burgers.

In fig. 3.6è mostrato che, nel caso di dislocazione di bordo, il vettore diBurgers
è ortogonale alla linea di dislocazione.

Lo stato tensionale che circonda una dislocazione `e abbastanza complesso, sono
infatti presenti tutte le componenti di sforzo sia normali che di taglio.

In particolare gli atomi che si trovano al di sopra della linea di dislocazione sono sot-
toposti a compressione mentre quelli che giaciono al di sotto sono sottoposti a trazione.

b

Fig. 3.6 Dislocazione a spigolo

Linea di dislocazione

Vettore di Burgers

b

Fig. 3.7 Dislocazione a vite
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Dislocazioni a vite

Le dislocazioni a vite derivano la propria denominazione dalla tipicadistorsione
elicoidaledel reticolo intorno alla linea di dislocazione.

In questo caso il vettore diBurgers è parallelo alla linea di dislocazione (vedi
fig. 3.8). Lo stato tensionale intorno al difetto non presenta componenti normali ma
solo sforzi di taglio.

Esiste inoltre tutta una serie di dislocazioni miste che derivano dalla combinazione
di dislocazioni di bordo e dislocazioni a vite. Il vettore diBurgersassociato a ciascuna
di esse ha direzione e verso che dipendono dalla disposizione spaziale delle dislocazioni
semplici che la compongono.

La struttura atomica che circonda il difetto `e difficilmente visualizzabile. Allo
stesso modo lo stato tensionale generato da una tale distorsione del reticolo si presenta
molto complesso.

Meccanismi di deformazione plastica

Le dislocazioni rivestono un ruolo molto importante nella deformazione plastica
dei materiali cristallini e sono responsabili della riduzione dello sforzo che teoricamente
sarebbe necessario a deformare plasticamente il reticolo.

Il calcolo dello sforzo massimo teorico che `e possibile applicare senza che si
verifichi uno scorrimento plastico tra due piani cristallini si effettua ipotizzando che,
nella direzione dello sforzo applicato, tutti i legami si rompano contemporaneamente
(vedi fig. 3.8).

Piano di scorrimento

Fig. 3.8

In realtà lo scorrimento si verifica sempre attraverso il moto delle dislocazioni.
Come mostrato schematicamente in fig. 3.9 la presenza delle dislocazioni rende

sufficiente rompere un legame alla volta per mettere in moto il meccanismo di defor-
mazione plastica.
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Piano di scorrimento

Fig. 3.9 Moto della dislocazione

Una stima approssimata del valore della tensione reale necessaria a deformare
plasticamente il reticolo `e fornita dallarelazione diPeierls 58 -Nabarro 59 :

τ = G exp

[ −2πa

(1− ν) b

]
dove a rappresenta la distanza interplanare eb quella interatomica (fig. 3.6).

Dalla relazione diPeierls-Nabarro si deduce che le dislocazioni tendono a
muoversi lungo i piani maggiormente distanziati tra loro e cio`e lungo i piani di massimo
addensamento atomico.

I piani di massimo addensamento sono dettipiani di scorrimento
I legami tra gli atomi appartenenti a piani distinti di scorrimento sono molto deboli

e quindi più facilmente scindibili se sottoposti a sforzo.

58 Rudolph Ernst Peierls (1907-1995). Nato a Berlino da famiglia ebrea studi`o fisica nucleare
sotto la guida diWerner Heisenberg. Nel 1929 formulò la teoria delle cariche positive per interpretare
la conduttività termoelettrica nei semiconduttori. Rifugiatosi in Inghilterra insegn`o Fisica all’Università di
Birmingham dove svolse ricerche di fisica atomica conJames Chadwick eOtto Frisch.

59 Frank Nabarro. Nato a Londra ha studiato alle Universit`a di Oxford, Bristol e Birmingham. E’
membro della Royal Society of London, Medaglia di platino del British Institute of Materials e membro
fondatore dell’Accademia delle Scienze in Sud Africa. La sua principale attivit`a di ricerca ha riguardato i
processi microscopici che sono alla base della resistenza dei metalli e delle leghe.
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Sui piani di scorrimento si possono poi individuare le direzioni di massimo impac-
chettamento lungo le quali le dislocazioni si muovono in maniera preferenziale essendo
minori le distanze interatomiche.

I piani di scorrimento sono individuati dalla linea di dislocazione e dal vettore di
Burgers.

Per questo motivo le dislocazioni a vite hanno pi`u possibilità di movimento rispetto
a quelle di bordo.

Infatti mentre nelle dislocazioni a spigolo il vettore diBurgers e la linea di dis-
locazione sono ortogonali, in quelle a vite le due direzioni sono parallele e individuano
un fascio di piani lungo i quali la dislocazione pu`o muoversi.

La possibilità di spostarsi da un piano all’altro consente alla dislocazione di ag-
girare facilmente gli ostacoli presenti nel reticolo come ad esempio un’impurit`a o una
particella di precipitato (meccanismo dicross slipping); ne consegue una maggiore
deformabilità plastica del materiale.

Una famiglia di piani cristallografici di scorrimento e di direzioni di scorrimento
ad essi associate costituisce unsistema di scorrimento.

I meccanismi di deformazione plastica si attivano quando la tensione tangenziale
sul piano di scorrimento raggiunge il limite di elasticit`a.

In corrispondenza di questo valore si attivano isistemi di scorrimento primari.
Aumentando la temperatura si attivano anche isistemi di scorrimento secondari,

edè questo il motivo per cui ad alte temperature i valori di sforzo in corrispondenza dei
quali inizia la deformazione plastica sono notevolmente pi`u bassi.

Quando la tensione raggiunge il valore di snervamento, le dislocazioni che si sono
formate durante la prima fase della deformazione plastica, iniziano a muoversi ognuna
all’interno del proprio grano.

Tale meccanismo non richiede un incremento dello sforzo da applicare almeno
fino a quando le dislocazioni non incontrano il bordo del grano.

Il superamento di un ostacolo di tale entit`a richiede uno sforzo pi`u elevato di quello
necessario al movimento del difetto all’interno del proprio grano.

Il materiale, a partire da questo momento, si presenta sempre pi`u resistente alla
deformazione plastica.

L’aumento della densit`a di dislocazioni che si determina man mano che prosegue la
deformazione plastica, produce un ulteriore aumento della resistenza allo scorrimento.

Le dislocazioni infatti iniziano ad interagire tra loro attraverso i propri stati ten-
sionali o addirittura si intersecano dando luogo ai cosiddettipunti di ancoraggio(jogs).
L’insieme di questi fenomeni determina l’incrudimentodel materiale.

Nei materiali metallici la tensione limite di elasticit`a e il valore di snervamento
tendono in pratica a coincidere in quanto il numero di dislocazioni presenti all’atto del
consolidamento del fuso `e già sufficientemente elevato.

Le interazioni tra le dislocazioni sono pertanto abbastanza forti da determinare
subito un incremento dello sforzo e quindi l’incrudimento si verifica alla fine della fase
elastica.
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Legge di Schmid

In una prova di trazione monoassiale siaσ = F/A la tensione principale,ϕ
l’angolo tra l’asse del provino e la normale ad un piano di slittamento preferenziale e
ϑ l’angolo tra l’asse del provino e una direzione di massimo addensamento nel piano
di slittamento.

La tensione tangenziale risoltadefinita come

τ = σ cosϕ cosϑ

rappresenta la componenente sul piano di slittamento della tensione monoassiale di
trazione (vedi fig. 3.10). La definizione di tensione tangenziale risolta sar`a ripresa
nella sezione XIII.4 (p. 556).

Nel 1924E. Schmid ha osservato che lo scorrimento in un monocristallo avviene
quando la tensione tangenziale risolta supera un valore critico. Tale valore `e caratteris-
tico di ogni materiale, una volta fissata la temperatura.

Da quanto detto emerge che la deformazione plastica non altera localmente la
struttura del reticolo il quale rimane indifferente al processo deformativo anelastico.

Una diretta conseguenza `e che l’anisotropia, essendo una caratteristica fisica legata
esclusivamentealla geometria del reticolo, rimane inalterata.

La deformazione elastica al contrario, distorce localmente il reticolo alterandone
l’ordine strutturale.

Ne segue che una disposizione reticolare ordinata all’interno di un solido non
assicura che non si sia verificato alcun effetto deformativo: dietro una struttura reticolare
inalterata si pu`o infatti nascondere un meccanismo anelastico attivo.

θ
ϕ

F

Fig. 3.10
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XIII – CRITERI di RESISTENZA

1. PREMESSA

Il limite caratteristico di primo snervamento di molti materiali policristallini con
comportamento macroscopico di tipo isotropo, quali l’acciaio, l’alluminio e varie leghe
metalliche, pu`o essere valutato con la sola prova di trazione semplice.

Nella prova di trazione si induce in un provino cilindrico uno stato di tensionale
che, nella prevedibile zona di snervamento, `e di tipo monoassiale. La prova di trazione
consente di determinare il valore della tensione principale che corrisponde allo snerva-
mento del materiale. Se lo stato tensionale in un punto di una struttura costituita dallo
stesso materiale non `e monoassiale, la valutazione del coefficiente di sicurezza rispetto
allo snervamento richiede di stabilire un criterio di confronto. Analoghe considerazioni
sussistono per altre situazioni limite, quali quelle che comportano la rottura di alcuni
materiali fragili.

Per materiali con comportamento pi`u complesso `e in generale necessario effet-
tuare un insieme di prove di laboratorio per poter determinare i valori caratteristici dei
parametri significativi che caratterizzano lo stato limite del materiale. L’individuazione
di tali parametriè tra i compiti più ardui della meccanica delle strutture ed `e stato
ed è ancora oggetto di ricerche sia teoriche che sperimentali. Risposte tecnicamente
soddisfacenti sono state fornite per importanti classi di materiali di interesse ingegner-
istico; esse sono compendiate nella formulazione di criteri, detticriteri di resistenza.
Tali criteri, basati sia su risultanze sperimentali sia su indicazioni fornite dalla model-
lazione della struttura microscopica del materiale, consentono di individuare l’insieme
dei parametri maggiormente significativi per la determinazione dello stato limite del
materiale e di progettare le prove sperimentali per la loro valutazione.

Nel seguito si fornisce un quadro sintetico dei principali criteri di snervamento e
di rottura cui fa ricorso l’ingegneria delle strutture. Sono prima illustrati i criteri che
si applicanoa materiali con comportamento ultraelastico di tipo isotropo, distinguendo
quelli più idonei a descrivere il comportamento di materiali fragili da quelli che sono
adottati per prevedere il comportamento di materiali metallici duttili. Si illustra poi un
criterio per materiali con comportamentoultraelastico di tipo anisotropo sviluppando
una applicazione al caso di compositi con struttura ortotropa. In effetti il comporta-
mento duttile o fragile dipende anche dalla scala dimensionale dell’elemento strutturale
considerato. Questo importante aspetto del comportamento ultraelastico `e brevemente
illustrato nella sezione finale del capitolo.
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A Leonardo 60 (vedi fig. 1.1) sono dovute le prime ricerche di meccanica dopo il
Medio Evo.Leonardo si interess`o della resistenza di fili metallici soggetti a trazione
e di travi appoggiate o incastrate. Le note diLeonardo costituiscono le testimonianze
di un primo tentativo di applicare la statica per calcolare le sollecitazioni nelle strutture
ed i primi esperimenti per determinare la resistenza dei materiali strutturali.

Fig. 1.1 Leonardo Fig. 1.2 Galileo

60 Leonardo da Vinci (1452-1519). Nato a Vinci (Firenze) nel 1452, figlio naturale del notaio
Piero e di una contadina, fu accolto in casa del padre che non aveva avuto figli legittimi dai primi due
matrimoni. Dal 1467 al 1476 approfond`ı la sua formazione artistica presso la bottega delVerrocchio a
Firenze, interessandosi anche di matematica, meccanica e ingegneria. Nel 1482 fu chiamato a Milano da
Ludovico il Moro; durante il soggiorno milanese si occup`o degli allestimenti scenici per gli spettacoli
teatrali della corte, oltre a dipingere alcuni dei suoi capolavori (la Vergine delle rocce e l’Ultima cena). Dopo
la caduta diLudovico nel 1499,Leonardo lavorò presso varie corti italiane: Mantova, Venezia, Firenze,
Roma. Durante questi anni dipinse capolavori come la Gioconda. Nel 1517 accett`o l’invito di Francesco
I a lavorare per la corte francese. Gli fu assegnato il castello di Cloux vicino alla reggia di Amboise; trascorse
gli ultimi anni immerso negli studi, tra gli onori della corte. Mor`ı nel 1519 a Cloux, Amboise.Leonardo
amava definirsi ”omo sanza lettere”: conosceva superficialmente il latino, ignorava completamente il greco
e aveva appreso la maggior parte delle sue cognizioni attraverso i volgarizzazioni delle opere pi`u importanti
e con l’aiuto di amici, il matematico e filosofoPacioli ed il medicoMarcantonio della Torre.
Si interess`o di meccanica, fisica, anatomia, filosofia naturale e lasci`o una enorme quantit`a di appunti (si
calcolano 5000 fogli). Oltre agli appunti tecnici e ai progetti di trattati,Leonardo scrisse anche numerosi
apologhi, aforismi e favole che testimoniano un gusto arguto e uno stile vivace. Giunto a noi grazie alla
compilazione dell’allievoFrancesco Melzi che si bas`o sui materiali del maestro, ilTrattato della pittura
è l’unica opera organica; si tratta di un grandioso tentativo di coordinare ogni scienza, ogni filosofia, ogni
riflessione sulla scienza e sulla vita all’interno dell’ottica e delle esigenze del pittore.
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La storia moderna della resistenza dei materiali inizia nel XVII secolo con l’opera
di GalileoGalilei 61 (fig. 1.3, 1.4).

Fig. 1.3 Fig. 1.4

Nelle figure che seguono sono riportati alcuni suggestivi disegni diGalileo che
testimoniano la tipologia delle problematiche affrontate.

61 Galileo Galilei (1564-1642). Galileo Galilei nacque a Pisa il 15 febbraio 1564 daGiulia
Ammannati e Vincenzio Galilei, entrambi appartenenti alla media borghesia.Vincenzio, nato a
Firenze nel 1520, ex liutista ed ex insegnante di musica, in passato era entrato in conflitto con la tradizione
classica che attribuiva la consonanza tra tutti i suoni al controllo delle proporzioni numeriche ed aveva
proposto idee proprie al riguardo. Era quindi ferrato in matematica, ma, intuendo le difficolt`a pratiche che
la professione di matematico presentava, spinse il figlio a studiare medicina proprio come un loro avo, quel
Galileo Bonaiuti che nel XV secolo si era distinto nell’esercizio dell’arte medica ed in onore del quale un
ramo della famiglia aveva preso il nome diGalilei. Galileo compı̀ i primi studi di retorica, grammatica e
logica nel monastero camaldolese di Vallombrosa ed entr`o a far parte dell’ordine come novizio. La decisione
non poté che contrariareVincenzio, il quale, nutrendo appunto ben altri progetti per il figlio, lo fece tornare
a Pisa ed iscrivere a Medicina. I corsi della facolt`a vertevano suGaleno e sui libri di scienza naturale
di Aristotele, che costituirono i principali oggetti di critica da parte del giovane Galileo, sempre pi`u
attratto dalla matematica e dalla filosofia e sempre meno produttivo in veste di studente di medicina. Nel
1583 vi fu il suo incontro conOstilio Ricci, un matematico allievo diTartaglia. Ricci era aggregato
alla corte di Toscana e teneva le sue lezioni in volgare, come in volgare era scritto il testo diEuclide su
cui basava i suoi corsi. Si trattava infatti della traduzione diNiccolò Tartaglia, il quale, a differenza
delle versioni latine, aveva chiarito la discrepanza esistente tra la teoria delle proporzioni diEudosso e
quella dell’aritmetica medievale, chiarimento che si rivel`o fondamentale per la formazione diGalileo.
Le prime indagini nel campo della fisica lo portarono, tra l’83 e l’86, a determinare il peso specifico dei
corpi tramite un congegno chiamato ’bilancetta’, simile ad un utensile gi`a in uso presso i mercanti orafi.
Nell’88 diede anche una prova di erudizione letteraria con delle lezioni suDante tenute presso l’Accademia
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fiorentina. Nell’89, nonostante non si fosse laureato, grazie alla stima ed alla fama che si era guadagnato
presso certe frange del mondo accademico ottenne la cattedra di Matematica all’Universit`a di Pisa, un lavoro
che gli assicur`o l’indipendenza economica dal padre. A PisaGalileo rimase 3 anni, durante i quali scopr`ı
la legge di caduta dei gravi con i suoi famosi esperimenti. Ma il periodo pi`u sereno e fruttuoso della sua
vita lo pass`o come insegnante di matematica presso l’Universit`a di Padova, dove si trasfer`ı nel 1592 e dove
rimase per 18 anni. durante i suoi primi anni a PadovaGalileo fu straordinariamente attivo e le sue lezioni
attirarono tanti studenti anche stranieri che infine dovette far lezione in un’aula capace di ontenere 2000
persone. A Padova continu`o i suoi studi di meccanica e di astronomia, nell’ambito della quale abbracci`o
la teoria copernicana. Nel 1594 scrisse il famoso trattatoDella Scienza Meccanica. Dal 1609 cominci`o
a perfezionare ed usare il cannocchiale come strumento per le osservazioni astronomiche e ne costru`ı uno
capace di un ingrandimento di 36 volte. Il cannocchiale non era un’invenzione diGalileo (artigiani olandesi
e italiani ne avevano gi`a approntati diversi tipi) ma i miglioramenti che lo scienziato vi apport`o inaugurarono
l’epoca delle grandi scoperte astronomiche, di cui lo stessoGalilei diede annuncio nelSidereus Nuncius
(Ragguaglio astronomico) del 1610. I 4 maggiori satelliti di Giove, le montagne ed i crateri della Luna, le
macchie solari, furono fenomeni fino ad allora sconosciuti che destarono meraviglia ed ammirazione tanto
nel mondo accademico (Keplero riconobbe e conferm`o l’importanza delle scoperte diGalilei), quanto
in certo ambiente politico (Cosimo dé Medici lo nominò matematico dello studio di Pisa e (Ferdiando
II dé Medici lo protesse), ma anche ostruzionismo ed astio da parte delle gerarchie ecclesiastiche (in
particolare del cardinaleBellarmino) e degli aristotelici. Nel 1616 il Sant’Uffizio mise all’indice sia la
cosmologia copernicana, sia le opere diGalileo, che fu convocato a Roma per giustificare le sue opinioni.
Qui il suo tentativo di difendere le concezioni astronomiche copernicane (e le proprie), sostenendo che non
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Nell’opera diGalileo [1] è anche ideata la formulazione di un criterio di re-
sistenza per materiali fragili che sar`a illustrato nella sezione 3 (p. 552).

fossero offensive nei confronti della Bibbia, venne respinto e lo scienziato fu intimato a non professarle
più. Galileo continuò tuttavia ad approfondire ed ampliare i suoi studi e, nel 1623, compose in volgare il
Saggiatore, nel quale polemizzava con il padre gesuitaOrazio Grassi riguardo alla natura delle comete ed
a problemi di ordine metodologico. Sempre nel ’23 sal`ı al soglio pontificioUrbano VIII, unBarberini
che si era dimostrato disponibile nei suoi confronti, tanto che proprio all’ex cardinale, spirito illuminato ed
aperto ai discorsi scientifici,Galileo aveva dedicato il Saggiatore. Nel 1632 pubblic`o il Dialogo sopra i 2
massimi sistemi del mondo, un testo fondamentale per la scienza moderna in cuiGalileo, sotto un’apparente
neutralità, dava risalto all’astronomia copernicana a discapito di quella tolemaica. A causa dell’influenza di
alcuni padri gesuiti,Urbano VIII ebbe allora un’involuzione e, nel 1633,Galileo venne processato a
condannato al carcere a vita dal Sant’Uffizio, una pena da cui pot´e salvarsi solo abiurando le sue teorie. Il
carcere a vita fu cos`ı commutato in isolamento, cheGalileo scontò prima nel palazzo dell’Arcivescovado
di Siena e poi nella sua villa di Arcetri dove egli visse gli ultimi otto anni dedicandosi alla scrittura del suo
famoso libroDiscorsi e dimostrazioni intorno a due nuove scienzeche fu poi pubblicato dagliElzevirii
a Leida nel 1638. Mor`ı a Firenze l’8 gennaio 1642, circondato da pochi allievi e nella quasi totale cecit`a.
Galileo Galilei è stato formalmente assolto dall’accusa di eresia solo nel 1992, trecentocinquanta anni
dopo la sua morte.
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2. CRITERI ISOTROPI

La formulazione di un criterio di resistenza tende a stabilire, per una assegnata
classe di materiali, quali siano le caratteristiche dello stato tensionale che contribuiscono
significativamente a determinare il verificarsi di fenomeni ultraelastici di rottura fragile
o di plasticizzazione. Nel seguito tali fenomeni ultraelastici saranno indicati col nome
generico difenomeni di crisi.

La formalizzazione di un criterio di resistenza si effettua mediante la definizione
di funzioni di crisi.

Unafunzione scalare di crisìe una applicazione

f : Sym(V ; V) �→ 	 ,

che ad ogni stato tensionaleT ∈ Sym(V ; V) associa lo scalaref(T) ∈ 	 che
definisce ungrado di pericolosit̀a dello stato tensionale.

La forma analitica dellefunzioni scalari di crisìe fortemente condizionata dal requisito
di indifferenza materiale. Precisamente si ha che

Proposizione 2.1. Isotropia della funzione di crisi. Una funzione scalare di crisi
f : Sym(V ; V) �→ 	 deve essere isotropa e cioè deve soddisfare la condizione

f(T) = f(QTQT ) ,
∀T ∈ Sym(V ; V) ,

∀Q ∈ Orth(V ; V) ,

di invarianza sotto l’azione del gruppoOrth(V ; V) delle isometrie.

Dim. Si consideri un processo dinamico e due osservatori O e O∗ in moto rigido
relativo. Gli osservatori O e O∗ misurano in ogni istante gli stati tensionali

T ∈ Sym(V ; V) , T∗ = QTQT ∈ Sym(V ; V) ,

ruotati, uno rispetto all’altro, di un’isometria propriaQ ∈ Orth+(V ; V) pari alla
rotazione istantanea di O rispetto ad O∗ . Daltro canto il valore dello scalare indicatore
del grado di pericolosit`a deve essere lo stesso per entrambi gli osservatori e ci`o comporta
che la funzione di crisi deve essereinvariantesotto l’azione del gruppo Orth+(V ; V)
delle rotazioni:

f(T) = f(QTQT ) ,
∀T ∈ Sym(V ; V) ,

∀Q ∈ Orth+(V ; V) .

Si osservi ora che(−Q)T(−QT ) = QTQT e che, seQ ∈ Orth(V ; V) è una
isometria, allora una delle isometrie{Q,−Q} è una rotazione (isometria propria). La
condizione di invarianza dif : Sym(V ; V) �→ 	 sotto l’azione del sottogruppo delle
rotazioni Orth+(V ; V) è pertanto equivalente a quella di isotropia.
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Più in generale unafunzione scalare di crisìe un’applicazione

f : Sym(V ; V)×	n �→ 	 ,

che ad ogni stato tensionaleT ∈ Sym(V ; V) e ad ognin-upla di parametri
scalari caratteristici del materiale associa lo scalaref(T, p1, . . . pn) ∈ 	 che
definisce ungrado di pericolosit̀a dello stato tensionale.

La dimostrazione della proposizione 2.1 mostra che anche le funzioni scalari di crisi di
questo tipo devono essere funzioni isotrope dello stato tensionale.

Esempi di funzioni scalari isotrope del tipof : Sym(V ; V) �→ 	 sono forniti
dagli invarianti scalari di un tensore simmetrico.

La terna degliinvarianti principali è costituita dalle funzioni scalari

Ik : Sym(V ; V) �→ 	 , k = 1, 2, 3 ,

che associano ad ogni tensoreT ∈ Sym(V ; V) la corrispondente terna dei coefficienti
del polinomio caratteristico

det(T− λ I) = −λ3 + I1(T)λ2 + I2(T) λ + I3(T) .

Gli invarianti principali sono quindi definiti da

I1(T) = T11 + T22 + T33 = tr (T) ,

I2(T) =
1
2

3∑
i,j,k=1

(Tij Tij − Tii Tkk) =
1
2

[
tr (T2)− (tr T)2

]
,

I3(T) = detT .

E’ facile verificare che gli invarianti principali sono funzioni isotrope. Ci`o consegue
dalla proprietà di invarianza del polinomio caratteristico rispetto al gruppo Orth(V ; V)
delle isometrie. Infatti si ha che

det(QTQT − λ I) = det(QTQT − λQIQT ) =

= detQ det(T− λ I) detQT =

= det(T− λ I) , ∀ Q ∈ Orth(V ; V) .

Sia ora{d1,d2,d3} una base principale ortonormale diT e siano

σk : Sym(V ; V) �→ 	 , k = 1, 2, 3 ,

i relativi autovalori definiti dalle relazioni

Tdk = σk(T)dk , k = 1, 2, 3 .
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Le funzioni σk : Sym(V ; V) �→ 	 sono anch’esse isotrope in forza della propriet`a di
invarianza del polinomio caratteristico rispetto al gruppo Orth(V ; V) .

Le relazioni tra i coefficienti di un polinomio e le sue radici mostrano che gli
invarianti principali hanno le seguenti espressioni in termini degli autovalori

I1(T) = σ1 + σ2 + σ3 ,

I2(T) = −(σ2 σ3 + σ3 σ1 + σ1 σ2) ,

I3(T) = σ1 σ2 σ3 ,

dove per semplicit`a siè omesso di indicare la dipendenza delleσk da T .
La rappresentazione dei criteri di resistenza per materiali isotropi `e basata sul

seguente risultato.

Proposizione 2.2. Rappresentazione delle funzioni scalari isotrope.Una funzione
scalaref : Sym(V ; V) �→ 	 è isotropa se e solo se esiste una funzioneφ : 	3 �→ 	
tale che

f(T) = φ(σ1(T) ; σ2(T) ; σ3(T)) , ∀T ∈ Sym(V ; V) ,

con φ(σ1, σ2, σ3) invariante rispetto ad un’arbitraria permutazione degli argomenti.

Dim. Se vale la formula rappresentazione, l’isotropia dif : Sym(V ; V) �→ 	 è una
diretta conseguenza dell’isotropia degli autovaloriσk : Sym(V ; V) �→ 	 .

Si assuma viceversa chef : Sym(V ; V) �→ 	 sia isotropa. Bisogna dimostrare
che, per ogniT,S ∈ Sym(V ; V) , sussiste l’implicazione

{σ1(T) ; σ2(T) ; σ3(T)} = {σ1(S) ; σ2(S) ; σ3(S)} ⇒ f(T) = f(S) .

A tal fine si osservi che se gli autovalori diT,S ∈ Sym(V ; V) coincidono, sussistono
le rappresentazioni spettrali

T =
3∑

i=1
σi di ⊗ di , S =

3∑
i=1

σi ei ⊗ ei .

Sia quindiQ ∈ Orth(V ; V) l’isomeria che porta la base ortonormaledi , i = 1, 2, 3
nella base ortonormaleei , i = 1, 2, 3 . Ne segue che, essendo

ei = Qdi ⇒ ei ⊗ ei = (Qdi)⊗ (Qdi) = Q (di ⊗ di)Q
T , ∀ i ∈ {1, 2, 3} ,

risulta S = QTQT . L’isotropia di f : Sym(V ; V) �→ 	 assicura allora che
f(S) = f(T) .

L’invarianza di φ(σ1, σ2, σ3) rispetto ad un’arbitraria permutazione degli argo-
menti è poi conseguenza del fatto che scambiare di posto due autovalori equivale a
ruotare il tensoreT di π/2 attorno all’asse principale associato al terzo autovalore.
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La proposizione 2.1 ed il teorema di rappresentazione 2.2 assicurano che una
funzione di crisif : Sym(V ; V) �→ 	 è composta da una funzioneφ : 	3 �→ 	 e da
una terna diinvarianti scalaricostituita dagli autovalori relativi ad una base ortonormale
di autovettori.

Tale terna di invarianti pu`o essere sostituita da una qualsiasi altra terna di invarianti
indipendenti, quale ad esempio quella degliinvarianti principali

f(T) = φ(I1(T) ; I2(T) ; I3(T)) , ∀T ∈ Sym(V ; V) .

Infatti se le terne degli invarianti principali diT,S ∈ Sym(V ; V) coincidono, ai
due tensori corrisponde la stessa equazione caratteristica e dunque lo stesso insieme di
autovalori.

Gli invarianti scalari possono anche essere espressi in termini degliinvarianti
fondamentalio momenti

Ik : Sym(V ; V) �→ 	 , k = 1, 2, 3 ,

definiti da

I1(T) : = tr (T) , I2(T) : = tr (T2) , I3(T) : = tr (T3) .

Infatti dalle espressioni diI1(T) , I2(T) e dal teorema diCayley 62 -Hamilton 63

−T3 + I1(T)T2 + I2(T)T + I3(T) I = O , ∀T ∈ L
{

V ; V
}

,

si deducono le relazioni

I1(T) = I1(T) ,

I2(T) =
1
2

[
I2(T)− I

2
1(T)

]
,

I3(T) =
1
6

[
2 I3(T)− 3 I1(T) I2(T) + I1(T)3] .

I momentihanno le seguenti semplici espressioni in termini degli autovalori

I1(T) = σ1 + σ2 + σ3 ,

I2(T) = σ2
1 + σ2

2 + σ2
3 ,

I3(T) = σ3
1 + σ3

2 + σ3
3 .

62 Arthur Cayley (1821-1895). Professore di matematica a Cambridge, amico e collega del matema-
tico Sylvester, è considerato il creatore della teoria delle matrici.

63 William Rowan Hamilton (1805-1865). Professore di matematica al Trinity College di Dublino
è considerato il pi`u grande fisico e matematico inglese dopoNewton. Noto particolarmente per la scoperta
dei quaternioni, per aver fondato l’ottica geometrica e per le ricerche di dinamica.
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Denotando conTD la parte deviatorica del tensoreT , definita da

TD = devT = T + π(T) I , π(T) = −1
3

tr T ,

ed osservando che per definizioneI1(TD) = tr (TD) = 0 , dalle formule precedenti si
deducono le espressioni degliinvarianti deviatorici:

J1(T) : = I1(TD) = I1(TD) = 0 ,

J2(T) : = I2(TD) =
1
2

I2(TD) ≥ 0 ,

J3(T) : = I3(TD) =
1
3

I3(TD) .

Un criterio di resistenzaisotropo si esprime analiticamente considerando una
famiglia di funzioni scalari di crisi:

fα(T) , α ∈ A ,

Un dominio di resistenzàe definito assegnando una corrispondente famiglia di
insiemi di livello:

fα(T) ≤ kα , α ∈ A .

Un criterio di resistenza semplicèe definito da un’unica funzione scalare di crisi.

La tensione idealeassociata ad una funzione di crisif : Sym(V ; V) �→ 	 è la
funzione scalareσid : Sym(V ; V) �→ 	 definita dall’identità

f(T) = f(σid(T)d⊗ d) ,

{
∀T ∈ Sym(V ; V) ,

∀ d ∈ S2(1) .

In altri termini la tensione idealèe il valore della tensione principale di uno stato
tensionale monoassiale cui corrisponde lo stesso valore della funzione di crisi.

L’isotropia della funzione di crisif : Sym(V ; V) �→ 	 assicura che la definizione
di tensione ideale `e ben posta in quanto il valore della funzione di crisi `e lo stesso
in corrispondenza di ogni stato tensionale monoassiale, a parit`a di tensione principale
σid(T) . Infatti, sed ∈ V è un versore, un qualsiasi altro versore si pu`o scrivere come
Qd con Q ∈ Orth+ (V ; V) e l’isotropia assicura che

f(σid(T) (Qd)⊗ (Qd)) = f(σid(T)Q (d⊗ d)QT ) =

= f(σid(T)d⊗ d) , ∀Q ∈ Orth (V ; V) ,

dove siè fatto ricorso all’identit`a

Q (d⊗ d)QT = (Qd)⊗ (Qd) .
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Un criterio di resistenza semplicèe convenientemente espressso mediante la rela-
tiva tensione ideale.

Il dominio di resistenzacorrispondente alla tensione monoassiale di crisiσo ∈ 	 è
costituito dall’insieme di livelloσo dellafunzione di crisif : Sym(V ; V) �→ 	 ,
e cioè dall’insieme definito da

K(f, σo) : =
{
T ∈ Sym(V ; V) : σid(T) ≤ σo

}
.

La famiglia degli insiemi di livello associata alla funzionef : Sym(V ; V) �→ 	 è
l’unione disgiunta degli insiemi di livello al variare del valore della tensione monoassiale
di crisi σo ∈ 	 .

• Due funzioni di crisisono equivalenti se generano la stessa famiglia di insiemi
di livello. A funzioni di crisi equivalenti corrisponde la stessa funzionetensione
ideale.

I criteri di resistenza isotropi possono essere rappresentati da domini di resistenza nello
spazio delle tensioni principali ospazio diHaigh-Westergaard [20], [21].

Nello spazio diHaigh-Westergaard ad ogni punto{σ1, σ2, σ3} corrisponde
una famiglia di stati tensionali{QTQT |Q ∈ Orth+(V ; V)} che possono ottenersi
l’uno dall’altro tramite una rotazione di una terna principale ortonormale cui corrisponde
la terna di tensioni principali{σ1, σ2, σ3} .

Nello spazio diHaigh-Westergaard si possono individuare seisestantiin
ciascuno dei quali sussiste tra le tensioni principali una relazione del tipo

σ3 ≥ σ2 ≥ σ1 .

In ciascuno di essi la frontiera del dominio di resistenza ha la stessa forma.
La proprietà di invarianza rispetto allo scambio di due qualsiasi tensioni principali

implica inoltre che per determinare la forma dell’intera superficie limite `e sufficiente
conoscerne solo la porzione contenuto in un semi-sestante.

Se la funzione di crisi dipende solo dallo stato tensionale il dominio di resistenza
può essere definito effettuando una prova di trazione semplice per determinare il valore
della tensione ideale di crisi.

Quando invece la funzione di crisi dipende anche da un insieme di parametri
scalari caratteristici del materiale, per definire il dominio di resistenza `e necessario
effettuare una molteplicit`a di prove sperimentali in quanto la determinazione degli
incogniti parametri scalari richiede un pari numero di prove indipendenti.

Nel caso di materiali concomportamento anisotropole funzioni di crisi devono
dipendere, oltre che dallo stato tensionale, anche da un insieme di parametri tensoriali
che descrivono il particolare tipo di anisotropia del materiale.

Un criterio di resistenza anisotropo formulato daRodney Hill è illustrato nella
sezione 4.4 (p. 569) insieme al criterio diTsai-Hill, cheè la specializzazione del
criterio di Hill a materiali con comportamento ortotropo e fornisce uno strumento
efficace per definire il dominio di resistenza di materiali compositi.
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2.1. Rappresentazione nel piano deviatorico

DetteσM(T) e σm(T) le tensioni principali massima e minima relative allo stato
tensionaleT , è conveniente introdurre i parametri [35]

p(T) =
σM(T) + σm(T)

2
,

r(T) =
σM(T)− σm(T)

2
≥ 0 ,

rispettivamente ascissa del centro e raggio del massimo cerchio diMohr.

La tensione principale intermediaσI(T) può essere allora individuata tramite il
parametro diLode definito, perr(T) > 0 , da

µ(T) : =
σI(T)− p(T)

r(T)
con |µ | ≤ 1 ,

essendo|σI(T)− p(T) | ≤ r(T) .

Viceversa, assegnati i parametrip ed r ≥ 0 le tensioni principali massima, minima ed
intermedia sono data da

σM(T) = p(T) + r(T) ,

σm(T) = p(T)− r(T) ,

σI(T) = p(T) + µ(T) r(T) .

Nello spazio diHaigh-Westergaard sia {a1,a2,a3} il riferimento ortonormale
relativo alle coordinate principali{σ1, σ2, σ3} . Il vettore posizioneσ1a1+σ2a2+σ3a3
rappresenta quindi la classe di equivalenza degli stati tensionali aventi quali valori
principali {σ1, σ2, σ3} .

Stante l’invarianza delle funzioni di crisi di un materiale isotropo, per rappresentare
la frontiera del dominio di resistenza `e conveniente considerare nello spazio diHaigh-
Westergaard un nuovo riferimento ortonormale, ruotato rispetto a quello canonico
{a1,a2,a3} ed avente uno degli assi diretto lungo la trisettrice

d =
1√
3

(a1 + a2 + a3) ,

del primo quadrante del riferimento canonico.
Il nuovo riferimento{a∗1,a

∗
2,a

∗
3} , assumendo che il versorea∗3 sia diretto lungo

la trisettrice,è individuato dalla rotazione

a∗
i

= Qai = Qkiak , i, k = 1, 2, 3 ,
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rappresentata nel riferimento{a1,a2,a3} dalla matrice ortogonale

[Q ] =



1√
2

1√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3

0 −
√

2√
3

1√
3


.

Siano{σ∗1 , σ
∗
2 , σ

∗
3} le coordinate nel riferimento{a∗1,a

∗
2,a

∗
3} .

Il piano deviatorico, o piano π che nel riferimento{a1,a2,a3} ha equazione

σ1 + σ2 + σ3 = 0 ,

nel nuovo riferimento `e rappresentato dalla condizioneσ∗3 = 0 .

Le sezioni del dominio di resistenza con piani paralleli a quello deviatorico sono
dettesezioni diMeldhal.

Se il criterioè indipendente dall’invariante lineare dello stato tensionale, le sezioni di
Meldhal sono tutte coincidenti tra loro poich´e il dominio di crisiè un cilindro con
generatrice parallela all’asse idrostatico.

Al parametro diLode si può dare una semplice interpretazione geometrica cal-
colando la pendenza di una retta che passa per l’origine e forma nel piano deviatorico
{a∗1,a

∗
2} un angolo antiorarioθ con l’asse coordinatoa∗1 cui corrisponde laσmax.

Sia infatti Π
Π = I− d⊗ d ,

il proiettore ortogonale sul pano deviatorico e si osservi che l’assea∗1 biseca il sestante
{−Πa2,Πa1} e che l’assea∗2 ha la stessa direzione e verso opposto alla proiezione
Πa3 dell’assea3 sul piano deviatorico.

Ad una terna di coordinate principali{σ1, σ2, σ3} corrisponde la terna di coordi-
nate{σ∗1 , σ

∗
2 , σ

∗
3} secondo la legge controvariante governata da[Q ]T , cosı̀ che


σ∗1

σ∗2

σ∗3

 =



1√
2

− 1√
2

0

1√
6

1√
6

−
√

2√
3

1√
3

1√
3

1√
3




σ1

σ2

σ3

 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1 − σ2√
2

σ1 + σ2√
6

−
√

2√
3

σ3

σ1 + σ2 + σ3√
3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ne segue che

tanθ =
σ∗2
σ∗1

=
(σ1 + σ2)− 2 σ3√

3 (σ1 − σ2)
.
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Ricordando la definizione del paramento diLode ed osservando che nel sestante
{−Πa2,Πa1} risulta σ1 ≥ σ3 ≥ σ2 , si ha che

µ = −
√

3 tanθ , −π/6 ≤ θ ≤ π/6 .

La relazione vale in tutti i sestanti a patto di ridefinire l’angoloθ in modo che in ognuno
di essi vari tra−π/6 e π/6 .

In ogni sestante la frontiera del dominio nel piano deviatorico `e simmetrica rispetto
alla bisettrice del sestante.

Ne segue che la funzione di crisi deve essere una funzione pari del parametro di
Lode e quindi dell’angoloθ .

Per rappresentare una sezione diMeldhal della superficie limite basta quindi far
variare l’angoloθ tra 0 e π/6 .

La rappresentazione nel piano deviatorico `e illustrata nella figura 2.1. Si noti che
nel sestante{−Πa2,Πa1} l’ascissaσ∗1 è proporzionale al raggior .

-Π a2

σ3=0

σ
1 =σ

3

π/6

µ=1

σ
1 =σ

3

σ 1=
σ 2

σ 1=
σ 2

σ 2
=σ 3

σ 2
=σ 3

σ
1 =0

σ
1 =0

σ 2
=0

σ 2
=0

σ3=0

θ

Π a3

Π a2Π a1

π/6

µ=0

µ=−1

σ3≥σ1≥σ2 σ3≥σ2≥σ1

σ2≥σ3≥σ1

σ2≥σ1≥σ3σ1≥σ2≥σ3

σ1≥σ3≥σ2

I

II III

IV

VVI

*a2

*a1

Fig. 2.1 Rappresentazione nel piano deviatorico.
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Precisamente si ha che

σ∗1 =
1√
2

(σ1 − σ2) =
1√
2

(σM − σm) =
√

2 r .

Dunque in ogni sestante

• le linee ar costante sono segmenti ortogonali alla bisettrice del sestante,

• le linee aµ costante sono radiali.

L’analisi delle rappresentazioni degli stati tensionali nel piano deviatorico dello
spazio diHaigh-Westergaard può essere completata considerando un ulteriore
riferimento {a∗∗1 ,a∗∗2 ,a∗∗3 } , con a∗∗3 = d .

Il riferimento {a∗∗1 ,a∗∗2 ,a∗∗3 } si ottiene ruotando il riferimento{a∗1,a
∗
2,a

∗
3} di

π/6 in senso antiorario attorno ad .

-Π a2

σ3=0

σ
1 =σ

3

π/6

µ=1

σ
1 =σ

3

σ 1=
σ 2

σ 1=
σ 2

σ 2
=σ 3

σ 2
=σ 3

σ
1 =0

σ
1 =0

σ 2
=0

σ 2
=0

σ3=0

Π a3

Π a2

π/6

µ=0

µ=−1

σ3≥σ1≥σ2 σ3≥σ2≥σ1

σ2≥σ3≥σ1

σ2≥σ1≥σ3σ1≥σ2≥σ3

σ1≥σ3≥σ2

I

II III

IV

VVI

**a2

Π a1a1≅**

*a2

*a1

Fig. 2.2 Rappresentazione nel piano deviatorico.
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La matrice di trasferimento dal riferimento canonico{a1,a2,a3} al riferimento
{a∗∗1 ,a∗∗2 ,a∗∗3 } è la matrice ortogonale

[Q ] =



√
2√
3

0 1√
3

− 1√
6

1√
2

1√
3

− 1√
6

− 1√
2

1√
3


.

Si osservi che iI versorea∗∗1 è propozionale al vettoreΠa1 .

Precisamente, essendo‖Πa1 ‖ =
√

2/3 , risulta

a∗∗1 =

√
3
2

Πa1 .

II versorea∗∗1 è pertanto disteso lungo la frontiera di un sestante (vedi fig. 2.2).

Ad una terna di coordinate principali{σ1, σ2, σ3} corrisponde la terna di coordi-
nate{σ∗∗1 , σ∗∗2 , σ∗∗3 } secondo la legge controvariante governata da[Q ]T , cosı̀ che


σ∗∗1

σ∗∗2

σ∗∗3

 =



√
2√
3

− 1√
6

− 1√
6

0 1√
2

− 1√
2

1√
3

1√
3

1√
3




σ1

σ2

σ3

 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

√
2√
3

σ1 − 1√
6

(σ2 + σ3)

1√
2

(σ2 − σ3)

1√
3

(σ1 + σ2 + σ3)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Nel piano deviatorico risultaσ2 + σ3 = −σ1 .
Dunque, essendoσ1 = σM in entrambi i sestantiI e VI a cavallo dell’assea∗∗1

ed osservando che √
2√
3

+
1√
6

=

√
3√
2

,

si conclude che

σ∗∗1 (T) =

√
3√
2

σM( devT) .

Nel piano deviatorico sussiste quindi la propriet`a:

• le rette ortogonali ai raggi che delimitano i sestanti sono i luoghi di ogni ses-
tante in cui la tensione normale massima dovuta alla componente deviatorica
è costante.
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3. CRITERI PER MATERIALI FRAGILI

I criteri di resistenza per materiali fragili esprimono condizioni per la formazione
ed il propagarsi di fratture. I pi`u semplici fanno riferimento a funzioni scalari di crisi i
cui valori sono i massimi delle tensioni normali o delle dilatazioni elastiche.

Per materiali con diverso con diverso comportamento a trazione e compressione
le funzioni scalari di crisi sono espresse dai valori sono i massimi e miin delle tensioni
normali o delle dilatazioni elastiche.

3.1. Criterio della massima tensione normale

Il criterio della massima tensione normale, ideato daGalileo 64 [1] e formulato
daRankine 65 nel 1868, assume quale parametro determinante la crisi il valore del
massimo modulo della tensione normale nel punto al variare della giacitura.

Per formulare il criterio con riferimento a materiali con diverso comportamento a
trazione e compressione, si considerino le funzioni

σmax : Sym(V ; V) �→ 	 , σmin : Sym(V ; V) �→ 	 ,

definite da
σmax(T) = max

{
(Tn) . n | n ∈ S2(1)

}
,

σmin(T) = min
{
(Tn) . n | n ∈ S2(1)

}
.

In termini di tensioni principali si ha che

σmax(T) = max
i=1,2,3

σi(T) , σmin(T) = min
i=1,2,3

σi(T) .

E’ facile verificare che le funzioniσmax e −σmin sono convesse ed in particolare
sublineari (positivamente omogenee e subadditive) in quanto

σmax(αT) = α σmax(T) , ∀α ≥ 0 ,

σmax(T1 + T2) ≤ σmax(T1) + σmax(T2) , ∀T1,T2 ∈ Sym(V ; V) .

Gli insiemi di livello di σmax e −σmin sono pertanto insiemi convessi.

64 Galileo Galilei (1564-1642), Discorsi su due nuove scienze, Leida 1638.

65 William John Macquorn Rankine (1820-1872). Nato ad Edinburgo, ingegnere ferroviario e
scienziato, fu professore di ingegneria civile e di meccanica a Glasgow.
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Il criterio di resistenza `e isotropo, in quanto tali sono le funzioniσi(T) per
i = 1, 2, 3 che forniscono le tensioni normali relative ad un riferimento principale.
Dunque

σmax(QTQT ) = max
i=1,2,3

σi(QTQT ) = max
i=1,2,3

σi(T) = σmax(T) .

Denotando conσ+
o

e σ−
o

le tensioni di crisi monoassiali a trazione ed a compressione,
la condizione di ammissibilit`a dello stato tensionale si scrive σ+

id(T) = σmax(T) ≤ σ+
o

,

σ−id(T) = σmin(T) ≥ σ−
o

,
i = 1, 2, 3 .

Il dominio di resistenza `e convesso in Sym(V ; V) in quanto intersezione di due insiemi
convessi.

Nello spazio delle tensioni principali il dominio di resistenza `e delimitato da sei
piani, a due a due paralleli, di equazioneσi ≤ σ+

o
,

σi ≥ σ−
o

.
i = 1, 2, 3 .

3.2. Criterio della massima dilatazione

Il criterio della massima dilatazione, proposto daGrashof nel 1878, assume,
quale parametri determinanti la crisi la massima e la minima dilatazione elastica.

Per materiali linearmente elastici le funzioni di crisi sono dunque

εmax(C ; T) = max
{
(C [T ]n) . n | n ∈ S2(1)

}
,

εmin(C ; T) = min
{
(C [T ]n) . n | n ∈ S2(1)

}
.

dove C ∈ Sym( Sym(V ; V) ; Sym(V ; V)) è il tensore di deformabilit`a elastica.

Per esplicitare la richiesta di indifferenza materiale si consideri il tensore di de-
formabilità elasticaCQ ruotato di Q, rispetto a C , con Q ∈ Orth+(V ; V) . Il
tensoreCQ è definito dall’identità

CQ [QTQT ] = QC [T ]QT , ∀ T ∈ Sym(V ; V) ,

ed associa quindi, al tensore ruotato, il ruotato del tensore immagine tramiteC .
Si ponga

Q = Q×Q .
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Le principali proprietà del prodotto tensoriale quadrato× sono riportate nella sezione
I.4 (p. 26). La relazione tra il tensore di deformabilit`a elasticaC ed il suo ruotatoCQ

si può scrivere in forma sintetica

CQ = Q C QT .

Detta f(C ; T) la funzione di crisi, il principio di indifferenza materiale richiede che
sia

f(C ; T) = f(Q C QT ; QTQT ) , ∀ T ∈ Sym(V ; V) ,

e cioè che la funzione di crisi sia un invariante simultaneo diC e di T .
Tale proprietà è soddisfatta dalla funzione di crisi del criterio diGrashof. Si ha

infatti che

εmax(Q CQT ; QTQT ) = max
{
(Q C [ QT QTQT ]Qn) . (Qn) | n ∈ S2(1)

}
=

= max
{
(Q C [ QT QT ]Qn) . (Qn) | n ∈ S2(1)

}
=

= max
{
(QT Q) C [T ]n) . n | n ∈ S2(1)

}
=

= max
{
(C [T ]n) . n | n ∈ S2(1)

}
= εmax(C ; T) ,

essendoQT Q = I . Si noti che la linearit`a del legame elastico non gioca nessun ruolo
nella dimostrazione. Analogamente si procede perεmin(C ; T) .

Se il materiale `e elasticamente isotropo, le funzioni di crisi del criterio diGrashof
sono espresse, in termini di tensioni principali, da

εmax(T) = max
i=1,2,3

εi(T) = max
i=1,2,3

{ 1 + ν

E
σi(T)− ν

E
tr (T)

}
,

dove E è il modulo diYoung e ν è il rapporto diPoisson.
Analogamente perεmin . Le condizioni di ammissibilit`a dello stato tensionale si

scrivono quindi σ+
id(T) = E εmax(T) ≤ σ+

o
,

σ−id(T) = E εmin(T) ≥ σ−
o

.

Nello spazio delle tensioni principali il dominio di resistenza corrispondente ai valori
di soglia σ+

o
e σ−

o
è dunque delimitato da sei piani a due a due paralleli di equazione (1 + ν)σi − ν (σ1 + σ2 + σ3) ≤ σ+

o
,

(1 + ν) σi − ν (σ1 + σ2 + σ3) ≥ σ−
o

.
i = 1, 2, 3 .
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3.3. Criterio del potenziale elastico

Nel 1885E.Beltrami 66 formulò in [10] un criterio di crisi in cui assumeva quale
indice di pericolosit`a dello stato tensionale il valore puntuale del potenziale elastico
complementare.

Una analoga proposta fu poi fatta daB.P. Haigh nel 1919 [17].
Per materiali linearmente elastici la funzione di crisi `e

f(C ; T) =
1
2

(C [T ]) : T .

dove
C ∈ Sym( Sym(V ; V) ; Sym(V ; V)) ,

è il tensore di deformabilit`a elastica.
La richiesta del principio di indifferenza materiale `e soddisfatta. L’energia di

deformazione elastica non dipende infatti dall’osservatore e ci`o in quanto la funzione
di crisi del criterio diBeltrami è un invariante simultaneo dei tensoriC e T :

f(Q C QT ; QTQT ) =
1
2

(Q C [ QT QTQT ]) : (QTQT ) =

=
1
2

(Q C [ QT QT ]) : (QT) =

=
1
2

(QT Q C [T ]) : T =
1
2

(C [T ]) : T = f(C ; T) .

Si noti che la linearit`a del legame elastico non gioca nessun ruolo nella dimostrazione.
La tensione ideale del criterio diBeltrami dipende dalla componente idrostatica

dello stato tensionale. Ci`o è in disaccordo con le risultanze degli esperimenti condotti
per la determinazione dei domini di plasticizzazione di materiali metallici duttili. La
questione sar`a discussa in dettaglio nella prossima sezione.

4. CRITERI PER MATERIALI METALLICI

Le ricerche sperimentali, in particolare quelle condotte daBridgman 67 negli
anni 1940, hanno messo in evidenza che i fenomeni di plasticizzazione nei materiali
metallici policristallini non sono influenzati dal valore della componente sferica (o
idrostatica) dello stato tensionale [30].

66 Eugenio Beltrami (1835-1900). Professore di matematica a Bologna ed in altre Universit`a
italiane. ConRudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) e Elwin Bruno Christoffel
(1829-1900) fu un prosecutore dell’opera diRiemann.

67 Percy Williams Bridgman (1882-1961). Fisico statunitense che per le ricerche nel campo
della fisica delle alte pressioni ha ottenuto il premioNobel nel 1946.
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Tali osservazioni sono in accordo con l’analisi della struttura microscopica del ma-
teriale e con leggi che governano il movimento delle dislocazioni nel reticolo cristallino.

Gli scorrimenti tra piani cristallografici preferenziali avvengono infatti essenzial-
mente per effetto delle azioni tangenziali agenti su tali piani, e risultano indipendente-
mente dal valore delle azioni normali.

Più precisamente in ogni cristallo esistono piani preferenziali di slittamento, co-
incidenti con le giaciture in cui le distanze interatomiche sono minori, ed in ogni piano
di slittamento esistono direzioni preferenziali di slittamento, aventi la direzione lungo
la quale le distanze interatomiche sono minori.

In una prova di trazione monoassiale in direzione del versored sia σ la tensione
principale e siaϕ l’angolo tra l’asse del provino e la normale ad un piano di slittamento
preferenziale eθ l’angolo tra l’assed del provino ed una direzione di slittamento
preferenziale individuata da un versores nel piano di slittamento.

Allora la tensione sul piano di slittamento preferenziale `e

σ (d⊗ d)n = σ (d . n)d = σ cosϕd .

La componente tangenziale di tale tensione nella direzione di slittamento preferenziale
è allora data da

τ = σ cosϕd . s = σ cosϕ cosθ .

Nel 1924E. Schmid ha osservato che lo scorrimento in un monocristallo avviene
quando latensione tangenziale risolta

τ = σ cosϕ cosθ .

supera un valore critico. Tale risultato, confermato da molti esperimenti, `e noto come
legge diSchmid.

Per quanto detto, i criteri di plasticizzazione dei materiali metallici policristallini
assumono che la funzione di crisi dipenda dalla parte deviatorica dello stato tensionale.

Nel seguito si illustrano i pi`u importanti criteri di plasticizzazione e si illustrano
le relative rappresentazioni nello spazio delle tensioni principali.

I criteri deviatorici ammettono tutti una rappresentazione alternativa in due di-
mensioni in quanto la dipendenza dalle tensioni principali pu`o essere espressa dalle
differenze

σ1 − σ2 , σ2 − σ3 , σ3 − σ1 .

Ora la differenzaσ1 − σ2 può essere scritta

σ1 − σ2 = −(σ3 − σ1)− (σ2 − σ3) ,

e pertanto il criterio di resistenza pu`o essere rappresentato in un piano i cui assi hanno
per ascisseσ2 − σ3 e σ3 − σ1 .
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4.1. Criterio di Tresca-Saint Venant

Un criterio di resistenza materiali metallici policristallini fu pubblicato dall’in-
gegnere franceseTresca in una serie di note a partire dal 1864 [3], [4].

I risultati di Tresca erano basati su di una lunga serie di esperimenti condotti
per valutare il carico da applicare per estrudere i metalli attraverso trafile di differenti
forme.

Tresca osserv`o che la plasticizzazione del materiale aveva luogo quando la
tensione tangenziale massima raggiungeva un valore ben definito, in ci`o probabil-
mente influenzato dal pi`u generale criterio di plasticizzazione formulato per i terreni da
Coulomb nel 1773 in [2] e che sar`a illustrato nella sezione 6.1 (p. 579).

Saint Venant, dovendo esaminare la nota cheTresca aveva presentato alla
Accademia di Francia nel 1868 [5], si interess`o al problema della deformazione plastica
dei metalli duttili e pubblic`o nel 1870 un lavoro in cui formul`o le equazioni fondamentali
della plasticità sotto l’ipotesi che il flusso plastico `e piano ed avviene a volume costante
quando la massima tensione tangenziale attinge un valore limite [8].

Il suo lavoroè contemporaneo alle ricerche diM. Levy [9], che estese il modello
al caso tridimensionale assumendo che il tasso di deformazione plastica fosse propor-
zionale al deviatore degli sforzi.

Saint Venant trattò anche il problema della deformazione plastica di alberi
circolari soggetti a torsione, di travi a sezione rettangolare soggetti a flessione e di
cilindri circolari cavi soggetti a pressione interna.

Una criterio analogo a quello diTresca-Saint Venant fu proposto daJ.J.
Guest nel 1900 in [12], [28].

Per formulare il criterio diTresca-Saint Venant si denoti conS2(1) la sfera
bidimensionale di raggio unitario nello spazio euclideoS e si consideri la norma del
vettore tensione tangenziale

τ(T,n) : = ‖ τ (T,n) ‖ ,

dove
‖ τ (T,n) ‖2 = ‖Tn ‖2 − (Tn . n)2 .

La funzione di crisi del criterio diTresca-Saint Venant-Guest si scrive allora

f(T) = τmax(T) = max
n∈S2(1)

τ(T,n) .

L’isotropia della funzione di crisi `e di immediata verifica in quanto

τ(QTQT ,Qn)2 = ‖QTQTQn ‖2 − σ(QTQT ,Qn)2 =

= ‖QTn ‖2 − σ(T,n)2 = ‖Tn ‖2 − σ(T,n)2 = τ(T,n)2 .

Ne segue che

f(QTQT ) = max
n∈S2(1)

τ(QTQT ,n) = max
n∈S2(1)

τ(T,n) = f(T) .
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E’ conveniente esprimere la massima tensione tangenziale in funzione delle ten-
sioni principali. A tal fineè comodo far ricorso alla rappresentazione diMohr da cui
si evince in modo immediato che la massima norma della tensione tangenziale `e pari
alla semidifferenza tra la massima e la minima tensione principale. Si ha dunque

τmax =
1
2

max
{
|σ1 − σ2|, |σ2 − σ3|, |σ3 − σ1|

}
,

ovvero

τmax =
1
4

(
|σ1 − σ2|+ |σ2 − σ3|+ |σ3 − σ1|

)
,

Al criterio di Tresca-Saint Venant corrisponde dunque latensione ideale

σid = σM − σm = 2 r ,

ed in termini di tensioni principali

σid = max
{
|σ1 − σ2|, |σ2 − σ3|, |σ3 − σ1|

}
=

=
1
2
(
|σ1 − σ2|+ |σ2 − σ3|+ |σ3 − σ1|

)
.

Il dominio di resistenza associato al criterio diTresca è individuato dalla condizione

τmax(T) ≤ τo ⇐⇒ σid(T) ≤ σo = 2 τo ⇐⇒ r(T) ≤ τo ,

dove τo è il valore limite della tensione tangenziale in stato tensionale di puro taglio e
σo è il valore limite della tensione normale in stato tensionale monoassiale. Si noti che
la relazioneσo = 2 τo è conseguenza del fatto che in uno stato tensionale monoassiale
la massima tensione tangenziale `e pari alla met`a della tensione principale di trazione.

Nello spazio diHaigh-Westergaard la superficie diTresca è un cilindro
con asse parallelo alla retta idrostatica.

Ricordando che le rette ar(T) costante sono, in ogni sestante, ortogonali alla
bisettrice del sestante, si deduce che la proiezione della superficie di plasticizzazione
relativa al criterio diTresca sul piano deviatorico, ortogonale all’asse idrostatico, `e
un esagono regolare i cui vertici giacciono sulle proiezioni degli assia1 , a2 , a3 sul
piano deviatorico, vedi fig. 4.1. Le ascisse lungo le proiezioni degli assi principali sul
piano deviatorico sono denotate conσ′1, σ

′
2, σ

′
3 .

Dalla trattazione svolta nella sezione 2.1 (p. 547), si deduce che le intersezioni
del cilindro con le proiezioni degli assi del riferimento canonico{a1,a2,a3} hanno
distanza dall’origine pari a

σ∗∗1 (T) =

√
3√
2

σM( devT) .
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Ora la massima tensione normale della componente deviatorica in una prova monoas-
siale con tensione principaleσo è pari a

σM( devT) =
2
3

σo ,

e quindi risulta

σ∗∗1 (T) =

√
2√
3

σo .

L’esagono diTresca interseca quindi le proiezioni degli assi del riferimento canonico
in punti situati su di una circonferenza di raggio

√
2/3 σo .

σ'1 σ'2

σ'3

π

Fig. 4.1 Criterio di Tresca

Nel piano coordinato con gli assiσ3−σ1 e σ2−σ3 la superficie di plasticizzazione
di Tresca assume la forma di un esagono irregolare come mostrato nella fig. 4.2, dove
σo denota la tensione monoassiale di snervamento del materiale.

σο

σ3−σ1

σ2−σ3

σο

Fig. 4.2 Criterio di Tresca
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4.2. Criterio di Maxwell-Huber-von Mises

Il criterio di plasticizzazione enunciato per primo daMaxwell e formulato poi
indipendentemente daM.T. Huber nel 1904 e daR. von Mises nel 1913, e ripreso
poi daH. Hencky nel 1928,è suscettibile di enunciati diversi che conducono per`o a
funzioni di crisi isotrope tra loro equivalenti. Il lavoro diM.T. Huber [14], scritto in
polacco, ricevette attenzione solo circa vent’anni dopo la pubblicazione.

Nelle varie forme che assume il criterio `e detto

• criterio delpotenziale elastico complementare di forma(J.C. Maxwell-M.T.
Huber),

• criterio dell’invariante quadratico del deviatore degli sforzi (R. von Mises),

• criterio dellatensione tangenziale ottaedrale(A. Nadai),

• criterio delvalor medio quadratico della tensione tangenziale.

Le diverse formulazioni sono illustrate in dettaglio nelle sezioni seguenti.
La validità di tale criterio di plasticizzazione per materiali metallici `e stata verificata

mediante molti esperimenti di laboratorio.
Una prima serie di esperienze fu condotta nel 1926 daW. Lode che, su sug-

gerimento diA. Nadai, sottopose a prove di trazione e di pressione interna provini
tubolari di ferro, rame e nickel.

Una ulteriore verifica sperimentale fu condotta nel 1931 daG.I. Taylor e H.
Quinney su provini tubolari sottili di alluminio, rame e acciaio dolce soggetti a trazione
e torsione.

Entrambe le campagne di prove consentivano di generare stati tensionali bias-
siali con vari rapporti delle tensioni principali. L’accordo tra i risultati delle prove di
laboratorio e le previsioni del criterio diMaxwell-Huber-von Mises (MHM) fu
soddisfacente.

Tra le esperienze condotte per verificare l’affidabilit`a dei criteri di plasticizzazione
si ricordano quelle condotte con grande accuratezza daMorrison nel 1940.

4.2.1. Criterio del potenziale elastico di forma

Il primo enunciato del criterio `e dovuto aMaxwell 68 che lo comunic`o per lettera
all’amicoWilliam Thomson (Lord Kelvin).

L’idea di Maxwell fu quella di decomporre l’energia elastica come somma di
due parti, l’energia volumetrica e quella di forma e di attribuire a quest’ultima il ruolo
di parametro di pericolosit`a dello stato tensionale.

68 James Clerk Maxwell (1831-1879). Fisico matematico scozzese, allievo con l’amicoTait del
Trinity college di Cambridge dove poi fu il professore di fisica e progett`o l’Henry Cavendish laboratory.
Straordinari furono i suoi contributi alla teoria dell’elettromagnetismo (Electricity and Magnetism, 1873),
all’ottica, alla teoria dell’elasticit`a ed alla teoria cinetica dei gas (teoria diMaxwell-Boltzmann).
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La proposta diMaxwell divenne nota alla comunit`a scientifica solo dopo la
pubblicazione delle sue lettere aKelvin.

Nel 1904 in [14]M.T. Huber propose una modifica del criterio diBeltrami.
Il modello di Huber distingueva due casi a seconda che la componente sferica dello
stato tensionale fosse di trazione o di compressione. Nel primo caso proponeva di
assunere quale funzione di crisi il potenziale elastico complementare di forma e nel
secondo caso tutto il potenziale elastico complementare come proposto daBeltrami.

Decomponendo lo stato tensionale nelle aliquote sferica e deviatorica

T = devT− π(T) I , π(T) = −1
3

tr T ,

si perviene alla seguente decomposizione dell’energia elastica

1
2

(CT) : T =
1
2

[
1 + ν

E
‖T ‖2 − ν

E
(tr T)2

]
=

=
1

4 G
‖ devT ‖2 +

3
2 k

p(T)2 ,

dove k = E /(1− 2 ν) è il modulo volumetrico. La funzione di crisi `e quindi

f(T) =
1

4 G
‖ devT ‖2

.

4.2.2. Criterio dell’invariante quadratico del deviatore degli sforzi

Una teoria della resistenza dei materiali metallici isotropi `e stata formulata da
R. von Mises 69 nel 1913 [16]. Il criterio divon Mises assume quale indice
di pericolosità dello stato tensionale l’invariante quadratico del deviatore dello stato
tensionale. Per tal motivo il criterio `e anche dettocriterio dell’invariante J2 .

69 Richard von Mises (1883-1953). Nacque a Lvov allora sotto la dominazione austriaca, ora in
Ucraina. Dopo aver frequentato la Technische Hochschule di Vienna consegu`ı nel 1907 il dottorato a Brünn
(ora Brno nella repubblica Ceca) e nel 1908 l’abilitazione all’insegnamento di costruzione di macchine. Fu
quindi professore di matematica applicata a Strasburgo dal 1909 al 1918. Durante la prima guerra modiale
fu pilota dell’aviazione austro-ungarica. Alla fine della guerra insegn`o idrodinamica e aerodinamica alla
Technische Hochschule di Dresda e nel 1919 divenne direttore del nuovo Istituto di Matematica Applicata
dell’Università di Berlino Nel 1921 fond`o il Zeitschrift für Angewandte Mathematik und Mechanikdi cui
divenne editore. Dopo l’avvento del Nazismo si trasfer`ı prima in Turchia e poi nel 1944 negli Stati Uniti
alla Harvard University dove divenne Gordon-McKay Professor di Aerodinamica e Matematica Applicata.
Richard von Mises ha fornito contributi in molte aree scientifiche tra cui la meccanica, la fluidodinamica,
l’aeronautica, la statistica e la teoria della probabilit`a dove formul`o la teoria della frequenza limite, poi superata
come teoria di base dall’approccio diKolmogorov fondato sulla teoria della misura.
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Il criterio è descritto dalla funzione di plasticizzazione

f(T) : = J2(T) =
1
2

tr [( devT)2] =
1
2
‖ devT ‖2

.

Si noti che risulta

2 J2(T) = tr
[
(T + π(T) I)2 ]

= ‖T ‖2 + 2π(T) tr T + 3π(T)2 =

= ‖T ‖2 − 2
3

π(T) (tr T)2 +
1
3

(tr T)2 = ‖T ‖2 − 1
3

(tr T)2 .

Per esprimere il secondo invariante del deviatore delle tensioni in termini delle
tensioni principali si consideri nello spazio diHaigh-Westergaard il punto
{σ1, σ2, σ3} rappresentativo di uno stato tensionale deviatoricoTD , cosı̀ che

tr TD = σ1 + σ2 + σ3 = 0 .

Ponendoσ3 = −(σ1 + σ2) , la distanza dall’origined = ‖TD ‖ è data da

d2 = ‖TD ‖
2 = (σ2

1 + σ2
2 + σ2

3) = σ2
1 + σ2

2 + (σ1 + σ2)
2 = 2 (σ2

1 + σ2
2 + σ1 σ2) .

D’altro canto si ha che

1
6

[
(σ1 − σ2)

2 + (σ2 − σ3)
2 + (σ3 − σ1)

2] =

=
1
6

[
(σ1 − σ2)

2 + (2σ2 + σ1)
2 + (2σ1 + σ2)

2] =

= σ2
1 + σ2

2 + σ1 σ2 .

Dunque

J2(T) =
1
2
‖TD ‖

2 =
1
6

[
(σ1 − σ2)

2 + (σ2 − σ3)
2 + (σ3 − σ1)

2] =

=
1
3

[
σ2

1 + σ2
2 + σ2

3 − σ1 σ2 − σ2 σ3 − σ3 σ1

]
.

In termini delle tensioni principali la tensione ideale si scrive

σid(T) : =
1√
2

√
(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2 =

=
√

σ2
1 + σ2

2 + σ2
3 − σ1 σ2 − σ2 σ3 − σ3 σ1 .

Risulta pertanto

σid(T) =
√

3
√

J2(T) =
√

3/2 ‖TD ‖ .
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Nello spazio diHaigh-Westergaard il dominio di plasticizzazione divon Mises
è un cilindro avente per asse la retta idrostatica che `e la trisettrice del primo ottante.
Essendo

σid(T) =
√

3/2 d , d =
√

2/3 σid(T) =
√

2
√

J2(T) ,

il cilindro di von Mises ha sezione circolare con raggio pari a

d =
√

2/3 σo ,

dove σo è la tensione monoassiale di snervamento (vedi fig. 4.3).

σ'1 σ'2

σ'3

r
π

Fig. 4.3

σ1 - σ3

σ2 - σ3

σο

σο

Fig. 4.4

σ'1 σ'2

σ'3

π

Fig. 4.5

σ1 − σ3

σ2 − σ3

σο

σο

Fig. 4.6

Nel piano individuato dagli assiσ2−σ3 e σ3−σ1 la superficie di plasticizzazione
diventa un ellisse (vedi fig. 4.8).
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Sia {e1, e2, e3} è un riferimento ortonormale.
Per unostato tensionale di puro taglionel pianoe1, e2 , risulta

[T ] =

 0 τ 0
τ 0 0
0 0 0

 .

DunqueT = devT e si ha che

‖T ‖ =
√

2 τ ,
√

J2(T) = τ , σid(T) =
√

3 τ .

La tensione tangenziale di snervamento per stato tensionale di puro taglio e la tensione
normale di snervamento per stato tensionale di trazione monoassiale sono dunque legati
dalla relazione

τo =
σo√
3

.

Dunque il cilindro divon Mises ha sezione circolare con raggio pari a

d =
√

2/3 σo =
√

2 τo .

I domini di Tresca e divon Mises sono sovrapposti nelle figg. 4.5 e 4.6.
In un sestante del piano deviatorico la tensione ideale si pu`o scrivere

σid(T) =
1√
2

[
(σM − σm)2 + (σM − σI)

2 + (σm − σI)
2 ]1/2 =

=
1√
2

[
4 r2 + (1− µ)2 r2 + (1 + µ)2 r2 ]1/2 =

= r(T)
√

3 + µ(T)2 .

Ciò mostra esplicitamente la dipendenza del criterio diMises dal paramentro diLode
e cioè dalla tensione principale intermedia. Si osservi che

• Per i valori µ(T) = ±1 del paramentro diLode, si ha che

σid(T) = 2 r(T) ,

e dunque le tensioni ideali del criterio diTresca e del criterio divon Mises
coincidono.

Tale coincidenza si evidenzia nei punti di contatto tra l’esagono diTresca ed il cerchio
di Mises in corrispondenza dei raggi che delimitano i sei sestanti del piano deviatorico.

Nel 1924M.T. Huber [14] ha interpretato il criterio diMises osservando che
l’invariante quadratico del deviatore dello stato tensionale `e un parametro equiva-
lente all’energia elastica complementare di forma, riprendendo cos`ı l’idea originaria
di Maxwell.
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4.2.3. Criterio della tensione tangenziale ottaedrale

A Nadai [27] è dovuta l’osservazione che il criterio divon Mises può essere
espresso in termini del parametrotensione tangenziale ottaedraleτott .

Per mostrarlo si consideri una base ortonormale principale{d1,d2,d3} e si indichi
con n uno degli otto vettori di componenti

n =
1√
3

(±d1,±d2,±d3)

i cui piani ortogonali sono le facce di un ottaedro regolare.
In corrispondenza di uno stato tensionaleT la tensionetott su tali pianiè data da

tott(T) =
1√
3

(±σ1d1,±σ2d2,±σ3d3) .

La tensione normale coincide con la tensione sferica ed `e fornita dalla relazione

σott(T) =
1
3

(σ1 + σ2 + σ3) =
1
3

I1(T) .

La norma della componente tangenziale `e

τott(T) =

√
1
3

(σ2
1 + σ2

2 + σ2
3)−

1
9

(σ1 + σ2 + σ3)2 =

=

√
2
9

(σ2
1 + σ2

2 + σ2
3 − σ1σ2 − σ2σ3 − σ3σ1) .

edè dettatensione tangenziale ottaedrale.
Se si confronta l’espressione diτott con quella del secondo invarianteJ2 della

parte deviatorica dello stato tensionale si pu`o concludere che

τott(T) =

√
2
3

√
J2(T) .

La tensione ideale coincide ovviamente con quella del criterio divon Mises.

4.2.4. Criterio della tensione tangenziale media quadratica

Una formulazione del criterio di plasticizzazione divon Mises che ne fornisce
una interpretazione statistica consiste nell’assumere che il parametro di crisi sia il valor
medio quadratico della norma della tensione tangenziale.

Questa formulazione del criterio di plasticizzazione divon Mises è senz’altro
da privilegiare in quanto fornisce una chiara motivazione della scelta della funzione di
crisi.
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Infatti nei materiali metallici, secondo la legge diSchmid, lo slittamento plastico
avviene quando la tensione tangenziale risolta attinge un valore critico. Negli aggregati
policristallini, per effetto dell’orientamento casuale dei grani, `e naturale assumere che
lo sviluppo macroscopico delle deformazioni plastiche, si attivi quando il valore medio
quadratico della norma della tensione tangenziale attinge un valore critico.

Il valor medio quadratica della norma della tensione tangenziale `e definito
dall’espressione

τmq(T) : =
1

4 π

∫
S2(1)

τ 2(T,n) da .

dove
τ 2(T,n) = ‖Tn ‖2 − (Tn . n)2 .

Poichè la parte sferica dello stato tensionale non d`a luogo a tensioni tangenziali, `e lecito
sostituire il tensoreT ∈ Sym(V ; V) con la sua parte deviatorica,TD = devT , cosı̀
che

τ 2
mq(T) : =

1
4 π

∫
S2(1)

[
‖TDn ‖2 − (TDn . n)2

]
da .

Si definiscano quindi il valor medio quadratico della norma del vettore tensione devia-
torica

t2mq(TD) : =
1

4 π

∫
S2(1)

‖TDn ‖2 da ,

ed il valor medio quadratico della tensione normale deviatorica

σ2
mq(TD) : =

1
4 π

∫
S2(1)

(TDn . n)2 da .

Si può allora scrivere

τ 2
mq(T) = t2mq(TD)− σ2

mq(TD) .

Per calcolare t2mq(TD) si osservi preliminarmente che, postor(λ) = λn , risulta∫
B3(1)

‖TD r ‖2 dv =
1
3

∫
S2(1)

‖TD n ‖2 da .

Allora, invocando la simmetria diT ed il teorema della divergenza, si ha che∫
S2(1)

‖TD n ‖2 da =
∫

S2(1)

TD r . TD n da =
∫

S2(1)

T2
D r . n da =

=
∫

B3(1)

div
[
T2

D r
]

dv =
∫

B3(1)

tr T2
D dv =

4 π

3
tr T2

D .
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Dunque

t2mq(T) =
1
3

tr T2
D .

Per calcolareσ2
mq(TD) si fa ricorso al teorema della divergenza che fornisce∫
S2(1)

(TDn . n)2 da =
∫

S2(1)

(TDn⊗TDn)n . n da =

=
∫

S2(1)

(TDr⊗TDr) r . n da =

=
∫

B3(1)

div
[
(TDr⊗TDr) r

]
dv .

Si osserva poi che

d
[
(TDr⊗TD r) r

]
[h ] = (TDh⊗TDr) r+

+ (TDr⊗TDh) r+

+ (TDr⊗TDr)h .

Essendo quindi

(TDr⊗TDh) r = (TDh . r)TDr = (h . TDr)TDr ,

si conclude che

d
[
(TDr⊗TD r)r

]
= (TDr . r)TD + 2 (TDr⊗TDr) .

Valutando la traccia e tenendo conto che trTD = 0 , si ottiene che

div
[
(TDr⊗TDr) r

]
= 2 ‖TDr ‖2

.

Quindi∫
S2(1)

(TDn . n)2 da = 2
∫

B3(1)

‖TDr ‖2 dv =
2
3

∫
S2(1)

‖TDn ‖2 da =
8 π

9
tr T2

D .

In definitiva

σ2
mq(T) =

2
9

tr T2
D .

Ne segue che

τ 2
mq(T) = t2mq(TD)− σ2

mq(TD) =
1
3

tr T2
D −

2
9

tr T2
D =

1
9

tr T2
D .

Ricordando cheJ2(T) = 1
2 tr T2

D si può concludere che

τmq(T) =
1
3

√
tr T2

D =
1
3
‖TD ‖ =

√
2

3

√
J2(T) =

1√
3

τott(T) .
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4.3. Criterio di Schleicher

Un criterio che tiene conto della differente resistenza a trazione ed a compressione
fu proposto nel 1926 daSchleicher [26] mediante una modifica del criterio divon
Mises.

Detti σ+
o

e σ−
o

i valori assoluti delle tensioni limite a trazione ed a compressione
monoassiale, ilcriterio di Schleicher assume quale dominio limite l’insieme di
livello zero della funzione di crisi

f(T) = 3J2(T) + (σ+
o
− σ−

o
) I1(T)− σ+

o
σ−

o
.

Per σ+
o

= σ−
o

= σo la funzione di crisi diventa

f(T) = 3J2(T)− σ2
o
,

ed il criterio diSchleicher collassa in quello divon Mises.

4.4. Criterio di Hill

R. Hill in [29] ha formulato un criterio di snervamento di materiali metallici
in cui la funzione di crisi `e il massimo modulo della tensione normale dovuta alla
componente deviatorica dello stato tensionale.

Si tratta quindi di una modifica del criterio diGalileo-Rankine in cui si tiene
conto del fatto che le sollecitazioni di tipo idrostatico non inducono fenomeni di plas-
ticizzazione nei metalli.

La funzione di crisi delcriterio di Hill è data daf(T) = max{fM (T), fm(T)}
dove 

fM (T) : =
[
σM − 1

3
(σM + σI + σm)

]
,

fm(T) : =
[1
3

(σM + σI + σm)− σm
]
.

Effettuando il cambiamento di variabili
σM = p + r ,

σm = p− r ,

σI = p + µ r .

l’invariante lineare di tensione si scrive

tr (T) = σM + σI + σm = 3 p + µ r .
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Dunque 
fM (r, µ) =

[
p + r − p− µ

3
r
]

= r
[
1− µ

3
]
,

fm(r, µ) =
[
p +

µ

3
r − p + r

]
= r

[
1 +

µ

3
]
.

Si può concludere che la funzione di crisi ha l’espressione

f(r, µ) =


r
[
1− µ

3
]

per −1 ≤ µ ≤ 0 ,

r
[
1 +

µ

3
]

per 0 ≤ µ ≤ 1 ,

Nel criterio diHill la funzione di crisi dipende dunque dalla tensione principale inter-
media tramite il parametro diLode.

In umo stato tensionale monoassiale con tensione principaleσ risulta µ = −1 e
p = r = σ/2 . Dunque

f(r, µ) = σ − 1
3

σ =
2
3

σ .

La tensione ideale associata al criterio diHill è dunque data da

σid(r, µ) =


3
2

r
[
1− µ

3
]

per −1 ≤ µ ≤ 0 ,

3
2

r
[
1 +

µ

3
]

per 0 ≤ µ ≤ 1 ,

Per i valori µ = ±1 del parametro diLode si ha che

σid(r, µ) =
3
2

r
[
1 +

1
3
]

= r
3
2

4
3

= 2 r ,

ed il valore della tensione ideale del criterio diHill coincide con quella relativa al
criterio diTresca (vedi sezione 4.1 (p. 557)).

Nello spazio diHaigh-Westergaard il dominio di Hill è un cilindro avente
per asse la retta idrostatica.

In figura 4.7 sono riportati le tracce nel piano deviatorico dei domimi diTresca,
von Mises eHill. La costruzione degli esagoni diTresca e diHill è una diretta
conseguenza delle propriet`a delle rappresentazioni nel piano deviatorico illustrate nella
sezione 2.1 (p. 547),
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Tresca

Mises

Hill

µ=−1

µ=+1µ=0

Fig. 4.7

5. CRITERI PER MATERIALI ANISOTROPI

Un criterio di resistenza anisotropo `e stato formulato daRodney Hill in [29].
La struttura formale del criterio `e analoga a quella del criterio diBeltrami in

quanto la funzione di crisi `e un forma quadratica dello stato tensionale.
Il tensore rappresentativo della forma quadratica, che nel criterio diBeltrami

descrive la cedevolezza elastica del materiale, nel criterio diHill è invece definito dalle
caratteristiche ultraelastiche del materiale.

Nel seguitoè presentata la formulazione generale del criterio diHill edè illustrata
la sua specializzazione a materiali con comportamento ultraelastico di tipo ortotropo
nota come criterio diTsai-Hill.

Il criterio di Tsai-Hill fornisce uno strumento efficace per definire il dominio di
resistenza di materiali compositi.

5.1. Criterio di Hill per materiali anisotropi

Si richiamano preliminarmente le seguenti notazioni per gli spazi dei tensori del
quarto ordine.

Sym(V) : = Sym( Sym(V ; V) ; Sym(V ; V)) ,

Lin(V) : = Lin ( Lin (V ; V) ; Lin (V ; V)) .
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Nel criterio di Hill la funzione di crisi

f : Sym(V)× Sym(V ; V) �→ 	 ,

è una forma quadratica nello stato tensionaleT ∈ Sym(V ; V) associata ad un tensore
del quarto ordine, simmetrico e positivo

A ∈ Sym(V) , (AT) : T ≥ 0 , ∀T ∈ Sym(V ; V) ,

che, in virtù delle simmetrie maggiori e minori, ha21 componenti indipendenti.
Il criterio crisi di Hill è dunque espresso dalla condizione

f(A ; T) =
1
2

(AT) : T ≤ 1 .

Il tensoreA definisce le propriet`a di invarianza della funzione di crisi.

Osservazione 5.1.Il criterio di von Mises è un caso particolare del criterio diHill.
Sia infatti τo la tensione tangenziale di snervamento per stato tensionale di puro

taglio e si ponga

A =
1
τ 2
o

dev =
1
τ 2
o

(
I− 1

3
(I⊗ I )

)
,

dove I = I× I è l’identità in Lin(V) .
Si ha allora che

f(A ; T) =
1

2 τ 2
o

devT : devT =
1

2 τ 2
o

‖ devT ‖2
.

La condizione di crisi del criterio diHill diventa allora

f(A ; T) =
1
τ 2
o

J2(T) ≤ 1 ,

e si ritrova la condizione
√

J2(T) ≤ τo del criterio divon Mises.

5.2. Criterio di Tsai-Hill

Il criterio di Tsai-Hill è la specializzazione del criterio diHill per materiali
con comportamento ultraelastico di tipoortotropo[33].

Più precisamente il criterio diTsai-Hill si deduce dal criterio diHill assumendo
che il tensore di crisiA sia ortotropo e che la funzione di crisi non dipenda dalla
componente idrostatica dello stato tensionale.

Devono dunque essere soddisfatte le seguenti condizioni.
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• Esiste una terna ortonormale{e1, e2, e3} in V che individua tre piani di simmetria
ortogonale per il tensore di crisiA .

• La funzione di crisi si annulli perT = I , e cioè sia

f(A ; I) =
1
2

(A I) : I = 0 .

La positività della funzione di di crisi assicura che il valore nullo `e un punto di minimo
assoluto per la forma quadratica e dunque che il gradiente della forma sia nullo. La
funzione di crisi si annulla dunque se e solo se

A I = O .

La prima condizione implica che nel riferimento{e1, e2, e3} la matrice rappresentativa
del tensore di crisi nella notazione diVoigt sia

[ A ] =



A1111 A1122 A1133 0 0 0

A1122 A2222 A2233 0 0 0

A1133 A2233 A3333 0 0 0

0 0 0 A2323 0 0

0 0 0 0 A3131 0

0 0 0 0 0 A1212


,

Dunque le componenti distinte non nulle del tensore di crisi sono al pi`u 9 .
La seconda condizione si traduce nella richiesta che nel riferimento{e1, e2, e3}

si abbia
Aijkk = 0 , ∀ i, j = 1, 2, 3 ,

dove si intende una sommatoria sull’indice ripetutok = 1, 2, 3 .
In conseguenza della propriet`a di ortotropia,3 di queste6 condizioni, e pre-

cisamente quelle peri = j risultano identicamente soddisfatte essendo nulli i blocchi
3×3 fuori diagonale. Il numero delle componenti indipendenti del tensoreA è dunque
9− 3 = 6 . Ponendo

A1111 = B + C , A1122 = −C , A1133 = −B ,

A2222 = C + A , A2211 = −C , A2233 = −A ,

A3333 = A + B , A3311 = −B , A3322 = −A ,

A2323 = D , A3131 = E , A1212 = F ,

la funzione di crisi del criterio diTsai-Hill si scrive

f(A ; T) = A (T22 − T33)
2 + B (T11 − T33)

2 + C (T11 − T22)
2+

+ 4 (D T 2
23 + E T 2

31 + F T 2
12) .
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Il criterio di Tsai-Hill trova soddisfacente riscontro sperimentale per materiali
compositi, quali ad esempio lavetroresina, in stato piano di tensione.

Si consideri infatti uncompositodi vetroresina con le fibre dirette lungo l’asse
materialee1 [36]. Sottoponendo il provino a trazione e compressione in direzione
assialee1 , in direzione trasversalee2 ed a taglio nel piano{e1, e2} si determinano le
corrispondenti tensioni di crisi (+ trazione,− compressione)

σ+
1 = 150 ksi , σ−1 = −150 ksi ,

σ+
2 = 4 ksi , σ−2 = −20 ksi ,

τo = 6ψ .

dove ksi sta per kilopound per square inch e si ha1 ksi = 6.895 N/ mm2 =
6.895 MPa e qundi1 MPa= 0.145 ksi , essendo

1 pound= 4.448 newton e 1 inch = 25.4 mm.

L’isotropia trasversa del provino implica cheT33 = 0 e T13 = T23 = 0 ed inoltre che
B = C ed E = F . Il criterio di Tsai-Hill si scrive dunque

f(A ; T) = A T 2
22 + B (T 2

11 + (T11 − T22)
2) + 4E T 2

12 =

= (A + B) T 2
22 + 2B T 2

11 − 2 B T11 T22 + 4E T 2
12 .

La prova a taglio nel piano{e1, e2} fornisce la condizione

f(A ; T) = 4E T 2
12 = 4E τ 2

o
= 1 ,

e dunque

E =
1

4 τ 2
o

.

La prova di trazione in direzione dell’asse materialee1 impone che

f(A ; T) = 2B T 2
11 = 2B (σ+

1 )2 = 1 ,

e quindi

B =
1

2 (σ+
1 )2 .

Infine dalla prova di trazione in direzione trasversalee2 si ha che

f(A ; T) = (A + B) T 2
22 = (A + B) (σ+

2 )2 = 1 ,

e pertanto

A + B =
1

(σ+
2 )2 , A =

1
(σ+

2 )2 −
1

2 (σ+
1 )2 .
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Si sottoponga a prova di rottura monoassiale un provino cilindrico con l’asse del cilindro
che forma un angoloθ con la direzione delle fibre.

Detta Txx la tensione monoassiale di trazione o di compressione, si ha che


T11 = Txx cos2θ ,

T22 = Txx sin2θ ,

T12 = Txx sinθ cosθ .

Il criterio di Tsai-Hill fornisce allora la condizione di crisi

Txx ≤
[

1
(σ+

1 )2 cos4θ +
1

(σ+
2 )2 sin4θ +

(
1
τ 2
o

− 1
(σ+

1 )2

)
sin2θ cos2θ

]1/2

,

per la prova di trazione ed una analoga per la prova di compressione.
In fig. 5.1 sono riportate in scala lineare-logaritmica le curve limiti relative alle

prove di trazione (curva inferiore) e di compressione (curva superiore) in funzione
dell’angolo θ tra l’asse delle fibre e quello dello sforzo monoassiale di trazione o
compressione.

Fig. 5.1

La rispondenza del criterio con i dati sperimentali `e soddisfacente sia a trazione
che a compressione.
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6. CRITERIO DI MOHR-CAQUOT

Un criterio di resistenza basato su di una funzione scalare di crisi che dipende dalla
componente sferica dello stato tensionale diventa necessario quando si voglia descrivere
il comportamento di materiali quali le roccie, le terre ed i conglomerati che presentano
un comportamento marcatamente differente a trazione ed a compressione.

Un modello di comportamento che coglie gli aspetti essenziali dei fenomeni di
rottura di tali materiali consiste nell’assumere che la crisi puntuale si verifica quando
tra la norma del vettore tensione tangenziale e la tensione normale sussiste una relazione
critica su almeno una giacitura di normalen ∈ S2(1) .

Se la definizione della relazione critica `e la stessa per tutte le giaciture il criterio
di crisi cos`ı formulatoè isotropo.

Infatti una rotazioneQ ∈ Orth+(V ; V) dello stato tensionaleT ∈ Sym(V ; V)
che lo trasforma nel tensoreQTQT ∈ Sym(V ; V) non altera il criterio di crisi in
quanto non modifica l’insieme delle coppie costituite dalle tensioni normali e dalle
norme delle corrispondenti tensioni tangenziali.

Si consideri infatti, in corrispondenza di un stato tensionaleT , una giacitura di
normalen ∈ S2(1) .

La tensionet = Tn ha componenti normale e tangenziale date da

σ(T,n) = (Tn) . n , τ (T,n) = Tn− σ(T,n)n .

Dunque, denotando la norma del vettore tensione tangenziale con

τ(T,n) : = ‖ τ (T,n) ‖ ,

risulta
τ(T,n)2 = ‖ τ (T,n) ‖2 = ‖Tn ‖2 − σ(T,n)2 .

Allora, se Q ∈ Orth+ è un’arbitraria rotazione, in corrispondenza dello stato tensio-
nale ruotatoQTQT sulla giacitura di normaleQn si ha

σ(QTQT ,Qn) = (QTQTQn) . Qn = (Tn) . n = σ(T,n) ,

τ(QTQT ,Qn)2 = ‖QTQTQn ‖2 − σ(QTQT ,Qn)2 =

= ‖QTn ‖2 − σ(T,n)2 = ‖Tn ‖2 − σ(T,n)2 = τ(T,n)2 .

Dunque la coppia di valori{σ(T,n), τ(T,n)} si ritrova sulla giacituraQn .

La relazione critica, essendo la stessa per tutte le giaciture, `e convenientemente
descritta nel semipiano diMohr (si veda [38] sezione III.4 (p. 343)).

Si consideri a tal fine un riferimento cartesiano in cui sull’asse delle ascisse `e
riportato il valoreσ della tensione normale su una generica giacitura e sul semiasse
positivo delle ordinate `e riportato il moduloτ = ‖ τ ‖ del corrispondente vettore
tensione tangenziale.
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Il criterio di crisi di Mohr 70 [13] consiste nell’imporre che lo stato tensionale
sia tale che le coppie{τ(T,n), σ(T,n)} soddisfino una condizione del tipo

τ(T,n) ≤ g(σ(T,n)) , ∀n ∈ S2(1) ,

doveg : 	 �→ 	+ è una funzione positiva, continua, monotona decrescente e che
si annulla per un valore finito dell’argomento.

Nel semipiano diMohr la rappresentazione `e effettuata da un osservatore solidale al
versore normalen ∈ S2(1) .

La condizione di crisi si scrive dunque

τ ≤ g(σ) .

L’equazione
τ = g(σ) ,

rappresenta una curva nel semipiano diMohr cheè detta lacurva di crisi.

Uno stato tensionale `e ammissibile se la condizione di crisi `e verificata su ogni
giacitura e cio`e se i tre semicerchi principali diMohr relativi allo stato tensionale
giacciono entro il dominio delimitato dalla curva di crisi nel semipiano diMohr.

• La curva di crisi pu`o dunque essere determinata sperimentalmente come inviluppo
di cerchi principali diMohr di crisi.

Il criterio di Mohr fu ulteriormente analizzato e perfezionato daCaquot 71 e perciò
è anche dettocriterio di Mohr-Caquot. La curva di crisi nel semipiano diMohr
fu detta daCaquot curva intrinsecadel materiale.

Il criterio è per tal motivo anche dettocriterio della curva intrinseca.
Per esprimere il criterio diMohr-Caquot in termini di tensioni principali si

denotino l’ascissa del centro ed il raggio del cerchio massimo nel semipiano diMohr
con 

p =
σmax+ σmin

2
,

r =
σmax− σmin

2
.

Una coppia(σ, τ) è un punto di tangenza di un cerchio diMohr alla curva di crisi se
sono verificate le seguenti tre condizioni.

70 Otto Mohr (1835-1918). Ingegnere e professore al Politecnico di Stoccarda. Fu un pioniere della
progettazione di strutture metalliche in Germania. Per primo applic`o le linee d’influenza in ingegneria delle
strutture.

71 Albert Caquot (1881-1978). Ingegnere francese, laureato alla Ecole Polythecnique ed alla
Ecole Nationale des Ponts et Chauss´ees, nel 1905 inizi`o la carriera di ingegnere civile dello Stato. Per
mezzo secolo `e stato considerato il maggior ingegnere della Francia. La sua attivit`a pratica e scientifica ha
spaziato dall’aviazione alla meccanica dei terreni, dall’elasticit`a e resistenza dei materiali alle strutture in
conglomerato armato ed al drenaggio urbano.
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• La condizione diMohr-Caquot:

ψ(σ, τ) = τ − g(σ) = 0 ,

• L’equazione del cerchio principale diMohr di centro(p, 0) e raggior :

(σ − p)2 + τ 2 = r2 ,

che in forma paramentrica si scrive{
σ = p + r cos2 α ,

τ = r sin2 α ,

dove α è l’angolo tra la direzione della normalen ∈ S2(1) e la direzione della
massima tensione normale nel fascio relativo al cerchio principale considerato.

• La condizione di tangenza del cerchio diMohr alla curva di crisi che si scrive

σ − p = −τ
d g

dσ
.

Infatti la curva di crisiè la frontiera dell’insieme di livello zero della funzione
ψ(σ, τ) e dunque la normale al dominio deve essere parallela al gradiente di
ψ(σ, τ) , dato da

gradψ(σ, τ) = {−d g

dσ
, 1} .

D’altra parte il raggio del cerchio tangente nel punto{σ, τ} è il vettore di com-
ponenti

{σ − p, τ} ,

e deve essere proporzionale al gradiente diψ(σ, τ) .

Eliminando la coppia(σ, τ) delle tensioni normale e tangenziale da queste tre equazioni
si ottiene una relazione trap e r che, espressa in termini di tensioni principali, fornisce
la funzione di crisi del criterio di resistenza.

Si noti che tramite la conoscenza dei punti di tangenza del semicerchio diMohr
alla curva intrinseca, il criterio di resistenza diMohr-Caquot consente di deter-
minare l’inclinazione della giacitura di crisi rispetto alle direzioni principali relative
alla massima e minima tensione principale.

In particolare, se la curva intrinseca ha curvatura nulla in corrispondenza del
vertice, e cio`e all’intersezione con l’asse delleσ , uno stato monoassiale di trazione
genera linee di frattura non ortogonali alla direzione di trazione.
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Si noti inoltre che nel criterio di resistenza diMohr-Caquot sono prese in
considerazione solo le tensioni principali massima e minima.

Per una ampia disanima sulla teoria della curva intrinseca e sui criteri di resistenza
che da essa discendono si veda [35].

σ

2α

τ

C

Pcr

σΜσ m σ Ι

α
nM

ncr

2α
α

Fig. 6.1 Criterio di Mohr-Caquot

6.1. Criterio di Coulomb-Mohr

L’espressione del criterio diMohr può essere facilmente esplicitata in termini di
invarianti scalari nel caso in cui la funzioneg è lineare.

In tal caso infatti essa definisce nel piano diMohr un cono diCoulomb delim-
itato dalla retta

τ = g(σ) = c− µ σ .

Essendoτ ≥ 0 l’ascissa deve appartenere alla semirettaσ ≤ c/µ .

σ

2α

τ

C

Pcr

σΜσ m σ Ι

α
nM

ncr

2α

Pcr

α ϕ

Fig. 6.2 Criterio di Coulomb-Mohr
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I parametri caratteristici delcriterio di Coulomb-Mohr sono

• c ≥ 0 , coesione del materiale,

• ϕ , angolo di attrito,

• µ = tanϕ , coefficiente di attrito.

Si consideri il cerchio diMohr tangente alla bilatera diCoulomb.
La rappresentazione parametrica del cerchio `e

σ = p + r cos2α , τ = r sin2α ,

in cui α è l’angolo tra la normale al piano di crisi e la direzione principale di trazione
massima. La condizione di tangenza `e

σ − p = µ τ .

Sostituendo nella equazione parametrica del cerchio si ha che

r cos2 α = µ r sin2 α ,

e quindi che
µ = tanϕ = cot 2α .

Dunque

2 α = π/2− ϕ ⇒
{

cos2α = sinϕ ,

sin2α = cosϕ .

L’equazione paramentrica del cerchio tangente `e quindi{
σ = p + r cosϕ ,

τ = r sinϕ .

Sostituendo nella condizione diCoulomb τ = c−( tanϕ) σ , si perviene alla relazione

r + p sinϕ = c cosϕ .

In termini di tensioni principaliσi , i = 1, 2, 3 , la condizione di ammissibilit`a di
Coulomb-Mohr si scrive pertanto

max
i=j

{
|σi − σj |+ (σi + σj) sinϕ

}
≤ 2c cosϕ .

Se l’angolo di attrito `e nullo (ϕ = 0 ), il criterio di Coulomb-Mohr si specializza in
quello diTresca-Saint Venant.
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Per fornire un’espressione del criterio diCoulomb-Mohr in termini degli in-
varianti principali si osservi che seσI è la tensione principale intermedia risulta

(σM − σI) + (σm − σI) + 2 (σM + σm + σI) = 3 (σM + σm) .

Dunque la condizione di crisi del criterio diMohr-Coulomb

(σM − σm) + (σM + σm) sinϕ ≤ 2 c cosϕ .

si può riscrivere

(σM − σm) +
1
3

(σM − σI) + (σm − σI) sinϕ ≤ 2 c cosϕ− 2
3

I1(T) sinϕ .

Il primo termine, dipendendo solo da differenze tra tensioni principali, `e una funzione
isotropa del deviatore degli sforzi e dunque degli invariantiJ2(T) e J3(T) .

Il criterio di Coulomb-Mohr è pertanto un elemento particolare della famiglia
di criteri descritti da equazioni del tipo

f(J2(T), J3(T)) = α− β I1(T) ,

con α, β ∈ 	 costanti scalari caratteristiche del materiale.

6.2. Criterio di Drucker-Prager

Alla stessa famiglia appartiene il criterio proposto nel 1952 daDrucker e
Prager [31] cui si perviene combinando quelli diCoulomb-Mohre divon Mises.

Il criterio di Drucker-Prager assume quale dominio limite l’insieme di livello
zero della funzione di crisi

f(T) =
√

J2(T) +
β I1(T)√

6
− τo ,

dove τo è il valore limite della tensione tangenziale in stato tensionale di puro taglio.
La superficie limite nello spazio diHaigh-Westergaard è un cono circolare

il cui asse coincide con la retta idrostaticaσ1 = σ2 = σ3 e la cui semiampiezza `e pari
a tan−1(β) .

Infatti la distanza del vertice del cono dall’origine dello spazio si ottiene ponendo
σ1 = σ2 = σ3 = t/

√
3 e valutando la condizione limite.

EssendoJ2(T) = 0 e I1(T) =
√

3 t , dalla condizione limite si deduce che
l’ascissato del vertice del cono, misurata lungo la retta idrostatica, `e tale che

β to =
√

2 τo .
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Sul piano deviatorico, essendoI1(T) = 0 , la condizione diDrucker-Prager
coincide con quella divon Mises √

J2(T) = τo .

Come mostrato nella sezione 4.2.2 (p. 562), Il raggio del cerchio intersezione del cono
con il piano deviatorico `e pari a

d =
√

2
√

J2(T) =
√

2 τo .

Ne segue che la pendenza delle generatrici del cono `e data dad/to = β .

7. STATI TENSIONALI SPECIALI

In molti problemi di interesse applicativo lo stato tensionale `e di tipo particolare e
ciò comporta che i criteri di resistenza assumono forme speciali.

Nel seguito si descrivono brevemente le espressioni assunt da diversi criteri nel
caso di stati tensionali equibiassiali, piani e del tipo diSaint Venant nelle travi.

7.1. Stati tensionali equibiassiali

Uno stato tensionale equibiassialèe caratterizzato da una tensione principale
doppia e da una semplice.

Taleè ad esempio lo stato tensionale che si cerca di realizzare nella prova triassiale
nella meccanica delle terre.

Si può quindi porre
σ1 = σ2 = σ .

La tensione ideale del criterio diTresca è

σid(T) = 2 r(T) = |σ − σ3| ,

e coincide con la tensione ideale del criterio diMises cheè data da

σid(T) : = r(T)
√

3 + µ(T)2 =
1√
2

√
(σ − σ3)2 + (σ3 − σ)2 = |σ − σ3| .

Tale coincidenza `e peraltro conseguenza del fatto che il parametro diLode ha valore
assoluto unitario. Infatti, come osservato nella sezione 4.2.2 (p. 562), dalla condizione
|µ(T) | = 1 segue che

r(T)
√

3 + µ(T)2 = 2 r(T) .

Anche i criteri di Coulomb-Mohr e di Drucker-Prager assumono la stessa
espressione formale.
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7.2. Stati tensionali alla Saint Venant

Nella teoria della trave diSaint Venant lo stato tensionale `e rappresentato dalla
tensione sulla sezione trasversale e dunque da una componente normaleσ = σz e due
componenti tangenzialiτzx e τzy . Si può assumere poi che siaτzy = 0 e τzx = τ .

Le tensioni principali sono allora date da

σ1 =
σ

2
+

√(σ

2

)2
+ τ 2 ,

σ2 =
σ

2
−

√(σ

2

)2
+ τ 2 ,

σ3 = 0 .

7.2.1. Criterio di Tresca

Il dominio di Tresca è pertanto individuato dalla condizione

√(σ

2

)2
+ τ 2 ≤ τo ,

che in termini di tensione ideale si scrive

σid(T) =
√

σ2 + 4τ 2 ≤ 2 τo = σo .

Per uno stato tensionale monoassiale, quale quello che si ha in una trave soggetta a
sforzo normale contrato, la tensione ideale vale quindi

σid(T) = σ .

Per uno stato tensionale di puro taglio, quale quello che si ha in una trave soggetta a
torsione, la tensione ideale vale invece

σid(T) = 2 τ .

Secondo il criterio divon Mises la tensione tangenziale limite in puro taglio `e dunque
minore della tensione normale limite a trazione o a compressione secondo un fattore√

2 ≈ 1.41 .



584 7 – STATI TENSIONALI SPECIALI

7.2.2. Criterio di von Mises

Nella teoria della trave la tensione ideale del criterio divon Mises assume
l’espressione

σid(T) =
1√
2

√
(σ1 − σ2)2 + σ2

1 + σ2
2 =

√
σ2

1 + σ2
2 − σ1 σ2 =

=

√
2

[(σ

2

)2
+

(σ

2

)2
+ τ 2

]
−

(σ

2

)2
+

(σ

2

)2
+ τ 2 =

√
σ2 + 3τ 2 .

Per uno stato tensionale monoassiale, quale quello che si ha in una trave soggetta a
sforzo normale contrato, la tensione ideale vale quindi

σid(T) = σ .

Per uno stato tensionale di puro taglio, quale quello che si ha in una trave soggetta a
torsione, la tensione ideale vale invece

σid(T) =
√

3 τ .

Secondo il criterio divon Mises la tensione tangenziale limite in puro taglio `e dunque
minore della tensione normale limite a trazione o a compressione secondo un fattore√

3 ≈ 1.73 .
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au delà des limites o`u l’elasticité pourrait les ramener `a leur premier ´etat,Compt.
Rend., 70, pp. 473-480 (1870).

9. M. Levy, Memoire sur les ´equations g´enérales des mouvements interieurs des
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dislocazioni, 528

dislocazioni a spigolo, 528

dislocazioni a vite, 529

dislocazioni di bordo, 528

dislocazioni elicoidali, 529

dissipazione intrinseca, 4

dissipazione plastica, 157

dissipazione termica, 4

dissipazione virtuale, 142

dissipazione viscoplastica, 164

distorsione elicoidale, 531

distorsione equivalente, 236

distorsioni, forza equivalente alle, 52

divario della deformazione, 320

domini di ammissibilità, 126
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lemma diZorn, 98

liberi, parametri vincolari, 216

linea media, 483

linearizzata, teoria, 49, 227

linee di influenza, 64

linee diLüders, 520
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piccole deformazioni, 11

piccoli spostamenti, 11

plasticità associata, 157

plasticità incrementale, 156, 158

plasticità perfetta, 156

plasticità standard, 157

plasticizzazione, limite di, 517

plastico, 516

pluriconnesse, 484

pluriconnesse, sezioni, 484

polare, 368

polarità, 367

polinomi diHermite, 71, 182

polinomio interpolante, 181

polo, 367

positivamente omogenea, 116

postulato diHelmholtz, 5

potenza meccanica compiuta, 1

potenziale di deformazione elastica, 230

potenziale elastico, 12, 231, 322

potenziale elastico complementare, 12, 228

potenziale elastico complementare di forma, 561

potenziale logaritmico, 456

potenziale logaritmico vettoriale, 455

potenziale viscoplastico, 162

potenziale, energia, 144, 150

potenziali complementari, 102

potenziali coniugati, 107

prima costante elastica diLamé, 33

prima legge diFick, 527

primale, condizione di congruenza elastica, 236

primale, condizione di equilibrio elastico, 236

primale, formulazione, 245

primale, formulazione mista, 236, 274

primo principio della termodinamica, 1

primo teorema diCastigliano, 153

principali, fattori di taglio, 475

principi di stazionariet`a, 144

principio del flusso di calore, 2

principio della massima dissipazione, 157

principio di conservazione delle sezioni piane, 390

principio di indifferenza materiale, 6, 331

principio di reciprocità, 59–61

principio diGreenberg, 171

principio diHill, 157

principio diKirchhoff, 53

principio diPrager-Hodge, 171

privo di resistenza a trazione, 414

problema dell’equilibrio elastico, 51

problema di interpolazione lineare, 179

problema diPoisson, 428

problema diPoisson-Dirichlet, 459

problema diSaint Venant, 377

problema diDirichlet, 428, 437, 438

problema diNeumann, 426, 428, 438

problema elastico lineare, 233

problema elastico misto primale, 242, 288

problema elastico misto primale discreto, 301

problema elastodinamico, 54

problema misto, 233

problema misto primale, 237
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problemaPoisson-Neumann, 459

procedura di montaggio, 196

processo adiabatico, 4

processo evolutivo, 316

processo isoentropico, 4

processo isotermo, 4

processo omoentropico, 4

proprietà di complementariet`a, 183

proprietà di ellitticà, 231

proprietà di estensione, 128

proprietà di identificazione, 182

proprietà di invarianza, 105, 106, 317, 331

proprietà di massimalit`a, 97

proprietà di minimo, 107

proprietà di monotonia, 96, 97

proprietà di monotonia massimale, 97

proprietà di proiezione, 184

proprietà di reciprocità, 64

proprietà di semiellitticità, 228

proprietà di sottodifferenziabilit`a, 106

proprio, funzionale, 109

punto di sella, 246, 254

punto fisso, 174

puntuali, difetti, 525, 528

puro taglio, stato tensionale di, 564

raffinamento, 99

raggi coniugati d’inerzia, 358

raggi principali d’inerzia, 358

rapporto diPoisson, 32

reciprocità, principio di, 59, 61

reciprocità, proprietà di, 64

regolarizzazione dei potenziali, 108

regole di complementariet`a, 86

relazione, 101

relazione di compatibilit`a, 318

relazione di coniugio, 107

relazione di ricorrenza, 174

relazione diCauchy-Riemann, 433

relazione diPeierls-Nabarro, 532

relazione elastica generalizzata, 125

relazione non lineare, 172

relazioni diFenchel, 107

resistenza, 499

resistenza a flessione, modulo di, 404

resistenza a trazione, 159, 414

reticolo cristallino, 521

rette, sezioni, 380

riferimento cartesiano locale, 198

rigidezza a taglio, 474

rigidezza elastica, 14, 173

rigidezza elastica della struttura, 245

rigidezza elastica tangente, 14, 328, 332

rigidezza tangente, 101, 315, 327

rigidezza tangente elastica, 338

rigidezza tangente geometrica, 328, 332, 339

rigidezza torsionale, 421, 427, 493, 499

ripartizione, coefficiente di, 501

risposta elastica, 52

rottura duttile, 520

rottura fragile, 520

rottura, deformazione di, 519

rottura, tensione di, 519

scalare, equazione del moto, 89

scatola di montaggio, 196

schema a nodi fissi, 70

schema a nodi spostabili, 70

schema implicito, 156

schiavi, parametri vincolari, 216

scorrimento medio da taglio, 509

scorrimento medio equivalente, 473

scorrimento visco-plastico, 166

scorrimento, sistema di, 533

screw dislocations, 529

seconda costante elastica diLamé, 35

seconda diseguaglianza diKorn, 460

seconda legge diFick, 527

secondo principio della termodinamica, 2

secondo teorema diCastigliano, 152

sella, punto di, 246, 254

semiellitticità, proprietà di, 228

seminorma, 104

seminorma in energia elastica complementare, 229

semplicemente connesso, 433

sestanti, 547
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sezione sottile, 483

sezioni diMeldhal, 549

sezioni multicellulari, 484, 496

sezioni piane, principio di conservazione, 390

sezioni rette, 380

sezioni sottili aperte, 494

sezioni trasversali, 380

sezioni tubolari, 484

sforzi conformi elasticamente ammissibili, 255

sforzi discreti in autoequilibrio, 298

sforzi discreti in autoequilibrio, 299

sforzi elasticamente inefficaci, 228, 229

sforzi in equilibrio con forze ammissibili, 127

sforzo coniugato, 318

sforzo di taglio, 386, 463

sforzo elasticamente efficace, 230

sforzo normale, 386

sforzo normale centrato, 400

sforzo normale eccentrico, 400

simmetria maggiore, 24

simmetria minore, 23

simmetria,piano di, 42

sistema degli spostamenti, 490

sistema delle forze, 490

sistema di forze equivalente alle distorsioni, 52

sistema di scorrimento, 533

sistemi di forze ammissibili, 142

sistemi di scorrimento primari, 533

sistemi di scorrimento secondari, 533

snervamento, limite di, 517

soglia di plasticizzazione, 164

solenoidale, 432

solidi policristallini, 521

sollecitazione, asse di, 397

sollecitazione, piano di, 397

soluzioni solide interstiziali, 526

soluzioni solide sostituzionali, 526

sottodifferenziale locale, 116, 117

sottodifferenziale regolare, 117

sottodifferenziali, 106

sottospazi lineari delle variazioni, 140

sottospazio delle forze reattive, 237

sottostrutture, 196

spazio cinematico, 126

spazio degli sforzi, 126

spazio delle deformazioni tangenti, 126

spazio delle forze, 126

spazio diHaigh-Westergaard, 547

spigolo, dislocazioni a, 529

spinta, 10, 317

spinta di un campo tensoriale, 317

spinta inversa, 317

spostamenti ammissibili, 50, 235

spostamenti conformi elasticamente amm., 230

spostamenti conformi elasticamente ammissibili, 247

spostamenti congruenti con deformazioni ammissibili, 126

spostamenti elasticamente ammissibili, 261

spostamenti rigidi, 49

spostamenti, metodo degli, 66

spostamento assiale, 411

spostamento tangente, 316

spostamento trasversale, 411

spostamento virtuale, 316, 332

spostamentoGreen-regolare, 227

stabilità del legame elastico, 13, 228

stabilità del legame elastico dei vincoli, 231

stabilità della risposta elastica, 13

standard, plasticit`a, 157

stato locale di sforzo, 322

stato piano di tensione, 382

stato tensionale di puro taglio, 564

stato tensionale equibiassiale, 582

stretta convessit`a, 115

stretta monotonia, 115

stretta monotonia del legame elastico, 13

strettamente convesso, 115

strettamente monotono, 115

strizione, 519

struttura geometrica locale, 316

struttura locale, 323

strutturale, operatore, 237, 288

strutture semplici, 80

sublineare, 116

sublineare, funzionale, 104

superficiali, onde, 92

supplementari topologici, 183

supporto, iperpiani di, 131



598 INDICE ANALITICO

tagliante, sforzo, 386

taglio, centro di, 479

taglio, onde di, 90

taglio, tensore dei fattori di, 474

tangente, rigidezza, 315

tangente, spostamento, 316

tasso di calore apportato, 1

tasso di incremento dell’energia interna, 1

tasso di incremento di entropia, 3

temperatura assoluta, 3

tensione di plasticizzazione, 516

tensione di rottura, 519

tensione ideale, 546, 559

tensione limite di elasticit`a, 516

tensione limite di proporzionalit`a, 515

tensione limite di elasticit`a, 516

tensione nominale, 514

tensione tangenziale ottaedrale, 561, 565, 566

tensione tangenziale risolta, 534, 557

tensione vera, 514

tensore acustico, 91

tensore centrale d’inerzia, 355

tensore centrale d’inerzia geometrica, 403

tensore dei fattori di taglio, 474, 510

tensore di deformabilit`a flessionale , 395

tensore di microcurvatura, 320

tensore diEuler, 348

tensore diPiola, 7

tensore diPiola-Kirchhoff, 7

tensore momento d’inerzia, 348

tensore momento d’inerzia elastico, 346

tensore, tensore di, 348

teorema dell’immagine chiusa, 75

teorema diClapeyron, 57

teorema diClapeyron generalizzato, 152

teorema diMenabrea, 154

teorema diRitz, 306

teorema diRockafellar-Moreau, 118

teorema diStokes, 434

teorema fondamentale dell’analisi limite, 140

teoria geometricamente linearizzata, 227

teoria linearizzata, 49, 227

teoria tecnica della trave, 390

termodinamica dei continui, 1

termodinamica, primo principio, 1

termodinamica, secondo principio, 3

tipologie di collasso, 140

torcente, momento, 387

torsione, 416

torsione, fattore di, 427

trasformata diLegendre, 5, 20, 107

trasformata diLegendre-Fenchel, 22

trasformazione diLegendre, 108, 230

trasformazione rigida, 330

trasporto, formule di, 355

trasversale, onda, 90

trasversale, velocit`a, 87

trasversali, sezioni, 380

trasversalmente isotropo, materiale, 43

tratti, 483

travature, 179

travature piane, 179, 195

trave diSaint Venant, 377

trave diTimoshenko, 321

trave, asse della, 379

trave, teoria tecnica della, 390

trazione, 386

trazione, non resistente a, 414

trinomio fondamentale, 106

tubi sottili, 492

valor medio quadratico della tensione tangenziale, 561

valor medio quadratico, diseguaglianza del, 475

variabili interne, 5

variazioni, sottospazi lineari delle, 140

varietà base, 316

varietà diRiemann, 325

velocità, 90

velocità irrotazionale, 87

velocità isocora, 87

velocità longitudinale, 87

velocità trasversale, 87

vetroresina, 573

vettore assiale curvatura, 321

vettore diBurgers, 529

vettore scorrimento, 321

vettoriale, equazione del moto, 89
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vincoli e cedimenti nodali, 211

vincoli elastici al contorno efficaci, 233

vincoli elastici lineari, 231

virtuale, spostamento, 316

visco-plasticità, 156

visco-plasticità al passo finito, 156

visco-plasticità con incrudimento, 156

viscosità, 156

vite, dislocazioni a, 529

volumetriche, onde, 90

vorticità, 411

work hardening, 517, 519

yield stress, 516
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