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PREMESSA

Questo secondo tomo del testo di Scienza delle Costrugipar gran parte dedi-
cato all’analisi delle strutture in campo elastico e dei relativi metodi solutivi, sia esatti
che approssimati. Gli ultimi due capitoli forniscono invece gli elementi essenziali del
comportamento ultraelastico dei materiali ed una panoramica dei principali criteri di
resistenza per materiali fragili e duttili.

Inaccordo con latrattazione svoltanel Tomo I, la formulazione variazionale occupa
una posizione privilegiata negli sviluppi sia teorici che applicativi.

Il primo capitolo descrive la modellazione del comportamento elastico nel quadro
della teoria linearizzata. Dopo una disamina delle progrigtun materiale elastico
alla GREEN sono illustrati i risultati essenziali relativi ai gruppi di simmetria materiale.
Segue la classica trattazione delle relazionNdiviEr-LAME per materiali elastici
isotropi ed alcuni cenni sui comportamenti anisotropi con particolare riferimento ai
materiali ortotropi e trasversalmente isotropi.

Il secondo capitole dedicato alla formulazione del problema dell’'equilibrio elas-
tico. Nell'approccio intermini di spostamento sono illustrati e discussi i classici teoremi
di CLAPEYRON € MAXWELL-BETTI-RAYLEIGH, il principio di estremo dell’energia
potenziale, il metodo degli spostamenti per la soluzione del problema dell’equilibrio
elastico, le equazioni differenziali dell’equilibrio elastico NhvIER-CAUCHY e gli
aspetti essenziali della propagazione del suono in un mezzo elastico lineare ed isotropo.
Nell'approccio in termini di tensioni sono trattati il principio di estremo dell’energia
complementare, il metodo delle forze e le equazioni differenziali di congruenza elastica
di BELTRAMI-DONATI-MICHELL.

[lterzo capitoloe dedicato all'illustrazione degli elementi di base dell’Analisi Con-
vessa ed allo sviluppo di una teoria variazionale dell’equilibrio in presenza di legami
costitutivi monotoni multivoci. Le condizioni di esistenza di una soluzione conducono
naturalmente alla discussione dell’Analisi Limite delle strutture ed alla formulazione
del relativo teoremafondamentale. Si mostra quindi come irisultati della teoria possano
essere direttamente applicati alla formulazione variazionale dei problemi di viscoplas-
ticita e di elastoplasti@tincrementale.

Nel quarto capitolo, dopo una presentazione degli elementi essenziali della inter-
polazione lineare, viene illustrata la procedura di implementazione del metodo degli
spostamenti.

E’ affrontata quindiin dettaglio la soluzione di unatravatura elastica piana costituita
dall'assemblaggio di travi semplici ad asse rettilineo, considerando il caso generale in
cuile travi possono essere vincolate ai nodi mediante vincoli dinon completa soldariet”
La trattazione=poi ridisegnata per adattarla al caso particolare delle travature reticolari.

Il quinto capitoloe pid impegnativo essendo dedicato alla teoria della formulazione
variazionale del problema elastico di strutture con elaatlgieare anche singolare.

In tale contesto generale il problema deve essere necessariamente espresso in
forma mista, imponendo a#osia la condizione di equilibrio che quella di congruenza
ed assumendo quali campi incogniti sia il campo degli spostamenti che quello degli
sforzi.



XViii

PREMESSA

Latrattazione mostra che sono perseguibili due approcci, corrispondenti alle forme
miste primale e complementare del problema elastico lineare.

Una precisa definizione degli spazi funzionali in cui sono posti i problemi consente
di sviluppare unateoria che, basandosi su risultati classici di Analisi Lineare, fornisce le
condizioni necessarie e sufficienti per I'esistenza e I'uaidélla soluzione del problema
elastico.

Segue quindi una trattazione generale delle cosidette formulazioni ibride del pro-
blema elastico lineare.

Le formulazioni ibride sono caratterizzate da un rilassamento delle condizioni di
continui@d dei campi incogniti in corrispondenza delle interfacce di una suddivisione
finita del dominio di definizione della struttura, e dal ripristino della contamvitlata
mediante I'imposizione di condizioni variazionali poste in forma integrale sulle inter-
facce. | relativi risultati di esistenza ed un&isono dedotti da quelli stabiliti per le
formulazioni miste primale e complementare.

Il sesto capitolo fornisce una introduzione generale all’approssimazione interna
del problema elastico. Si mostra come dalla formulazione variazionale si pervenga
in modo diretto alle formulazioni approssimate, trattando prima il caso generale delle
formulazioni miste e quindi quello della formulazione negli spostamenti.

Nel settimo capitolo si affronta lo studio delle travi elastiche in grandi spostamenti.
Latrattazione svolta con riferimento al modello diiMosHENKO di trave deformabile
a taglio e fornisce I'espressione della rigidezza tangente facendo ricorso a concetti e
risultati di geometria differenziale esposti nel Tomo I.

| capitoli VIII, IX e X sono dedicati ad argomenti tradizionali della disciplina quali
la geometria delle masse, la traveSNINT VENANT e le travi con pareti sottili. La
geometria delle massetrattata con un approccio analitico e con metodologie generali
orientate al calcolo automatico.

Un approccio analoge Seguito nell'analisi della trave 8iaiNT VENANT e delle
travi con pareti sottili.

Tra gli aspetti non tradizionali si evidenziano: I'applicazione della formula di
CEsARo al calcolo degli spostamenti elastici da flessione composta, la metodologia
iterativa per la soluzione del problema non lineare della pressoflessione ditravi costituite
da materiali non reagenti a trazione, dovud aNFREDI ROMANO, la trattazione della
torsione per le travi con sezione a connessione multipla, e le formule per il calcolo del
centro di taglio e dei fattori di taglio delle travi con pareti sottili.

Negli ultimi due capitoli XI e XII, € fornita una descrizione del comportamento
ultraelastico dei materiali ed una panoramica dei principali criteri di resistenza per
materiali fragili e duttili.

Come nel Tomo |, anche in questo Tomo il lettore travexccanto ad argomenti
tradizionali, formulazioni e risultati originali che fanno riferimento all’at@vitiricerca
svolta dall’autore nel settore della meccanica delle strutture.

| capitoli ll, IV, V, VI e VIl contengono i principali contributi derivanti dall’attivat”

di ricerca riguardante applicazioni dell’Analisi Convessa alla teoria delle strutture, le
formulazioni miste ed ibride in elastieitle corrispondenti formulazioni approssimate
e I'analisi di travi elastiche spaziali in regime di grandi spostamenti.
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Questo capitol@ dedicato alla trattazione del modello di comportamento elastico
dei mezzi materiali modellati come continuidihuchHy.

Nelle parte iniziale si fornisce un quadro generale che, dopo un breve excursus
sulla termodinamica dei mezzi continui, illustra i modelli termoelastico, elastico ed
ipoelastico in presenza di grandi spostamenti e deformazioni ed introduce il principio
di indifferenza materiale.

Siillustra quindiin dettaglio la teoria dell’elastiainella formulazione linearizzata
applicabile nel quadro di piccoli spostamenti e deformazioni.

1. ELEMENTI DI TERMODINAMICA DEI CONTINUI

La termodinamica dei continwg fondata su due principi fondamentali cui sono
soggetti tutti i fenomeni fisicamente accettabili:

e il primoed il secondo principio della termodinamica
Il primo principio, ga illustrato nellasezione I1.12 (p. 278) del Tome fuirichiamato
per convenienza.

m |l primo principio della termodinamicasserisce che per ogni corb, e per ogni
parte di esso, vale lagge di conservazione dell’energifie si scrive

E=M+2Q,

dove
e & eiltasso diincremento dell’energia interna
e M e lapotenza meccanica compiuta
e QO eiltasso di calore apportato
Per potenza meccanica si intende la potenza compiuta da tutti i sistemi di forze agenti
sul corpo ivi incluse le forze d’inerzia. Denotando cpria densié e conD = Bv

la veloci@ di deformazione associata al campo di vebosite £, (7 (£2)) del corpo
lungo la traiettoria dinamica, si ha che

M:/(b—p\'/)-vdv—i-/t-vda: T:Ddv,
0 T(2) 0
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L'energia cineticakC e la potenza)yV compiuta dal sistema di forze di massa e di
contatto agenti sul corpo nell'atto di motoe £_ (7 (£2)), sono definite da

K= %/pv-vdv, W:/b-vdv+/t-vda,

19, Q T(2)

La potenza meccanica compitgadunque pari a\vl = W — K e quindi la legge di
conservazione dell’energia si scrive

E=M+0 < E+K=W+Q.

Si introducano le densitvolumetriche e superficiali
e ¢ il tasso di incremento dell’energia interna per ardi volume,
e pq il tasso di apporto di calore per uaitli volume,
e Jq il tasso di apporto di calore per uaitli superficie,

é :/pfédv7

n

e si ponga

M:/T:Bvdv,
2

Q :/pqdv +/ dqda,
7 aT(0)

Il primo principio della termodinamica si scrive allora in forma locale

pé=pq+dvh+T:D in 2,
dq=h-n suoT(92) ,

incui h € HY(7(£2)) & il campo vettoriale della denaitli flusso di freddo.

e divh & la sorgente volumetrica del flusso di freddo.

e Larelazioneh - n = 9q é dettgprincipio del flusso di caloreli FOURIER.
Il bilancio energetico enunciato nel primo princigidondato sul concetto di apporto di
calore e della funzione di stato estensvergia interna Alla base del principio vi sono

le prime fondamentali osservazioni del colReBERT RUMFORD (1753-1814) sul
fatto che I'energia meccanicaptrasformarsiin calore, e le successive sperimentazioni
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in proposito effettuate nel 1842 dal fisico tededROBERT JULIUS VON MAYER
(1814-1878) e nel 1847 dall'inglesd AMES PrEscOoTT JOULE (1818-1889).

B |l secondo principio della termodinami@eserisce che per ogni corf®, e per
ogni parte di ess@ non negativa lproduzione di entropiadefinita come differenza
tra il tasso d’incremento di entropia e I'apporto di entropia.

Il secondo principio trae origine dall'osservazione che mentre il lavoro meccanico
pud essere integralmente trasformato in calore, viceversa, come osservato nel 1824 da
NicoLas LEONARD SaDI CARNOT (1796-1832), puo essere trasformata in lavoro

solo un'aliquota del calore chefunzione delle differenze tra le temperature dei corpi
che si scambiano il calore.

1.1. Diseguaglianza di Clausius-Duhem

Tale propries’é espressa dalliseguaglianza dCLAUSIUS ! -DUHEM 2

. 1 1
a>[ = -
> [ poadv [ Joqda,
0 aT(2)

dove
e H &l'entropig cos'che H ¢ il tasso di incremento di entropia
e T >0 e latemperatura assolutmtrodotta dakKELVIN nel 1848,
e pq/T eiltasso diapporto volumetrico di entropia
e 0g/T e il tasso diapporto superficiale di entropja

! RuboLr JuLius EMMANUEL CLAUSIUS (1822-1888). Nato in Prussia sesto figlio di un ministro
protestante, si laucealla Universi& di Berlino nel 1840.CLausius pubblia il primo lavoro sulla teoria
meccanica del calore nel 1850. Per la fama che ne delivenne professore alla Univewsitli Berlino
e quindi nel 1855 alla Universitdi Zurigo. Nel 1867 si trasfeglla Universia di Wiirzburg e nel 1869,
accetb una cattedra alla Univeraitdi Bonn. Fervente patriota partegiplla guerra Franco-Tedesca del
1870-71 come direttore del corpo delle anbulanze e wpant ferita alle gambe che lo menomer il resto
della vita. Nel 1865CLAustus formuld per primo entrambi i principi della termodinamica e rivendia”
priorita della scoperta dioN MAYER su quella diJoULE. | suoi contributi gli valsero molti riconoscimenti
quali I'associazione alla Royal Society of London nel 1868, la Meddgb®LEY nel 1879 e la Medaglia
HuyGeNs nel 1870, il Premid®ONCELET nel 1883.

2 PIERRE MAURICE MARIE DUHEM (1861-1916). Nato a Parigi da famiglia fiamminga stodi’
scienze alla Ecole Normale Senpéure, dove tre anni dopo entahcheJACQUES SALOMON HADAMARD
(1865-1963), Tra i due nacque una sincera amicizl2UHEM & stato un grande fisico matematico ed ha
portato contributi fondamentali alla assiomatizzazione della termodinamica nelle mefnadie sur les
travaux thermodynamiques de J. Willard Gil{t887) eCommentaire aux principes de la thermodynamique
(1892). | principali trattati son@hermodynamique et chim{&902), il lavoro in due volumRecherches sur
I’hydrodynamiqug1903-4), eRecherches surélasticié (1906).
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Definendo
e pn ladensit di entropiaper unitl di volume,

H:/pndv.

0

risulta

Applicando il teorema della divergenza si ottiene poi che
1 . h 1 . 1
/ fh-nda :/ dIVT dv :/ {T divh — ﬁh-(gradT) dv,
T (2) Q o}
e dunque la diseguaglianza@i.ausius-DUHEM si scrive in forma locale

pn=>pd+T div; =pQq+ divh—%h-(gradT).

Eliminando il termine
pg+ divh,

che compare nelle espressioni locali del primo e del secondo principio, ed introducendo
I'energia libera dHELMHOLTZ per unifl di massa

1/’ =& Tnv
si perviene alldorma ridotta della diseguaglianza della dissipazione
. |
T: D—pi/)—pnT-l—Th-(gradT) >0.

Si assume poi che tale diseguaglianza sia soddisfatta in fourfané’imponendo che
siano separatamente positivi i termini:

¢ densifi volumetrica ddissipazione intrinseca

T:D—ptp—pnT =T:D—pe+pnT >0,

¢ densitl volumetrica ddissipazione termica
Lh-(gradl) > 0.

Quest'ultima diseguaglianza impone che il vettore flusso di freddo abbia una compo-
nente non negativa con il gradiente di temperaturaedie il freddo si trasmetta verso

i punti a temperatura superiore.

| processi per cui si verificano le seguenti condizioni sono rispettivamente detti

B h = o processo adiabatico

B 7T = 0 processo isotermo

B 1) = 0 processo isoentropico

B gradn = o processo omoentropico
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2. RELAZIONI COSTITUTIVE

La trattazione della termodinamica dei materiali sviluppata nel seguitelta
allo studio di materiali in cui i valori locali le funzione di staemergia internae,
temperatura assolutq’, flusso di freddoh e stato tensional€l’ dipendono dai valori
locali delle variabili indipendenti costituite dathtropia », del gradiente di defor-
mazioneF , misurato a partire da una configurazione di riferimento, e di un insieme
finito di variabili internerappresentato da un campo vettoriate

e =¢(n,a,F), h =h(n, o, F),
T :T(TI,Q,F)7 T = T(naaaF)

Derivando I'energia interna rispetto al tempo si ha che

€ (nv «, F) = dné(nv &, F) ' 77 + daé(nv «, F) Tt dFé(nv «, F) F.

m |l postulato diHELMHOLTZ assicura che possibile assegnare arbitrari tassi di
variazione di entropiaj con & = o e F = O. Allora la diseguaglianza della
dissipazione intrinseca deve essere una eguaglianza e si ha che

T =dénaF).

Assumendo che I'energia interna sia una funzione differenziabile e strettamente con-
vessa dellavariabile entropiattasformata dLEGENDRE dell’energiainterna, rispetto
alla coppia di parametri duali entropia-temperatera funzione di stat¢” definita
da:
T=dgmn,oF),
E(T,a,F) =Tn—£E(n, e, F),
n= dTé*(T, o, F).

W L' energia libera diHELMHOLTZ € definita come I'opposta della trasformata di
LEGENDRE dell’'energia interna, rispetto alla coppig T :

¢(T7 «, F) = _EA*(T, QL F) .

Si introduca quindi il vettoraffinita termodinamicaduale del vettore delle variabili
interne:
X = _daw(T7 «, F) = dag@* (T7 «, F) ’

Decomponendo lo stato tensionale in parte reversibile ed irrevergibieT "+ T
con la parte reversibil@™V definita da

T = pdp(T, o, F) FT |
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si ha che
T:D—p¢p—pnT=T:L—pdgtp: (LF) —pdp-c—pdph-T—pnT =

= (T — pdgbF"): L — pd - & —p(n+dpp) - T >0.
La diseguaglianza della dissipazione intrinseca assume quindi la forma

T . D+px-a>0.
Si osservi che in termini del tensoreldiora (vedi Tomo | sezione 11.13.1 (p. 285)):
P=JTF T,
la parte reversibileI'™" dello stato tensionale data da
P = p dp(T, o, F),
inquantoJ p = p, .

Se nella definizione delle funzioni di stegoergia internas , temperatura assolutd’,
flusso di freddoh e stato tensional€I’ si eliminano levariabili interne « si ottiene
la descrizione di

B un materiale termoelasticoaratterizzato dalle relazioni
€ :é(nvF)» h :fl(n,F),

T =T(n,F), T =T, F).

La definizione di

B un materiale iperelasticm elastico second&REEN € basata su una teoria pura-
mente meccanica in cui la temperatura e I'entropia non giocano nessun ruolo, e
l'unica variabile indipendente il gradiente di deformazione.

e =&F),

T = T(F).

L'energialiberadHELMHOLTZ coincide con 'energiainternae lafunzione= ¢
prende il nome di potenziale elastico. Il legame costitugiallora

T = pdgy(F) F', P = pydgi(F).
In termoelasticié’é possibile dimostrare, [20], [23], [24], che la diseguaglianza di
Crausius-DUHEM si decompone nelle diseguaglianze déissipazione intrinseca
delladissipazione termictacendo ricorso al seguente
W assioma di localitadovuto aNoLL [15]: Le funzioni costitutive sono locali

Una funzione costitutiva) (T, x) per la termoelasticit e locale se per ogni aperto
U C B accade che: se una coppia di posizionameftix, : B — S ed una coppia
di funzioni di temperatural’;,7, : B — R coincidono sul/, allora le risposte
(T}, x), € ¥(T,,x), coincidono su/ .
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2.1. Principio di indifferenza materiale
m |l principio di indifferenza material¢PIM) afferma che il comportamento dei

materiali non dipende dall’osservatore che effettua la sperimentazione.

Per un materiale elastico questa basilare richiesta si esprime affermando che osservatori
in moto relativo devono misurare la stessa energia elastica.
Si consideri la legge di trasformazione del gradiente di deformazione al cambiare
dell’osservatore
F'=QF,

dove Q € Orth* é& la rotazione dell’osservator® rispetto all’osservatore)* .
(vedi Tomo | sezione 1.6 (p. 55)). ApplicandddIM ai materiali iperelastici si ottiene
dunque la condizione

V(F) =¢(QF)=¢(F), vQe Orth™ (V;V).

Effettuando la decomposizione polaRe= R U e ponendoQ = R si evince che
deve essere
Y(F) =4(R"RU) =4(U).

Ricordando la definizione del tensore destr@diucHY-GREEN
C(F)=FTF,
si puw definire il potenziale elastico
(C(F)) =¢(F), VFec Lin(V;V).

Allora risulta _
dp(F) : H = dgp(C(F)) : (dC(F) - H).

Essendo poilC(F) - H = H'F + FTH, in virtu della simmetria diC si ottiene che
dpt)(F) = 2F dgt)(C(F)) ,

e quindi che
T = pdgt(F)F" = 2pF dp(C(F)) F” .

In termini deltensore diP1oLa P e deltensore diP1oLA-KIRCHHOFF S = F ! P
(vedi Tomo | sezione 11.13.3 (p. 287)) si ha:

P =2p,Fdcp(C(F)), S=2p,dc(C(F)).
Si noti che iIPIM equivale alla proprietdi simmetria

dgt) (F)F' = F (dpt(F))" .
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2.2. Materiali ipoelastici

Un ulteriore esempio del ruolo giocato d&llM, nell'imporre restrizioni alle re-
lazioni costitutive g fornito dalla definizione della risposta deateriali ipoelastici
Per tali materiali si assume che il tasso di variazione dello stato tensidhaie
funzione del valore attuale dello stato tensiondlee del gradiente di deformazione
L = gradv:
T =f(T,L).

Se talee la risposta registrata da un osservatéresia O* un osservatore ruotato di
QT € Orth™ rispetto allosservatore®* .

Si osservi ora che la potenza virtualénvariante (indipendente dall’osservatore),
e che il gradiente di velogtvaria con la legge (vedi Tomo | sezione 1.9.13 (p. 97))

L' =W, +QLQ".
dove W, = QQ” € Emi(V; V). Ne segue che
B la deformazione tangent® = symL eindifferentee ciceé varia con la legge
D" =QDQ".
Da cio di deduce che lo stato tensiondle € anch’esso indifferente. Infatti I'idendit®
T :D'=T:D, VDec Sym(V;V),
impone che deve essere
tr(T"QDQY) =tr (Q"T°'QD) =tr (TD), VD € Sym(V; V),
e cice che sia
T = QTQ’.
Per quanto detto I'osservatore* misures il legame ipoelastico
(QTQT) =f(QTQ", W, + QLQ"),
dove . . .
(QTQ')=QTQ" + QTQ" +QTQ" =
=QTQ" +QQ"(QTQ") + (QTQ")QQ" =
=QTQ" + W4(QTQ") + (QTQ")WY,,

Si assuma quindi che la rotazionedi rispetto aO* sia definita dalla legge esponen-
ziale

Q(t) = exp(—t W) Q(t) = —W o Q(t).



| — ELASTICITA' 9

soluzione dell'’equazione differenziale
Q(t)=-WoQ(t), Q(0)=1I,

dove W e l'atto di moto di rotazione dello spazio tangente al corpo nel punto con-
siderato. Risulta alloraW,(0) = —W = emiL e quindi al tempot = 0 deve
essere

T-WT+TW =f(T,-W +L) = f(T,D).

Il primo membro rappresenta il tasso di variazione dello stato tensionale misurato
dall’osservatoreO* che all'istante inizialet = 0 subisce lo stesso atto di moto di
rotazione dello spazio tangente al corpo nel punto considerato. Si definisce quindila

B derivata co-rotazional® derivata diJAUMANN [6]
T=T-WT+TW,
e I'equazione costitutiva dei materiali ipoelastici si scrive nella forma
T = £(T, D).

Si noti che ilPIM impone che risulti

QT Q" = Qf(T,D)Q" = f(QTQ",QDQ’), VQe Orth* (V;V),

e cicé che la funzione sia isotropa simultaneamente nei due argom@he D .

Si assuma inoltre che lo stato di sforzo dipenda dalla storia deformativa ma non
dalla legge oraria con cui tale stogastata percorsa. Detta il rapporto all'istante
attuale tra le scale dei tempi relative a due leggi orarie diverse, denotat2 eoh,
risulta

D,=aD,, W,=aW,, T2:ozT17 ’i‘:a’i‘.

Deve allora essere
f(T,aD) =af(T,D), Vack.

Assumendo che la funzione di rispodtaia differenziable con continaith un intorno
di D = O, 'omogeneitl implica che la dipendenza da deve essere lineare.

In definitiva il legame ipoelastico si scrive

cong : Sym(V; V) x Sym(V; V) — Sym(V; V) funzione tensoriale lineare in
D edisotropainT e D.
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Osservazione 2.1.La derivata temporale diAUMANN puo essere sostituita con altre
espressioni che risultano indifferenti ad un cambiamento di osservatore. Tale propriet”
e assicurata se si effettua uderivata diL1e del tensore dello stato tensionale lungo
un flusso arbitrario.

La questione stata illustrata nel Tomo | alla sezione 1.12.3 (p. 142).

Sia T, il campo tensoriale dello stato tensionalerg il campo di velocié cor-
rispondente ad un flussk,, , , misurati dall'osservator€ al tempot. Si denoti
con

e ¢, :V —V ildiffeomorfismo che definisce la deformazione dell'osservaiore
visto dall’'osservatore)* .

,9

L'osservatoreO* misura quindi il flusso (vediTomo I, sezione 1.12.13 (p. 145))

kw(t.s) - ok v(t,s) °© SO

ed il campo di veloca®
W, =0+ 9V,
dove

e u, e il campo di veloci relativo al flussdk,, , = ¢, © @' generato dal
diffeomorfismo¢, ,
e ¢, v, € laspintadel campo vettorialev, per effetto del diffeomorfismap,

(o differenzialedel diffeomorfismo, secondo il campo vettoriale, ), definita
dalla derivazione puntuale:

(Lpf,*vt)(f) ::Vf,(‘aaf,of)v Vfe Cl(XvQ)’

avendo indicato corC!(x, £2) il germe delle funzioni scalari derivabili con con-
tinuita in un intorno del puntx € (2.

La proposizione 1.12.14 (p. 146) del Tomo | assicura che per la derivatarddel
campoT, , definita da

d
T, + —

T), =
(EY )S t=s ! dt‘t—s

k; /T

P
sussiste la legge di trasformazione
Ewt (¢, Ty) = ‘Pt*('cvtTt) :
Ponendoyp,, = Q e quindip; = ¢, ' =Q", ed osservando che
e, Ty = ‘PZ(TTt‘p: = QTfQT’
si ottiene la relazione
£, (QT,Q")=Q(L,T)Q"

che garantisce I'indifferenza della derivataldi.
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Si considera un flussk,, , tale che al tempa il corrispondente campo di veloait”
sia I'atto di moto di rotazione dello spazio tangente al corpo nel pwréoB . Allora
la derivata diL1E coincide con I'espressione della

W derivata co-rotazional® derivata diJAUMANN:

o

T:=L, T,=F TF)=T-WT+TW.
t

Assumendo che il flussdx,, ,, sia quello che definisce la deformazione del corpo
misurata dall'osservator® , la derivata diL.iE fornisce invece I'espressione della

W derivata convettiva derivata diOLDROYD [10]:
= T : T
T ::/:Vth =(F'TF)=T+L T+TL.

In[11] e [12] TrRUESDELL ha introdotto la derivata del prodotto tensoridleA tra il
tensore dello stato tensiond® e la forma di volumeA . Osservando che

‘cvt(Tt At) = ‘Cvt(Tt) A, +T, ‘Cvt(At) )
e ricordando che (Tomo |, sezione 1.12.4 (p. 146))

L, (A,) = (divv,) A

t o

si perviene all’espressione detlarivata diTRUESDELL:
A
(T+Tdivv,) A,.

Si noti infine che la derivata ditE non commuta con I'operazione di alterazione di un
tensore in quanto la spinta di vettori e covettori si effettua con operazioni duali.
Se dunque, prima di effettuare la derivataldi, si trasforma la forma mista
del tensore dello stato tensionale in quella due volte covariante od in quella due volte
contravariante, si perviene ad una diversa espressione che comunque fornisce ancorauna
misura tensoriale che si trasforma in modo indifferente nel cambiamento di osservatore.
Le diverse forme dei tassi indifferenti di variazione dello stato tensionale dif-
feriscono tra di loro per un termine lineare nello stato tensionale. Ad esempio tra le
derivate temporali dlAUMANN e di OLDROYD si ha la relazione

T-T-DT+TD.

Le diverse derivate temporali indifferenti costituiscono scelte equivalenti e non sussiste
alcun motivo per preferirne una ad un’altra (vedi [21]).

Ne segue che hecessario assumere che le diverse funzioni di risgpsthe rap-
presentano lo stesso materiale ipoelastico al variare della derivata temporale indifferente
prescelta, siano almeno polinomiali di primo graddlin Pertanto relazioni omogenee
di grado zero del tipo

T=g [D] 5
non sono accettabili. [ |
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3. ELASTICITA' LINEARIZZATA

La trattazione che sarsviluppata nel seguito di questo capitolo concerne la teoria
del comportamento elastico dei materiali sotto I'ipotegidcoli spostament piccole
deformazionimisurati da una configurazione di riferimento.

Si assume cie the sia ammissibile approssimare la deformazione puntuale trascu-
rando i termini non lineari nel campo di spostamento e valutare lo stato tensionale nella
configurazione di riferimento, imponendo la condizione di equilibrio senza tener conto
del cambiamento di configurazione. Per ulteriori considerazioni sull’'ipotesi di piccoli
spostamenti e piccole deformazioni si veda la sezione 1.1 (p. 49).

3.1. Legge di Hooke

L'osservazione che in una struttura elastica esiste una legge di propozdralit’
forza applicata e spostamento dualdovuta sROBERT HOOKE ? che la formub nel
1676 sotto forma di un anagramn@EIIINOSSSTTV¥el quale poi sva il significato:

vt tensio sic vis

che in latino esprime la proporzionalit’a I'estensiong(€x)-tensid e la forza yis).

Nel modello di comportamento elastico si assume che esista un legame biunivoco
tra lo stato puntuale di deformazione e quello puntuale di sforzo e che tale legame
sia integrabile cahe possa esprimersi come gradiente di una funzione scalare detta
potenziale elastico

Il concetto dipotenziale elasticfu introdotto daGREEN * nel 1839 in [4].

Il potenziale del legame inverso, che ad ogni stato puntuale di sforzo associa
il corrispondente stato puntuale di deformazione elastickettopotenziale elastico
complementaredé€ stato studiato d&ASTIGLIANO ° nel 1873.

3 RoBErRT HOOKE (1635-1702). Nato nelisola di Wight nel 1653 awdal Christ College di Oxford
dove conobbeBoYLE e lo aiub a costruire la pompa ad aria. Per 30 anni fu professore di geometria al
Gresham College di Londra, a partire dal 1665, anno in cui publiliibro Micrographia che contiene
osservazioni e scoperte fatte mediante un microscopio di sua costruFion&E inven® il pendolo conico,
costru'per primo il telescopio riflettente e conaéjdea che la luce consiste in una vibrazione trasversale di
lunghezza d’onda molto corta. Fece importanti osservazioni astronomiche e nel 1866 propose di misurare la
gravita mediante un pendolo. Per la sua riconosciuta competenza fu nominato City Surveyor eqeotecip”
grande impegno alla ricostruzione di Londra dopo il grande incendio del 1666. Nel 1672odsets terra
si muove con orbita ellittica attorno al sole e nel 1678 propose la legge di gravitazione secondo il reciproco
del quadrato della distanza ed ebbe ®dpwTON un’aspra polemica circa la priogitdella scoperta. Nel
1678 pubblio'il lavoro De Potentia restitutiv&he contiene i risultati dei suoi esperimenti con corpi elastici.

4 GEORGE GREEN (1793-1841). Mugnaio e matematico autodidatta inglese. L'opera fondamentale di
GREEN del 1828,An Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theories of Electricity and
Magnetismfu pubblicata nel 1850 per merito flikR WiLLIAM THOMSON (LORD KELVIN, 1824-1907).

5 CARLO ALBERTO CASTIGLIANO (1847-1884). Nato ad Asti (Piemonte) dopo quattro anni di studi
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3.2. Cedevolezza e rigidezza elastica

Siricordi che SyntV; V) C Lin (V; V) denota il sottopazio lineare dei tensori
simmetrici del secondo ordine sullo spazio V delle traslazioni associato allo spazio
affine euclidecsS .

Sia TB un corpo continuo che occupa nello spazio una posizi@ne S .

B |l comportamento del materiale di cei costituito un corpol'5 & elasticose
in ogni puntox € {2 in cui agisce uno stato tensionadgx) € Sym(V; V) si
produce istantaneamente uno stato deformatfeg € Sym(V ; V) che dipende
unicamente dal valore locale ed attuale dello stato tensionale.

Il legame che allo stato tensionate(x) € Sym(V; V) agente in un puntex € (2
associa la corrispondente deformazione elastica linearizzata € Sym(V; V) e
dettocedevolezza elastigel materiale e si scrive

e(x) =C (o(x),x) x €.

Un materiale elastice privo di memoria nel senso che la sua risposta deformativa
puntuale non tiene in alcun conto la storia passata dello stato tensionale puntuale.

Si assume inoltre che allo stato tensionale nullo corrisponda una deformazione
elastica nulla

C(0,x)=0 xef2.

Nel seguito, per semplificare la notazione, ometteremo di indicare esplicitamente la
dipendenza dalla posizione € (2.
Una caratteristica peculiare di un materiale elasticuélla della

W stabilita della risposta elastica

Tale proprie&” si esprime in termini analitici richiedendo che il grafico del legame
elastico sisstrettamente monotor(arescente).
Formalmente la propriatdi stabilita si enuncia come segue.

m Se si considerano due qualsiasi coppie distifde, e, } e {o,,e,} di stati ten-
sionali e deformativi legati dal legame elastico, il relativo lavoro incrementale
risulta positivo

(0y—0):(e,—e)>0.

a Terni (Umbria) divenne studente del Politecnico di Torino dove si tane 1873 con una dissertazione
dal titolo Intorno ai sistemi elasticche lo rese famoso. Dopo la laurea si impiegle Ferrovie Italiane
del Nord delle quali diresse I'Ufficio Tecnico sino alla prematura scomparsa. Il noffeiiiGLIANO €
legato al suo principio che costituisce una estensione di quello formuldtoida FEDERICO MENABREA
(1809-1896) e che fu causa di una lunga disputa tra i due.
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o
Oyl
AA/"
ot e Stabilia del
1 Qe legame elastico
e e, e
Fig. 3.1

Il legame elastico, essendo strettamente monotono, risckiémente invertibile cice
invertibile per ognix € (2. Lalegge

o(x) =& (e(x),x) E=c1,

cheinogni punto associa ad una deformazione elastica lo stato tensionale corrispondente
e dettarigidezza elasticalel materiale.

3.3. Cedevolezza e rigidezza tangenti

Se il legame elastice derivabile, la proprietdi stabilita comporta la definizione
positiva della sua derivata.

Si osservi infatti che per definizione la derivata direzionaleCfér) secondo
l'incrementoa & fornita dal limite

dC(o:7) = lim ~[C(o +a7) — C(a)],

a—0

La dipendenza dall'increment& € omogenea e, se anche additiva, definisce un
operatore linearelC(o) chee la derivata diC nel puntoo € Sym(V; V)

dC(o)[e] :=dC(o;) Vo e Sym(V;V).
Ora la stretta monotonia del legame elastico assicura che
[C(o +aT)—C(0)] :aT >0 Ya>0 Voe Sym(V;V)\{o},
e quindi anche che
[Cle+aT)—C(0)]:T>0, Ya>0, Voe Sym(V;V)\{o}.

Ne consegue che risulta

dC(o)[o] : T = lim l[C(a—&—aE)—C(a)} >0, Voe Sym(V;V)\{o},

a—0"

ed il risultatoe dimostrato.
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La derivatadC(o) € dettacedevolezza elastica tangente

B Larigidezza elastica tangente la derivata del legame elastico invet3@) ed
e quindi rappresentata dall'operatore lineat&(e) inverso della cedevolezza
elastica tangente

dg(e) = [dc(a)] ", e=Clo).
La rigidezza elastica tangerdeahch’essaefinita positiva
dé(e)[e] :e>0, ve e Sym(V; V)\ {o}.

La differenziabilii dei legami elastici diretto ed inverso consente di esprimere la
proprietl di stabiliel del legame elastico mediante I'equivalente richiesta che la
cedevolezza e la rigidezza elastiche tangenti siano definite positive.

3.4. Conservativia del legame elastico

Una propried’ caratteristica dei materiali elastiei quella di non dar luogo a
fenomeni dissipativi il che equivale a richiedere che il legame elastiamsiservativo
e cicé che il lavoro compiuto dallo stato tensionale lungo un qualsiasi ciclo chiuso di
deformazione elastica sia nullo.

Si consideri quindi un circuitec € Sym(V; V) nello spazio dei tensori sim-
metrici del secondo ordine su V.

La proprieti di conservativda'impone che

f&'(e): de=0, Vce Sym(V;V).

Se si considerano due percorsi qualsiase,, e,) € c,(e,,e,) che portano dallo
stato deformativo elastico
e, € Sym(V; V)
allo stato deformativo elastico
e, € Sym(V; V)
si ha che

/S(e): de :/ E(e): de.
) 9 ( )

cq(eg,e9 co(e,e9
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La nozione di potenziale elastico fu introdotta nel 1828(HarEN [4] ed un
materiale elastico che ammette un potenziale di deformazqaeco dettomateriale
elastico allaGREEN.

Il modello elastico che non richiede I'esistenza di un potenaatalvolta detto
materiale elastico allaCAucHY.

Il potenziale p : Sym(V; V) — R del legame elastic& : Sym(V;V) —
Sym(V; V) é definito dalla relazione

o(ey) — pley) = / E(e): de,
c(eq,e9)

dove ¢, (e, e,) € un qualsiasi percorso tra gli stati deformaidi e e, .
Assumendo poi cheo(o) = 0 si puo scrivere

o) = [0 de = [ £(@), de,
c(o,e) c(o.e)

dove€ sottintesa una sommatoria sugli indici uguali delle componenti cartesiane dei
tensori. Essendo l'integrale indipendente dal percorso, conviene integrare lungo un
segmento rettilineo di equazione parametrica

é() =e+¢n £e{0,1}.

Si ottiene cosla formula semplice

1
ple) = [E(ee) e de.
0
Sussistono le seguenti fondamentali progriet”

Proposizione 3.1. |l gradiente del potenzialeo(e) & paria &(e).
Dim. Si ha infatti:

(e + om) — p(e) :/5(e+£n):nd£,
0

e pertanto
. dé

d,0(&() = dip(e) | 2| = dp(e)[n].

Il teorema fondamentale del calcolo assicura peraltro che
d,p(é(a)) =E(e) :m,
e quindi risulta
de(e)[n] =€(e):m Vn < &(e) = gradyp(e),

chee il risultato che si voleva dimostrare. O
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Il dominio della rigidezza elastic& e l'intero spazio SyniV; V) e quindi
e semplicemente connesso. Ne segue che, se la rigidezza etasticavabile con
continuif, I'esistenza del potenziale elastigoe assicurata dalla seguente condizione
necessaria e sufficiente dovut¥@LTERRA 6 .

Simmetria

dE(e)e, e, =dE(e)e,:e,, Ve e, € Sym\V;V). della rigidezza
elastica tangente

Essendo

E(e) = grady(e).
la necessit'della condizione dVOLTERRA € conseguenza diretta della propaiet
simmetria della derivata seconda del potenziafe)

d*p(e) [e17 92] = d’p(e) [627 el] :

La dimostrazione della sufficienzapiu delicata e per essa si rimanda alla letteratura
specialistica [18]. Ecco un’altra importante propaiet”

Proposizione 3.2. Il legame elastic@ strettamente monotono se e solo se il potenziale
elasticop(e) € strettamente convesso.

Dim. Sia{e,,e,} € Sym(V; V)x Sym(V; V) unaarbitraria coppia di deformazioni
elastiche. Il segmento tra tali estremi ha equazione parametrica

é({):e1+§(62761) §£e{0,1}.

Ora la stretta monotonia del legame elastico comporta che la funzione

f(&) :=£(&(§)) : (ey —ey),

risulta strettamente crescente in quanto
[f(&) — FEDIE — &) :[g(é(@)) - 5@(51))] ey —e)(§— &) =
=[E(e(&)) — £(&()] : (e(&,) —e(&)) >0,

per ogni&, # &,. Ne consegue la diseguaglianza

1 1
p(e,y) — pley) 2/5(é(§)) t(ey—e)d¢ =/f(€) dg > f(0) = E(ey) : (e, —ey),
0 0

che esprime la stretta convessitel potenziale (vedi fig.3.2).

6 Viro VoLTERRA (1860-1940). Fu successore dELTRAMI alla cattedra di fisica matematica a
Roma. Per primo contribl fondare la teoria generale delle equazioni integrali, cui poi diedero contributi
decisivi lo svedesERIK IvAR FREDHOLM (1866-1927) ed il tedescdAviD HILBERT (1862-1943).
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Stretta convessit
del
potenziale elastico

Fig. 3.2 Potenziale elastico

Viceversa, se il potenziale elastiecstrettamente convesso, per oghi# e, Si
ha

p(ey) —ple)) >E(e)): (e, —e)),
e, scambiando gli indici e 2

ple)) —pley) > —E(e,) : (e, —e)).

Sommando si ottiene
E(e,) —E(e)) : (e, —€)) >0,

che esprime la stretta monotonia del legame elastico. O

3.5. Energia di deformazione elastica

Il potenziale p(e) del legameo = £(e) con (o) e dettoenergia di
deformazione elastica la legge di rigidezza elastica sigpsacrivere

o =E&(e) = gradp(e) .

L'energia di deformazione elastica sigualutare integrando lungo un raggio il lavoro
incrementale

deformazione elastica

/ £(e): de / £(¢e): e de. Energia di
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3.6. Energia elastica complementare

Linvertibilita del legame elastico comporta che se la legge- £(e) ammette
un potenziale anche la legge inversa= C(o) ammette un potenziale.

Infatti ad ogni circuitoc, C Sym(V; V) nello spazio delle deformazioni cor-
risponde un circuitaz, C Sym(V; V) in quello degli stati tensionali e viceversa.

Considerando quindi un arbitrario circuitg C Sym(V ; V) nello spazio delle
deformazioni, risulta

e quindi

—§ [£(e) de] + § [clo) : do] = 0.

Ce Co

La conservativit del legamef(e) implica quindi quella del legamé(o) e viceversa.

W |l potenzialey : Sym(V; V) — R del legame invers@ (o) prende il nome di
energia elastica complementagda legge di cedevolezza elastica si scrive

e=C(o) = grady (o).

E’ conveniente porre)(o) = 0.
Se il legameC(o) & differenziabile, I'esistenza dell’energia elastica comple-
mentarey (o) € assicurata dalla condizione di integrahilii' VOLTERRA.

Simmetria della cedevolezza

dC(o)o, : 0, =dC(0)0, : 0 elastica tangente

L'energia elastica complementaig(o) risulta anch’essa strettamente convessa
edeé fornita dall’espressione

o 1
N Energia elastica
¥(o) :/C(a') . d& z/C(Ea) ro dg complementare
o 0
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Il nome di energia elastica complementardovuto al sussistere del seguente risultato
dovuto aLEGENDRE " .

Proposizione 3.3. L'energia di deformazione elastica e quella complementare sod-
disfano la relazione di complementa@det

ple)+uv(o)=0c:e Vo =£E&(e),

detta trasformazione diEGENDRE.

Dim. Basta osservare che, essengle= £(e) , si ha

(o

p(e)+ (o) =/i‘f(é) : de +/C(E) : do =

o

:/eg(é); de + / e: d&(e) z/d[E(é):é] =&(e):e,

e quindi il risultatoe’ dimostrato. O

Larelazione traenergiadideformazione elastica ed energia elastica complementare
consente di ottenere I'espressione di uno di tali potenziali una volta noto I'altro ed il
legame elastico. Ciascun potenzialatrasformata diLEGENDRE dell'altro.

La relazione di complementaraéed’schematicamente illustrata in fig.3.3.

7 ADRIEN-MARIE LEGENDRE (1752-1833). Nato a Parigi da famiglia ricca, studal College Mazarin
dove nel 1770, all'et’di 18 anni difese la tesi di matematica e fisica. Dal 1775 to 1780, segnalato da
D’ALEMBERT insegro conLAPLACE all’Ecole Militaire. Nel 1782 il suo lavor&echerches sur la trajectoire
des projectiles dans les milieugsistantsinse il premio dell’Accademia di Berlino di cui a quel tempo era
direttoreLAGRANGE. Nel 1783, su segnalazioneldhPLACE fu eletto all’AcacEmie des Sciences di Parigi.
Nel lavoro del 1784Recherches sur la figure des piasintrodusse i polinomi di Legendre. Nel 1794
LEGENDRE pubblic gli EIlements de @pnétrie che costituirono il testo di base sull'argomento per circa un
secolo. Nel 1795 'Acaeimie des Sciences, chiusa durante la rivoluzione nel 1793, fu riaperta sotto il nome
di Institut National des Sciences et des Arts . Nel 1806 in un’appendice al libro sulla determinazione delle
orbite delle comete pubblicil metodo dei minimi quadratiGauss lo pubbliad nel 1809 rivendicando la
priorita dell'idea. Un’analoga disputa avvenne circa la préoriella scoperta della distribuzione asintotica
dei numeri primi e sulla legge della recipraciquadratica. Nel 182BEGENDRE si rifiuto di votare per il
candidato del governo nell'lnstitut National. Di conseguenza perse la pensione ie povert.
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o
V(o)
Energia di deformazione
elastica e complementare
p(e) in elasticita non lineare
e
Fig. 3.3

Osservazione 3.1E’ possibile definire legami elasticipgenerali di quello descritto in
precedenzaconsentendo che larelazione tra deformazione linearizzata e stato tensionale
sia multivoca e rilassando la richiesta di stretta monotonia crescente in quella molto
meno restrittiva di semplice monotonia crescente del grafico.

Atal fine, posto Sym= Sym(V; V), si osservi che ad una relazione

G(€) € Sym x Sym,
si associano dusmappe multivoche
£:Sym— Sym, &':Sym— Sym,

definite da
Ee) :={o e Sym: {e,0} €G(E)},

E o) :={ee Sym: {e,0} €G(6)}.

| domini efficaci dom& e domE ™" sono definiti dalle condizioni
dom(€) :={e€ Sym : E(e) # 0},
dom(&1):={o € Sym : £7'(o) #0}.

Si definisce
B legame elastico generalizzatgrafico G(£) di unarelazione tra Syifv; V) e

Sym(V ; V) che soddisfa le propriat’
i) G € monotono massimale,
i)  G(&) & conservativo,

iii) dom(&)e dom(E-1) sono insiemi convessi.
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La conservativid del legameG(€) richiede che sia nullo il lavoro associato al legame
£ lungo ogni polilinea chiusa contenuta in doni€) C Sym :

j{f)(e): de=0 VcC dom(¢),
o0 equivalentemente, lungo ogni polilinea chiusa contenuta in (dor) C Sym :
j[&'(a): do =0 VcC dom(&™).

La corrispondenza tra stati tensionali e deformativi egpid” univoca mae possibile
far ricorso ad una generalizzazione della teoria del potenziale per definire I'energia di
deformazione elastica e quella complementare [25].

| potenziali complementari sono convessi ma in generale non differenziabili per
cui € necessario far ricorso alla nozione di sottodifferenziabiléfinita da

ociple) < pE€)—p(e) >c:(e—e), Vee Sym(V;V),

ec (o) < Y@ —Y(o)>e:(—0), Yae Sym(V;V).

La relazione di complementaré&tale ancora ed nota come
B trasformata diLEGENDRE-FENCHEL.
| grafici di un legame elastico generalizzato e del relativo potenziale sono schemati-
camente mostrati nelle figg.3.4 e 3.5.

Fig. 3.4 Fig. 3.5

Nel capitolo Il saa sviluppata in dettaglio la teoria che consente di modellare
comportamenti costitutivi non univoci ma governati da potenziali convessi.

Viene inoltre mostrato come la discussione dell’'esistenza di una soluzione del
problema elastico generalizzato conduca naturalmente alla formulazione dei teoremi
dell’Analisi Limite e come il contesto formale dell’elasti@itjeneralizzata consenta di
sviluppare una teoria sistematica del principi variazionali e di trattare in modo unitario
i problemi strutturali di plasticd, viscoplastici e plastici&’incrementale.
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3.7. Synopsis

Le proprieti del legame elastico sono raccolte nel quadro riassuntivo che segue.

e=_Clo), o=E&e), E=c", invertibilita

C(o) =o, £(o)=o, stato naturale
Alo]:Ale] >0 VA[o]|#o0, VAle]#o, monotonia stretta
dC(o)g:7 >0, d€(e)e:€ >0, stabilita

C(o) = grady(o), E(e) = grady(e), conservativia
p(€) —p(e) >E(e): (€—e), Ve #e, convessi stretta
(@) —yY(o)>C(o): (6d—0), Vo # o, convessi stretta
ple)+y(o)=0:e, Vo =~E(e). complementariet

3.8. Legame elastico lineare

Si considerino ora lo spazio lineare dei tensori del quarto ordine ed il sottospazio
lineare dei tensori del quarto ordine simmetrici che operano tra spazi di tensori sim-
metrici

Lin(V) := Lin(Lin(V;V); Lin(V;V)),
Sym(V) := Sym(Sym(V;V); Sym(V;V)).
Se il legame elastice lineare si scrive

e=Co, oc=FEe
ed in termini di componenti cartesiane

e.=C

i ijkso-ks ’ o;,=E

ij ijlcsek

05 )

con
C e Sym(V), E e Sym(V),

tensori simmetrici del quarto ordine.
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Essendoo ed e tensori simmetrici, i tensori elastici soddisfano le seguenti pro-
prieta disimmetria minore

(Cijks = (ij:k,s = (Cijsk = Cjisk J

]Eijk:s = Ejv',ks = Eijsk = Ejisk :

Si osservi inoltre che, in viat della linearif del legame, la derivata della rigidezza
elastica risulta costante

dE(e) = E Ve e Sym(V;V),
dC(g) =C Vo e Sym(V; V),

e quindi la condizione di integrabititdi VOLTERRA consiste nel richiedere la simmetria
dei tensori elastici

Ee :e, =FEe,:e, Ve e, € Sym\V;V),
Co,:0,=Co,:0,, Vo,,0,€ SymV; V).

Per un materiale elastico alzrEEN sussiste quindi un’ulteriore propréedi simmetria
dei tensori elastici, dettsimmetria maggiore

(Cijks = (Cksij ) Eijk-s = Eksij :

L'energia di deformazione elastica e quella complementare sono forme quadratiche

1 1

@(e):/E(ﬁe):e dfz(Ee:e)/fdgzéEe:e.

0 0

1 1

1
Y(o)=[Co):0 d=(Co:0) [£dé=-Co: 0,
/ fese-

che, per la proprietdi stabilif, sonadefinite positive
Ee:e>0 Ve e Sym(V; V)\{o},
Co:0>0 Vo € Sym(V; V)\ {o}.
e La lineari del legame comporta inoltre che I'energia di deformazione elastica e

guellacomplementare assumono lo stesso valore se gli stati tensionali e deformativi
sono legati dalla legge di elastigit”

La relazione di complementarged schematicamente illustrata in fig.3.6.
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lid) Energia di deformazione
elastica e complementare
o(e) in elastici@é lineare

3.9. Costanti elastiche

Lo spazio vettoriale SyrtV ; V) dei tensori simmetrici del secondo ordine, cui
appartengono gli stati di tensione e di deformazione, ha dimensgione

Fissato un riferimento ortonormalgd,, d,, d,} € possibile rappresentare i ten-
sori simmetrici come vettori numerici assumendo nello spazio &nV) una base
ortonormale costituita daé tensori simmetrici

d, ®d, i=1,2,3,
V2 sym(d, @d,), j>i#k k=1,2,3.

In meccanica del continuo si preferisce adottare basi duali cui riferire rispettivamente
le componenti dello stato tensionale e le componenti della deformazione linearizzata,
secondo la notazione introdottadaicT (vedi Tomo |, sezione 1.9.7 (p. 90) e sezione
[1.3.3 (p. 333)). Si assuma infatti per gli stati tensionali la base di SymV)

dz®d1 i:172a3a
2 sym(d; ®d,), j>i#k, k=1,2,3,

e per le deformazioni linearizzate la base duale in ymV)

di®di7 i=1,2,3,
sym(d, ®d,), j>i#k, k=1,2,3.

| vettori numerici delle componenti dello stato tensionales Sym(V; V) e della
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deformazione linearizzata € Sym(V ; V) sono allora rispettivamente dati da

0, &

oy €y

o, €4
(o] = [e] =

Tas Va3

Ti3 Y13

Ti9 Y12

ed il prodotto internoo : e assume I'espressione canonica
0 1€ =08 + 0y + 0383+ To3Yo3 + T13713 T T12712 -

Al tensore di rigidezza elasticE € Sym(V) e quindi associata una matrice
quadrata d’ordines, per cui il legame elastico si puscrivere

91 (B By By By By Egl|e
Oy By By By By By By | &
3| By By By By By By || &
T3 Ey Ey Eg By By Eyg| |
T13 By By Esz By By By | |
Ti2 LEg  Bgy  EBgy By Ly Egd I

La matrice dirigidezza elastica I8 componenti che definiscono le costanti elastiche
delmateriale. Diesse pesdlo21 sonoindipendentiin vittdella simmetriadel legame
elastico che implica la simmetria della matricg | . Infatti delle 36 componenti della
matrice elastica lel5 del triangolo alto sono eguali a quelle del triangolo basso e ad
esse vanno sommate le restahitcomponenti sulla diagonale principale.

4. SIMMETRIE MATERIALI ED ISOTROPIA

Un materiale elastico si didsotropoquando ha le stesse propaetlastiche in
ogni direzione.

In termini pid precisi co significa che nell'effettuare un esperimento meccanico
su di un provino del materiale, che induce in esso un qualsivoglia stato tensionale,
la defomazione elastica che viene misuratandifferente rispetto ad una arbitraria
rotazione relativa tra provino e macchina di prova.
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La caratterizzazione formale della propai€liisotropia del materiale in corrispon-
denza di una particella del corpb3 consiste nell'imporre che la legge di risposta
elastica non vari se si ruota arbitrariamente lo stato di tensione, nel senso che lo stato
di deformazione subisce anch’esso la medesima rotazione.

Si consideri unarotazionR € Orth*(V; V) dello spazio tangente V nel punto
x € {2 al corpoTB nella configuraziond?.

Lo stato tensionale ik € (2 sia definito dal tensorer e la corrispondente
deformazione elastica dal tensate= Co .

Per ogni rotaziondR € Orth*(V; V) il tensore ruotatooy & definito come il
tensore che associa al generico versBra € V, il vettore R o n € V. Dunque

orRn=Ron, VneS*1).

Risulta quindi
ocpR=Ro < op =RoR".

Per ogni coppia di tensorA, B € Lin (V; V) si considerino ora i prodotti tensoriali
A ®BelLinV),
A xB e Lin(V),

definiti da )
(AB)C=(B:C)A, VCe Lin(V;V),

(AxB)C=ACB?, VCeclin(V;V).
Il prodotto tensorialex gode delle seguenti propraet”

i) (AxB)T=ATxBT,

i) (AxB)'=A"'xB,

iii) (AxB)(CxD)=(AxC)BxD),
iv) (AxB)(Ce®D)=(ACB")®D,

v) (A®B)(CxD)=A(C'BD),

doveC,D € Lin (V; V) enellasecondasidassuntocheitensofl, B € Lin (V; V)
siano invertibili.
Si noti che il trasposto di un tensore del quarto ordine Lin(V) & definito da

(AC):D=(ATD):C, VC,De Lin(V;V).

In termini di componenti cartesiano si ha che
(A ®B)
(AxB)

= Aij By,

ijks

ijks
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Da tali propriefl segue immediatamente che per ogni isomdRig& Orth(V; V) il
tensore del quarto ordine definito da= R x R & una isometria. Risulta infatti

R'R=RR"=(RxR)(RxR) =IxI=T1,

dovel é lidentita in Lin(V).
PerogniR € Orth(V; V) iltensore del secondo ordine ruotatamuindi essere
definito da
op =Ro,

ed il tensore del quarto ordine ruotaaléefinito da
Cgr =RCR", YR=RxR.

Si consideri ora una rotazionB € Orth™(V; V) dello stato tensionaler €
Sym(V; V). Se il materiale elastice isotropo nel puntx € (2, la risposta elastica
non deve cambiare.

Dunque allo stato tensionale ruotatq, € Sym(V ; V) deve corrispondere una
deformazione elasticag € Sym(V ; V) che si pw ottenere effettuando la medesima
rotazione sue € Sym(V; V).

In termini analitici si ha che

e Un materiale elastico non lineaegsotropose il legame di
cedevolezza elastica

C: Sym(V; V)~ Sym(V; V),

soddisfa la relazione

Elasticita

C(RoR")=RC(o)R", isotropa

perognioc € Sym(V; V) e perogniR € Orth™(V; V)

ovvero
CR=RC <= Ci=C,

per ogni rotazioneR. € Orth*(V; V).

Si osservi ora che
(-R)o(-RT)=ReoR’, —RC(o)(-R)T =RC(o)R".

Inoltre, seR € Orth(V; V) & unaisometria, allora una delle isometfiR, —R} &
una rotazione (isometria propria).
La validita della condizione

C(RoR?’)=RC(o)RT,
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sotto I'azione del sottogruppo delle rotazioni OrfV ; V) comporta dunque la sua
validita sotto I'azione dell'intero gruppo delle isometrie Ofth; V).

La biunivocii del legame elastico consente quindi di mostrare che l'isotropia della
rigidezza elastica implica quella della cedevolezza elastica e viceversa.

Proposizione 4.1. Se la cedevolezza elastidd : Sym(V; V) — Sym(V; V)
gode della propriei di isotropia tale propried sussiste anche per la rigidezza elastica
E: Sym(V;V) — Sym(V; V). Lisotropia & quindi una propriei caratteristica
del grafico della relazione elastica.

Dim. Lidentita che definisce I'isotropia della cedevolezza elastica

C(RoeR?)=RC(e)R", VR e Orth(V;V),
puo essere riscritta nella forma equivalente

RoR" =E(RC(o)R"), VRe Orth(V;V),
da cui, ponendar = E(e) e e = C(o) si ottiene

E(ReR") =RE(e)R", VR € Orth(V; V).

chee il risultato cercato. O

4.1. Gruppi di simmetria materiale
Una famiglia di tensori mistid(V) C Lin (V; V) éinvarianterispetto al gruppo
delle isometrie OrtV; V) se
AcAV) = RAR" € A(V), VYRe Orth(V;V).
Un legame costitutivo
C: AV)— Lin(V; V),

definito sullafamiglia invariante A(V) C Lin (V; V) & unlegame invarianteispetto
al sottogruppoG (V) C Orth(V; V) se sussiste la relazione

C=RCR", VRegG(V).
Linsieme G(V) & dettogruppo di simmetria materiale

Linsieme G(V) & un sottogruppo di OrttV ; V) in quanto sono soddisfatte le
proprie® caratteristiche di un gruppo:

i)y TIeg(Vv),
ii) RegGV) = RI=R1eg\V),
iii) R,Qeg(V) = RQeg(V).
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Si osservi inoltre che

e |l pil piccolo gruppo di simmetria materiadecostituito dalla coppid I, —1} ed
e caratteristico danateriali eelotropi

e |l pit grande gruppo di simmetria materigleOrth(V ; V) edeé caratteristico dei
materiali isotropi

e Il gruppo di simmetria materiale Orth(V; V) € caratteristico demateriali
emitropi

4.2. Elastici@a lineare isotropa

Se il materialee linearmente elastico ed isotropo le costanti elastiche indipendenti
si riducono a due.

Proposizione 4.2. In un materiale elastico lineare ed isotropo le direzioni principali
degli stati di tensione e di deformazione coincidono.

Dim. Il tensore dello stato tensionale@essere decomposto nella somma di tre stati
tensionali monoassiali facendo ricorso alla rappresentazione spettrale

3
o= 0P,
i=1

K3

dove:
e {d,,d,,d;} €unaterna ortonormale di direzioni principali,
e P, =d, ®d, eil proiettore ortogonale sulla direzione principalg
e o, €latensione principale relativa alla direziode.

In virtu della linearig, la risposta elastica pwessere ottenuta sovrapponendo le
risposte elastiche ai tre stati tensionali monoassiali principali.
Si consideri la risposta elastica del materiale ad uno stato tensionale monoassiale
o4 con versore principalel cui compete la tensione principate
oy=0d®d.

Si osservi che lo stato tensionale monoassiajg € invariante rispetto alle rotazioni
attorno al suo asse, caratterizzate dalla progpriet”

Re Orth(V;V) : Rd=d.
Infatti si ha che

Ro,R"=0cR(d®d)R' =¢(Rd)® (Rd) =0cd®d=o0y.
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La propriet di isotropia comporta che lo stato deformativo elastico= C(o)
corrispondente a4 € anch’esso invariante rispetto alle rotazioni attorno all'agse

RC(oy)R" =C(Roy R") =C(o4), VRe Orth(V;V) : Rd=d.

Ne segue che l'assd ¢ principale per lo stato deformativo elastieq e che talee’
anche ogni asse giacente nel piano ortogonale all'dsse
Infatti la propriesi di invarianza die rispetto alle rotazioni attorno all'asse:

Re,R' =e; <= Re;=ey;R, YRec Orth(V;V) : Rd=d,

implica che
Rejd=e;Rd=¢ey d.

Dunque il vettoree, d appartiene al sottospazio lineare invariante per una qualsiasi
rotazione attorno all'assd edé pertanto proporzionalea.

Cio significa ched & principale perfe .

Sia quindid* un versore ortogonale d e principale pere,. Se u & il cor-
rispondente autovalore, si ha che

e;yRd" =Reyd" =puRd*.

Dunque tutti i versori ortogonali @ sono principali pefe; con autovalore .
Il tensore simmetricee; ammette pertanto la rappresentazione spettrale

eq=Clod®d| =cd@d+e,(I-dxd),

con
e ¢ dilatazione principale in direziond ,
e ¢, dilatazione principale trasversale, nel piano ortogonate a

Sovrapponendo gli effetti dei tre stati tensionali monoassiali principali si giunge
alla conclusione che ogni direzione principale dello stato tensionale risulta principale
anche per lo stato di deformazione elastica.

Si noti ora che se il legame elastiedisotropo anche il legame elastico inverso
risulta isotropo.

Si pw quindi percorrere un iter analogo a quello sin qui seguito per dimostrare
che ogni direzione principale per lo stato di deformazione elastica risulta principale
anche per lo stato tensionale. Ne consegue che le direzioni principali dello stato
deformativo elasticoe € Sym(V; V) coincidono con quelle dello stato tensionale
oc Sym\V;V). O

Osservazione 4.1ll risultato della proposizione 4.2 plessere esteso a legami elastici
isotropi non lineari. La dimostrazione di questa progrigeéherale dei legami isotropi
tra tensori simmetricé riportata nella sezione 4.3 (p. 39). ]
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Si e visto che la risposta di un materiale elastico, lineare ed isotropo, ad uno stato
tensionale monoassiale di asde

o4 =0d®d,

consiste in una dilatazione longitudinatedella fibra principaled ed in dilatazioni
trasversali, tutte eguali tra loro, delle fibre ortogonad a

La dilatazione principale lungad & proporzionale alla tensione principajeed
il relativo fattore £ & dettomodulo di elastici longitudinaleo modulo diYoUNG ®

c=Fe¢.

Si noti che il modulo diYouna ha le dimensioni di una tensiorjé'L 2] .

Indirezione trasversale si verifica invece una contrazione uniforme e proporzionale
alla dilataziones tramite un coefficiente che viene dettoapporto diPorsson ?

g =-ve=—-vo/E.

Il rapporto diPoisson e adimensionale.

In termini analitici si pw concludere affermando che ad uno stato tensionale
monoassiale

oy =0d®d,

corrisponde una deformazione elastica espressa da

eq=Clod®@d] =— |[ded-v(I-dod)|.

&l

8 THOMAS YOUNG (1773-1829). Naturalista e scienziato, formauber primo la teoria ondulatoria della
luce. Il modulo che prende il suo nome fu in effetti introdotto per la prima voltatanHARD EULER nel
1727.YouNG sviluppo un’idea simile nel 1807.

9 SIMEON-DENIS POISSON (1781-1840). llustre fisico matematico, professore all’Ecole Polythec-
nique, pubblio’'nel 1835 laThéorie mati@matique de la chaleur.
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Stato di tensione
monoassiale

e deformazione elastica

(1-ve)d associata

(A+¢)!

Fig. 4.1

Assumendo un riferimento principalgl,, d,,d,} conl'assed, coincidente con
d, le tre dilatazioni principali valgono

1 v v
g, 53 = —E og.
Il comportamento di un cilindro di materiale elastico isotropo soggetto ad uno stato
tensionale monoassiateschematicamente rappresentato in fig.4.1.
Sovrapponendo le risposte deformative ai tre stati tensionali monoassiali principali,

si perviene all’'espressione delle dilatazioni elastiche lungo una terna principale

1 1+v v
EIZE[UI_V(02+US)]: E 01_E(U1+02+03)»
1 1
62:—[0'2*V(0'1+0'3)]: +V0271(01+02+03),
E E E
1 1
gy =—loy—v (0, +0,)] = +V03—K(01+02+03),
E E E

Le rappresentazioni spettrali dei tensori di tensione e di deformazione

3 3
e=>¢P,, o= 0P,
=1 i=1

forniscono quindi I'espressione del legame di cedevolezza elastica isotropa

1—|—V

ZO‘P ——ZO'I
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Essendo t& = o, + 0, + 0, e definendo poi lprima costante elastica diamE '° 0
modulo di elasticik tangenziale

G = _E Prima costante

2(1+v)’ di LAME

il legame elastico si puscrivere

| proiettori sui sottospazi sferici e deviatorici sghSym(V) e dev e Sym(V) sono
definiti da 1
sph = 3 I®I,

dev :]I—%I@@I,

doveI =1Ix1I elidentitain Lin(V) (vedi sezione 4 (p. 26)).
Si noti che, per definizione

Spha:%(tra)l, deVU':(Tf% (tro)I.

Dalla relazione elastica

1
e=+ (1+v)o—v(tro)I],

eguagliando gli invarianti lineari e notando chd t= 3, si deduce la relazione tra la
deformazione elastica volumetrica e la traccia dello stato tensionale

1—2v

tre = tro.

Introducendo ilmodulo volumetrico

_E
3(1—2v)’

risulta tro = 3 ktre ovvero splo = 3 k sphe e quindi

p(o) =k sphe,

dove p(o) = (1/3)tro & la tensione media.

10" GaBRIEL Lamg (1795-1870). Ingegnere e matematico, famoso per lo studio dell'equazione del
calore e per I'introduzione delle coordinate curvilinee.
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¢ Il modulo volumetricoe” dunque definito dal rapporto tra la tensione media e la
corrispondente dilatazione elastica volumetrica.

La relazione tra le parti deviatoriche si scrive poi

devo = 2 deve.

Ne segue che

o = 3k sphe + 2G deve,

e che

1 1
efﬁspha+ﬁdeva.

Introducendo lseconda costante elasticaldhME

vE Seconda costante

A= A — ) di Laws

e facile vedere che risulta
3k=2G+3)\.

La relazione elastica
oc=2Ge+ (3k—2G) sphe,

si puwo dunque riscrivere in funzione delle costanticiMe

oc=2Ge+ \(tre)I= % [(1-2v)e+v(tre)I].

In termini di tensioni principali, il legame di rigidezza elastica si scrive
0, =G+ N e, + (e, +5,)],

0, =(2G+ N ey + A(e; +55)]

03 =(2G+ N es+ (e, +5,)].

| tensori del quarto ordin& € Sym(V) e C € Sym(V) che rappresentano larigidezza
e la cedevolezza del materiale elastico lineare ed isotropo hanno dunque le espressioni

1
E :3ksph+2Gdev:kI®I+2G<H—§I®I) =2GI+ MI®I,

1 1 1 1 v
= _— sph+ — = IQI+— (I-2IQI|=-—I-—-IQI
C sph + dev A QI+ ( ®> oYE 5 ®I,
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in quanto

1/1 1\ v
3\3k 2G) E’

La prossima proposizione fornisce condizioni necessarie e sufficienti da imporre alle
costanti elastiche per assicurare che la forma quadratica dell’energia elastica risulti
definita positiva.

Proposizione 4.3. La stabilita del legame elastico equivale ad assumere che il modulo
volumetrico e il modulo di elastiéttangenziale risultino positivi.

Dim. Sidecomponga la deformazione elastica nelle parti sferica e deviatorica:
1 1
p(e) = 5 (Ee):e= 3 [3k sphe + 2G deve] : [sphe + deve] .
In virtu dell'ortogonaliti tra tensori sferici e deviatorici
sphe : deve =0,

I'energia di deformazione elastica sigsacrivere nella forma
1
p(e) = 5 3k || sphe ||> 4+ 2G| deve|?| .

La forma quadraticap(e) risulta dunque definita positiva se e solo se
k>0; G>0,

cioé se il modulo volumetrico e il modulo di elast&itangenziale risultano positivii
La positivita del modulo volumetrico comporta che un corpo elastico lineare ed isotropo
soggetto ad uno stato di compressione idrostatica subisce una contrazione di volume.
Linterpretazione meccanica della positavitiel modulo di elasticit tangenziale sar’
illustrata nella prossima sezione, fig.4.2.

Dalla proposizione 4.3 si deduce un equivalente risultato in termini del modulo di
YouNnc e del rapporto dPoOI1SSON.

Proposizione 4.4. La stabilita del legame elastico equivale ad assumere che il modulo
di YOUNG sia positivo e che il rapporto dPoisson soddisfi le limitazioni

1< <1
— v<—.
2

Dim. Ricordando le espressioni & e di G in funzione di £ e di v
E E

1—2v’ ¢ 2(1+v)’
si deduce che la positidtdi £ e di G equivale a richiedere che

3k =

1
E>0; —1<u<§,

e cicé che il modulo diYouNG sia positivo e che il rapporto ditorssoN sia maggiore
di —1 eminoredil/2. O
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Osservazione 4.2.E’ da rilevare che I'evidenza sperimentale mostra che i materiali
con comportamento elastico lineare isotropo presentano in genere valori positivi del
rapporto diPO1SSON.

Si verifica ci@ di norma un fenomeno di contrazione trasversale per effetto di una
trazione longitudinale.

Quando il rapporto dPoissoN tende al valorel /2 il modulo volumetrico tende
allinfinito e quindi il materiale elastico isotropo tende a divenire incomprimibile.

Un esempio di materiali comuni che risultano praticamente incomprineitbar-
nito dalle gomme. [ |

Siconsideri I'espressione dello scorrimento angokartea due fibre lineari ortog-
onali di versorin e m:

v=2(en) m,
e I'espressione della relativa tensione tangenziale
7= (on) -m.
In un materiale elastico lineare isotropo sussiste una semplice relazione di proporzion-

alita tra tensioni tangenziali e scorrimenti angolari.
Infatti, essendm - m = 0, si ha che

T=(on) m=2G (en) - m+ \(tre)(n-m) =G ~.

Tale relazione rivela il significato della prima costant&.div: G chee pertanto detta
anchemodulo di elastica tangenziale

La positivia del moduloG comporta che per effetto di tensioni tangenziali la
deformazione di un corpo elastico isotropo sia del tipo illustrato in fig.4.2.

—

Scorrimento elastico
per effetto di tensioni tangenziali

Fig. 4.2
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Nella notazione dvoicT la matrice di rigidezza di un materiale elastico lineare
isotropo si scrive

o, | [2G+A\ A A 0 0 07]¢
o, A 2G + A A 0 0 0f]e
oy A A 2G+X 0 0 0f]|eg
ml |0 0 0 G 0 0|
T3 0 0 0 0 G 0|7y
Tyl L0 0 0 0 0 Glly,
e quella di cedevolezza ha I'espressione

€ roE! -vE' —yE! 0 0 0 7|0

€g —vE! E-1 —vE! 0 0 0 o,

€5 —vE!  —vE! E! 0 0 0 o,

S 0 0 G0 0 | |7y

Yis 0 0 0 0 G0 |7,

19 L O 0 0 0 0 G,

Alla espressione della cedevolezza sbpanche pervenire invertendo la matrice di
rigidezza. Co'si consegue osservando che la sottomatrice

2G + A A A
A 2G + A A ,
A A 2G + A

ha determinante pari 8G?* + 12G? A = 4G? (2G + 3 )\) = 12G? k ed inversa data
da

r4G? 4+ 4G\ —2G A\ —2G A\
1 2 _
TYe —2G A 4G*+4G ) —2G A\ =
L —2G )\ —2G\ 4G*+4G )
r2G 42\ Y Y
1
= Y 2 2\ Y
6Gk G+
Y Y 2G 42X
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L'espressione della cedevolezza si ottiene osservando che sussistono le relazioni

2
2G+20=3 (G+3K),
A=
3k+G\ 1 /1 1\
(3kG>_3(G+3k>_E ’

26-3kN _1 /1 1N _ o
3k2G ) 3 \3k 2¢)° V% -

Nella tabella che segue sono riportati i valori del modul&diunc e del rapporto di
PoissoN per alcuni materiali elastici lineari isotropi di uso comune.

(2G —3k),

Wl

W =

W =

Materiale E (MPa) v
Acciaio (2.0 +2.1) x 10° 0.25 + 0.33
Alluminio 6.5 x 10* 0.36
Piombo (1.65) x 104 0.44
Zinco (1.05 + 1.15) x 10° | 0.20 = 0.30
Ghisa grigia (8.3 = 11.3) x 10* 0.22 + 0.30

Ghisa malleabile | (1.6 =+ 1.7) x 10° 0.22 + 0.30

Calcestruzzo (2.0 = 4.0) x 10* 0.10 + 0.16

Tufi vulcanici (3.0 + 15.0) x 103 0.10 + 0.15
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4.3. Elasticita isotropa non lineare

Il legame elastico isotropo, dedotto nella sezione 4.2 (p. 30) nel caso lineare,
pud essere ottenuto come caso particolare da un risultato generale concernente i ma-
teriali elastici isotropi non lineari. A tal fine hecessario estendere il risultato della
proposizione 4.2 (p. 31) mediante il seguente fondamentale teorema.

Una prima dimostrazione incompleta fu data BacHTER in [9]. Una di-
mostrazione pem = 3 data daR1vLIN e ERICKSEN in [13]. La dimostrazione
riportata nel seguite presa d&'RUESDELL e NOLL [21] ed € simile a quella dBER-

RIN [16].

Proposizione 4.5. In un materiale elastico isotropo le direzioni principali degli stati
di tensione e di deformazione coincidono.

Dim. Siconsideri un vettorel € V principale pero € Sym(V; V), cos'che
od=od,

e lariflessioneR; € Orth(V; V) rispetto al piano ortogonale all'autovettodec V .
PostoIl; =I-d ®d, sihache

R ;d=—d, R ,II,d=1I,d.

Dalla rappresentazione spettrale

3

o=> 0,d,®d,

i=1

cond, =d e {d,,d,,d,} base principale ortonormale, segue dRgo R] = o .
Lisotropia del legame elastice = C(o) richiede che
C(RoR')=RC(o)RT,
perognio € Sym(V; V) e perogniR € Orth™(V; V) e quindi che
RyeR] =R, C(0)R, =C(RyoR)) =C(o) =e.
Allora, essenddR/ = R,' sihacheR’ d = —d e quindi
ed= RdeRcTid =—-R,(ed).

Poicte gli unici vettori cheR; trasforma negli opposti sono quelli proporzionalia
si pw concludere che
ed=¢d,

con ¢ autovalore die € Sym(V; V) associato allautovettorel. Dunque ogni
autovettore dic € Sym(V; V) & anche autovettore di = C(o) € Sym(V; V).
Linvertibilita del legame elastico conduce infine all'’enunciato. O
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Per pervenire ad una formula di rappresentazione del legame elastico isotropo si
osservi che gli autovalori della deformazione elastéca Sym(V ; V) sono funzioni
degli autovalori dello stato tensionate € Sym(V; V) e si pw porre

57::900"‘591‘71""902‘77:27

con,, ¢,, e, funzionidi {o,,i = 1,2,3} . Tali relazioni costituiscono un sistema di
equazioni lineari nelle incognite , ., ¢, la cui matrice dei coefficieng

1 1 1
0, 0Oy O3

2 2 2
O'1 0'2 O'3

Sia {d,,d,,d;} una base principale ortonormale.

e Seo € Sym(V; V) ha3 autovalori semplici, la formula &’ANDERMONDE !*
mostra che il determinante del sistema linearemn nullo essendo eguale a

(0, —0y) (05 —03) (05— 0y).
Rappresentando i tensasi= C(o) € Sym(V; V) e o € Sym(V; V) nella forma
canonica, si ottiene la relazione

e=Co)=¢p,I1+p 0+p,0%,

e Se o0 € Sym(V; V) ha un autovalore semplice ed un autovalore doppio la
formula di rappresentazione diventa

e=C(o)=¢p,I1+¢ 0,
edé dunque un caso particolare della precedente.

Se il legame elastice lineare la formula di rappresentazione si specializza poi in
e=C(o)=A(tro)I+2Go.

11 ALEXANDRE-THEOPHILE VANDERMONDE (1735-1796). Musicista e genio matematico fu eletto
al’Académie des Sciences nel 1771 sulla base del suo primo lavoro di matematica daViétolaire sur
la résolution degquations VANDERMONDE pubbliad solo altri tre lavori di matematica nel periodo 1771-
1772,Remarques sur des prashes de situatio(lL771),Mémoire sur des irrationnelles de difens ordres
avec une application au cerc{@772), eMémoire sur lelimination(1772). KRONECKER nel 1888 afferm”
che lo studio dell’algebra moderna inizia col primo lavoroMiNDERMONDE € CAUCHY Sostenne che
VANDERMONDE prima di LAGRANGE ebbe le idee fondamentali che condussero alla teoria dei gruppi.
VANDERMONDE € poi considerato il fondatore della teoria dei determinanti, anche se il determinante che
porta il suo nome non compare nei suoi lavori. Nel 1 VA8 DERMONDE present all’ Académie un lavoro in
due parti sulla teoria della musi&yséme d’harmonie applicabke!’ état actuel de la musique cui sostenne
che la musica era un’arte e non parte della matematica. Nel VARDERMONDE pubblicd i risultati di
esperimenti sulle basse temperature condotti BamouT e Lavoisier. Dieci anni dopo pubbliz due
lavori sulla manifattura dell’acciaio in collaborazione doloNGE € BERTHOLET. Scopo della ricerca era
di migliorare I'acciaio per le baionette calibrando il contenuto di carbonio. Fu legato da profonda amicizia con
MONGE, tanto da essere noto comefésanme de Monge con lui condivise I'entusiasmo per la rivoluzione
che scopm’il 14 luglio 1789.
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4.4. Elasticita anisotropa

La prima analisi completa delle propiedi simmetria dei cristalk dovuta aW .
VoiaT 2 [5] nel 1882. Una trattazione dettagliata dei principali gruppi di simmetria
materiale e delle relative classi cristallografiehstata condotta pifecentemente da
B. CoLEMAN e W. NoLL in [20] ed€ riportata in [22].

4.4.1. Materiali monoclini

Un materiale monoclin@ caratterizzato dall’esistenza di piano di simmetria
Sia {e,, e,, e;} unaterna ortonormale tale che il piano di simmetria coincida col
piano coordinatce,, e, . Il gruppo di simmetria materiake Costituito da
Q(V) = {17 _Ia Q3} )

con Q, riflessione rispetto alla direzione, , definita da

Qe =e€, Qze,=e,, Qje;=—ey,
La matrice rappresentativa €, nel riferimento{e,,e,,e,} € quindi
1 0 0
Q=0 1 0
0 0 -1

Imponendo che risulti
C(stng) =Q;C(o) §7
per ognio € Sym(V; V) siconclude che il materiake monoclino se e solo se
Ey=Ey=Ey=Eg=FE;=Ey =By =By =0.
La matrice di rigidezza elastica assume dunque la forma

oy (B By By 0 0 Eygl|ea
99 By By By 0 0 By | | €
o3| | Ean By By 0 0 By | | 3
T3 |0 0 0 By Ey 0 a3 ’
T13 0 0 0 By B 0 T3
T12 LEg Ly Eg 0 0 Egsd 17,

edé caratterizzata da3 costanti elastiche indipendenti.
Si noti che la matrice di cedevolezza elastica ha una forma analoga.

12 WoLDEMAR VoIGT (1850-1919). Allievo di FRANZ NEUMANN a Koénigsberg e poi professore di
fisica teorica a @ftingen, ha portato importanti contributi sia teorici che sperimentali all’elastgiisotropa.
A VoiGT e dovuta la prova sperimentale che I'elasti¢itotropae’descritta da due costanti e I'introduzione
della nozione di tensore nella teoria dell’elastcit”
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4.4.2. Materiali ortotropi

Un materiale ortotropcg caratterizzato dall’esistenza di p@ni di simmetriaa
due a due ortogonali.

Sia {e,,e,,e,} una terna ortonormale tale che i piani di simmetria coincidano
con i piani coordinati.

Si noti che se esistono due piani di simmetria tra loro ortogonali allora anche |l
piano ortogonale ad entrambiun piano di simmetria.

Siano infatti Q,, Q, le riflessioni rispetto alle direzioné,, e, . La proprieti di
gruppo impone che

Q,Q,eG(V) = Q, Q,cG(V).

Allora risulta

Q Qe =Q e =—¢,
Q,Qe, =Q,(—e,) = —e,,
Q Qe;=Q e5=c¢;.

Ne segue ch&, Q, = —Q, e quindi cheQ, = (-I) (-Q,) € G(V). Pertanto

e Un materiale avente due piani di simmetria tra loro ortogoaalinmateriale
ortotropa

Imponendo che risulti
CQoQ))=QCo)Q/, i=1,23
perognioc € Sym(V; V) sigiunge a concludere che il materialertotropo se e solo
> By =FEy=Ey=E;=0
Eyy=Ey=FEy=E;=0
Eyg = Eyg = By = £y = 0.

La matrice elastica assume dunque la forma generale

71 By By By 0 0 0 €1
Ty By By By 0 0 0 €2
I3 By By By 0 0 0 €3
sl |0 0 0 By 0 0 |||
Ti3 0 0 0 0 E.. 0 Y13
Tio L 0 0 0 0 0 Egd 171

edeé caratterizzata da costanti elastiche indipendenti.
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4.4.3. Materiali trasversalmente isotropi

Un materiale trasversalmente isotropain materiale ortotropo in cui uno dei piani
di simmetria (e sia il piande,, e, }) & unpiano di isotropia

Imponendo la simmetria rispetto ad uno scambio degli gssie, } e l'invarianza
rispetto ad una arbitraria rotazione attorni all'agsg la matrice elastica assume la

forma
o, re, E, E; 0 0 0 11¢&
99 Ey By By 0 0 0 €
oA E, E; Ey 0 0 0 €q
T23 0 0 0 Ey 0 0 a3
T3 0 0 0 0 E, 0 3
Ti2 L 0 0 0 0 0 % (Eyy — Epp)d Iy,

La matrice di cedevolezza elastica sopuorre nella forma

o, r B! —vE~ —pE! 0 0 0 71e
oy —vE! E-! —/LE?TI 0 0 0 &,
oy —uE;l —,uE;1 E&,T1 0 0 0 Eq
To3 B 0 0 0 G 0 0 |||
Ti3 0 0 0 0 GI31 0 i3
T12 L 0 0 0 0 0 G111

dove G = 3 E/(1 + v). Sihanno dunqué costanti elastiche indipendenti.

4.5. Stati piani di deformazione

Sia {d,,d,,d;} una base ortonormale principale per lo stato di deformazione in
un punto del continuo.

Si assuma che nel materiale elastico lineare ed isotropo lo stato di deformazione
sia piano con un valore nullo della dilatazione principale in direzione dell’'dgse

Allora si ha che

[ag—u(al—l—%)] =0,

1
EBZE

e quindi
o, =V (0, +0,).
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Sostituendo nelle relazioni elastiche si ha
0 =2G+N e+ A (e t+e)] = [1-v)e +ve],

022(2G+)\)€2+)\(€1—|—83ﬂ = [(1—1/)52—1—1/51],

RI> X

0, =(2G+Neg+A(e;+¢ey)] =g, +&y).

Sinoti che la terza relazioreeconseguenza delle prime due e dell’'espressione della
precedentemente dedotta.

Denotando comr, e e, itensori bidimensionali che sono la restrizione dei tensori
tridimensionalio e e al piano delle deformazioni, il legame elastico sopiscrivere
in modo formalmente analogho al caso tridimensionale:

o, =2Ge, + \(tre,) I =

% [(1-2v)e, +v(tre,)I].

Adottando la rappresentazione\dbicT per gli stati bidimensionali di tensione e di
deformazione e denotando cafy una coppia di assi nel piano delle deformazioni, si
ha che

O-ZL’ 6”(‘
oy,=|0,|, e=1¢ |,

e le matrici associate ai tensori bidimensionali di rigidezza e di cedevolezza elastici si
scrivono

1—v v 0
[Eﬂ:% v 1—v 0 ,
0 0 (1-2v)/2
1—v —v 0
(C,]= — 1 0
2] =55 v v

0 0 2

Gli stati piani di deformazione trovano applicazione nell’analisi elastica di solidi cilin-
drici di lunghezza notevole rispetto alle dimensioni della sezione trasversale.

Essi forniscono una modellazione sufficientemente accurata nelle zone non
prossime alle estrenait”
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4.6. Stati piani di tensione

Sia {d,,d,,d;} una base ortonormale principale per lo stato tensionale in un
punto del continuo.

Si assuma che nel materiale elastico lineare ed isotropo lo stato di tensione sia
piano con un valore nullo della tensione principale in direzione dell'assgo, = 0).

Allora si ha che

1

& = E(Ul —voy),
1

€y = E(a2 —vaoy),

v
€3 = _E<U1 +0y),
e quindi
§="1-5 (6, +¢y) -

Adottando la rappresentazioneMdbicT per gli stati bidimensionali di tensione e
di deformazione e denotando cany una coppia di assi nel piano delle deformazioni,

si ha che
O-JZ gl‘
g, = O'y s 82 = Ey
TLy ’yu/
Le matrici associate ai tensori bidimensionali di rigidezza e di cedevolezza elastici si
scrivono
1 v 0 1 —v 0
E))=1|v 1 0 , [C,]= |-V 1 0
0 0 (1-v)/2 0 0 2(1+v)

Gli stati piani di tensione trovano applicazione nell’analisi elastica di lastre piane di
spessore piccolo rispetto alle dimensioni longitudinale e trasversale.
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Il - STRUTTURE ELASTICHE

1. TEORIA LINEARIZZATA

Nellateoria linearizzatasi asssume che, nel corso del processo evolutivo, le con-
figurazioni della struttura rimangano sufficientemente vicine ad una di riferimento.

Tale assunto va sotto il nome ighotesi di piccoli spostamendi trae motivazione
ed interesse applicativo dal fatto che i materiali di cui sono costituite le strutture hanno
usualmente rigidezza elastica molto elevata. Sotto le azioni di esercizio gli spostamenti
e le deformazioni della struttura sono in molti casi tanto piccoli da rendere significativa
una analisi geometricamente linearizzata in cui si confonde la geometria della struttura
deformata con quella della configurazione di riferimento.

Cio consente di condurre I'analisi strutturale valutando la deformazione prodotta
da un campo di spostamenti mediante I'operatore di deformazione tangente che invece
a rigore definisce la corrispondenza lineare esistente tra un atto di moto e l'atto di
deformazione da esso generato.

Il campo cosottenutoe quindi detto ladeformazioneorrispondente al campo di
spostamento, omettendo I'aggettiamgentee sono dettspostamenti rigidi campi di
spostamento cui corrisponde una deformazione (tangente) nulla.

Questa terminologia, cheadottata in tutti i testi di meccanca delle strutturey pu”
pe essere fonte di equivoci e talvolta di errori. Per tale motivo nel seguito il termine
rigido sal scritto in italico quande riferito a campi di spostamento per evidenziare |l
fatto che tali campi hanno la propréetli avere lo stesso andamento di un cinematismo
rigido ma in generale danno luogo a deformazioni.

Nella teoria linearizzata si trattano dunque gli spostamenti come se fossero atti di
moto della configurazione a partire dalla quale si valutano gli spostamenti.

L'adozione di una teoria geometricamente linearizzata richiede sempre una attenta
verifica della sua ammissibidit™ Infatti in alcune importanti situazioni la particolare
geometria della struttura e la condizione di carico sono tali da rendere una siffatta
semplificazione del tutto insufficiente per I'analisi della risposta strutturale.

Cionondimeno la teoria linearizzata costituisce un formidabile strumento che con-
sente di pervenire a trattazioni e soluzioni concretamente applicabili ad una vastissima
classe di problemi strutturali che, se affrontati con una metodica esatta, risulterebbero
di ardua, se non inattaccabile, soluzione.

La principale difficolfl consiste nella impossibéitdi valutarea priori la validita
dei risultati e pertanto di fornire dei criteri generali di accettadilit®
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Lo studio dei fenomeni geometricamente non lineari che possono insorgere nelle
strutture anche in presenza di spostamenti molto piccoli fornisce un campanello di
allarme che induce gli strutturisti a prendere opportuni provvedimenti nell’analisi e
nella progettazione di alcune tipologie strutturali, quali ad esempio le travi rettilinee
soggette a carico assiale di compressione.

La teoria linearizzata delle strutture elastiahdlustrata sviluppando dapprima
I'approccio in termini di spostamenti. Sono cdefmulati i problemi elastostatico ed
elastodinamico e per entrambiiscussa I'unica della soluzione.

Segue poi lillustrazione del teorema dCLAPEYRON sulla valutazione
dell'energia di deformazione elastica e dei principi di recipeoditvuti aM AXWELL €
aBEeTTI. Sidimostra infine un teorema di decomposizione che fornisce le condizioni
di unicita ed esistenza della soluzione dei problemi di elastostatica.

Successivamente descritto I'approccio alle tensioni che conduce alle equazioni
di congruenza elastica i ELTRAMI-DONATI-MICHELL.

Sono infine dimostrati i due principi di estremo dedlaergia potenziale della
energia complementare

Nel capitolo VI saafornito un quadro pi completo delle formulazioni variazionali
del problema dell’'equilibrio elastico cui si fa ricorso nelle metodologie computazionali.

Nel capitolo Il é sviluppata poi una trattazioneupjenerale che estende a com-
portamenti costitutivi governati da potenziali convessi le formulazioni variazionali del
problema dell’equilibrio elastico e consente di discutere i fondamenti dell’analisi limite
e dei modelli di comportamento di strutture in campo elastico-visco-plastico.

2. EQUILIBRIO ELASTICO

Si consideri una struttura elastica che occupi una configuraziprkello spazio
ambiente e sia soggetta a vincoli al contorno lisci, perfetti e bilaterali (vedi Tomo |
sezione I1.4 (p. 194)).

e Gli spostamenti ammissib#ippartengono dunque ad una vaiaffine
L,=w+L,

dove £ el sottospazio degli spostamenti conformivee un cedimento vincolare.
e Leforze ammissibiltostituiscono anch’esse una vaaietfine

Fo=l+R

dove ¢ & il carico imposto eR € il sottospazio delle reazioni vincolari.

Poiche i vincoli sono lisci sussistono le seguenti proidi ortogonali&’tra reazioni
vincolari e spostamenti conformi
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W L operatore dirigidezza elastick € L(H ; H) ed il suoinversoC € L(H; H)
instaurano una corrispondenza lineare e biunivoca tra il campo di deformazione
e € H e quello ditensioner € H:

c=Ee e=Co,

chee definita dalle relazioni puntuali
o(x) = (Ee)(x) = E(x) e(x),
e(x) = (Ce)(x) = C(x) o (x).

e Uno stato tensionaler € H & dettoelasticamente congruense € la risposta
elastica ad uno stato di deformazione congruentesssgd campo di deformazione
e = Co € H & congruente con un campo di spostamenti ammisaibdi L, .

| |l problema dell’equilibrio elasticger una struttura con vincoli perfetti, lisci e
bilaterali consiste nel determinare un insieme di reazioni vincaladi R che,
insieme al carico assegnatoc F,, costituisca un sistema di forze in equilib-
rio con uno stato tensionale € S elasticamente congruente con un campo di
spostamenti ammissibil € £, .

Devono quindi essere soddisfatte le relazioni:

Bu=e+6d uel,, ecH compatibilia cinematica,
Problema
Bo=(+r o€ S, reR equilibrio, dell’equilibrio
elastico
oc=Ee legame elastico.

Nel seguito sono descritte le due classiche formulazioni del problema dell’equilibrio
elastico in termini di spostamenti e di tensioni.

2.1. Formulazione in termini di spostamenti

La formulazione pi'naturale delle leggi che governano I'equilibrio elastico con-
siste nell’'assumere quale incognita un campo di spostamenti ammissibili ed imporre
che lo stato di sforzo associato alla deformazione elastica sia in equilibrio con il sistema
di forze agenti sulla struttura.

L' operatore di rigidezza elastick € L(H ; H) & simmetrico e definito positivo:

((Eel,eQ )):((E82,61 ) Vepeg €H7
(Ee,e)>0, Ve c H\{o}.
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Quest'ultima proprieté conseguenza dellayiorte condizione di ellitticiain 7+
((Ee,e))cheHi“ VeeH.

Lellitticit'a dell’'operatoreE € L(H; H) in H sussiste se il corpo elastico ha una
elasticiB non singolare nel senso che vale, quasi ovunqu€ ifa diseguaglianza
locale

(E(x)e(x), e(x)) > c, || e(x) HQ, Vee™H,
e il minimo autovalorec, di E(x) & uniformemente limitato da una quaatfiositiva.
Si consideri ora la condizione variazionale di equilibrio

(o,Bv)y=(b,v)+¢t, I'vy, VvecL.

Siaquindié € H uncampo didistorsioniimpressag € £, il campo dispostamento
soluzione del problema dell’equilibrio elastico, cobe

c=EBu,—-d]|=E B(u+w)—-4].
Sostituendo nella condizione variazionale di equilibrio si perviene all’espressione
(EBu,,Bv)=(Ed,Bv)+b,v)+¢t,Tvy, u,e€L,, VveLl.

Per ottenere un problema lineare si assume quale incognita il campo di spostamenti
conformiu = u,—w € £ coscheilcampoincognito ed i campi di prova appartengono
entrambi al sottospazio lineag:

(EBu,Bv)=(E(6—Bw),Bv)+(b,v)+¢t,I'v), uel, VvecL.

E’ conveniente poi assumere che il campo di spostamenti V, che compare nella
definizione della varietvarieti affine £, = w + £ degli spostamenti ammissibili, sia
soluzione del problema dell’equilibrio elastico per il continuo soggetto solo a cedimenti
T'w = Ow impressi al contorno.

In tal caso infatti il termine¢ EBw, Bv ) € nullo per ogniv € £, come si
evince dalla condizione di equilibrio elastico ponensle- o, o =0 € § = o.

Effettuando tale scelta, il campo di spostamemtoc )V scompare quindi dalla
condizione di equilibrio elastico che si scrive

(EBu,Bv)=(Ed,Bv)+ (b, v)+¢t, I'vy, uel, VvelL.

La soluzione del problema si ottiene come somma= u + w delle due soluzioni.
La forma bilineare simmetrica

a(u,v) :=(EBu,Bv), uvey,

e dettaforma bilineare dell’energia elastica L'operatore lineareA € L(V; F)
definito da

(Au,v):=a(u,v)=(EBu,Bv), uvey,

fornisce larisposta elasticaAu € F al campo di spostamenti € V.
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Il sistema di forzefy € F definito da
(f5,v):=(Eé,Bv), VveV,

e il sistema di forze equivalente alle distorsioni

Definendo ilcarico efficacels = ¢ + fy, il problema dell’equilibrio elastico si
scrive infine

a(u,v)=(leg,v), uerl, Vvel.

E’ questa I'equazione fondamentale deldistostaticae cicé del capitolo della mecca-
nica che studia le proprigtdelle soluzioni dei problemi di equilibrio elastico.

2.2. Unicita della soluzione elastostatica
La soluzione di un problema di equilibrio elastico posto in termini di campi di

spostament@ detta ladeformata elasticalella struttura. In elastostatica sussiste il
seguente criterio di uni@thoto comeprincipio di KIRcHHOFF 13 [11]

In una struttura con elastieitineare in presenza di vincoli lisci
e bilaterali la deformata elasti@unica a meno di spostamenti Principio di
rigidi conformi addizionali. E’ quindi unico lo stato di tensione e Kirchhoff

di deformazione.

La dimostrazione del principio dKIRCHHOFF si conduce osservando che, in
virtu della linearif del problema dell’elastostatica, la differenza di due soluzioni deve
soddisfare la condizione omogenea

a(u,v)=0, uel, VvecrL.
La definizione positiva dell’'operatore di rigidezza elastica implica quindi che
a(u,u)=(EBu,Bu) = Bu=0 <= ue€ KerBNn(,,

e dunque il risultato.

13 Gustav ROBERT KIRCHHOFF (1824-1887). Allievo di FrRIEDRICH GAuss a Gottingen e di
FrANzZ NEUMANN a Konigsberg e poi professore di fisica a Breslau (1850-54) e ad Heidelberg (1854-74)
dove insegnavano ancR®BERT WILHELM BUNSEN (1811-1899) e HERMANN LUDWIG FERDINAND
voN HeELmHOLTZ (1821-1894). Nel 1854 enundile leggi sui circuiti elettrici che estendono e genera-
lizzano quelle diGEORG SIMON OHM (1789-1854). Il suo studio sulla radiazione del corpo nerstato
fondamentale per lo sviluppo della teoria dei quanti. Basandosi sulla spettrosa®giaHOFF spie@ per
primo la presenza delle bande nere (line€diaUNHOFER) nella radiazione solare inaugurando una nuova
era nell’astrofisica. InsiemelBUNSEN scopr gli elementi cesium e rubidium. Dal 1875 ricoperse la cattedra
di fisica matematica a Berlind{IRcHHOFF era disabile e passjran parte della vita con le grucce e sulla
sedia a rotelle.
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2.3. Elastodinamica

Siconsideri il percorso dinamico di una struttura elastica che evolve in un intervallo
ditempo|t,,t,] sotto I'azione di un sistema di forze attivgt) € 7 .

La condizione variazionale di equilibrio dinamid scrive (vedi Tomo | sezione
11.L11.2 (p. 260))

(o,Bvy=(/{—Miu,v), uel, VveL,

dove Mii(t) € F élaforzad'inerzia. In assenza di cedimentivincolari e di distorsioni
impresse, ponende = E Bu il problema elastodinamicsi scrive

a(u,v)=({—Mu,v), uel, VvecL,

La seguente propriatspecializza alle strutture elastiche il teorema della potenza
compiuta (Tomo | proposizione 11.11.2 (p. 263)).

Proposizione 2.1. Potenza meccanica ed energia elastic#n una struttura elastica
la potenza compiuta in ogni istante dal sistema di forze attiftg € F, € pari al
tasso di variazione della somma dell'energia di deformazione elastica e dell’energia

cinetica:
d

1
S Z(Mu, v
g 2a(u,u)—i— (Mu, u)

(£(t), a(t)) 5

Dim. Ponendov = u nella condizione variazionale di equilibrio dinamico si ha che
(L(t),a(t)) =a(ut),a(t) + Mu(t), a(t) ).

La simmetria dell’operatore di rigidezza elastida € L(V; F) e dell'operatore
d'inerzia M € L(H ; H) mostrano poi che

d1

a(u(t),u(t)) = Zsa(wu),  (MaQ), a(t)) = Z-(Mu, a),

=
N | —

e dunque che sussiste il risultato. O

Piti in generale, in presenza anche di un campo di distorsioni, la proposizione 2.1
va cos modificata.

Proposizione 2.2. In una struttura elastica la potenza compiuta in ogni istante da un
sistema di forze attivé(t) € F, e da un campo di distorsioni impressgt) € H e
pari a

d 1 1 1
—a(u,u)+ = (Mu, u)— 5 Ed(t), 6(t) )| .

CU(t), a(t)) +8(1), o(t)) = — |3 :

Seeé presente anche un cedimento impress@) € V il risultato sussiste sostituendo
al cedimentod(¢) € H il cedimento equivalenté(t) — Bw(t) € H.
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Dim. Si osservi ches = E (Bu — §) e quindi che la potenza del sistema di forze
equivalente alle distorsiomi data da

i . ; ) d1
(6,EBu)=(d,0)+(Ed, d)=(9, a>>+a§<<E6, d).
Ponendov = u nella condizione variazionala (u, v) = (s, v ) € sostituendo Si

ottiene il risultato. O

Un immediato ma importante corollario e il seguente.

Proposizione 2.3. Durante la traiettoria dinamica di una struttura elastica, in assenza
di forze attive e di distorsioni, si ha che

d |1

1 .
p §a(u,u)+§<Mu7u> =0, Vtel[t,t,],

risulta cioé costante I'energia totale, somma dell’energia di deformazione elastica e
dell’energia cinetica. O

E’ fondamentale il seguente risultato di unecf29].

Proposizione 2.4. Unici& della traiettoria elastodinamica. La traiettoria dinamica
di una struttura elastica definita dalla condizione variazionale

a(w,v)=(lgg—Mu,v), uel, Vvelcl,

e univocamente determinata dalle condizioni iniziali sui campi di spostamento e di
velocit.

Dim. La proposizione 2.3 assicura che la differen#a) di due soluzioni del problema
elastodinamico soddisfa la condizione

d |1 1
% 5a(u,u)+§<Mu,u> :0, Vte[to,tf],

e le condizioni inizialiu(¢,) = u(¢,) = o. Si ha allora che

1 1 .
Ea(u,u) + 5! Mu, u)=0, Vtelt,t].

La positivia dell’energia elastica e la positi@itiell’energia cinetica implicano quindi
che entrambe devono essere identicamente nulle. Ne segeddgticamente nullo
il campo di velocif e quindi anche il campo di spostamento. O
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2.4. Teorema di Clapeyron

Si consideri il percorso dinamico di una struttura elastica che, partendo in quiete
da una configurazione indeformata, si evolve in un intervallo di tefrpot . | sotto
I'azione di un assegnato sistema di cari¢hi) € F. L'equilibrio dinamico al tempo
te [to,tf] impone che (vedi Tomo | sezione 11.11.2 (p. 260))

a(u(t),v) = (£(t) — Mii(t) + £,(a(t)), v), u(t)eL, VYveL,

dove Mii(t) € F e laforza d'inerzia &,(u(t)) € F € un sistema dorze dissipanti
che svaniscono quando si annulla il campo di vedoditt) € L.

Il lavoro compiuto dal sistema di forz&t) € F nellintervallo ditempo[ ¢, ]
e pari allintegrale su tale intervallo della potenza istantantanea

tf tf tf

/ )+ £,(8), at) ) di = / au(t), u(t)) dt + / (M(), a(t) ) dt.

t, ty t,

In virtu della simmetria dell’'operatore di rigidezza elastidac L(V; F) e della
simmetria dell’'operatore d’inerzidl € L(H ; H) l'integrazione fornisce la relazione

dove &, e I'energia dissipata dalle for& e u = u(tf) e lo spostamento finale.

Illavoro compiuto dal sistema di forze produce pertanto una variazione dell’energia
elastica e dell'energia cinetica, entrambe nulle al tempo iniziale i luogo inoltre
ad una dissipazione di energia.

Nei problemi di elastostatica siassume che durante il processo di carico, a partire da
un certo istante successivd ge fino al tempdinaledi osservazioné, , le forze attive
rimangano costantemente pari ad un valbmger un periodo di tempo sufficientemente
lungo da consentire alle forze di dissipazione di porre la struttura in uno stato di quiete.
E’ in questa accezione che nel seguito va inteso il terriirzde

Al tempofinaledi osservazione essendo nullo il campo di vebpdinche I'energia
cineticae nulla:

1
u=o = 5<M1’1,1’1>:0.

[llavoro compiuto dalle forze attivé(¢) sie quinditrasformato, parte in energia elastica
e parte in energia dissipata:
f’f 1
/(E(t), u(t)) dt = ia(u,u) +&,.

to
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Lo spostamentaxr € £, € in equilibrio elastico con il sistema di forze attives 7,
e dunque, essendo

a(u,v)=(L,v), uecrl VvelL,

a’

al tempo finale di osservazione I'energia elastica presente nella streifharaa

1 1
ga(u,u):gw,u).

E’ questo I'enunciato detorema diCLAPEYRON ' [12].

L'energia di deformazione elastica di una struttura, inizialmente
indeformata ed in quiete, che all’istante di osservazione si ritrg
in quiete ed in equilibrio elastico sotto le forze attifec F,
avendo subito uno spostamento conforme £, € pari alla med’
del lavoro virtuale( ¢, u ).

Val'eorema di
Clapeyron

Osservazione 2.1.Si consideri una molla elastica scarica che simula una qualsiasi
struttura elastica indeformata e si poggi su di essa un peso, costituito ad esempio da
un bidone pieno d’acqua del peso di una tonnellatd (Newton), lasciandolo libero
appena a contatto con la molla.

Sotto I'azione del carico la molla oscilla e finalmente raggiunge una posizione di
quiete con un abbassamento di due centimetri, come in fig.2.0. Indeftieorema
di CLAPEYRON l'energia elastica immagazzinata nella madladi' 1 tcm . Poicke
I'energia potenziale del bidorevariata di2 tcm cid comporta che l'altra matdel
lavoro compiuto sia stata dissipata. Infatti il care@pplicato con legge a gradino e
dunque rimane costante a partire dall'istante di contatto.

Il lavoro della forza costante dunque eguale al lavoro virtuale della forza per
lo spostamento duale e coincide con la variazione di energia potenziale del campo
gravitazionale che pari a2 tcm .

14 BENorr PauL EMILE CLAPEYRON (1795-1870). Ingegnere formatosi affcole Polytechnique
e all'Ecole de Mines insieme all'amic6:ABRIEL LAME. Dopo 12 anni passati in Russia cbaME,
tornato a Parigi ide e realizp'la costruzione della linea ferroviaria Parigi-St.Germain. Nel 1844 divenne
professore di fisica all’Ecole des Ponts et Chaass”Nel 1848 fu eletto all’Accademia delle Scienze di
Parigi, partecipando a commissioni per la realizzazione del canale di Suez e per I'impego delle macchine
a vapore in marina. ACLAPEYRON [8] & dovuta la formulazione analitica delle idee sul calore pubblicate
nel 1824 daSap1 Nicoras LEONARD CARNOT (1796-1832), nell'operaRéflexions sur la puissance
motrice du feu et sur les machines propgedévelopper cette puissanama praticamente sconosciute fino
alla riformulazione diCLAPEYRON. Da lui prendono il nome il teorema sul lavoro di deformazione elastica
e I'equazione differenziale per la determinazione del calore di vaporizzazione di un liquido.
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IZCm

Fig. 2.1 Carico a gradino Fig. 2.2 Carico quasi statico

Si supponga ora di poggiare il bidone ancora vuoto sulla molla e di riempirlo
con estrema lentezza fino a fargli raggiungere il peso finaledi In tal caso non si
verificano fenomeni dinamici significativi e tutto il lavoro compiuto viene trasformato
in energia elastica immagazzinata nella molla.

La situazionee’illustrata in fig.2.2. In definitiva il lavoro compiuto dalle forze
applicate dipende dalla loro legge oraria di applicazione e dal processo dinamico effet-
tuato dalla struttura elastica nel passaggio dalla configurazione iniziale a quella finale
deformata ed in quiete.

L'energia elastica immagazzinata nella strutt@anvece indipendente dalla
modali di applicazione del carico e plessere valutata conoscendo unicamente la
configurazione iniziale a quella finale deformata ed in quiete.

La differenza tra il lavoro compiuto dalle forze applicate e I'energia elastica im-
magazzinata nella struttura si trasforma in energia dissipata. [ |

Osservazione 2.2.1l teorema diCLAPEYRON Viene spesso enunciato in termini non
corretti affermando che I'energia di deformazione elasticaimmagazzinata nella struttura
e pari alla med'del lavoro compiuto dalle forze applicate sulla struttura indeformata
(vedi ad. es. [29]).

In effetti al termine lavoro va assolutamente associato I'aggettivo virtuale in quanto
in generale il lavoro effettivamente compiuto dalle forze applicateennato essendo
dipendente dalla legge oraria di applicazione delle forze e dal processo dinamico per-
corso dalla struttura.

Nell'enunciare il teorema dCLAPEYRON viene inoltre talvolta richiesto esplici-
tamente che il sistema di forze agenti sulla struttura sia conservativo e che non vi siano
azioni dissipanti. Dalle considerazioni svolte risulta invece come tali ipotesi siano non
solo superflue ma addirittura inaccettabili.

Per convincersi di @ si osservi che, in assenza di azioni dissipative, la struttura
elastica effettuerebbe un percorso dinamico sotto I'azione del carico variabile, e quindi
successivamente, sotto il carico costante, continuerebbe ad oscillare indefinitamente
senza mai raggiungere lo stato di quiete.
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Anche l'ipotesi di carico conservative inutile ed inaccettabile. Ogni carico
variabile nel tempe infatti non-conservativo e per caricare una struttura inizialmente
scaricae ovvio che tale variabilitsia indispensabile. évale far riferimento ad un
carico quasi statico che rappresenta un caso limite molto particolare che renderebbe i
risultati di scarsissima rilevanza.

Del tutto superfluae inoltre l'ipotesi, talvolta formulata in letteratura, di carico
variabile proporzionalmente ad un parametro scala@séa in carico sempligeln-
dispensabile e sufficiente per la valalitlel risultatoe’invece che il comportamento
costitutivo sia elastico lineare conservativo e che quindi non si verifichino fenomeni
anelastici irreversibili quali deformazioni visco-plastiche o fratture. ]

Il teorema diCLAPEYRON nella forma precedentemente enunciata si riferisce
all'energia elastica immagazzinata in una struttura elastica nel passaggio da una con-
figurazione scarica a quella finale in equilibrio statico sotto un sistema di carichi.

Si consideri invece un processo di caricoi@efinito:

e la configurazione di partenzain equilibrio sotto un caricd, € 7,
e si applica un ulteriore caricd(t) € F, fino ad un valordinale ¢ € F, cui
corrisponde un incremento di spostamento elastico L .

L'incremento di energia elastica nel passaggio dalla configurazione di partenza a quella
finaleé allora data da

1
<€0,u>+§<€7u>.

Sia infatti o, lo stato di sforzo in equilibrio con il sistema di forzg < F .
Allora lo stato di sforzo in equilibrio con il sistema di forzg + ((t) € F, €
o,+o(t) cono(t) = EBu(t) e quindi l'incremento di energia elastiea -
! 1 1
/<<00+0(t), Bu(t)) dt = (o,, Bu) + ja(u,u) = (L, w)+ (L, u).

to

2.5. Teorema di Betti

Si considerino due deformate elastiche confonmi € £ e u, € £ di una
medesima struttura rispettivamente prodotte dai carictd 7, e /, € F.

In virtl della simmetria del legame elastico linedtec L(H ; H), risulta sim-
metrica anche la forma bilineare dell’'energia elastica L(£? ; R) in quanto

a(u;,u,) = ( EBu,, Bu, ) = (EBu,, Bu, ) =a(u,,u,),
e sussiste pertanto I'equaglianza

(£, uy) =a(u;,u,) =a(uy,u)) = (4, u;).
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Si pw quindi enunciare principio di reciprocitidovuto aBETTI ° [14] (1872)

| lavori virtuali mutui, relativi a due deformate elastiche conforn
che una struttura subisce per effetto di due diverse condizion
carico, sono uguali.

Ni
i d'{eorema di
Betti

Alteorema diBETTI si pud anche pervenire mediante un’'applicazione del teorema
di CLAPEYRON, ragionando come segue.

Si consideri una struttura elastica che si trova inizialmente in una configurazione
scarica e si considerino due processi di carico.

e Un primo processo in cui la struttura viene caricata con un sistema di forze attive
¢ € F, sino alla configuraziongnale caratterizzata da uno spostamente L .
¢ Unsecondo processo che consiste nel suddividere il céred . in due aliquote

¢ =1, +{,. Siapplica prima l'aliquote/, € 7, che induce uno spostamento
u, € £ e poilaliquotal, € 7, che induce uno spostamenig € L.

Il teorema diCLAPEYRON consente di affermare che I'incremento di energia di defor-
mazione nel primo processo di cariegari a

1 1
§<£,u> :§(€1+€2,u1+u2>:
1 1 1 1
:§<€17u1>+§<€25u2>+§<€17u2>+§<€25u1>~
mentre nel secondo processo di cagco *
1 1
gl u) + 50l uy) + (4, uy).

Eguagliando le due espressioni si perviene alla relazione
<€17 u2>:<€2,u1>,

che esprime iprincipio di reciprocit di BETTI.

15 ENrico BETTI (1823-1892). Nato a Pistoia perse il padre in tenera.ebtudo matematica e fisica
all'Universita di Pisa ed ebbe per maesiimssoTTI. Laureatosi nel 1846 divenne assistente all’Universita.
Partecip alle battaglie di Curtatone e Montanara unendosi ad un battaglione comandstosdaTTI.

Nel 1849 torw a Pistoia e nel 1857 fu nominato professore di algebra superiore all’UnivelisRisa.

Nel 1858 viaggd per I'Europa conBrioscHI e CASORATI, visitando i maggiori centri matematici, A
Gottingen inconto’ RIEMANN del quale divenne amico. Nel 1859 si spostilla cattedra di Analisi e
Geometria Superiore. si dedialla carriera politica e nel 1862 divenne membro del Parlamento del Regno
d’ltalia costituito il 17 Marzo 1861. Nell'autunno del 18@3iEMANN visitd I'ltalia ed a Pisa incontr”
I'amico BETTI. BETTI fu rettore dell'Universita di Pisa e nel 1864 divenne direttore deédaola Normale
Superioreposto che occupsino alla morte facendo divenire la Scuola il maggior centro italiano per la
ricerca e I'insegnamento della matematiéaTT!1 Si interess della teoria dei gruppi dizALo1s, di teoria

del potenziale e di elastieit'Nel 1871 pubblie un lavoro di topologia in cui introdusse quelli chieLEs
HENRI POINCARE (1854-1912) chiano numeri diBETTI .
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Si noti che la validi&’ dei teoremi dCLAPEYRON e di BETTI € basata sulla con-
servativifi e linearifl del legame elastico. Tali propraeassicurano infatti la simmetria
della rigidezza elastica cteefondamentale per la loro validit®

Osservazione 2.3. Nelle applicazioni alle travature spesso la matrice di rigidezza
elasticae’ di tipo diagonale o addirittura si riduce ad un unico scalare. | teoremi di
CLAPEYRON e di BETTI sono allora suscettibili di una dimostrazione diretta, basata
su un’applicazione del principio dei lavori virtuali. ]

Il teorema diBETTI contiene come caso particolarepilincipio di reciprocita
formulato daMAXWELL ¢ nel 1870 [13] con riferimento alle travature reticolari.

Osservazione 2.4.Si vuole ora mostrare un esempio di applicazione del teorema di
BEeTTI al tracciamento dellinee diinfluenzaegli spostamenti delle strutture elastiche.

Si consideri la trave di fig.2.3 soggetta all'azione di una forza concenFata
applicata ad una ascissa. | vincoli nodali sono esplicitamente definiti indicando i
gradi di liberl nodali da essi consentiti.

u )

Fig. 2.3

16 jaAMES CLERK MAXWELL (1831-1879). Nato ad Edimburgo in Scozia frequerlel Edinburgh
Academy coriTArT che fu suo amico per l'intera vita. A 16 anni, nel 1847 amdh TA1T all’'Universita
di Edimburgo e nel 1850 emtral Trinity college di Cambridge dove si laurén Matematica nel 1854
distinguendosi per le sue eccezionali caaditho dei contributi pi importanti diM AXwWELL fu I'estensione
e la formulazione matematice delle leggildirapAY. Il lavoro On Faraday's lines of forcéu letto alla
Cambridge Philosophical Society in due parti, nel 1855 e nel 1856. Nel M858wWELL si trasfer ad
Aberdeen dove divenne professore di Natural Philosophy al Marischal College. Nel 1857 il St John’s College
di Cambridge pose quale argomento dell’Adams Pfiie Motion of Saturn’s RingsM AXWELL vinse il
premio con un saggio del quafeiry disselt is one of the most remarkable applications of mathematics to
physics that | have ever seeNel 1860 Maxwell ottenne la cattedra di Natural Philosophy al King's College
di Londra. Due anni dopo mostche i campi elettromagnetici si propagano con la stessa \elbelia luce
e ne dedusse che la luce fosse un fenomeno elettromagnetico. Nel 1865ll&seg’s College e toro
in Scozia nella casa di famiglia a Glenlair dove si potette dedicare con tutte le energie all'dtiiiterca
ed alla redazione del celebre tratt&tectricity and Magnetisnpubblicato nel 1873. Nel 1866 formul®
la teoria cinetica dei gas (teoria M AXWELL-BOLTZMANN). Nel 1871 accett'a malincuore I'offerta di
tornare a Cambridge per diventare il primo Cavendish Professor of Physics al Trinity College. dProgett”
I'HENRY CAVENDISH laboratory che fu inaugurato il 16 June 18 MAXWELL € stato uno straordinario
fisico matematico che ha apportato contributi eccezionali alla teoria dell’elettromagnetismo, all'ottica, alla
teoria dell’elasticia’ed alla teoria cinetica dei gas.
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Si ponga quindi il problema di determinare I'abbassament(/) dell'estremitl
libera della trave. A tal fine si carica la trave come in fig.2.4 & con I'ente duale di
quello da determinare.

*
1 Vv (X) 2 3

Fig. 2.4

Nel caso in esame si applica una forza tagliafiteconcentrata all’estremo libero
e si determina la linea elastiod (z) della trave.
La forza concentrat®* campiona il valore della componente dell’abbassamento
u, (¢) dell'estremo libero della trave in direzione della forEa. Il teorema diBETTI
stabilisce che
F vi(z)=Fu,).

Quindi la deformata elastica™(z) consente di determinare la componente dello ab-
bassamenta, () in direzione diF* per ogni posizioner della forzaF . n

Nelle prossime sezioni si mostra come la presenza di cedimenti e di distorsioni
modifichi I'enunciato dei teoremi dCLAPEYRON e di BETTI. Tale estensione di
grande importanza per le applicazioni.

2.6. Estensione del teorema di Clapeyron

La determinazione dell’energia di deformazione elastica in una struttura in pre-
senza di cedimenti vincolari e di distorsioni impresse si effettua valutando I'espressione
del potenziale elasticg € L(; R) tenendo presente che

Bu=e+56.

Ponendo dunque = Bu — § si ha che

¢(Bu—6) :=-(E(Bu—4), Bu—4)=

N = DN =

1 1
Bu—-6)=—(f - =
(o0,Bu-94) 5 Ew 2<a76>7
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doveo = E (Bu—J) ¢ lo stato disforzo nella strutturafe= f, +r, € F el sistema
di forze agenti sulla struttura. Essendos w + £ si ha che

(f,uy=(f,,u)+(r,, w).
Il risultato si pw quindi scrivere esplicitamente nella forma
1

1
¢p(Bu—0)=-(f,,u)+ -(r,, w)—

1
2 2 _<0-55>a

2
ed enunciare come segue.

Si consideri una struttura inizialmente indeformata ed in quiete
che all'istante di osservazione si ritrova in quiete ed in equilibrio
elastico sotto I'azione del sistema di forfec 7 e del campo di
distorsioni § € H avendo subito uno spostamento ammissibile Estensione del
u € L, . L'energia di deformazione elastica della struttaral- | teorema di
lora pari alla med della differenza tra il lavoro virtuale compiuto Clapeyron

dal sistema di forze per effetto dello spostamento ammissibile ed

il lavoro virtuale compiuto dal campo di sforzi per effetto delle
distorsioni impresse.

2.7. Estensione del teorema di Betti

Si consideri una struttura elastica con vincoli lisci e bilaterali, soggetta a due
diverse azioni costituite da carichi, cedimenti imposti e distorsioni impresse.

Siano
LLeF,, wevV, 6 eH,

leF,, wy,eV, d,€H,
le azioni sul primo e sul secondo schema strutturale. Si considerino quindi
e una coppia di sistemi di forze estensioni dei cari€hil, € F,

f,er, f,eF,
¢ le deformate elastiche della struttura nei due schemi
wyew +£L, u,ew,+L,
e i campi di sforzo nella struttura
o, =EBu,-4,), i=1,2,
e i sistemi reattivi nella struttura, (o) € R, i = 1,2 definiti dall'identit

(ro,),v):=(o,,Bv)—(f,,,v), VveV, i=12.
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Ponendor,(u;) = r,(E (Bu, — §,)) la condizione di equilibrio elastico si scrive
a(u,v)=(f,,v)+(r(u),v)+(EJ ,Bv), VveV, i=12.

Dunque il lavoro virtuale della risposta elastica del sistanmaer la deformata elastica
del sistema2 € dato da

a(u,u;)=(f,,u)+(r(e), u)+(EJ,Bu;), i=12.
Ora, essend@; = E (Bu, — 4,), si ha che
(Ed;, Bu;)=(EJ,,d,)+(0;,9,),
e dunque
a(ui,uj)—<E6i,6j>:<fM,uj>+<0'j,5i>+<r/(ui),wj>, Vi, j=1,2.

Ne segue che vale [@oprieta di reciprocit

<f£15 u, >+<r4(0'1)7W2 )—(0q, 62 ) :<f525 u, >+<I'é(0'2),W1 )— (09, 61 ).

La proprieti si enuncia come segue.

Si considerino due deformate elastiche di una struttura .
L . . . . . Teorema di

dovute a due condizioni di carico, distorsioni e cedimenti, Betti

Allora sono uguali le differenze tra i lavori virtuali mutui de eneralizzato

sistemi di forze e dei campi di sforzo. 9

La proprieti di reciprocif enunciata dal teoremaBETTI generalizzato fornisce
il risultato di base per lo sviluppo della teoria deliileee di influenzger le strutture
elastiche.

Per illustrare un’applicazione del teoremaBiiTTI generalizzato si considera il
tracciamento di una linea d’influenza per una travatura piana ad asse rettilineo.

Precisamente si ponga il problema di determinare il massimo e il minimo momento
flettente nella seziong' della trave per effetto di una distorsione termica a farfalla che
genera una curvatura di intersiv AT /h costante a pezzilungo la trave, cancoeffi-
ciente di dilatazione termica &7/ gradiente di temperatura (fig.2.5). La soluzione
del problema richiede di determinare la linea d’influenza del momento fletterfie in
per effetto di una distorsione di rotazione relativa concentrata, viaggiante sulla trave
(fig. 2.5 a)). In forza del teorema BETTI generalizzato, la linea d’'influenza coincide
con il diagramma del momento flettente dovuto ad una distorsione di rotazione relativa
Ag concentrata nella seziong (fig. 2.5 c)). Nell’ambito della teoria linearizzata
la rotazione relativae misurata dal salto di pendenz&py = Av/d della deformata
elastica in corrispondenza della seziasie Infatti nelle travi ad asse rettilineo, il prin-
cipio dei lavori virtuali, cheealla base del teoremaBdETTI, € formulato in termini di
spostamenti virtuali e delle relative derivate prime e seconde.



Il-STRUTTURE ELASTICHE 65

L'ente cinematico duale delle coppie concentesitgfatti la pendenza dello sposta-
mento virtuale e I'ente cinematico duale del momento flettedtederivata della pen-
denza e ciela curvatura linearizzata.

AT
a) 4 <
’I" h I a
i 2 3
n S 'l“' s =)
1 2 3 4

Fig. 2.5
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2.8. Metodo degli spostamenti

La procedura pi‘conveniente per la soluzione delle strutture elastiche lireari °
il metodo degli spostamertie€ suscettibile di una semplice implementazione in un
codice di calcolo automatico, come aanostrato nella sezione V.2 (p. 195).

Per inquadrare la trattazione si consideri, nell’'ambito della teoria linearizzata, una
struttura elastica, con comportamento elastico lineare, soggetta a vincoli perfetti, lisci
e bilaterali.

La cinematica della struttuquindi descritta da

e unavaried affine L, = w+ L di campi di spostamento ammissibili, cheomma
di un campo di spostament® € V e del sottospaziaC C V' degli spostamenti
conformi.

| sistemi di forze ammissibili costituiscono anch’esse

e una varied affine 7, = f, + R chee somma di un sistema di for ¢ F
estensione del carico assegndte 7, e di un sottospazio di reazioni vincolari

R=LT.

Lelasticita della strutturee ‘governata dallforma bilineare simmetricalell’energia
elasticaa (u, v) definitasul x L.

In assenza di spostamenigidi conformi, la forma dell’energia elasti@non
degenerell problema dell’'equilibrio elastico si pone nella forma variazionale

a(u,v)=(leg, V), VveL,

doveu € L e {4 € F,. Nel carico efficace/o¢ € F, sono incluse anche le forze
attive equivalenti ai cedimentf,, e quelle equivalenti alle distorsioni impreség,
definite rispettivamente da

ly,v)=—(EBw,Bv), VveLl,
(ls,v)=(Eéd,Bv), Vvel.

Nel seguito per semplificare la notazione il carico efficaca danotato cort .

Poicle I'energia elastica € definita positiva, il problema dell’equilibrio elastico
ammette un’unica soluzione per ogni daig; € 7 .

Da un punto di vista generale nletodo degli spostamemtinsiste nel riformulare
il problema come due schemi da risolvere in cascata.

Nelle applicazioni alle strutture composte da trawayature il primo schemae’
un problema continuo del quale si sa determinare la soluzione esatta, mentre il secondo
schema discreto.

La stessa metodologia plessere applicata per la ricerca di una soluzione ap-
prossimata di problemi strutturali elastici. In questo caso lo schema coririsolto
in modo approssimato adottando una base finita di funzioni di forma per il campo di
spostamento.
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Lidea & quella dipartizionareil sottospazio linearel degli
spostamenti ammissibili come somma diretta

L=1L&L,,

di due sottospazi lineari

e L & un sottospazio lineare di dimensione infinita, Partizione
e L &un sottospazio lineare di dimensione finita del problema
- . N _ elastico
| sottospazi lineariL,, e L, sono tra loroortogonali in energia negli schemi
elastica cioe tali che continuo
e discreto

a(v,v,) =0, Vv,eL,,6 Vv, €L, .
Il problema si decompone allora nei due schemi:

a(u,v,) = ({,v,), Vv, eL,, schema continup
a(u,,v,) =L, v,), Vv,eL, , schemadiscreto

In corrispondenza della partiziongé = L, @ L, dello spazio degli spostamenti
conformi, anche lo spazio duale dei carich} viene partizionato nella somma diretta
F, = Lj & Li, dei sottospazi IineariLj ed Li. Infatti dalle due relazioni
caratteristiche della partizione di

L=1L,+L, {o} =L,NL,,

prendendo i complementi ortogonali si ottengono le relazioni

{o}y =LinL, F, =L +L.

La prossima proposizione fornisce una utile interpretazione alternativa di questa par-
tizione di 7 .

Proposizione 2.5. Si considerino le risposte elastiche attive della struttufac 7,
ed(, € F,,adeformate appartenentiadd, ead L, :

(L,,v):=a(u,v), Vvecrl,

(£,,v):=a(u,v), VveL,

e sianoF, ed F, isottospazi rispettivamente costituiti da tali risposte.



68 2-EQUILIBRIO ELASTICO

Allora sussiste la decomposizione

€ 1
Fe=F,&F, con F, =L, F =L .

n o

Dim. Dalla definizione di¢, , essendo i due sottospakzj ed L, ortogonaliin energia
elastica, risulta che

L
(4,,v,)y=a(u,v,) =0 Vv, €L, < (€L .

Ne segue che vale l'inclusiong, C Li . Daltronde se si considera un cariéae Li
esiste una (unica) deformatac £ della struttura in equilibrio elastico con esso,ecio”
tale che

a(u,v)=(l,v), VvecL.

In particolare, essendo per ipotese Li , Si ha che
a(u,v,)=({,v,)=0, Vv, €L, <= uecl,.

llcarico ¢ € F, appartiene dunque al sottospazio line&ie Cio dimostral'inclusione
Lfl C F,. Dalle due opposte inclusioni segue in definitiva cRe = Li. In modo
perfettamente analogo si dimostra che anéhe= Lj . Dunque?, = 7 @ F, .0

Si ha quindi che

Ogni caricol € F, puo essere univocamente decomposto come somma di
e unarisposta elastica attivg € F, C F, dello schema continuo e di

¢ una risposta elastica attivg € F, C F, dello schema discreto.
Ogni risposta elastica attiva dello schema continuo compie lavoro virtuale
nullo per ogni funzione di forma dello schema discreto.

Ogni risposta elastica attiva dello schema discreto compie lavoro virtuale
nullo per ogni funzione di forma dello schema continuo.

Tale risultato consente di affermare che sullo schema discreto il caredr
puo essere sostituito da uno ad esso equivalépte 7, pari alla differenza tra il
carico/ € ¥, e larisposta elastica attivg € ¥, dello schema continuo

b =0—1

Infatti, essenda ¢,, v, ) =0 Vv, €L, ,sihache
a(u,v,)=l,v, )=, ,v,), Yv,€L,.
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Si osservi ora che la risposta elastica reatiyac Lj dei vincoli addizionali imposti
sullo schema continue definita dall'identi&’

a(u,v)=(L,,vy=(L,vy+(r,,v) VveL,

0

ne segue ché, = —r_ . La condizione di equilibrio elastico dello schema discreto si

pud quindi scrivere
a(u,v,)=—(r,,v,) Vv, €L,

[ n>

La procedura per la soluzione del problema dell’equilibrio elastico della struttura con-
siste in definitiva nei seguerdue passi successivi

Nel primo passo si calcola larisposta elastica dello schema continuo. In
particolare si valuta I'azione reattivg, = —r_ sui vincoli addizionali
imposti allo schema continuo e equelli che definiscono il sottospazio passo 1
lineare L, degli spostamenti conformi . Cio consente di determinare
il carico da imporre sullo schema discreto.

Nel secondo passo si risolve il problema discreto fissando una base
{d,,i=1,---,n} in L . Ponendo quindi

1 i=1

n
u, = > u;d; ev, =3 vd
J=
si ottiene che

n?

a(u,v,) = > a(d;d)u;v, = Z; Aju;v; =

= [A][u,] - [v,], passo 2

dove [A] & la matrice di rigidezza elastica dello schema discreto|ed
[1] eil vettore del carico equivalente.
La matrice elasticd A ] € simmetrica e definita positiva e pertanto |i
problema lineare

[A][u] = [1],

ammette un’unica soluzione per ogni ddfd .

La deformata elastica della struttura si ottiene quindi come somma della deformata
u, € L, dello schema continuo e della deformata € L, dello schema discreto.
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2.8.1. Applicazione alle travature

Nelle applicazioni alle strutture composte da travi, detteature il metodo degli
spostamenti viene implementato mediante la seguente procedura.

Siindividuano
¢ una famiglia di nodi suscettibili solo dpostamenti rigidi

e un insieme di travi semplici ad asse rettilineo i cui estremi sono solidali a nodi
della famiglia.

| parametri nodaliincogniti sono le componenti delle traslazioni e delle rotazioni dei
nodi non soggette a condizioni vincolari.

Si risolve quindi lo schema elastostaticaadi fissiin cui i parametri nodali sono
assunti nulli e quindi si considerano le travi semplici incastrate agli estremi e soggette
ai carichi, alle distorsioni ed ai cedimenti su di esse agenti.

Nello schema aodi fissisi determinano le reazioni esplicate dagli estremi delle
travi sui nodi cui afferiscono.

Si considera quindi la struttura soggetta ai cedimenti nodali assegnati, ai carichi
direttamente assegnati sui nodi ed alle reazioni trasmesse ai nodi dalle travi, nello
schema aodi fissi

In questo schema, dettorendi spostabilile travi sono scariche ed incastrate ai
nodi ed i parametri incogniti sono le componenti delle traslazioni e delle rotazioni
dei nodi non soggette a condizioni vincolari. La eventuale presenza di vincoli di
collegamento delle estreraitdelle aste con i nodi puéssere trattata attraverso una
tecnica di condensazione che consente di ricondurre il calcolo della deformata elastica
delle singole aste a quello ditraviincastrate agli estremi (vedilasezione V.2.8 (p. 216)).

L'applicazione del metodo al calcolo di un telaio incastrato alle baBustrata
schematicamente in fig. 2.6. |l portadesoggetto a carichi uniformi trasversali sulle
astel e 2 e ad una coppia concentrata sul nddo

1 4

Fig. 2.6 portale Fig. 2.7  a) nodi fissi - b) nodi spostabili

Il sottospazio lineard.,, & costituito dalle deformate delle travi semplici che sono
compatibili con I'essere i nodi fissi.
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[l sottospazio lineard.,, & costituito dalle deformate delle travi semplici per effetto
degli spostamenti dei nodi compatibili con i vincoli nodali.

Il sottospazio lineard., & generato dgiolinomi diHERMITE relativi alle singole
travi che sono le deformate delle travi incastrate agli estremi e soggette a spostamenti
e rotazioni unitari delle sezioni di estremuit”

| polinomi cubici di HERMITE costituiscono una base per le deformate elas-
tiche della trave doppiamente incastrata soggetta a cedimenti imposti agli estremi.
L'espressione analitica e la forma caratteristica dei polinorficik MITE normalizzati
allintervallo [—1,1] & mostrata in fig. 2.8.

RNV AR

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Fig. 2.8 Polinomi di Hermite

Sulla base di un’analisi dettagliata cheadlustrata nella sezione V.2 (p. 195),
'autore ha implementato un codice di calcolo automatico delle travature piane con
condizioni di vincolo molto generali, facendo ricorso al codideTHEMATICA di
STEPHEN WOLFRAM che consente, tra l'altro, di manipolare in modo simbolico
stringhe ed espressioni algebriche e di fornire una rappresentazione grafica dei risultati.
Nelle figure seguenti si riporta, a titolo esemplificativo, la soluzione di alcune travature
elastiche piane.

¢ | vincoli nodali sono rappresentati riportando in corrispondenza di ciascun nodo
quelli attivi tra i parametri traslazione orizzontale, traslazione verticale e rotazione.

W |l primo esempio, riportato nelle figg. 2.9, 2.&0uha travatura costituita da un
montante ed un traverso.

e Lo schema costituito da6 nodi e 5 elementi trave ad asse rettilineo.
e llnodo 1 alla base del montantincastrato.

e I nodi 4 e 5 sono vincolati con carrelli a piano di scorrimento orizzontale. Gli
altri nodi sono liberi.

e |l nodo 2 & caricato da una coppia antioraria.

e Sulleaste3 e 5 agiscono carichitrasversali uniformi, diretti versoil basso.
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Fig. 2.9 DiagrammiM e T

Fig. 2.10 DiagrammiN e u

Il secondo esempio, riportato nelle figg. 2.11, 2eli2n’telaio a due piani.
Lo schemae costituito da7 nodi e 7 elementi trave ad asse rettilineo.

Alla base, il nodol e incastrato mentre il nod@ & incernierato con una molla
elastica rotazionale. Gli altri nodi sono liberi.

Latrave7 e incernierata agli estremi ai nodie 5.
Il nodo 6 e caricato da una forza orizzontale diretta verso sinistra.
Latrave 3 e soggetta ad un carico trasversale uniforme, diretto verso il basso.

Il pendolo 7 & soggetto ad un incremento uniforme di temperatura.
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Y
¥

Fig. 2.11 DiagrammiM e T

¥

4

5]
w

Y
Ea

Fig. 2.12 DiagrammiN e u

2.9. Esistenza della soluzione in elastostatica

Una strutturae’in equilibrio elastico sotto un assegnato carico solo se il carico
in equilibrio e ci@ se (vedi Tomo | sezione 11.6.4 (p. 216))

dreR £+re(KerB)L = £6R+(KerB)L:(£mKerB)L.

Il risultato fondamentale dell’elastostatica stabilisce che sussiste anche la @ropriet’
inversa e cieche la condizione di equilibrio del carie@ahche sufficiente ad assicurare
I'esistenza della soluzione del problema dell’equilibrio elastico.
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Per dimostrarlo si premettono i seguenti risultati. Il primo stabilisce che I'energia
elastica e la risposta elastica si annullano se e solo se il campo di spostamigidtd.’

Proposizione 2.6. La forma bilineare dell’'energia elastica € L(V?; ®) & positiva:
a(u,u) >0, VueV,

e risulta
Kera={uecV : a(u,u)=0} = KerA = KerB.

Dim. Larigidezza elastica soddisfa la condizione
(Ee,e)>0, VeecH\{o},
e quindi ponende = Bu si ha che
a(u,u)=(Au,u)=(EBu,Bu)>0 VYueV,
ed il valore zero si ottiene se e solo Ba1 = o. Dunque Ken = KerB.
Inoltre sea (u,u) = 0 ilcampou & un punto di minimo assoluto per il funzionale
a(u,u). Ne segue che la derivata deve essere nulla e quindi che
a(u,v)=(Au,v)=0 VveY < Au=o.

Dunque Ken = KerA. O

Il secondo risultato stabilisce che larisposta elastica indotta da un campo di sposta-
menti conformi non pa essere puramente reattiva.

Proposizione 2.7. In una struttura con elasticit lineare soggetta a vincoli lisci e
bilateralisia A, € L(L; F,) I'operatore che ad ogni cinematismo conformes £
associa la risposta elasticaA ,u € F, definita dall'identia

(Apu,v)=a(u,v), Vvel.

Allora si ha che
KerA, = KerAnc,,

dove
KerAﬁz{ue/: : AuER}.

Dim. Linclusione KerA N L C KerA, e banale. Sia quindi € KerA .. Allora
Aju=o0<+= AucR,ucl < (Au,u)=0,ucl < uc KerAnL.

Linclusione KerA N L 2 KerA, segue allora dalla proposizione 2.6. O
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Il terzo risultato stabilisce la semiellittiaitdell’energia elastica.

Proposizione 2.8. La forma bilineare dell’energia elastica € L(£?; %) gode della
proprieta di semiellittici sul sottospazial C V dei cinematismi conformi e ot
soddisfa la diseguaglianza

2
a(u,u)Zc||u|\£/KerA£7 YueLl.
Dim. La propriet di H-ellitticita dell’'operatore elastice éspressa da
((Ee,e))ZcEHeHi, VeeH,
La diseguaglianza d{orN per I'operatore cinematico implica che
IBully > cgllal e, Vuekl,
Ponendoe = Bu si ottiene che
2 2
a(u,u) = (EBu, Bu) > cg| Bu||H > cchB I u||£/KerB£, Yue/,
Dalle proposizioni 2.6 e 2.7 si ha poi che K& = Ker A . e quindiil risultato. [
Dalla proposizione 2.7 si deduce la chiusura dellimmagine dell'operatore di
risposta elasticaA, € L(L; F,). Infatti con l'ausilio delladiseguaglianza di
CAUCHY-SCHWARZ [31] si deduce che
2
| Agalls, 10l ckera, = a @) = cllulpyen, . Yuel
Sussiste quindi la diseguaglianza
| Apulls, lullekera, = cllulokera,  YUEL,
che, in forza del teorema dell'immagine chiusaBlinacH [21], [31], equivale alla
condizione di ortogonakt”
ImA, = (KerA,)".

Si consideri ora il caso generale in cui sono assegnati un carcd . , un cedimento
vincolare 0w € 0V ed un campo di distorsiond € H .
Il problema dell’equilibrio elastico si scrive allora

a(u,v):(ﬁeq,v>, ue/l, Vvelcl.

dove (¢ € F, el carico efficacalefinito dalla relazione
<£eq,v> =(l,v)+(E(0—-Bw),Bv), VvecL.

Si noti che la condizione di equilibrie Soddisfatta dal carico efficadgy € 7, se e
solo see'soddisfatta dal caricé € 7, .

Cedimenti vincolari e distorsioni impresse giocano dunque un ruolo tramite la
definizione di carichi aggiuntivi ad essi equivalenti. Tali carichi equivalenti sono equi-
librati sulla struttura e la loro presenza non altera la discussione sull’esistenza ed'unicit’
della soluzione del problema dell’equilibrio elastico.

Il teorema concernente l'esistenza e l'uracitlella soluzione del problema
dell’equilibrio elastico po'essere enunciato come una proprigitdecomposizione.
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Proposizione 2.9. Teorema di decomposizione. Si consideri una struttura con
elasticita lineare soggetta a vincoli lisci e bilaterali, in assenza di cedimenti imposti.
Un qualsiasi sistema di forze in equilibrenallora univocamente decomponibile come
somma di una risposta elastica e di un sistema reattivo.

(LN KerA) = ALSTR.
Dim. Sinoti preliminarmente che dalle proposizioni 2.6 e 2.7 si deducono le relazioni
KerA, = KerANnL=(AL) ' NL,
ALNL ={o}.

La seconda enuncia che non esistono risposte elastiche a spostamenti conformi che
siano puramente reattive. Se il cariéee F, € in equilibrio sulla struttura e o@ose

(e (KerB,)" = (KerA,)" = (LN KerA)",
dalla relazione di ortogonadit
ImA, = (KerA,)",

si ha che
Juel : Au="/¢.

Definendo allora il sistema reattivg, € R mediante l'identi&
<r[7 V)za(u,v)—<€, v,

si conclude che

e AL+ R.
Dunque
(LN KerA)" CALBR.
Linclusione inversae banale e @i fornisce il risultato. O

2.10. Equazioni differenziali di equilibrio elastico

Si considerino le equazioni di equilibrio@iauchy, differenziali ed ai limiti (vedi
Tomo | sezione I1.7.3 (p. 224)).

Sostituendo I'espressione del campo di sforziin funzione del campo di spostamenti
si ottengono le equazioni

B,EBu,v)=(b+B,EJ,v),
{< o B VIZIBFE BV e Wvecl.

(NETu,v)=¢o+NEJ, I'vy,
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Nel continuo elastico dCAuCHY, come mostrato nella sezione 2 (p. 50), I'operatore
dirigidezza elasticd € L(H ; H) € definita localmente da un tensore simmetrico del
quarto ordine
E € Sym(V) := Sym(Sym(V; V); Sym(V; V)).
In assenza di distorsioni impresse e di vincoli e forze al contorno, essendo
B = sym grad, BIO = —div,
la condizione differenziale di equilibrio elastico si scrive
divE symgradi+b =o.
Se l'elasticil € omogenea ed isotropa si perviene all’equazione differenziale
dell’equilibrio elastico formulata d& aviER 7 nel 1821, [1].
A tal fine si osservi che per un materiale lineare ed isotropo il tensore di rigidezza
elastica ha I'espressione (vedi sezione 1.4.2 (p. 30))

E=2GI+ MI®I.

dovel =1IxT elidentitain Lin(V) := Lin (Lin (V;V); Lin(V;V)).
Sostituendo e tenendo presente la relazione

div (I divu) = grad divu,
la condizione differenziale di equilibrio elastico diventa

2G divsymgrada + A grad divu+b =o.

17 CLAUDE Louts MARIE HENRI NAVIER (1785-1836). Rimasto orfano di padre allatdi 8 anni
fu allevato dallo zio della madiémiLAND GAUTHEY che lavorava nel Corps des Ponts et Chaes€d era
considerato il maggior ingegnere civile francese del tempo. Nel 1802 altér Ecole Polytechnique dove
ebbe come professore di analisiAN BAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768-1830). FOURIER ebbe molta
influenza suNaviIER di cui divenne amico. Nel 180% AvIER ent© all’Ecole des Ponts et Chaess dove
si laured nel 1806. Dal 1819 tenne corsi di meccanica applicata all’Ecole des Ponts et &adssé nel
1830 fu nominato professore. Dal 1831 prese il post@ ducny all’Ecole Polytechnique. Fu nominato
membro dell’Acaémie des Sciences di Parigi del 1824 e divenne Chevalier de la Legion d’Honour nel 1831.
NAavIEr fu un grande ingegnere civile esperto in costruzioni stradali ed in costruzioni di ponti. Fu il primo a
sviluppare una teoria dei ponti sospesi e ne progatb sulla Senna che non fu finito per I'opposizione del
Municipio. A NAVIER & dovuta la prima trattazione esatta del problema della flessione delle travi elastiche
nel piano, che egli espose riRésuné des Leans de Mcaniquepubblicato nel 1826. Nel 1821 dedusse le
equazioni differenziali del moto di un fluido incomprimibile ora dette equazioiN &i1ER-STOKES e nel
1822 quelle di un fluido viscoso, basandosi sull’analogia formale con le equazioni dell’equilibrio elastico.
E’ sorprendente come le equazioni di Navier fossero corrette nonostante egli non avesse nozione degli sforzi
tangenziali
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Facendo poi ricorso alle iderit”
2 div sym gradh = div gradu + div (gradu)” ,
div (gradu)? = grad divu,

si ottiene I'equazione differenziale JAVIER

(A + G) grad divu + G div gradu+b = o.

In effetti la formulazione originaria dVAvVIER, basata su di un modello molecolare, si
riferiva al caso in cuiG = \.

La formulazione con due costanti elastiche indipendeitbvuta aCAucHY [3]
(1828) ed appare nelle trattazioni Bbisson [4] (1828), LaME e CLAPEYRON [7]
(1833),STOKES [10] (1845) eL.AME [12] (1852).

Tramite I'identif differenziale
div gradu = grad divu — rot rotu,

I'equazione dINAVIER Si pwo riscrivere nella forma

(A+2G) grad divu — G rot rotu+b =o.

Questa forma dell'equazione differenziale dell'equilibrio elastatovuta a.aME '8
e CLAPEYRON [7].

Operando sull’'equazione differenzialeisviEr prima con la divergenza e poi
con il rotore, ed osservando che

divrotu =o, YueC*0),

rot gradf =o, VfeC*R),

18 GABRIEL LAME (1795-1870). Ingegnere ferroviario e scienziato. Silani!’ Ecole Polytechnique
nel 1818 ed alEcole de Mines nel 1820 insieme all'amiaiLe CLAPEYRON. Subito dopo, su richiesta
di ALESSANDRO Iimperatore della Russia dal 1801 al 1825, fu inviato a San PietroburgOICOPEYRON.
LaAME fu nominato professore e ingegnere lalititut et Corps du Genie des Voies de Communicatiion
San PietroburgoLAME rest in Russia per 12 anni e durante questo periodo progefportanti strutture
tra cui un ponte sospeso in San Pietroburgo e pubbtolti lavori, alcuni dei quali cOlCLAPEYRON.
Nel 1832 torv'a Parigi eLamE divenne professore di fisica dicole Polytechnique. Nel 1836 partecip®
alla costruzione della linea ferroviaria Parigi-St.Germain. Divenne membro dell’Accademia Francese delle
Scienze nel 1843 e professore di fisica matematica alla Sorbona dal 1850. Nel 1852dafeins sur la
Théeorie Mattematique de Elasticite des Corpes Solidgsimo libro sulla teoria dell'elasticit’ Due costanti
elastiche prendono il nome dasmi. Gauss lo consideo’il maggior matematico francese del suo tempo.
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si ottengono le relazioni

{(/\+2G) A divu= —divb,
G A rotu = —rotb.

dove A = div grad € I'operatore diLAPLACE.
Da tali relazioni si deduce il seguente importante risultato doviitamar [12].

La dimostrazione tratta da [29].

Proposizione 2.10. Teorema di Lara! In un corpo elastico isotropo ed omogeneo,
soggetto ad un campo di forze di massa avente rotore e divergenza nulli, il campo di
spostamente biarmonico e quindi analitico.

Dim. Le condizioniE > 0, G > 0 e k > 0 assicurano che\ + 2G > 0. Dalle
identita
{ div grad divu = div div gradu,
div grad rotu = rot div gradu,
segue che deve risultare
div Au= —divb,
rot Au= —rotb.
Vale dunque l'implicazione

divb=0, rotb=0 = A Au=o,

in quanto l'identia
div gradu = grad divu — rot rotu,

assicura che un campo con rotore e divergenza @waltimonico. O

3. CONGRUENZA ELASTICA

Un procedimento alternativo per formulare il problema elastico consiste nello
scegliere il campo di sforzi quale incognita primaria.

Questo approccio ha I'inconveniente che il campo di spostamenti va determinato
per integrazione del campo di deformazioni, operazione questa non sempre agevole e
non idonea all'implementazione in un codice di calcolo automatico.

Per contro I'approccio alle tensiori spesso da privilegiare per la soluzione di
alcuni problemi campione e di semplici travi elastiche iperstatiche.

Nel seguito si espone la formulazione variazionale del problema elastico posto in
termini di tensioni e si forniscono le condizioni differenziali di congruenza da imporre
sul campo di sforzi del continuo diauchy.
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3.1. Formulazione in termini di sforzi

Per eliminare il campo di spostamenti dal problema dell’equilibrio elastico si
decompone il campo di deformazioni totalic H come somma della deformazione
elastica e della distorsione imposta.

e=e+9.
La deformazione elastica viene quindi espressa in termini di tensianiH
e=Co.

Rimane daimporre la condizione di congruenza delle deformazioni totali e la condizione
di compatibilid statica tra tensioni e forze, attive e reattive. In forma variazionale si
scrive

(7, Co+6—Bw)=0, V7€eESrmo,

(o,Bvy=(f,+r,v), VveV,

dove w e il campo di cedimenti impressi.
Definendo la varietlineare delle tensioni in equilibrio con il caridoc . e con
le reazioni vincolari

S, ::{JEH (o, Bv)y=({L,v), VVGL',}.

il problema dell'equilibrio elastico in termini di tensioni si @scrivere nella forma
variazionale

(T,Co,+6—-Bw) =0, VT€Ssm0, 0,€S,.

dove o, € il campo di tensioni soluzione del problema.

Osservando poi che la vargetS, € somma di un campo di tensioni, € S, in
equilibrio e del sottospazid ,yro delle autotensioni, ponende, = o, + 7, con
T, € Sauro la condizione variazionale si pone nella forma

(t,Ct)=(7,Bw—-Co,-6d), VTE€Ssr0o, T,€Savro-
Si noti inoltre che dalla formula dEREEN segue che
(7,Bw) = (B;T, w)+ (N7, I'w)=(N1,0w), V7T€Sauro,

inquantoB,7 =0 e NT ¢ R.
Il problema elastico si ppuquindi esprimere mediante la condizione variazionale

(t,C7,)y=(N1,0w) —(7,Co,+6), VTESsvr0, T,€Savro-

La soluzione di tale problema lineaeeil’campo di autotensioni, € Sauro
che sommato al campo di tensioni equilibratp € S, fornisce il campo di tensioni
o, = o,+T, soluzione del problema elastico, equilibrato ed elasticamente congruente.
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3.1.1. Metodo delle forze

Le strutture sempligisecondo la definizione posta nella sezione 1V.14.5 (p. 496)
del Tomo |, sono quelle caratterizzate dal fatto che entrambi i sottospazi lingagi,
deicinematismi rigidi conforme S ,yro delle autotensioni, hanno dimensione finita.
Ladimensione dVy; €ilgradodilabilita I dellatravatura. La dimensione 8iyyro
e il grado di iperstaticia n della travatura.

Le strutture composte da travi sono strutture semplici.

Si assuma che il carico agente sulla struttura sia in equilibrio e che esista pertanto
un campo di sforzio, € S, in equilibrio con il carico.

Siaquindi{7, ; i =1,...,n} unabase diS,yro € sidenoti con

(Al={N\;i=1,...,n},
il vettore numerico delle componenti delle autotensioni in tale base.

Posto allora

A, =(7,Ct), p, = (N7, 0w) —(7;, Co,+d),

il problema dell’'equilibrio elastico si scrive in forma algebrica
[A][A]=[p],
ed il campo di sforzi in soluzione dato da
n
o,=> \T,+0,.
i=1

E’ questo ilmetodo delle forzell metodo fornisce un potente strumento di calcolo delle
travature elastiche eglanche alla base deietodo degli spostamenintrodotto nella
sezione 2.8 (p. 66).

Nella sezione V.2 (p. 195) saillustrata una procedura di calcolo automatico
delle travature elastiche piane in cui si fa ricorso ad entrambi i metodi.

3.2. Equazione differenziale di congruenza elastica

Per esprimere I'equazione differenziale di congruenza in termini di stato di sforzo
e conveniente far ricorso alla seguente iderf29].

Proposizione 3.1. Siae € Sym(V) un campo di tensori simmetrici del secondo
ordine cone € C*(£2). Allora e € Sym(V) soddisfa la condizione differenziale di
congruenza se e solo se

Ae+VV(tre) —2symV dive = 0.

dove V & l'operatore gradiente.
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Dim. Posto
A(e)= Ae+VV(tre) —2symV dive,

sussiste l'identd”
rot[rote]” = [tr A(e)] T — A(e),

con
trA(e) =2[A(tre) — div dive].

Dunque se rdtrote]’ = O sihache
tr rot[rote]” = tr ([tr A(e)]I— A(e)) = 2trA(e) =0,
e dunque
A(e)=[trA(e)]I=0.
Viceversa seA () = O si hache rofrote]” = [trA(e)]I - A(e) = O. O

Se I'elasticiié omogenea ed isotropa, il tensore di cedevolezza elastiato da
(vedi sezione 1.4.2 (p. 30))

1 1% 1 v
C=scl-gl®l=3¢ [H‘ 1+VI®I]>
e quindi risulta
14
2GA(Co)=A(o) — 1+VA((U")I)'

Ora si ha che
A((tro)I)=(Ao)I+ VV(lro),

ed essendo di# + b = o, risulta
A(o)= Ao+ VV(tro)+ 2 symVb,

dacui
]_ —

14
In definitiva I'equazione differenziale di congruenza si scrive

Y Atr(o) = —divb.
1%

v 14 .
Ao+ 7 VV(tre) + 2 symVb + -— (divb)I= 0.

Questa forma generaéedovuta @) oNATI [18] (1894) ed aMicHELL [19] (1900).
Se il campo di forze di massanullo 'equazione differenziale di congruenza
assume la forma semplice

Ao+ VV(tre) =0,
1+v

che€ il contributo originale dBELTRAMI ' [16] (1892).

19 BugeNio BELTRAMI (1835-1900). Professore di matematica a Bologna ed in altre Uniwersit’
italiane. ConRUDOLF OTTO SIGISMUND LIPSCHITZ (1832-1903) e ELWIN BRUNO CHRISTOFFEL
(1829-1900) fu un prosecutore dell'opera &RIEMANN.
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4. PRINCIPI DI ESTREMO

Si vuole ora mostrare come la determinazione dell’equilibrio elastico di una strut-
tura possa essere ricondotta alla soluzione di un problema di estremo condizionato.

Questa tematica rientra nelypampio capitolo che tratta della formulazione di
principi variazionali di stazionariato di estremo equivalenti ad un problema posto in
termini di operatori.

Cisilimitera qui adillustrare una derivazione per via diretta dei due classici principi
di estremo della elastostatica.

Una trattazione pi completa della teoria dei principi variazionelptresentata nel
capitolo VI.

4.1. Energia potenziale

Il primo principio di estremc ‘noto come principo dellminima energia poten-
ziale ed € associato alla soluzione del problema dell’'equilibrio elastico in termini di
spostamenti.

Siau, € £, la deformata elastica della struttura soggetta ai carichi 7, ed
alle distorsionid € H. In termini variazionali la condizione di equilibrio elastico si
scrive

(Au,,v)=(L, v+ (Ed, Bv), VvelLl,

ovVvero
(E(Bu,—-46),Bv)—({,v)=0 VvelLl.

Invirtu della simmetria della rigidezza elasti®ac L(H ; H), il primo membro risulta
essere la derivata direzionale del funzionale quadratico completo:

a’

1
P(u)::§<E(Bu—5)7Bu—6>—<£,u> ucec,l

nel puntou, € £, e secondo l'incrementy € L.

[l funzionale P(u) energia potenzialé somma di due aliquote.
e Il funzionale

1 1
5(E(Bu—6),Bu—5>:§<Ee7e) ueLl

a’

e I'energia di deformazione elastica della struttura.
Infatti e = Bu—4 e ladeformazione elastica associata allo spostamerdaC,
ed alla distorsion& € H .
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e |l funzionale
—(f,u)

ha la struttura formale della energia potenziale del cafieof . , se considerato
come sistema di forze posizionale (eeidipendente solo dalla configurazione) e
costante.

La definizione positiva diE assicura che la forma quadraticdEBu, Bu ) &
semidefinita positiva e che quindi il funzional®(u) & convesso.

L'annullarsi della derivata direzionale d(u) nel puntou € £ e lungo ogni
variazionev € £ significa che la deformata elastiag & un punto di stazionariet’
per P(u) nella variet £, .

La convessi di P(u) assicura infine che ogni punto di stazionaigt’Z, € un
punto di minimo assoluto irC,, .

La deformata elasticar, € £, pud quindi essere caratterizzata come punto di
minimo assoluto del funzional®(u) :

u, =argmin{P(u) |lueL,}.

Il risultato pw essere enunciato affermando che:

La deformata elastica di una struttura costituisce un puntcPrincipio di
di minimo assoluto per il funzionale energia potenziale minimo della
nell’insieme degli spostamenti ammissibili. E.P.

La condizione di minimo dell&.P. permette quindi di individuare tra tutte le
deformate ammissibili quelle in equilibrio elastico. Il punto di minisanico se non
Vi sono spostamentigidi compatibili.

Osservazione 4.1Nell'enunciato del principio della minim&.P.il lavoro virtuale del
carico per uno spostamento ammissibile viene spesso interpretato come I'opposto della
variazione di una energia potenziale.

Pertanto il funzionale viene detnergia potenziale total¢E.P.T.) in quanto
somma dell’energia elastica e di quella potenziale dei carichi.

Tale terminologia in effetti assolutamente da evitare in quanto ingenera nel lettore
il dubbio che i risultati di cui trattasi siano condizionati dall’essere valida la prapriet’
di conservativié delle forze esterne.

Nell’ambito della teoria linearizzata delle strutture, in cui si fa riferimento ad
un’unica configurazione di riferimento per imporre I'equilibrio, ogni discorso sulla
conservativid delle forze esterne del tutto priva di significato.

Il concetto stesso di conservat®jte quindi di esistenza di una energia potenziale,
richiede infatti di verificare se il lavoro virtuale del sistema di forze sia o0 meno nullo
guando la struttura compie un arbitrario percorso chiuso nello spazio delle configu-
razioni.

Cio e del tutto impossibile se si prescinde dall’'assegnare la legge con cui le forze
esterne variano in conseguenza di un cambiamento di configurazione della stmittura.
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4.2. Energia potenziale complementare

Il secondo principio di estreme noto come principo dellminima energia com-
plementareede associato alla soluzione del problema dell’equilibrio elastico in termini
di tensioni.

La condizione di congruenza per il campo di deformazione tatale H della
struttura si scrive nella forma variazionale

(7',6::0—BW>:O7 \V/TESAUTo,

in cui ,
SAUTO:{U’EslBUGR},

& il sottospazio delle tensioni autoequilibrate. Denotando€Gor E ™' € L(H; H)
I'operatorecedevolezza elasticai puo esprimere la deformazione totadg € H in
termini di tensioni e di distorsioni impresse

e, =e,+6=Co,+9,

dove o, € H e il campo di tensioni in soluzione.
Denotando con

S, :={oceH :(o,Bv)=(l,v), VveL},

la variefi affine delle tensioni in equilibrio col caricé, la condizione di equilibrio
impone allora cher, € S, .
La condizione variazionale di congruenza somuindi riscrivere

(7,Co,+6—-Bw)=0, o,€S85,, VT€Sauro-

In virtl della simmetria della cedevolezza elast{€a il primo membro risulta essere
la derivata direzionale del funzionale quadratico completo

1
PC(O'):§<U,CO'>+(O'7(S>7(O',BW>, occs,,

nel puntoo, € S, e secondo l'incremente € S auro -

Il funzionale P¢ (o) prende il nome denergia potenziale complementare
guanto il funzionale quadratico

1
5(0’,00’), ccs,,

rappresenta I'energia elastica complementare nella struttura, in presenza del campo di
tensionio € S. )
Osserviamo che per € S, sihaBo -/ € R.
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Ponendo quindir(o) = B'o — ¢ il funzionale P%(o), a meno del termine
costante—( ¢, w) si pw riscrivere

1
PC(0)=§<G,Ca>+<a,6>—<r(a),8w>,

in cuil'ultimo termine rappresenta il lavoro virtuale delle reazioni vincolari, in equilibrio
con lo stato tensionaler, per i relativi cedimenti.

La definizione positiva dC assicura che laforma quadratica , Co ) € definita
positiva e che quindi il funzional®‘ (o) & strettamente convesso.

L'annullarsi della derivata direzionale @“ (o) nel puntoo, e lungo ogni vari-
azionet € S,uro Significache il campo ditensiomt, € S, € un punto di stazionariet’
per P¢(o) nella varie S, .

La stretta convessitdi P“(o) assicura infine che tale punto di stazionaritt’
S, € il punto di minimo assoluto irs, .

Il campo di tensioni in equilibrio elastice,, € S, puo quindi essere caratterizzato
come punto di minimo assoluto del funziond®' (o) in S, :

o, =argmin{P%a) | o € S,}.

Il risultato pw essere enunciato affermando che:

Il campo di tensioni in equilibrio elastico in una struttur S
costituisce un punto di minimo assoluto per il funzionale Pr.|n.C|p|o di
energia potenziale complementare nell’insieme dei campi dgmlmo della
tensione in equilibrio col carico. P.C.

Lacondizione di minimo dell&.P.C.permette quindi diindividuare tra tuttii campi
di tensione equilibrati quello cui si associa una deformazione elastica che, sommata alle
distorsioni impresse, risulta congruente.

Osservazione 4.2. Come si mostrex nel capitolo VI, i funzionali che compaiono
nel principio della minima energia potenziale e nel principio della minima energia
complementare non sono tra loro complementari.

Per trasformare un problema elastico, posto in termini di spostamenti, in uno
complementare, posto in termini di sforzi, vanno infatti seguite preegae di com-
plementaried che sono esplicitate e discusse in dettaglio nel capitolo VI. ]

5. ONDE ELASTICHE

L'equazione differenziale del moto di un mezzo elastico isotropo ed omogeneo si
deduce dall'’equazione differenziale di equilibrio della sezione 2.10 (p. 76) sommando
al campo di forze di massh il campo di forze d’inerzia—pu.



Il-STRUTTURE ELASTICHE

Si perviene casall’equazione del moto dVAVIER

a) ¢ Au+wgrad diVu—I—E:ij,
p p P

che, essendo

AL G E A+G 1
S 2(1+v)(1-2v)° G 1-2v’
si pw anche scrivere
1 . 1 p .
a) Au+172ygradd|Vu+5b_5u.

Tramite I'identifd differenziale
Au = div gradu = grad divu — rot rotu,

I'equazione del moto si muscrivere nella forma di.AME-CLAPEYRON

A+2G

b) grad divu — ¢ rot rotu + b =u,
p p

ovvero A+2G A+ G b
+ Au+ + rot rotu + — =u,

p p p

A+2G G
¢ = P s ¢ = ;a

'equazione del moto si muscrivere

¢)

Definendo le costanti

. b .
b) ¢ grad divu — ¢ rot rotu + 5= u,

ed introducendo gloperatori d’'onda

Dluzc?Au—ij, Dtu:cfAu—ij,

si perviene alla forma

a) Dtu—&—(cf—cf) grad diVu—i—%:o,

87
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Siassumaorachb =o.

Dalle equazionia) e ¢) segue che
rotu=o = J,u=o,

dvu=o0 = J,u=o.

B La costanter; € lavelocit irrotazionaleo velocit longitudinaledel suono,
W la costantec, € lavelocit isocorao velocit trasversaladel suono.
Si noti che risulta
q  [2(1—-v)
1-2v

G

Perv = 1/3 sihaquindi chec, = 2¢,. Per0 < v < 1/2 sihachec, > v2¢,

Operando sull'equazioné) con l'operatore div e sull'equazione) con
'operatore rot si ottiene che

i) O,divu=o,
i1) [, rotu=o.
Dunque

e la divergenza diwmt del campo di spostamento soddisfa I'equazione delle onde
convelocit irrotazionale ¢, ,

e il rotore rotu del campo di spostamento soddisfa I'equazione delle onde con
velocit isocorac, .

Applicando quindi I'operatore]; all'equazionea) con b = o, si ottiene che
0, (CIQAU —u) —I—ch?grad divu=o0.
Osservando poi che per 2
0, ¢ grad diva = ¢} grad(TJ, divu) = o,
si giunge alla relazione
,0,u=o,

che costituisce I'analogo dinamico della propaidt biarmoniciéi del campo di sposta-
menti elastici stabilita nella proposizione 2.10 (p. 79).

Lo studio delle onde elastiche pwessere anche condotto facendo ricorso alla
decomposizione di un campo vettoriale mediante il teoremHmiMHOLTZ (vedi
Tomo Zero [33] proposizione 1X.1.3 (p. 145)).
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Il teorema diHELMHOLTZ assicura che il campo di spostamenti ed il campo di
forze di massa ammettono le decomposizioni

i) u= gradyp + rotep, divy =0,

i1) —%: grada + rotg, div@=0,

con ¢ e « potenziali scalari ey e 3 potenziali vettori (solenoidali).
Sostituendo nell’equazione del moto nella formd.dimE-CLAPEYRON

; b .
b) 612 grad divu — cf rot rotu + — = u,
’ p

si ottiene I'equazione
grad(c? A, ¢ — ¢ —a) — rot (¢? rot rotep + 4 + B) = o,
Dall'identita differenziale
rot rotu = grad divu — div gradu,
si ottiene quindi che
grad(c’ Ay ¢—¢—a)+rot (2 Ayep—p—B) =o,

ovvero
grad (0,0 — ) + rot (0,20 — B) = 0.

L'equazione del mote guindi soddisfatta se sono sono soddisfatte le equazioni
Dl¢ =,
Dt'lp = /67

rispettivamente dettequazione scalare del mosequazione vettoriale del mato

A SomiGLIANA 2 & dovuta la dimostrazione che, viceversa,is& soluzione
del’equazione del moto allora i potenziali scalare e vettore definiti dglle i7)
soddisfano le equazioni scalare e vettoriale del moto [17], [29].

20 CARLO SOMIGLIANA (1860-1955). Inizio gli studi universitari a Pavia dove fu allievo Bi BEL-
TRAMI. Pase’poi alla Scuola Normale di Pisa dove ebbe per ma8stniTi e DINT e come condiscepolo
e amicoV. VOLTERRA. Laureatosi nel 1881, nel 1887 inizlinsegnamento come assistente di Analisi
Matematica all’'Universa di Pavia e nel 1892 fu nominato professore di Fisica Matematica. Nel 1908gpass”
Torino, ove rimase sino al collocamento a riposo nel 1#35viGLIANA fu un fisico-matematico del tipopi®
classico, e di lui si patipetere quel che egli stesso scrisse a proposita dWOLTERRA: € un classico puro,
rimasto fedele alla scuola 8iETTI € di BELTRAMI nella quale era cresciuto. La sua Fisica Matematica, pur
tanto ricca di originali, € affine a quella dHELMHOLTZ, di LORD KELVIN, di KIRCHHOFF.



90 5-ONDE ELASTICHE

Dalteorema dHELMHOLTZ segue che il campo di spostamentb@sSere univoca-
mente decomposto come somma di due aliquote, una solenoidale e I'altra irrotazionale:

u=u,+u,, con rotuy;=o, divu, =0.
Analogamente, postb = b/p, si pw effettuare la decomposizione
b=b,+b,, con rotb,=o0, divb,=0.
L'equazione del moto
b) ¢ grad divu— ¢ rot rotu+b =1,
Si scrive

b) O,u,+b,+0,u,+b,=o0.

Operando prima con la divergenza e poi con il rotore I'equazione del moto fornisce le
condizioni
div (O,u,+b;) =0,

rot (J,u, +b,) =o.

Si osservi quindi che

rotu; = o, rotb, =0 = rot (J,u, +b,) = o,
divu, =0, divb, =0 = div (0J,u, +b,) =0,
e che un campo vettoriale i#® & univocamente determinato dai relativi campi di

divergenza e di rotore. Le componenti, solenoidale ed irrotazionale, del campo di
spostamenti soddisfano dunque rispettivamente le equazioni del moto

Oyw+b, =o,
Dzuz"‘gt =o0.

Le onde soluzioni della prima equazione sonotele volumetrichequelle soluzioni
della seconda equazione sonmiele di taglio

Osservazione 5.1.In sismologia le onde che si propagano con vetejtsono dette
onde primariglonde P), quelle con veloeitc, sono dett@nde secondari¢gonde S)m
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5.1. Onde progressive

Un campo di spostamenta € £ della forma
u(r,t)=asin(m-r—ct), |ml|=1,

e detto unbnda progressiva sinusoidatk ampiezzaa, direzionem , eveloci@ c.
¢ Si ha unbnda longitudinalese il vettore ampiezza parallelo alla direzione di
propagazione, csea X m = 0.
¢ Sihainvece urdnda trasversalse il vettore ampiezzaortogonale alla direzione
di propagazione, cmSea-m =0.

Si ponga ora il compito di determinare le condizioni necessarie e sufficienti affihch”
campo di spostamento soddisfi I'equazione del mof§ &i1Er-CAUCHY:

a) ¢ Au+ ATC grad divu + b =u.

p p p

A tal fine si osservi che, posto
o(r,t) =m-r—ct,
la derivata direzionale secondo € data da
gradu(r,t) -h =a grad[sin(m - r — c¢t)] - h = a cosy(r,t) (m - h) =
=cosp(r,t) ch.

ed il gradiente del campe quindi

gradu(r,t) = cosp(r,t) (a® m).

Si ha dunque che
divu = (m - a) cosp(r,t),
rotu = (m x a) cosp(r,t) .
in quanto
e dvu=trgradue tr(a®@m) = (m-a),
e rotu =2 axial emi gradi e (m x a) = axial emi(a ® m).

Dunque I'onda progressivalongitudinale se rai = o e trasversale se div= 0.
Si hainoltre che

Au= —asing(r,t),
grad divu = — (m - a) m siny(r,t) = —(m ® m) a siny(r, t),

it = —c?asing(r,t).
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Dunque il campo di spostamento soddisfa I'equazione del moto se e solo se

a) gI—|—ﬂ(m®m) a=ca.
p p

Definendo iltensore acustico
A(m) ::c?(m@m)—kcf(I—m@m),

I'equazione del moto impone che il vettore ampiezza dell’'onda sia una direzione
principale per itensore acustico

A(m)a=_c%a.

Si osservi che

¢ iltensore simmetrican ® m € il proiettore ortogonale nella direzione del versore
m che individua la direzione di propagazione,

e iltensore simmetricd—m®m e il proiettore ortogonale sul piano perpendicolare
alla direzione di propagazione.

Dall'espressione del tensore acustico, si deduce che esistono due autospazi:

e l'autospazio monodimensionale generato dalla direzione di propagaaicaeui
corrisponde l'autovalore?

e |'autospazio bidimensionale ortogonale alla direzione di propagazione a cui cor-
risponde I’autovalore:f .

Si pw dunque concludere che

Proposizione 5.1. Onde progressive. In un continuo elastico lineare, omogeneo ed
isotropo esistono solo due tipi di onde progressive sinusoidali. Le onde longitudinali
che hanno veloditirrotazionale e le onde trasversali che hanno velacs#cora. [

In un mezzo elastico anisotropo le onde non sono in generlengitudinali
né trasversali e la velocitdelle onde progressive cambia al variare della direzione di
propagazione.

B Onde superficiali.

Nella vicinanza della superficie di un corpo si possono propagare onde elastiche
che non penetrano all'interno, smorzandosi secondo una legge esponenziale con la
distanza dalla superficie. lande superficialsono anche dettende diRAYLEIGH 2!

(vedi ad es. [26]).

2l JoHN WILLIAM STRUTT LORD RAYLEIGH (1842-1919). On waves propagated along the plane
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Il — ELASTICITA' GENERALIZZATA

Lateoria dell’elasticirappresenta un capitolo fondamentale della Fisica Matema-
tica e conduce a risultati che trovano applicazioni in moltissimi altri contesti apparen-
temente diversi ma che con essa condividono peculiari pradoetiali.

Intorno alla med del ventesimo secolo, partendo dai primi importanti contributi
di FENCHEL [5], [6], si & andata sviluppando una nuova disciplinanilisi Convessa
che consente la trattazione di modelli descritti da mappe multivoche.

In questo capitolo, dopo una presentazione degli strumenti essenziali dell’ Analisi
Convessa che include anche contributi originali dell'autore [38], [40], simostra come sia
possibile discutere una fomulazione generalizzata del problema dell’equilibrio elastico.

Il problema dell’esistenza di una soluzione del problema elastico generalizzato
conduce naturalmente allo sviluppo di una teoria che presenta in forma geometrica
risultati e metodi che fanno parte del capitolo della meccanica delle strutture detta
Analisi Limite

La generalig della trattazione e gli strumenti illustrati nelle sezioni introduttive
consentono di svilupare in modo diretto e completo una formulazione variazionale.

Si mostra infine come il quadro teorico possa essere direttamente applicato
all'analisi di modelli strutturali caratterizzati da comportamenti costitutivi anelastici
ed in particolare a modelli plastici, viscosi e viscoplastici.

La teoria viene sviluppata seguendo un percorso che procede dalcgsmprale
intoducendo via via ipotesi aggiuntive che consentono di ottenere risultati particolari.

1. LEGAMI MULTIVOCI

Si consideri un modello strutturale definito su di un domifloe sianoD ed
S spazi lineari in dualé’cui appartengono rispettivamente i campi di deformazione
€ € D edicampidisforzoo € S.

La topologia neglispazD e S € quella dHILBERT definita dal prodotto interno
in L2(02)°:

(&1, €9) :/51 e, dv, Ve,e, €D,

n

((0'1,02)):/0'1-02dv, Vo,,0,€S8.
n
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Dal punto di vista topologico ed algebrico i due spazi possono dunque essere identificati
con uno spazio pivot
H=D=8=L*)°.

E’ pero opportuno adoperare notazioni distinte per gli spazHdiBERT D e S

per evidenziare il diverso significato meccanico dei campi ad essi afferenti e pertanto
adoperare per il prodotto scalare tra elementidie di S il simbolo che denota in
generale il prodotto di duadit ponendo

<a,e>:/a-sdv.
n

Si premettono alcune definizioni generali. Stauno spazio lineare.
m Uninsieme lineareL C X & caratterizzato dalla propraet

X, X, €L
12 = oy X +ayx, € L.
g, 0y €R

m Uninsieme affined C X’ & caratterizzato dalla proprét”

X, X, € A
a0, €ER S = ogX +ayx, €A
o +a, =1

B Uninsieme convessS C X e caratterizzato dalla propréaet”

X,Xy €S
aj, €N b = o x +ayx, €S.

a,a, >0, o +a,=1
B UnconoC C X & caratterizzato dalla propréet’

xelC
aeR = axel.
a>0

m |l grafico di una relazion@ello spazio prodottd x S € un sottoinsieme

GE)YCDXxS.
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B Ad ognirelazioneG(£) C D x S si associano dumappe multivoche
E:D—S, £1:S—D,

definite da
E(e) := {0' €S : {e,o}e g(s)},

El o) :={eeD : {e,0}€G(&)}.
| domini efficaci dom& e domE ™" sono definiti dalle condizioni

domé :={eeD: Ee) # 0},
domé*t:={oecS: o) #0}.

La proprieta di monotoniadi un grafico si definisce estendendo ad un contesto
generale le propriatessenziali di un diagramma cartesiano che venga tracciato sul
foglio R, effettuando sempre incrementi dello stesso segno sui due assi.

Il grafico puwo presentare tratti orizzontali e tratti verticali ma non tratti decrescenti,
come illustrato in fig. 1.1.

La proprieta di monotonia massimaldi un grafico inR, puo essere descritta in
modonaiverichiedendo che il diagramma venga tracciato senza mai staccare la matita
dal foglio e prolungando idealmente il diagramma in entrambi i versi,at@sésso non
abbia estremi.

Oy

Fig. 1.1 Diagramme — o

Le definizioni formali sono le seguenti.

B La proprieta di monotoniarichiede che per ogni coppia di punfe,,o;} e
{e,,0,} di D x S appartenenti al grafico risulti:

(0y—0,,€y—€)2>0.
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B Laproprieta di massimal& impone che, se un puntfe, o} € D x S puo essere
aggiunto al grafico senza invalidare la proi€eti'monotonia, allora tale punto
deve appartenere al grafico:

(0—0,,e—¢€,)>0, Vi{e,o}€GE&) = {e,0}€G(E).

Osservazione 1.1.La dimostrazione dell’'esistenza di almeno un grafico monotono
massimale fa ricorso #mma diZornN (o all’Assioma della Scelyapilastro logico
fondamentale nella costruzione della matematica moderna. A tal fine si osservi che

e l'insieme G,,,no dei grafici monotonie’infatti parzialmente ordinato dalla re-
lazione di inclusioneC ed inoltre

e ogni sottoinsieme{G,, € Gpon0| @ € A} totalmente ordinato ammette come
estremo superiore I'unione
U gu :

acA

Il lemma diZornN assicura allora che l'insiemé,,,,,, contiene almeno un elemento
massimale. m

Osservazione 1.2L.a monotonia del legame multivod® : D — S assicura che lungo
un qualsiasi segmento

(1—-t)e, +te, C dom&, te[0,1],

esiste l'integrale:

€9 1
/(8(6), de ) ::/(S((l—t)€1+t62), €, —g,)dt.
€1 0
Si noti che nella valutazione dell'integrale risulta ininfluente la scelta di una particolare
determinazione del legame multivoco.
Infatti il legame multivocof : R U {+ co} — R U {+ oo} definito da

f@) :=(E((Q—t)e, +tey),e,—€,),

& monotono sull'intervallg 0, 1] e si puo mostrare che I'insieme di punti i, 1] in
cui f & multivocoe finito o numerabile e pertanto ha misura nulla secdmglRESGUE
[38]. Il valore ivi attibuito ad un rappresentante univoco glit) & quindi inessenziale
nella valutazione dell'integrale. ]
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1.1. Legami conservativi

B Laproprietadi conservativiadel legamet richiede che sianulloillavoro associa-
to allegamef lungo una qualsiasi polilinea chiudd, contenutain dord C D.

Deve quindi risultare

?{<5(5)7d5>:0, VII_eD.
T

Fig. 1.2

Si consideri ora una-polilinea I1_ in D e siai = 0,...,n l'indice dei suoi
vertici. Si ponga inoltre la seguente definizione.

¢ Unraffinamentadi I7_ & unam-polilinea (m > n) contenuta iniI, .

In virtl della monotonia del legamg (vedi fig.1.3), sussiste la seguente

m formula fondamentalper 'integrale lungo una polilinedl, C dom¢:

=0
1T

n—1 n—1
sup{z<0i,si+1—si)}:/(E(e),de>: inf{Zm'iH,siH—si)},
i=0

dove le siriferiscono ad arbitrari raffinamenti di_ e la scelta dio; € £(¢;)

e inessenziale.
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v
v

Fig. 1.3

m Un grafico gode della proprigidi monotonia ciclicase comunque si assegni una
n-polilinea chiusa di vertici{e,} € D coni=0,...,n, (e, = ¢,) ed una cor-
rispondenten-upla di vettori dualio, € £(e;) C S, sussistono le diseguaglianze:

> (0,64, —€)<0, > (0, €4 —€)>0.

1=0 =0

Sussistono inoltre le seguenti propaet”

Proposizione 1.1. Equivalenza tra monotonia ciclica e conservatidt™ Un legame
multivoco £ & conservativo se e solo se gode della progritmonotonia ciclica.

Dim. Dallaformulafondamentale che definisce l'integrale lungo una polilinea si evince
che l'annullarsi dellintegrale lungo una qualsiasi polilinea chidgac domé& im-
plica la proprie&’ di monotonia ciclica.

Viceversa la monotonia ciclica del legange implica la conservativd. Infatti
l'integrale lungo una qualsiasi polilinea chiu@s C domé& é nullo in quanto estremo
superiore di un insieme di numeri non positivi ed estremo inferiore di un insieme di
numeri non negativi. O

Proposizione 1.2. Monotonia ciclica del legame inversoUn legamef e ciclicamente
monotono se e solo tateil legame inversaE ! .

Dim. Per ogni n-upla di puntie;,0;} € D xS, coni =0,...,n e {e,0,} =
{g,,0,}, valgono le eguaglianze

n—1 n—1
Z:O<Uz7€i+1_€q‘,> :_§)<Uz+1_‘7ia€z+1>v
n—1 n—1
Z;)“"iﬂv€z‘+1_€i>:_§)<”z+1_‘7ia€z>-

Ne consegue che la monotonia ciclica del legatnenplica quella del legame inverso
&' ecioe che per ognin-upladivettdd} coni = 0,...,n edo, = o, , sussistono
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le diseguaglianze:

n—1 n—1

Y (0 — 0, &)< 0; D (0~ 06,20,
i=0 i=0

dovee, € 5’1(02.). Si pw quindi attribuire la proprietdi monotonia ciclicaal grafico
Gge&). O

Proposizione 1.3. Conservativia'del legame inverso. Un legame€ & conservativo
se e solo se talé il legame inversE~! e cice:

j'{ (E(e),de)y=0 VII,eD f (€Y o),doy=0 VI €S,

1 I,

Dim. llrisultato segue dalle proposizioni 1.1 e 1.2. Somuwindi attribuire la propriet”
di conservativid al graficoG (&) . O

Osservazione 1.3. Ovviamente anche per lintegrale lungo una qualsiasi polilinea
11, € dom&™' sussiste ldormula fondamentale

n—1 _ . n—1
SUp{Z“"iH_o’w%)} :/(5 1(a’),da‘)z 'nf{z<‘7¢+1_0}:a51ﬁ+1>}

i=0 i=0

dove le Y si riferiscono ad arbitrari raffinamenti di . e la scelta die; € £ '(o;) &
inessenziale. |

1.2. Legami elastici generalizzati
| legami elastici generalizzati
E:D—S, £1:8S—D,

sono mappe multivoche associate ad telazionecon grafico G(£) C D x S, che
godono delle seguenti propréet”

i) G émonotono massimale
i) G(€) € conservative

iii) domé& e dome™" sonoinsiemi convessi
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L'appartenenza di un puntfe, o} € D x S al grafico della relazione elastica si
esprime nei seguenti modi equivalenti

{e,0} €G(E) — oc&(e) — ec& (o).

In termini meccanici la monotonia del legame significa chedalezza tangentéel
materialee’ sempre non negativa ed anche eventualente infinitamente positiva. In tal
senso il materiale ha quindi un comportamembn instabile

2. POTENZIALI CONVESSI

Ad ogni grafico conservativgi(£) si possono associare due

W potenziali complementarp : D — RU{+ 0} e ¢ : S — RU{+ 00} cor-
rispondenti rispettivamente ai due legami conservativi

£:D—S, £€':8-D.

Per studiare le propriatdei potenziali complementari si fissi un insieme finito di punti
{e;,0.} €G(E)CDxS i=0,...,n+1,

con{e, ,0,. .} =1 0}.
Si considerino quindi le polilinee:
e II_C D divertici {¢;} i=0,...,n+1,
e II_C S divertici {o,} i=0,...,n+1.
La proprieti di convessi dei domini efficaci dort€) e dom(£~") del graficoG (&)
assicura che le polilineé/_ e II_ giaccionoin don{&) e dom(E’l) (fig.2.1).

Fig. 2.1
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Integrando lungo le polilineél_ e II_ i potenziali complementarp e ¢» sono
definiti sui domini di& e di &' dalle relazioni:

€

© Potenziali
4 complementari

| potenziali complementarp e ) sono posti eguali a- oo al di fuori dei rispettivi
domini efficaci dom(£) e dom(£™).

m |l dominio efficacali un funzionale a valori reali estegi: D — R U {+ 0} &
definito da
domf :={ee€D : f(e) <+o0}.

Per i potenziali complementari associati ad un grafico conservéiigo si ha pertanto

che

domy = dom(€), domy = dom({l).

Si noti che, accettando che lo spazio dei valori dei potenziali sia il campo esteso dei
numeri realiR U {+ co} sihache
e il potenzialey risulta definito su tutto lo spazi®,

e il potenzialet) risulta definito su tutto lo spazié .

Per ottenere le espressioni dei potenziali in forma chiusa l'integrazioneegsere
convenientemente effettuata lungo segmenti rettilinei che uniscono il punto iniziale e
quello terminale:

1

w@)—wwaz/}ﬂa+w@—egLe—ewda
0

1

w®—¢w»=/w*wu%w—am7a—%>w-

0

L'analisi delle propried’dei potenzialip e ¢ si conduce facendo ricorso alle formule
fondamentali scritte in precedenza.
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Sussistono dunque le seguetimule notevoli

n—1
(p(E) - @(60) = SUP{Z ( g, €i+l - ) +<Un7 E—€, >}

i=0

n—1
= inf{Z(oiH,sHl€i>+<o',€€n>}

1=

cone € dom(€) eod € E(e).

n—1
= 5Up{2<0i+1—0¢75i>+<0—0na€n>}

i=0

n—1
inf{z (0,41 —

~ Ui’€i+1>+<a_a7z7€>}
b

cono c dom(E Y eec& (o).

dove le ) siriferiscono ad arbitrari raffinamenti dii, e di II_ .

W L epigrafodi un funzionaley : D — RU{+ oo} € linsieme dei punti dello
spazio prodottaD x R delimitato inferiormente dal grafico del funzionale:
epip :={{e,a} eDxR|a>p(e)}.
B Un funzionale convess® : D — RU{+ oo} & caratterizzato dall’avere un
epigrafo convesso.
® Unfunzionale sublineare : D — R U {4+ oo} & caratterizzato dalle propréet’
i) plae) aple), Va >0, Ve € D,

i)

Ovviamente un funzionale sublineagecdnvesso. Un esempio notevole di funzionale
sublinearee”

B unaseminorman uno spazio linearéD, che€ un funzionale caratterizzato dalle

positiva omogenei,

p(e)) +p(ey) > ple, +¢&,), Ve, e, €D, subadditivib.

proprietl
i) plae) =|alple), Vae R, VeeD,
i) ple)) +pley) >ple, +e,), Ve, e, €D, subadditivi.
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Una seminorma gode delle propaet”

ple; — &) > |ple)) —pley) |, Ve e, €D,
p(e) >0, VeeD.

Un altro esempio notevoke fornito da

B unanormain uno spazio linearé® che€ una seminorma definita positiva e€io”
una seminorma che si annulla solo in corrispondenza del vettore nullo.

B Un funzionale inferiormente semicontinyo: D — R U {4+ co} € caratterizzato
dalla proprie&’

liminf o(e,) > p(e).

€,€

Un funzionaley : D — R U {+ oo} inferiormente semicontinue anche detto un
funzionale chiuse si scrivep = @ in quanto sussiste la seguente proprid9], [20].

Proposizione 2.1. Chiusura dell’epigrafo e inferiore semicontinua. Un funzionale
convess@ : D — R U {+ oo} einferiormente semicontinuo se e solo se haun epigrafo
chiusoinD x R. O

Proposizione 2.2. Convessitdei potenziali. | potenziali : D — RU {4+ o0} €
¥ :S+— RU{+ o0} sono convessi.

Dim. Dalle formule notevolsi deduce che gli epigrafi dei potenziali sono intersezioni
di famiglie di semispazi negli spazi prodot x R e S x R e dunque sono convessi
in quanto intersezioni di famiglie di convessi. O

Osservazione 2.1.Si osservi che i potenzialip e ¢ assumono per definizione il
valore + oo al di fuori dei rispettivi domini e dunque i loro epigrafi sono intersezione
di semipiani anche verticali.

| potenziali ¢ e ¢ sono quindi restrizioni rispettivamente a dofi) e
dom(£™") dei funzionali inferiormente semicontinui definiti dai secondi membri delle
formule notevoli

Tali funzionali sono infatti inviluppi superiori di famiglie di funzionali affini con-
tinui definiti rispettivamente sugli interi spazt e S.

| potenzialiy : D — RU{+ o0} €9 : S — RU{+ o0} in generale non sono
pe inferiormente semicontinui.

Si osservi comunque che, se d@f) & chiuso, il potenzialep : D +—
RU{+ o0} & inferiormente semicontinuo. Analoga osservazione valeypeiS —
RU{+oc0}. [
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Una basilareproprieta di invarianzalega i potenziali complementarp e .
Risulta infatti

n—1
p(e) —p(e,) = SUD{D% € — &)+ (0, e—em}
=0

n—1
Sup{ (G'i—0'71+1,€i+1>+<0'"—0',E>}+<U,€>—<0'O,Eo>_
=0

—1
—inf{ <‘7i+1—‘7ia€i+1>+<‘7_‘7na5>}+<‘775>_<‘70a€o>:
=0

3

=y(o,) —Y(o)+(o,e)—(0,,€,).
Vale quindi laproprieta di invarianza
50(51) + ¢(U1) —(0, &)= 90(62) + ¢(Ug) — (09, &),
Ve, o}, {50, €G(E).

Tale propried’si enuncia affermando che:

Proposizione 2.3. Invarianza del trinomio fondamentale. Il trinomio fondamentale
definito sullo spazio prodott® x S dal funzionale convesso

I(e,0) :=p(e) +¢¥(o)— (0, €),

e invariante sul graficag (&) . O

La monotonia del grafico implica che per ogni cop@i;ag, ag} € G(€) sussiste la
m proprieta di sottodifferenziabila

o(e) —ple,) 2(0,,e—¢€,), Ve€eD,

w(a)_¢(0g)2<a_ag7sg>7 VU€S7

Nelle relazioni precedenti il segno di eguaglianza sussiste se e solo se rispettivamente
{e,0,} €G(09) e {e, 0} € G(d).

Le propriet di sottodifferenziabila’si denotano simbolicamente con le inclusioni

o, €00¢(e,), g, EN(o,).

W Gliinsiemi dp(e,) C S e 0y(o,) C D sono isottodifferenzialdei potenziali
¢ e neipuntie, cDeo,€S.
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| sottodifferenziali sono insiemi convessi chiusi in quanto intersezioni di semispazi
lineari chiusi

La propriefi di sottodifferenziabild’equivale ad affermare che sussistono le in-
clusioniG(€) C G(dy) eG(E) C G(IY).

E’ facile verificare che i grafia (0¢) e G(9v) sono monotoni (anzi ciclicamente
monotoni) e pertanto la massimalidel grafica (€) impone che risulti:

g(&) = G(9p) = G(09).

Sulla base di queste propresi po immediatamente dimostrare che

Proposizione 2.4. Proprieidiminimo. litrinomio I(e, o) = p(e)+y(o)—( 0o, €)
assume sul graficg;(£) un minimo assoluto.

Dim. La proprieti di sottodifferenziabild’equivale a richiedere che per ogni coppia
{e, 0,1 €G(E) sia
I(e,o,)

I(e, o)

Y

1(
1(

). VeeD,

€,0
sg,ag), Voes§,

Y

con eguaglianza se e solo se rispettivamente
{e.o,} €G(€E) e {e, 0} €G(E).

Cio significa che, spostandosi dal grafico in direzione di uno qualsiasi degli assi, il
valore del trinomioI (e, o) aumenta.

Seinfatti {e,0} ¢ dom(€) N dom(£~1) sihachel(e,o) = +o00.

Daltronde per ogni{e,, o} € dom(€) N dom(E~") esiste almeno uwr, <
dom(&~) tale che{e,,o,} € G(€) equindil(e,, o) > I(e,,0,).

Il grafico G(€) & dunque I'insieme minimale per il trinomif(e, o) . O

2.1. Potenziali coniugati

| potenziali complementari sono definiti dal grafi6éc) a meno di due arbitrarie
costanti additive di integrazione.

La proprietl di invarianza del trinomio fondamentale sul grafige) , stabilita
nella proposizione 2.3, consente di dare la seguente definizione.

B | potenziali convessip e ¢ sono dettipotenziali coniugatse le costanti di inte-
grazione sono fissate in modo da rendere nullo il valore del trinaftéoo) sul
graficoG(€) .

Dalle proposizioni 2.3 e 2.4 si deduce che sussistono le
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W relazioni diFENCHEL

pe)+iY(o) >(o,e), V{e,o}eDxS,
p(e) + (o)

(og,e), < {e, o} €G(E).

Tali relazioni costituiscono I'estensione deltasformata diLEGENDRE ai funzionali
convessi non differenziabili. Da esse segue immediatamente che:

ple) =max{(o,e)—y(o)| o cS}, Ve € dom(€),
Y(o)= max{(o,e)—p(e)|e € D}, Voe dom(E1?).

Al di fuori dei domini dom(€) e dom(£~!) i potenziali p(e) e (o) assumono
per definizione il valoret oo .

Pertanto se i domini doii€) e dom(£~') non sono chiusi noe detto che i
potenzialip(e) e ¥ (o) siano inferiormente semicontinui.

E’ comunque possibile effettuare una operaziorregblarizzazione dei potenziali
modificandone il valore in punti della frontiera del dominio.

Tale modifica consiste nel sostituire, ove possibilei- ac il piu piccolo valore
finito compatibile con la propriatdi convessi.

In altri termini la regolarizzazione si effettua identificando i potenziali, nei punti di
frontiera del loro dominio, con i funzionali convessi inferiormente semicontinui di cui
essi sono la restrizione. | potenziali e ¢ sono infatti le restrizioni rispettivamente a
dom(€) e dom(£-1) dei funzionali inferiormente semicontinui definiti dai secondi
membri delleformule notevoli

L'espressione dei potenziali regolarizzati si ottiene lasciando I'argomento libero
di variare in tutto lo spazio e sostituendo I'operazione di massimo con quella di estremo
superiore.

All'interno dei domini le due espressioni coincidono mentre altrove si produce
eventualmente I'effetto di regolarizzazione (chiusura degli epigrafi):

p(e)=sup{(o,e)—9Y(o) | o €S}, Ve € &,
U(o) = sup{(o,e)—p(e)|e €D}, Voes.

In Analisi Convessa le relazioni precedenti costituiscono la definizione dell’operazione
di coniugioo dualita secondd'ENCHEL (vedi ad es. [13], [19], [20], [39]).
Si ha quindi che

m il funzionale 3(e) & il coniugato second8'ENCHEL del funzionaley (o) ,
m il funzionale v)(o) & il coniugato secondBENCHEL del funzionalep(e) .
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L'operatore di coniugio si denota con una stellaDunque per definizione si ha che:

V() =), ¢(0)=1(0).

La nozione dcconiugio tra funzioni convesge dualita tra funzioni conves$gtrae
origine
¢ dallatrasformazione dLEGENDRE (vedi sezione 1.3.6 (p. 18)) e

e dal coniugio secondd ounc ?? [3] tra funzioni convesse monotone definite in
RU{+o0}.

La nozione di coniugio tra funzioni convessetata poi introdotta nel 1939 da
e MANDELBROJT » [4] per X = R,
e quindi nel 1949 d&' ENCHEL [5] per X = R",
e ed infine nel 1964 dBrRONDSTED [9] per spazi di dimensione infinita.

W Un funzionalef : X — {—oo} URU {+ oo} a valori nel campo reale esteso
e unfunzionale propricse non attinge mai il valore- oo e none identicamente
pari a+ oo .

La prossima proposizione 2.5, nota come teoremaRNCHEL-MOREAU, Stabilisce
una fondamentale propraeinvolutiva del coniugio tra funzioni convesse. Il risultato
e dovuto aF'ENCHEL [5] per spazi di dimensione finita edMorEAU [7] nel caso
generale di spazi topologici localmente convessi.

La dimostrazione basata su di una propiedi separazione di insiemi convessi
che€ conseguenza del teoremalihuN-BANAcH. (vedi [20] sez. 3.3.3, teor. 1,
ovvero [25], teor. 1.10).

22 WiLLiam HENRY YouNc (1863-1942) Nato a Londra, studimatematica a Cambridge dove si
dedi® poi alla preparazione degli studenti. Nel 1896 sp6s&RACE EMIiLy CHISHOLM che era stata
sua studentessa a Cambridge prima di prendere il dottorato a Goéttingen sotto la dgiidandi Insieme
decisero di dedicarsi allaricerca formando una famosa coppia di matematici. Sistabilirono primaa Géttingen,
passando perl'anno 1898 in Italia, e quindi nel 1908 si trasferirono in Svizzera, a Ginevra e poi dal 1915
a Losanna. Dal 1913 al 19T89ouNc fu professore di matematica all’'Univesitli Liverpool e dal 1913 al
1917 anchélarDINGE professor all’'Universadi Calcutta. Dal 1919 al 1923 tenne la cattedra di matematica
all'University College del Galles ad Aberystwyth. | maggiori contribufv@iunc furono portati al calcolo di
funzioni di pid variabili, cui dedio'nel 1910 il trattatd he fundamental theorems of the differential calculus
alla teoria delle serie di Fourier ed alla teoria dell'integrazione cui dette indipendentemente una impostazione
equivalente a quella formulata d&BESGUE due anni prima.

23 $20LEM MANDELBROJT (1809-1896) Professore di meccanica e matematica alémide France
dal 1938 al 1972, succedendoJacQuEs SALOMON HADAMARD (1865-1963). Fond nel 1935
I" Association des Collaborateurs de Nicolas Bourliakieme aHENRI CARTAN, CLAUDE CHEVALLEY,
JEAN COULOMB, JEAN DELSARTE, JEAN DIEUDONNE, CHARLES EHRESMANN, RENE DE Pos-
SEL, ANDRE WEIL. SZOLEM MANDELBROJT €& lo zio di BENOIT MANDELBROT (1924-) famoso per
l'invenzione della geometria frattale.
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Proposizione 2.5. Proprieftinvolutiva del coniugio. Sia X’ uno spazio dHILBERT,
f: X — RU{+o00} unfunzionale proprio edf” : X’ — R U {+ oo} il funzionale
coniugato definito da
F1(x) = sup{(x", x)— f(x) | x € X}
La propriet involutiva
o=,
sussiste se e solo se il funziongle X — R U {+ oo} € convesso e chiuso. O

B | potenziali complementari) e ¢ si diconoregolari se sussiste I'eguaglianza:

V(e) =€) = ple);  ¢(0)=1(o)=1(0).

Ne consegue che entrambi i potenziali risultano inferiormente semicontinui e sottodif-
ferenziabili in ogni punto dei loro domini di definizione.

B Un grafico regolareé un grafico monotono massimale, conservativo cui si asso-
ciano due potenziali convessi coniugati regolari.

Osservazione 2.2.Sussistono le relazioni
G(9p) CG(89") & G(3Y) S G(AY").
La propriett di massimald’assicura pertanto che vale in effetti 'eguaglianza

G(&) = G(0¢) = G(9Y) = G(9¢") = G(V).

| funzionali convessip™ e ¢ sono dunque sottodifferenziabili solo nei punti in cui
coincidono rispettivamente con i potenziaglie ¢ . [ |

La eventuale differenza tra i potenziali e le loro chiusaresemplificata nelle
figure 2.2 e 2.3.

domé& €

Fig. 2.2
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+00

+00 +00

L 1

dom & = dom ¢(e) € dom 1" (g) €

Fig. 2.3

Nel seguito si assumarche i grafici delle relazioni di vincolo siano regolari.

Si noti anche che ogni propraetoncernente un funzionale convesso si traduce in
modo owvvio in una propriettoncernente flunzionale concavohe€ il suo opposto.

Ad un grafico monotono non crescente e conservativo corrisponde un potenziale
concavo. Ad un sottodifferenziale di un funzionale convesso corrisponde un sopradif-
ferenziale del funzionale concavo cdd Suo opposto.

Osservazione 2.3.Una importante applicazione del teorema&@iNCHEL-MOREAU
enunciato nella proposizione 2.5, consiste nel mostrare che i funzionali indicatore e di
supporto di un convesso chiuso sono tra loro coniugati.

| |l funzionale indicator@li un convessdC C X e definito da

0, xe,
Ue(x) = too, x¢K

m |l funzionale di supportdi un convessaC C X e il coniugato del funzionale
indicatore et quindi definito da

U (x") r=sup{(x", y)— Ug(y)} = sup(x",y).
yeXx yex

Il funzionale coniugato del funzionale di suppoet@ sua volta definito da

Uy (x) := sup {(y",x)—sup(y",y)} = sup inf {(y",x—y)}.

yex yek yrex Y€
Tale espressione nansuscettibile di una valutazione per via diretta, ma il teorema di
FENCHEL-MOREAU assicura che, se il conves#b e chiuso, risulta

*ok

U}C(X) = u}C(X)7

in quanto l'indicatore di un convesso chiusbC X e un funzionale convesso, proprio
ed inferiormente semicontinuo.
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Si osservi inoltre che risulta

inf su tox— =1, (x).
Inf y*eg{w ¥} =Uxx)
Infatti & evidente che
(y ) ( ) 0, X=y,
SUp ((y »xXx—Yy) ZUOX—}’:{
yiex i +o00, XFYy.
Dunque
- 0, x €K,
inf LI —-y)=U =
yek {0}(X y) k() +o00, x€K.
Grazie al teorema dFENCHEL-MOREAU si puw quindi concludere che sussiste
I'eguaglianza
sup inf fox— = inf su fox— ,
y*eg inf {cy y)} = inf y*eg{w v}
risultato, questo, non banale. ]

Osservazione 2.4 Si noti che dalla definizione di funzionale coniugato

fx)= Sg£{<x*,y>—f(Y)}7

segue chef(x) + f(y") > (x,y"), VxeX, Vy €x’,.
Sussiste inoltre 'equivalenza:
X €9f(x) &= fx)+[(x)=(x,x).
Infatti si ha che
x €0f(x) <= fly)-fx)2(x,y-x), VyeX
f)+(xy) = fly) S(x',x), VyeX

fx)+sup{ix',y)— fly)} < (x,x) <
yeXx

fR+ ) <ix,x)
FE) + () =(x,x")
Analogamente si mostra I'equivalenza:
xedf (x) = S+ x)=(x",x).
Ne segue che sussistono le equivalenze
x €0f(x) <= x€0f (x) = fx)+fx)=(x,x),

se e solo se il funzionalg : X — R U {+ o0} & chiuso,eciesef = f". [
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2.2. Relazioni di coniugio

Sia X uno spazio dHILBERT identificato con il duale ponendo 'isomorfismo di

RIEsz pari all'identita (vedi ad es. [41]). Denotando con , - ) il prodotto interno
in X econ| - | larelativa norma, I'unico funzionale convesso autoconiugadato
da )
2
F) =5l x|

Si ha infatti che

1

* 1 2 2
F(v) = suply. - S xl} = v |
xeX

Vale la seguente propriedi coniugio.

Proposizione 2.6. Siano X e Y spazi diHILBERT e siag : ) — R U {+ o0} un
funzionale convessok € L {X; y} un omeomorfismo lineare. Allora

fx) =Ag(Lx+y,)+(x,,x)+c =

FE) =2 (VL) (& —x0) +(x" - x5, Ly, ) —c.

Dim. Basta applicare la definizione di funzione coniugata. O

In particolare dalla proposizione 2.6 segue che

fx)=g(x+x0) = [(x)=9(x)—(x", %),
fE)=g(x)+(x;,x) = f(x)=g(x —x}),
fE)=Ag(x), x>0 = fi(x)=Ag"(\'x),
fE)=Xg(A %), A> 0= f1(x)=Ag"(x),
fE)=gAx),A>0 = fi(x)=g(\"'x)

Si considerino ora le seguenti operazioni che generano funzionali convessi.
Siano X, Y spazi diHILBERT, L € L {X'; Y} un operatore lineare continuo e
f: X — RU{+ 00} unfunzionale convesso. Si definiscono allora

e immagineinversdi f tramiteL, il funzionale convessd.f : Y +— R U {+ oo} :
(LA(y) o= inf {f(x) [Lx =y},

il cui epigrafoe 'immagine dell’epigrafo dif : X — RU {4 oo} tramite la
trasformazione lineare che manda, o} € X x R in {Lx,a} €Y xR,
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e inf-convoluzionadi una famiglia finita di funzionif, : X — R U {4+ 00} con
i=1,...,n,ilfunzionale O f, : X — RU {+o00}:

(O0f)(x) := inf {Zf |3 x, =X},

XEX i=1

chee convesso in quanto I'epigrafo dil f; : X — R U {+ oo} & la somma degli
epigrafidi f, : X — R U {+ o0} .

Al prossimo risultato si fatiferimento nel corso della dimostrazione della proposizione
8.2 (p. 161).

Proposizione 2.7. Inf-convoluzione. Si consideri una spazio dliLBERT X ed i
funzionali convessjf, : X — RU{+ o0} € f : X —» RU{+ o0}, i = 1,.
propri e tra loro coniugati. Allora sia ha che

@)y =xf,  (Zf) <of.
Seifunzionalif, : X — R U {4+ oo} sono continuiin un punto dello spazit, allora

sussuste I'eguaglianza:
X f) =0f .

I’inf-convoluzioneDfl.* e esatta, cie I'inf nella formulaé un minimo:

(OF)x) —mln{Zf IZ.V =x} = Zf )

yEXll

con N
* * -
YX, =X, xje@fi(x), i1=1,...,n,
i=1

dovex € X & coniugato ax” € X rispetto alla funzione}" f;:
)L (X)) =x %)
Dim. Ladimostrazione dell'eguaglianesasata su una propréedi separazione (vedi

ad es. [20]). | legami sottodifferenziali che caratterizzano i punti di minimo sono una
immediata conseguenza della eguaglianza

PIFACORDIFACHEDIIE IEIP

e delle diseguaglianze
fL(X)+f7*(Xj) X* X)a 7::17"'7”%

che implicano le eguaglianzg (x) + f; (x;) = (x,, x) peri=1,. . O
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Dalla proposizione 2.7 si deduce che sussiste la seguente formula per il sottodif-
ferenziale di una inf-convoluzione esatta:

x e d(Of))(x) <= xendf (x;),

dove
Yx =x", x €0f(x), i=1...,n.

2.3. Stretta monotonia, stretta convessa e differenziabilita

B Un legame multivoce? : D — S € strettamente monotorse€ monotono e se a
punti distinti corrispondono insiemi immagine privi di intersezione, e Ge"

ete, = E(e)N&(e,) =0,

ovvero
oceclle)nNé(e,) = e=¢,.

W Un funzionale convesse : D — R U {4 oo} & strettamente convesse

do,cop(e,) : ple)=vple,)+(0,,e—¢c,) = e=¢,.

E’ facile vedere che

Proposizione 2.8. Stretta monotonia e stretta convesait™ La stretta monotonia del
legame multivoco monoton® : D — S equivale alla stretta convesaitlel potenziale
convessap : D — RU {+o0}.

Dim. Se il legame multivoc& : D — S & strettamente monotono si ha che

ole) =p(e,) +(o,,e—¢€,)
= ‘P(n) 2 SD(E)+< 0-07 n—e ) <— Uo € 880(6) .
on) >¢le,) +(o,,n—¢,)

Si ha dunques € dp(e) N Op(e,) e la stretta monotonia df : D — S implica che
e = g,. Viceversa, se il potenziale convesgo: D — RU {+ oo} € strettamente
convesspdalla condiziones € £(e) N E(e,) segue che

w(e,) > p(e) +(o,,e,—€)
= ¢(e) =y(e,) +(o,,e—¢€,),
w(e) > ¢le,) +(o,,e—¢,)

e la stretta convessitdel potenzialep : D — R U {+ oo} implicachee =¢,. [
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Si hainoltre che

Proposizione 2.9. Stretta convessite differenziabilita. La stretta convessitdi un
potenziale convesso implica la differenziakilitel potenziale coniugato.

Dim. Infatti
e€N(o),
g, €0Y(o).

Il risultato segue osservando che per la proposizione 2.8 la stretta coadisgit:
D — R U {+ 00} equivale alla condizione

o €0p(e)Udp(e,) — {

o €0p(e)Udp(e,) = e=¢

e che la differenziabiladi ¢ : S — R U {+ o0} equivale alla condizione
e € 0Y(o)
= e=¢,,
e, € 0Y(0o)

e che tali condizioni sono tra loro equivalenti. O

2.4. Convessii'e sottodifferenziabilita locali

In analisi convessaiene seguito un percorso inverso a quello esposto nelle sezoni
precedenti considerando un funzionale convessaD — R U {+ oo} ed analizzan-
done la differenziabild globale o locale.

Si consideri un funzionale> : D — R U {+ oo} con un dominio efficace non

vuoto.
La derivata unidirezionaleli ¢ : D — RU {4+ oo} nel puntoe € D & definita
dal limite )
d"p(e; h) := lIm —[p(e +ah)—p(e)],

La derivata unidirezionalén e € D é la funzionepositivamente omogeneaa: D —
{— o0} URU {+ o0} definitada

p(h) :=d"p(e; h), VheD.

W Un funzionaley : D — R U {+ oo} &localmente convesseel puntoe € D se
la derivata unidirezionale sublineare cioé se

plae) =aple), VeeD VaeR,
= SD(E):<)0(E())+<U()’E_€()>7
¢(€)ZSD(€0)+<0-07€_€0)
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m Un funzionaley : D — R U {4 oo} ha unsottodifferenziale localen un punto
€ € D se la derivata unidirezionakeun funzionale sublineare proprio e €inon
attinge mai il valore— co.

Sussiste infatti il seguente risultato ([20], capitolo 4, proposizione 1).

Proposizione 2.10. Funzionale di supporto. Un funzionale sublineare, proprio ed
inferiormente semicontinuo:

p(h) :=lim i}r]f p(n), YheD,
T,*)
gode della propried
p(h) = sup{(o.e)lo €K},

dove
K'=sup{c €S : p(h)>(o,h), VYheD},

edeé quindi il funzionale di supporto dell'insieme convesso chiuso non vkidto ]

m |l sottodifferenziale localdi ¢ : D — RU {+ oo} in € € D & allora definito da
op(e) :=K".

W |l funzionale ¢ : D — R U {+ oo} halocalmente ire € D unsottodifferenziale
regolarese se la derivata unidirezionaénferiormente semicontinya&ioe se

P=D-

W Se il funzionaley : D — R U {+ oo} & convesso il rapporto incrementale che
ha per limite la derivata unidirezionale risulta monotono non crescente al tendere
a zero del parametre > 0 ([20], capitolo 4, proposizione 3).
Ne segue che il limite esiste in ogni purdoc D e per ogni incrementd € D
e che la derivata unidirezionadedata da

d*¢(e; h) := inf 1 [o(e +ah) —p(e)] .

a>0

E’ facile verificare che la derivata unidirezionale di un funzionale convesso
D — RU{+ o0} & sublineare e che risulta

occ€iple) < pn)—yple)>(oc,n—€), YneD.

Dunque per un funzionale convesso le definizioni locale e globale del sottodif-
ferenziale coincidono.
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3. CALCOLO SUBDIFFERENZIALE

Siano X e Y spazi diHILBERT ed X’ e )’ gli spazi duali. Siano inoltre
o fififo: X—=RU{+00}, g:Y— RU{+ o0} funzionali convessi,

e LelL{X;Y}, L' eL{Y; X'} una coppia di operatori lineari continui in
dualita:
(y ,Lx)=(Ly ,x), VxeXx, Vy ).

Dalla definizione di sottodifferenziale locale si deduce che valgono le prapriet

Of(Ax) =A0f(x), A>0,
I(f1 + fy)(e) 2 0f (%) + 0fy(x),

d(goL)(x) 2 L' 9g(Lx).

In Analisi Convessa [13], [15], [19], [20], si dimostra che, sotto opportune condizioni,
le inclusioni nelle ultime due relazioni diventano eguaglianze. Precisamente sussistono
i seguenti risultati.

Proposizione 3.1. Additivita dei sottodifferenziali. Se f|, f, : X — RU {4+ oo}

sono funzionali convessi ed almeno uno di és=intinuo in un punto dell'intersezione
domf, N domf, sihache

O(f; + f,)(x) = 0f,(x) + 0f,(x) ,

e cice vale la regola di addizione dei sottodifferenziali. O

La proposizione 3.& anche nota comeorema diROCKAFELLAR-MOREAU.
Proposizione 3.2. Derivazione a catena (lineare).Si consideri un operatore lineare

continuoL € L {X'; Y} ed un funzionale convessp:  — R U {+ oo} continuo
in punto dell'intersezionedomf N Im L. Allora si ha che

9(goL)(x) = L' 9g(Lx),

e cice vale la regola di sottodifferenziazione a catena. O

Si noti che quest’ultima propri@fpw anche scriversi

d(goL)(x) = dg(Lx) o L,
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Proposizione 3.3. Derivazione a catena (non lineare). Si consideri un operatore
A : X — ) differenziabile nel senso diRECHET in un puntox € X con derivata
dA(x) € L{X; Y} lineare e continua, ed un funzionalg : Y — RU {+ oo}
localmente convesso iA(x) € Y. Allora, se vale la proprieét di derivazione a
catena della derivata unidirezionale

(d"(goA)(x), h)=(d"g(A(x)), dA(x)h), VhexX,

e se il funzionale sublineard®g(y) : J — R U{+o00} & continuo in un punto
dell'intersezionedomd® ¢(y) N ImdA(x), si ha che

9(go A)(x) = 9g(A(x)) o dA(x) = (dA(x)) dg(A(x)),

e cice vale la regola di sottodifferenziazione a catena. O

Sussistono inoltre i seguenti risultati dovuti all'autore [40] che forniscono con-
dizioni locali necessarie e sufficienti per la valadella sottodifferenziazione a catena
a meno di un’operazione di chiusura.

Tali risultati consentono di ottenere condizioni sufficienti che hanno un’ambito
di applicabiliad maggiore di quello della proposizione 3.3 e, come si mastiENo
indispensabili per gli sviluppi futuri [40].

Proposizione 3.4. Derivazione a catena a meno di una chiusura.Si consideri un
operatore A : X — ) differenziabile nel senso AiRECHET in un puntox € X
con derivatadA(x) € L{X; Y} lineare e continua, ed un funzionalg : Y —
RU{+ o} localmente sottodifferenziabile iA(x) € ) e tale che il funzionale
goA: X — RU{+ o0} sialocalmente sottodifferenziabile i € X . Allora si ha
che

d(go A)(x) = dg(A(x)) o dA(x) = dA(x) dg(A(x)),

se e solo se soddisafatta la condizione
q(x) =p(L(x)), VxedkX,

dove
g(h) :=d"(go A)(x,h),
p(h) :=d'g(A(x),h),
L :=dA(x),

e la barra sovrapposta denota la chiusura. O
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Un'utile variantee la seguente.

Corollario 3.5.  Si consideri un operatoréA : X — Y differenziabile nel senso di
FRECHET in un puntox € X con derivatadA(x) € L {X'; Y} lineare e continua,
ed unfunzionalg; : Y — R U {4 oo} localmente sottodifferenziabile iA(x) € Y e

si assuma che valga la propréetli derivazione a catena della derivata unidirezionale

(d"(goA)(x), h)=(d"g(A(x)), dA(x)h), VheX.

Allora si ha che

9(g 0 A)(x) = dg(A(x)) 0 dA(x) = (dA(x))' 0g(A(x)),

se e solo se soddisafatta la condizione

(poL)(x) =p(lx), Vxed,

dove
g(h) :=d"(go A)(x,h),
p(h) :=d"g(A(x),h),
L :=dA(x),

e la barra sovrapposta denota la chiusura.

Dim. Laproprietidi derivazione a catena assunta per la derivata unidirezionale equivale
alla condizioneg = po L. Basta quindi applicare il risultato della proposizione 34.

La proprieti di derivazione a catena per la derivata unidirezionale sussiste banalmente
se I'operatoreA : X — ) ¢ affine.

La condizione(p o L)(x) = p(Lx) perognix € X & soddisfatta se il funzionale
sublinearep : Y — R U {+ o0} € chiuso.

Dalle proposizioni 3.4 e 3.5 si deducono analogi risultati riguardanti la regola di
addizione per i sottodifferenziali.

Cio si consegue ponendy = X" e definendo I'operatore\ : X — ) come
I' operatore di iterazione
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L'operatore dualeA’ : )’ — X’ soddisfa la relazione

n

<A’{x,,f},x>:<{xf},Ax>:;<xj,x>:< X, X).

i=1

edé pertanto lbperatore di addizione
A'{xj} i= ZXT :
i=1

Si perviene casai seguenti risultati dovuti all'autore [40].

Proposizione 3.6. Addizione a meno di una chiusura. Si considerino i funzionali
f;: X = RU{+ 00} localmente sottodifferenziabili i € X . Allora si ha che

o2 1)) = 01,9

se e solo se soddisfatta la condizione

(Sr)m=Srm, vhex,

1=1
dove
p;(h) :=d" fi(x; h),
e la barra sovrapposta denota la chiusura. O

Corollario 3.7.  Si considerino i funzionalif, : X — RU{+ o0} localmente
regolarmente sottodifferenziabili is € X . Allora si ha che

o2 £0)) = L0109

Dim. Basta osservare che

n

n
D; =D;» i:l,...7n=>ZPz-=pr
i=1 i=1

e far quindi ricorso alla proposizione 3.6. O
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Un ulteriore risultato di calcolo sottodifferenziale dovuto all’autore [40] ha importanti
applicazioni in ottimizzazione e nella teoria della plasticit”

Proposizione 3.8. Derivazione a catena; composizione con una funzione di Young.
Si consideri una funzione monotona e convessaf U {+ oo} — R U {4 oo} tale
che

m(+o00) = 4 oo

ed un funzionale convesgo: X — R U {+ co} proprio e continuoinx € X'. Allora,
assumendo ch& € X non sia un punto di minimo pet : X — RU{+ o0} ela
funzione diYounG m : RU {4+ oo} — R U {+ oo} sia sottodifferenzialbile irk(x),
si ha che

Of (x) = Im(k(x)) o Ok(x),

dove il funzionale convessp: X — R U {+ oo} & definitodaf =mok. O

4. STRUTTURE CON ELASTICITA' GENERALIZZATA

In meccanica il legame che definisce le pro@ridel materiale correla i valori
locali delle variabili di stato.

Se la struttura occupa il domini ed i campi di deformazione e di tensionefih
sonoe € D e o € S, il legame elastico generalizzatalefinito da potenziali convessi
complementari locali che, nel generico puntaes {2, sono denotati con

o, D, — RU{+ 00},
1 Sy = RU{+ 00},

e prendono rispettivamente i nomi energia di deformazione elasti@adi energia
elastica complementampecifiche (o per uratdi volume).

Generalizzando I'approccio classico@REEN, i corrispondenti legami costitutivi
si esprimono tramite i sottodifferenziali

o, €0p,(g,),
e, €0, (o),

dovee, € D, e 0, €S, sonoivaloriinx € {2 dei rispettivi campi.

B |l potenziale convessenergia elastica della strutturad il potenziale comple-
mentare si ottengono per integrazione dei valori locali:

o) i= [exled v, (o) i= [yl av.
0

n
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La convessd degli epigrafi dei funzionali
p:D—>RU{+0}, ¢:8—RU{+o0}.

segue direttamente dalla seguente progriatratteristica delle funzioni convesse
A ex(E) F A0, (e2) 2 o (N e + X 60),

perogni;, A\, > 0 taliche A\, + )\, = 1 e per ognie! ,e2 € D, .

In alternativa la convessitdi tali funzionali pw dedursi dalla prossima proposizione.

Proposizione 4.1. Equivalenza tra legami globali e locali.l legami sottodifferenziali
locali ed i corrispondenti legami globali sono equivalenti:

o, €0p,(e,) Vxe — ocipe).

Dim. Infatti il legame locale si scrive
Ux € 8@x(€x) — spx("x) - (px(sx) Z <0x’ T’x - ex >7 V’I’]x S Dx’
quasi per ognix € 2. Il legame globale dato da

o €ip(e) < pn)—yple)>(oc,n—¢c), VneD=

:/sax(nx) dvffwx(sx) dv Z/<ax,nxfsx>dv7 VneD.
2 (0} 2

E’ pertanto evidente che il legame sottodifferenziale locale implica quello globale.
L'implicazione inversa basata sul fatto che la topologia dello spazio funzionale ia cui °
definita I'operazione di sottodifferenziazioaguella dei campi di quadrato integrabile.

La dimostrazione si conduce infatti come segue. Se il legame globale non implicasse
quello locale esisterebbe un insierfie C 2 di misura non nulla tale che per ogni

x € P si potrebbe trovare um, € D, tale che

@x(nx) - Sox(ex) < < O'X, T]x - €x >a
Definendo allora il campo di quadrato integrabije= D con le posizioni
N, X€eP,
n(x) := {
o, x¢P,
ed integrando si avrebbe che
p(n) —ple) <(o,n—e),

in contrasto con l'ipotesi. O
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Dalla proposizione 4.1 si deduce che le propriktcali di differenziabili&l e di
stretta convesstimplicano quelle globali e viceversa.

Nella teoria classica dell’elastieitl legame elastic& : D — S & strettamente
monotonce dunque biunivoco (vedi fig. 4.1 a) per cui sigpscrivere

o=~E(e), 52571(0).

Se il legame& : D — S e differenziabile, la condizione di conservativisi pwo
esprimere mediante ondizione di integrabil& di VOLTERRA

(dE(e)e,, ey) = (dE(e) ey, €y ), Ve e dom(f), Ve, e,€D.

Se il legame& : D — S e conservativo anche il legame inver§o' : S — D &
conservativo.

Seillegamef : D — S & strettamente monotono e differenziabile @bnche il
legame invers€ ' : S — D e la derivata di entramlgi Simmetrica.

La stretta convessitdei potenziali comporta che le loro derivate seconde, & cio®
le derivate prime dei legan® ed &', siano definite positive.

Fig. 4.1

Formulando l'ulteriore ipotesi degame elastico lineargsedi fig. 4.1 b) si ha che
df(e) =¢€.

Dunque, in virti della condizione dVOLTERRA, I'operatore lineare conservativ® :
D — S & simmetrico.

La stretta convessitdei potenziali elastici implica inoltre che i legagi: D — S
ed &' : S — D siano definiti positivi.

| potenziali coniugatiy : D — RU{+o0} e ¢" : S — RU{+00} sono
pertanto forme quadratiche definite positive date da

(o, o),

DN | =

1 *
@(6):5(567E>7 @(U):
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che assumono lo stesso valore in corrispondenza di punti del giGficp.
Infatti essendo

si ha che

e dunque

4.1. Problema elastico generalizzato

125

In un modello strutturale le variabili di stato sono costituite da due coppie duali:

forza-spostamento e sforzo-deformazione.
Si consideri tra ognuna delle coppie di enti duali uelazione elastica genera-
lizzatg e cicé una relazione monotona, conservativa e regolare.

e La relazione tra i campi di sforzo ed i campi di deformaziensionotona non
decrescente,

e la relazione tra i sistemi di forze ed i campi di spostamemtmonotona non
crescente, come schematizzato in fig. 4.2.

-

Fig. 4.2

Si considerino
B i potenzialiconvessi coniugati

¢:D—RU{+ 00} ¢ S RU{+o0},

associati al legame tra i campi di sforzo ed i campi di deformazione e
B i potenzialiconcavi coniugati

v: Vi RU{—o0} 7 Fes RU{— o0},

associati al legame tra i sistemi di forze ed i campi di spostamento.
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Per semplic&di notazione siindicharcon il medesimo simbolé sia l'operatore
sottodifferenziale di un funzionale convesso che quello sopradifferenziale di un fun-
zionale concavo.

Si denoti inoltre con

e V lo spazio cinematicache € uno spazio diHILBERT costituito da campi
di quadrato integrabile inf2 cui corrisponde una deformazione tangente dis-
tribuzionale anch’essa di quadrato integrabile negli elementi di una suddivisione
finita del dominio (2.
| campi cinematici di) soddisfano inoltre assegnate condizioni di interfaccia in
corrispondenza del contorno della suddivisione.

e D lo spazio delle deformazioni tangentie€ uno spazio dHILBERT, costituito
da campi di quadrato integrabile if2 .

e S lo spazio degli sforzthe€ lo spazio dHILBERT duale diD.
In virtu del teorema di rappresentazionéRdisz-FRECHET, [25], [41], lo spazio
S puo essere identificato con lo spazio dei campi di quadrato integrabilg.in

e F lo spazio delle forzehee lo spazio dHILBERT duale diV .
e Bel {V; D} I'operatore cinematicehe ad ogni campo di spostamento dello
spazio cinematico associa la deformazione tangente con esso congruente.

e B el {S ; ]—“} I’ operatore di equilibricche ad ogni campo di sforzo dello spazio
statico associa il sistema di forze con esso in equilibrio.

Entrambi gli operatori sono quindi lineari e limitati.
B |l problema dellequilibrio elastico generalizzatsi scrive:

Bo = f, equilibrio,

Bu=c¢, congruenza,

o< 0p(e), legame costitutivo del materiale,
ue oy (f) legame costitutivo dei vincoli.

In termini di sforzi e di spostamenti il problema dell’equilibrio elastico generalizzato
assume la forma ,

Bo € 9v(u)

Bu € dy'(a).
I domini di ammissibilé delle variabili di stato che sono i convessi

U, =domycvy spostamenti ammissibili,
F,=domy" CF  forze ammissibili,
D, = domy C D deformazioni ammissibili,

S, =domy” CS  sforziammissibili.
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Si definiscano inoltre
¢ il dominio convesso degipostamenti congruenti con deformazioni ammissibili

C,={ueV|BueD,},

¢ ed il dominio convesso delkforzi in equilibrio con forze ammissibili

X, ={0'€S|B/a'€.7:a}.

4.2. Esistenza della soluzione

Il problema dell’equilibrio elastico generalizzato gode della seguente notevole
propriet che costituisce I'estensione della analoga progdatatteristica del problema
dell’equilibrio elastico lineare.

Sotto opportune ipotesi di regolaijtil problema dell’equilibrio
elastico ammette soluzione se e solo se le relazioni di vincolo
sono staticamente e cinematicamente compatibili.
Le condizioni necessarie e sufficienti per I'esistenza di una
soluzione sono quindi

! Condizioni
BS, 07, #0, di esistenza
BU ND,#0,
0 equivalentemente
S(l m E{l # @
Uunc,#0.

e La condizione di compatibilit statica
BS,NF,#0,

impone che esista almeno una forza esterna ammissibile ed in equilibrio con una
forza interna ammissibile.

e La condizione di compatibilit cinematica
BuUu,nND,#0,

impone che esista almeno una deformazione ammissibile e congruente con uno
spostamento ammissibile.
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e La condizione di compatibilét statica nella forma
S,NX #0,

impone che esista almeno una forza interna ammissibile ed in equilibrio con una
forza esterna ammissibile.

e La condizione di compatibilit cinematica nella forma
UnNC,#0,

impone che esista almeno uno spostamento ammissibile cui corrisponda una de-
formazione ammissibile.

Se esiste una soluzioreevidente che le condizioni di compatikalidevono essere
soddisfatte.
Per dimostrare che viceversa le condizioni di compatibgitho anche sufficienti
ad assicurare I'esistenza di una soluzione, si formuli il problema in termini di una sola
variabile di stato, ad esempio lo spostamente V.
Sostituendo la condizione di compatitalitlastica
o € 0p(Bu),
in quella di equilibrio si ottiene
B 0p(Bu) Ndvy(u) #0.
Applicando quindi la regola di composizione dei sottodifferenziali
d(p o B)(u) = B dp(Bu),
si pw porre la condizione di equilibrio elastico nella forma
IpoB)(u)Noy(u) #0, uweld,nC,,
o in quella equivalente
o0€d(poB)(u)—0y(u), uel,NC,,
che, per la regola di addizione dei sottodifferenziali, diventa
ocd(poB—7)(u), ueld, NC,.
Si tratta di dimostrare che tale inclusione sottodifferenziale ammette almeno una

soluzione.
A tal fine si fa appello alla seguenpeoprieta di estensione
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Definizione 4.2. Proprietl di estensione. Sia f : X — R U {4+ oo} un potenziale
convesso regolare e si consideri il potenzigle: X — R U {+ oo}, restrizione di f
ad un convesso chiusd C domf, definito da

£ ) = {f(x), sexeC,

+ 00, altrimenti.

Allora sussiste I'inclusione

Imof C Imof, .
+oo R +00 ,
La figura mostra come la
I, f proprietl
Imof C Imof,,
|
| |
| ‘ sia plausibile osservando i
x ’ ! diagrammi delle funzionjf

ef.
Fig. 4.3

Sulla base della proprig@di estensione si pudimostrare il seguente risultato.

Proposizione 4.3. Buona posizione.ll problema di equilibrio elastico generalizzato
BIO' :f, (e E@gp(é‘),
Bu=c¢, u ey (f),

ammette almeno unasoluzione se e solo se sono soddisfatte le condizioni di congpatibilit

S,NX, #0 compatibili& statica,

U,NC,#0 compatibilié cinematica
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Dim. Le condizioni di compatibilé’sono evidentemente necessarie per I'esistenza di
un u € U, NC, soluzione del problema e @dale che

o€ d(poB—7y)(u).

Viceversa, se le condizioni di compatibédisono soddisfatte, per dimostrare I'esistenza
di una soluzione si considerino i funzionali

e  restrizionedip aBU, ND,,
e 7 restrizione diy ald, NC, .

La condizione di compatibilit cinematica assicura che tali restrizioni hanno domini
non vuoti. Dalla propriet di estensione si deducono poi le inclusioni

B 0y(D,) C Bop(BU,ND,),

a’Y(ua) g 87 (ua m Cg,) 9

e la condizione di compatibilitStatica impone che
B 0(D,) N0y (U,) # 0.

Quindia fortiori sad

BOg(BU,ND,) N7 U,NC,) #0.
Dalla regola di composizione dei sottodifferenziali

B 0@(BU,ND,) =B opBU, NBC,) =d(@oB)U,NC,),

si deduce quindi che

(@ o B)(U, NC,) NOTU,NC,) £,
0 equivalentemente che

ocd(@oB)U,NC,) —oyU,NC,).
Applicando infine la regola di addizione dei sottodifferenziali si ottiene che

ocd(@oB—-7¥)(U,NC,),

e la dimostrazione conclusa. O

Un analogo procedimento punstaurarsi formulando il problema in termini di
tensioni.
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Osservazione 4.1Nella dimostrazione dell’'esistenza di una soluzioreassunto che
i potenziali siano regolari e che valgano le regole di addizione e di composizione per i
sottodifferenziali e la propriatdi estensione.

E’ opportuno tener presente che in alcuni casi, anche apparentemente semplici
mapatologici, i domini di ammissibili hanno intersezioni codeboli da invalidare la
dimostrazione. ]

Un importante risultato di esistengal seguente.

Proposizione 4.4. Minimo di un funzionale convesso. Sia K un convesso chiuso
in uno spazio dHILBERT H € ¢ : K — R U + 00 con ¢ # + oo un funzionale
convesso ed inferiormente semi-continudg’$u Sia soddisfatta una delle condizioni

K € limitato,
K € non limitato e¢ soddisfa una condizione di crescita all'infinito:

p(x)=+0c0, x€K.

[ [|[ =00

Allora esiste un elemento &€ su cui ¢ attinge il minimo.
Dim. Sia {x,} C K una successione minimizzante pgy cioe tale che

lim ¢(x,) = inf {¢(x) |x € £} .

n—oo

La condizione di crescita all'infinito assicura che la successione minimizeante °
limitata in H .

Il teorema diEBERLEIN-SHMULYAN (vedi ad es. [10] e per I'enunciato [41]
proposizione 1.7.8 (p. 58)) assicura allora che esiste una sottosuccessione debolmente
convergente ad un elementg_ € H .

Il teorema diMAzZUR ([41] proposizione I.7.5 (p. 57)) assicura poi che I'insieme
chiuso e convess# e debolmente chiuso e che il funzionale chiuso e convésgo
debolmente inferiormente semicontinuo.

Dunque A (x) € K e si hache

lim ¢(x,) = inf {o(y) |y € K},

liminf ¢(x,) = ¢(x,),

n—oo

per cui, essendo
lim ¢(x,) = liminf ¢(x,),

n—oo n—oo

risulta ¢(x,.) = min{¢(x) [x € K}. O
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5. ANALISI LIMITE

Le precedenti condizioni insiemistiche di compatibiliétatica e cinematica si
possono tradurre in forma variazionale descrivendo i convessi chiusi di ammiasibilit™
come inviluppo diperpiani di supporto

Si premettono alcune propraetiegli insiemi convessi.

5.1. Frontiera e frontiera relativa di un convesso

Si consideri un convesso chiugbnello spazio dHILBERT X .

m L'inviluppo affine di C & il piu piccolo insieme affine che lo contiene eeio”
I'intersezione della famiglia di insiemi affini che contengofio

Se l'inviluppo affinedi C non coincide con l'intero spazi&’, ogni punto diC & un
punto di frontiera.

W Lafrontiera relativadi C & la frontiera dell'insiem& considerato come sottoin-
sieme del suo inviluppo affine.

Si utilizzeranno le seguenti notazioni:

bndC frontieradi C
relbndC frontiera relativadi C
intC internodi C
relint C interno relativodi C

B Sia W, I'insieme delle variaziordi C:
Wy={zcX:z=x—-y|x,yeC(C}.

Si ha che
bndC = {x € X : N,(x) # o},

relbndC = {x € X : N (x) # W, }.

Nel seguito si faa riferimento al seguente risultato.
LEMMAS5.1. SeA e B sono convessi it vale la proprieg:
1 _ 1 1
Wi g =WiNWg,
essendad — B l'insieme convesso definito da:

A-—B={zeX:z=x—-y|xe A yecB}.
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Dim. Siosservi che
ZZEWjﬁB < (ZZ7Z>:O VZEWAfB

e che, a_ssumer]c_lzo:_ (yA —yg) — (x4, —xg) cONy, ,x, € Aeygxz€ B,
guest'ultima pw riscriversi nella forma:

(z:,yA—xA>:(z:,yB—xB) Vy, x4 €A Vyg, x5 €B.

Ponendo alternativamente, a secondo ed a primo membro della relazione precedente,
Yz = Xg €y 4 = X4 Simostra che entrambii termini devono essere nulla €zjtivale
all’'asserto. O

Le propriet dei punti, dei punti di frontiera e dei punti di frontiera relativa di un insieme
convesso chiuso sono I'argomento della prossima proposizione.

Proposizione 5.2. Frontiera e frontiera relativa.

e | punti di un insieme convesso chiugoC X sono caratterizzati dalla propriat
variazionale:

X, €C < sup(x*,x)>(x",X,) Vx* e N;.
xeC

e | punti di frontiera diC dall’'ulteriore propriea:

X, €bndC = N,(x,) # {o}
— 3Ix; #{o} : x, € Ny(x)
— 3Ix) #{o} : suguxj;, X)=(X),Xo),
XE
che equivale ad imporre che il cono delle normalCain x, non degeneri nel cono
nullo.
e | punti della frontiera relativa diC sono a loro volta caratterizzati dalla piforte
proprieta:
x, € relondC <= N(x,) # W,
— 3x ¢ Wé D x € Ne(x,)

= Ix EW,

SUp(XZ,X):(X* X

) ) -
zeC ° °

Poiche in ogni puntox di C si ha NV (x) 2 Wj la prima condizione equivale a
richiedere che l'inclusione sia stretta; in altri termini che il cono normal€an x,
non degeneri nel sottospazio ortogonalég. .
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Dim. La proprietl che caratterizza i punti di si dimostra osservando che

X, €C = Uy(x),=0,

o

ed applicando la diseguaglianzaltiincHEL alla funzione indicatrice ed alla funzione
disupporto diC . Laproprietiche caratterizzano i puntidifrontiera e difrontierarelativa
di C sono conseguenza diretta delle definizioni di frontiera e di frontiera relativa.

5.2. Processi evolutivi in un convesso

Sia C un convesso chiuso nello spazioHliLBERT X .

Un processo evolutivo i con valore inizialex,, € una funzione vettoriale (t)
definitain unintervallo di temp¢0, ¢ /] , con x(0) = x, € C, quasi ovunque derivabile
in [0,t/] e tale che:

x(t)eC Vtel0,t].

Sia x la derivata destra della funziorgt) rispetto al parametro di evoluzione:

%= lim 1 (x(t+7) —x(t)] .

=0t T

la condizionex(t) € C pud essere equivalentemente espressa mediante I'inclusione
differenziale

x e N, (x(t), x(0)=x,€C.

dove V; (x(t)) & il cono convesso tangenteCanel puntox(t) e cicé il cono polare
negativo del cono normale@ in x(¢) .

All'insieme delle soluzioni dell'inclusione differenziale appartengono tutti e soli
i processi evolutivi inC con valore iniziale inx, € C.

Sex(t) €intC, sihaN.(x(t)) = {o} edunqueN; (x(t)) = X; la velocia di
evoluzionex e quindi arbitraria.

Se invecex(t) € bndC, il cono normaleN,(x(t)) € non degenere e quindi
N, (x(t)) C X strettamente, per cui la condizione di inclusi@neon banale.

Inoltre sex(t) € bndC ma x(t) ¢ relbndC, il cono normaleN,(x(t)) & in
effetti un sottospazio non degenere e precisamente il complemento ortogonle di

x(t) ¢ relbndC <= N, (x(t)) =W, ,

e l'inclusione differenziale esprime quindi una condizione di ortogamalit™
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5.3. Separazione di convessi

Sia L € X & un convesso in uno spazioliLBERT X .
e il cono convesso normate in x e caratterizzato dalla propréet’
Ni(x) 1= {X* ceX |(x,y—-x)<0 Vy eK}.
¢ |l cono delle normaluscenti dal convessit & definito da

N 1= U Ni(x).

xek

B Sussiste la caratterizzazione variazionale

oeK < sup(x ,y)>0, Vx €N.
yek

Si noti che perx” ¢ N, risulta SUR, ek ( X ,y)=+400.

135

Per tale motivo nella condizione variazionale sono significativi solo i vettori di prova

appartenenti al congV,. .

Si osservi poi che per ogni coppia di convegsic X e 5 C X si hal'equivalenza:

0€cA—B < o0cB-A < ANB#D.

Dunque la condizioned N B # ) si puo scrivere

sup (x ,a—b)>0, Vx €N 4.

acAbeBB
Osservando che
* * *
sup (x ,a—b) =sup(x ,a)+ sup(x , —b)=
acAbeB acA beB

— su ¥ —inf(x",b
ae/l?(xyfﬂ beB<X’ )

la condizione A N B # ) si riscrive nella forma

sup(x',a)>inf(x ,b), Vx €N, N-Nj,
acA beB

che equivale a

inf (x",a)<sup(x,b), Vx €-N,NNj.
acA beB
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Nel seguito si faa ricorso al seguente risultato.

Lemma5.3. SeANB #0 sihache

N,_5(0) =N, (z,) N —Ng(z,), Vz,c ANB.
Dim. Per definizione si ha che

720 €Ny 3(0) <= (2z,2)<0, VzeA-B,
e quindi, scrivenda = x — y, risulta

(z,,x)<(z,,y), VxcA, Vyeb,
0 equivalentemente
<z:, x—z,)<(z,y—2,), Vz,€ ANB.

Ponendo nell’'espressione precedexte z_ siha

(z,,y—2,)>0, VyeB < z €-Njz,),
mentre ponendy = z_ risulta

(z,,x—2,)<0, Vx€A < z cNy(z,),
da cui segue l'asserto. O

Le seguenti definizioni sono fondamentali nella teoria analisi limite.

m Un iperpiano di separaziondi due insiemi convessid e B € un iperpiano tale
che A sia contenuto in uno dei semispazi chiusi associati all'iperpiai® ia
quello opposto.

B Uniperpiano di separazione proprigi due insiemi convessil e B & uniperpiano
di separazione che non include entrambi gli insiemi.

Proposizione 5.4. Separazione. Si considerino nello spazio diiLBERT X due
insiemi convessid e B taliche ANB # (). Allora esiste un iperpiano di separazione
degli insiemi convessi e B se e solo se sussistono le propaieguivalenti:

i) oebnd(A-B)
ii) Ny _g(o) # {o}
ii) 3z € X'\ {o} : 2z’ € Ny(z,) N —Ng(z,) Vz,c ANB

*

sup(z*,x)=inf (z
x€£< 0 X) y€B< 0

i) 3z, € X \{o} :

Vz,€c ANB.
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Dim. La prima e la seconda propréesi equivalgono per definizione.
L'equivalenza tra la seconda e la terza segue dal Lemma 5.3.
Osservando inoltre che la terza propaietb scriversi:

(z,x)<(z ,z,)<(z",y), VxeA, VyeB, Vz,c ANKB,

o’ o’ o 0’

si deduce che essa equivale alla quarta prapdlet esprime I'esistenza di un iperpiano
di separazione trad e B passante peril puntg, € X ed avente per normale il vettore
z' € X’ dello spazio duale. O

Proposizione 5.5. Separazione propria. Si considerino nello spazio #liLBERT X
due insiemi convessil e B taliche AN B # (). Esiste un iperpiano di separazione
propria degli insiemi convessil e B se e solo se sussistono le propéiequivalenti:

i) o €relbnd(A— B)
it) Ny_g(o) Wy 4

i) 32 ¢W 7 € Ny(z,) N —Ny(z,) Vz,€e ANB

sup(z,, x)=inf(z ., y)=(z,,2,)
) HZZ ¢Wj76 : x€A e
Vz,c ANB

relond A Nnbnd B
v) 0#ANB =< relondBnbndA

relbnd A Nrelbnd B

vi) ANB#Q, relintAnrelintB=20.

Dim. La prima e la seconda propréesi equivalgono per definizione.
L'equivalenza tra la seconda e la terza segue dal Lemma 5.3.
Osservando che la terzagacriversi:

*

(7},

x)<(z z0)§<zz,y), Vxe A, VyeB, Vz,c ANB,

%) 3

sideduce che essa equivale alla quarta prapcie¢ I'esprime I'esistenza di un iperpiano
di separazione propria dd da 55 e cicé un iperpiano di separazione non contenente
entrambi gli insiemi. Da @ seguono anche le ultime due propaiet”
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In virtl del lemma 5.1 (p. 133) la seconda pro@&Eequivalente ad assumere che
3z’ € Ny(z,) N —N;g(z,), Vz, e ANB,

tale che sussista almeno una delle seguenti condizioni

{ 2, €Wy,

" 1
z,” ¢ W, .

A seconda che siano soddisfatte la prima, la seconda o entrambe tali condizioni, gli
insiemi A e B verificano, rispettivamente, le propret), i) 0 4ii). O
5.4. Processi di traslazione relativa tra due convessi

Siano A e B, due convessi chiusi nello spazioiLBERT X .
m Un processo di traslazione i, & una famiglia di convessi

B(t) =B, +e(t),

descritta da una funzione vettoriaté¢) avente per dominio un intervallo di tempo
[0,%/], quasi ovunqgue derivabile e con valore inizigl) = o, cos’che B(0) = 5, .

o

Si vuole studiare il problema dell’evoluzione della interseziofie) B(¢) in un
processo di traslazione @&_, assumendo che essa sia non vuotatpero :

ANB,#0 < oc A-B,.

In particolare si vuole determinare la condizione da imporre sulla funzione ditraslazione
e(t) affinché tale intersezione risulti sempre non vuotgint | :

ANB(t) #0, Vit e 0,t],
che equivale alla condizione
oc A—B(t) Vit e[0,t],

ovvero
ety e A—B, Vte0,t].

Ci si & cos'ricondotti allo studio di un processo evolutivgt) in C = A—B,. La
condizione cercata quindi fornita dall'inclusione differenziale

éc ./\/;_Bo(e(t)), e(0)=o.
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Poicte, comee'facile verificare
Nup,(e(t)) = Ny_gy(0) = Ny(a(t)) N =Ng(t)(a(t)) Va(t) € ANB(L),
l'inclusione differenziale per la velocitdi traslaziones puo riscriversi:
e €N 5,y 0) = INy(@(t) N =Ng(t)(a(®)]” =
= Ny(a(t))” = Ng(t)(a(t))” Vva(t) € ANB(t)
Seil cono/\/’Afg(w(O) degenera nel vettore nullo, la condizione (1.61analmente
verificata e dunque la veloeitdi traslazioneé & arbitraria. Gd accade, in viti del
teorema (1.3), se e solo se non esiste un iperpiano di separazicheaiB(t) .
Se invece un siffatto iperpiano esiste ad un istarte(0, ¢4] , I'intersezione traA
e B(t) diventa non vuota se e solo se la veladbn la quale il convessB(t) prosegue
la sua traslazione a partire da quellistante, risulta decomponibile come somma di due

aliquote, una inclusa nel cono tangente.4ce I'altra nell’opposto del cono tangente a
B(t), nei punti di intersezione dd e B(t).

5.5. Forma variazionale delle condizioni di compatibilitl

Per quanto visto nella sezione 5.3 (p. 134) si ha che:
B Lacondizione dicompatibila't‘staticaB/Saﬁfa # () assume laformavariazionale

, ’ Vve-N; ,
BS NF, <~ inf (f,vy<sup(o, Bv), @
# fefa UGSS BV GNS( .
B La condizione di compatibilit cinematicaB ¢/, N D, # () si scrive in termini
variazionali
VreNy
BUND,#0 < sup(t,e)> inf (7,Bu), , ¢
eeD,, ueld, Brec _NZ/{ .

Analogamente si ha che

SNX, #0 < sup(o,e)> inf (o,¢€), Vse./\/saﬂ—/\/za,

ges, oel,

UNC #0 sup<f,u>2in§<f,u>, VEeN, N=N, .
uc a a

uel, a

La discussione della condizione di compatikilgtaticae’il tema dellaanalisi limite
staticache saa'trattata nella prossima sezione.

Una analoga discussione@assere condotta in perfetta dualitér la condizione
di compatibilia cinematica e forma I'oggetto debenalisi limite cinematica
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5.6. Teorema fondamentale dell’analisi limite

Se la condizione di compatibititStaticae’soddisfatta I'insiemeS, N X, & non
vuoto. Sia allorac, € §, N X, una qualsiasi tensione ammissibile ed in equilibrio
con un sistema di forze ammissibiBraU =f €F,.

Siano inoltre LinF, e LinS, i sottospazi lineari paralleli alle vargetaffini
generate dai convesst, ed S, e ciceé i sottospazi lineari delle variaziomwionsentite
dai vincoli convessi descritti d&f, ed S, .

Un cinematismou, € V e detto urcinematismo di collassse
€ uncinematismo libero

—u, €Ny (£), u,&(LinF,)",
@ Cinematismo

edé congruente con urdeformazione libera di collasso di collasso

e,=Bu, €N (7,), &, &(LinS,)".

Si possono distinguere le ttipologie di collasso

u, ¢ (LINnB'S)*, collassainterno
u, ¢ (Lin F)*", collasscesterno

u, ¢ (LInB'S,)* N (LinF,)", collassasimultaneo
Vale il seguente fondamentale risultato.

Proposizione 5.6. Teorema fondamentale. Esiste un cinematismo di collasso se e
solo se la struttura in uno stato statico limite, céose e solo se i due insiemi convessi
di ammissibilia B S, e F, sono separati in modo proprio.
Dim. Uniperpiano separante i convessi e X e passante perilpunte, € S,NY,
ha equazione:

(0 —0,,e,)=0, o€8§,

e soddisfa le diseguaglianze
(o0d—0,,e,) <0 Voecs§,,
(o0—0,,e,) >0 Voel .
e cice:

sup(o,¢g,)=(0o

o€S,

e,)=inf (o,¢,),

0"
oeX,
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ovvero:

Eo € NSa (0'0) N _NZa (0'0) .
Il risultato allora segue dalla formula:
Nza(a'o) = BNFa (Bo,).
Essa poessere ricavata ricordando che:
NEQ (0-0) = a l—IZa (0'0) )

ed osservando che per definizione:

Uy (0,)=Us (Bo,) = (UzB)(a,).

a

Applicando quindi la regola di composizione dei sottodifferenziali si ottiene:

oU,. (o)=0(LU,;B)(e,)=BolU, (Ba,),

a

che fornisce la formula cercata.
Esiste quindiu, € N (B o) tale chee, = Bu,.
a

La separazione propria dei domirfi, e B'SG richiede inoltre cheu, ¢ (Lin ]-'a)L

ovvero cheBu, ¢ (Lin Sa)L , dunque cheua, sia un cinematismo di collasso. O

141

E’ immediato verificare che, se, = Bu, rappresenta la normale all'iperpiano

di separazione dei convessj, e X , il cinematismo di collassa, rappresenta la

normale all'iperpiano di separazione dei conv$é$a erF,.
Il risultato € esemplificato nelle figg.5.1 e 5.2.

Fig. 5.1 Fig. 5.2
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5.7. Processi di carico

Si consideri il caso in cui il convesso dei sistemi di forze ammissibili sia definito
come somma di un carico variabile con legge affthe- ¢, + A\, e di un convesso
fisso di reazioni vincolarii,, :

F,=0 +M,+R,.

Si vogliono determinare il valori del parametro di carigcoe R corrispondenti a
condizioni statiche limite.
La condizione di ammissibitit del carico si scrive

(L, Vit (M, v)+ in};‘ (r,v)y<sup(o,Bv),
re

‘a o€,
V _VENRa7BVENSa7
ovvero
Aily,vy<supio,Bv)—({,,v)— inf (r,v),
ocs, reR,

V-veN; BvekNg .
Definendo il dominio convesso dgistemi di forze ammissilili
A,=BS,—-R,,
il cono convesso daiinematismi di prova
NAa ={veV| —veNRa, Bve/\/ga},
ed il funzionale sublineare deltlissipazione virtuale

D(v) :=sup(l,v)—({,,vy=sup(o,Bv)—inf (r,v)—({, , v),

ted, oes, rek,

la condizione di ammissibikt del parametro di carico si ptesprimere mediante le
seguenti tre condizioni variazionali:

0< D(v), Vv eN, , (L, v)=0,
A< D(v), VveN, (4, v)=1,
A>—-D(v), VveN,, ({,,v)=-1.

che in termini meccanici si enunciano :
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1) La dissipazione virtuale deve essan negativgoer ogni cinematismo di prova
per cui il direttore del processo di cariépcompie potenza virtualeulla.

74) Il parametro di carico deve essaren maggioredella dissipazione virtuale cor-
rispondente ad ogni cinematismo di prova che fa compiere potenza virhitdaa
e positivaal direttore del processo di carico.

141) Il parametro di carico deve essemen minoredell’opposto della dissipazione
virtuale corrispondente ad ogni cinematismo di prova che fa compiere potenza
virtuale unitaria e negativaal direttore del processo di carico.

La prima condizione variazionale equivale ad imporre che
L, e A, + Lin{(,},

e cice che
e il carico diriferimento/, appartenga al cilindro di sezioné, e generatrice/,, .

Se tale condizione Soddisfatta si definisconarioltiplicatori di collasso
A= inf{D(v)|veN,, ({,v)y=1},

A =sup{-D(v)[veN, (£, v)=—1}.
Il parametro di carico sarquindi ammissibile se e solo se
AT <A<,

e determinea’una condizione statica limite quando attinge uno dei valori estremi.
La discussione esemplificata in figura 5.3.

A, + Lin {£,}
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6. FORMULAZIONI VARIAZIONALI

Si e visto come il problema dell’equilibrio elastico sia naturalmente esprimibile
mediante le inclusioni sottodifferenziali:

{B/O'E Oy(u) <= ue€ 8’7*(B/0')7
Buec dyp'(0) <= o €0p(Bu).

Facendo ricorso alle relazioni §iouNG-FENCHEL si riconosce che le due relazioni
precedenti sono equivalenti ad assumere che

p(Bu) + ¢ (0) = (o, Bu),
Y(u)+7'(Bo) = (o, Bu).
Ricordando che perogni € V e 7 € S siha
o(Bv)+ ¢ (1) >(T,Bv),
y(v) + ’7*(B/T) <(7,Bv).
Ne segue che perogeic€ V, 7 € S
#(BV) —(v) > —¢' (1) +7'(B'7),

e che )
¢(Bu) —y(u) = —¢'(e) +7' (Bo),

se e soloselacoppifu, o} € VxS e soluzione del problema dell’equilibrio elastico.
E’ naturale quindi definire

e il funzionale convessenergia potenzialdella struttura:
F(u) := ¢(Bu) —7(u),
e il funzionale concavenergia complementagella struttura:
G(o) :=—¢ (o) +7 (Bo).
La soluzione del problema dell’equilibrio elastico in termini di spostamenti o di sforzi
si caratterizza dunque rispettivamente come punto di minimo del funzionale energia
elastica o come punto di massimo del funzionale energia complementare:
u =argminF,

o = arg maxG
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In soluzione i funzionali assumono il medesimo valore:

Questi classici principi di estremo sono due elementi di una famigligoriti-
cipi di stazionarieh equivalenti al problema dell’equilibrio elastico (vedi sezione
6.2 (p. 149)).

Alla definizione dei funzionali energia potenziale ed energia complementare pepu”
venire anche partendo dalle formulazioni del problema elastico in termini di spostamenti
o di sforzi.

B La formulazione in termini di spostamenti:
B 0p(Bu) N dy(u) £ 0,
applicando la regola di derivazione a catena:
B dp(Bu) = 8(p o B)(u),
si scrive nella forma
IpoB)(u)Ndy(u) #0 < o€ d(poB)(u)—dvy(u).
Lg r.egola di sottodifferenziazione della somma fornisce quindi la condizione di
minimo
0€ d(poB —7)(u) =0F(u).
B Analogamente la formulazione in termini di sforzi:
09" (@) "BV (B o) £0,
applicando la regola di derivazione a catena
By (Bo)=0(y oB)(0),
si scrive nella forma
97 oB)(0)Ndg (@) £0 <= o0c€d(y oB)(o)—d¢ (o).
La regola di sottodifferenziazione della somma fornisce quindi la condizione di
massimo )
0€d(y oB —¢)(o)=0G(o).

Sivuole oramostrare come si specializzano le espressioni dei funzionali energia elastica
ed energia complementare nel caso di vincoli affini.
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Si assuma pertanto che sulla struttura agisca un sistema di forze @ttive e
che i sistemi reattivi siano dovuti alla presenza di un vincolo perfetto, liscio e bilaterale

che definisce una varitineare di spostamenti ammissibili

L,=w+LCV.

e L CV el sottospazio lineare di spostamenti conforfhie
e R =L C F eil sottospazio lineare delle reazioni vincolari.

Il legame vincolare tra forze e spostamentllora definito dal funzionale concavo

y(u) i=(l,u)y+ M (u—w),

il cui coniugatoe
v (£) = Ng(f - 0).

Si ha allora che
¢ il funzionaleenergia potenzialdella strutturae'dato da

F(u) :=¢Bu) — (£, u)—M (u—-w),

e cice
Flu) :=¢(Bu) — (¢, u), uew+L,

e il funzionale concav@nergia complementardella strutturee’dato da

G(o) := —¢'(0) + Mg (Bo 1),

e cioe ,
Boc/+R.

Osservazione 6.1.Siano
e » = poB :V— R il funzionale che ad ogni campo di spostamenti associa

I'energia elastica della struttura e
e ¢": F — R il funzionale coniugato.

Il funzionale ¢ puo essere valutato integrando lungo una cueval — V il legame
K :V+— F (eventualmente multivoco) che esprime la risposta elastica della struttura

Sec(0) =0 € dom¢ e c¢(1) = u € dom¢ si hache
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Dualmente se(0) = o € dom¢” e c¢(1) = f € domg¢” si ha che

1

&' (6) — & (0) = / KN e(t)) . (1)) dt.

0

Si assuma ora che il puntpo, o} appartenga al grafico della relaziog¢/C) . Dalla
relazione diF ENCHEL

feop(u) = ¢(u)+o¢"(f)=(f, u),

si deduce chep(o) + ¢" (o) = 0. Fissando le costanti di integrazione in modo che
risulti ¢(o) = 0 si ha che anche"(o) = 0. Dalla diseguaglianza diENCHEL

pu)+¢°(f) > (f,u), YueV, VferF,

e ponendof = o, si deduce che(u)

>0, VYueVp,
>0,

e ponendou = o, si deduce che"(f) VfeF.

La relazione di risposta elastica della struttura € porivere
f=(¢+recop(u), reR, uew+L,

e quindi si ha che
$p(u) +¢ (L+r1)=(L+r, u).

e In assenza di cedimenti impostiv = o) si ha che(r, u) = 0 e pertanto si
deduce che

F(u) = ¢(u) — (£,u)=—¢ ({+r) <0.

e Viceversa in assenza di carictli = o) risulta

Si pw dunque concludere che

B |n una struttura elastica con vincoli lisci perfetti e bilaterali il funzionale energia
potenziale F V — R U {+ co} assume in soluzione valori positivi se la struttura
si deforma per effetto di spostamenti impressi, assume invece valori negativi se la
struttura si deforma per effetto di carichi applicati.
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6.1. Funzionali misti

La teoria del potenziale per operatori multivoci monotoni fornisce lo strumento
per la individuazione diretta dei funzionali della famiglia.

Si esamini dapprima il problema dell’equilibrio elastico posto in forma mista in
ganto espresso in termini di spostamenti e di sforzi.

Definiti gli spazidualiH =V x S e H' = F x D, il problema assume la forma:

o u
€A ,
o o
dove I'operatoreA : H — H' & definito da
-0y B
A =
B —0p"

Siriconosce che esesommadi un operatore lineare simmetrico (dungque conservativo)
e di due operatori multivoci monotoni conservativi rispettivamente non-crescente e non-
decrescente nelle variabili di statoe V e o € S.

Il relativo potenziale paessere valutato per via diretta integrando lungo il raggio che
individua il punto {u, o} :

{u,0}

(A ) )=

cl
9
(]|

Qi
<
Qi

{0.0}

{uo}
= /—<87(ﬁ), dﬁ>+<B’6, du)+ (Bu,de)— (0¢ (&), da),
{00}
che, a meno di costanti di integrazione, fornisce I'espressione del potenziale

*

R(u,0) = —y(u) —¢ (o) + (0o, Bu).

La forma speciale di tale funzionale relativa al caso di elaatlgiEaree nota in lette-
ratura come

B funzionale dHELLINGER-REISSNER.

Il funzionale R(u, o) risulta convesso i1 e concavo ino .
La soluzione del problema dell’equilibrio elastiegeértanto un punto di sella del
funzionale R(u, o) :
{u,o} = arg min maxk .
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6.2. L'albero variazionale

Latrattazione paessere generalizzatariscrivendo il problema dell’equilibrio elas-
tico in temini di tutte le variabili di stato:

Bo =f, o € dp(e),

Bu=c¢, ucoy (f),
Gli spazi prodotto duali sono in tal caso:

H=VxS8xDxF,
H =FxDxSxV,

e I'operatoreA : H — H' che governa il problema dato da:

0 B 0o I
B o -I, O
A_ =
0 -1 dp 0
|-L, O 0 '

Integrando lungo un raggio ifi. si ottiene I'espressione del potenziale:
L(e,o,u,f) = p(e) +7 (f) + (o, Bu)— (0, e)— (f, u),

che risulta convesso ia, concavo inf e lineare inu e o .
Una soluzione{e, o, u, f} rappresenta dunque un punto di minimo parziale rispetto
ad ¢, di massimo parziale rispetto afl e di stazionarigttispetto au e o .

Eliminando in modo opportuno le variabili di stato, si genera una

m famiglia di potenzialisecondo il seguente schema ad albero:

{e.o,u f}

{e.o.u} {o,u £} L'albero
{e, 0} {o,u} {u, f} variazionale

{e} {o} {u} {f}
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La famiglia consiste dei seguenti dieci potenziali:

L(e,o,u,f) =¢(e)+7 (f)+ (o, Bu—e)—(f, u),

Hi(e,o,u) =¢p(e)—vy(u)+ (o, Bu—ce),

Hy(o,u,f)  =—¢ (o) +7(f) +(o,Bu)—(f, u,

Ri(e,0)  =¢(e)+7 (Bo)—(o,¢),

Ry(u,0)  =-¢' (o) =~(u)+ (o, Bu), L& famiglia
R,(u,f) = o(Bu) +~"(f) — (£, u), variazionale
P,(e) = ¢(e) = (v o B)'(e),

Py() = —¢'(0) +7'(Bo),

Py(u) = ¢(Bu) — y(u),

Py(f) = —(poB)"(f) +7(f).

Tutti i potenziali della famiglia assumono un identico valore in soluzione.
Le propriet di estremo dei singoli potenziali si deducono immediatamente valu-
tando la convessito la concavi rispetto agli argomenti.

e In elasticiti lineare la forma speciale assunta dal funzionfdlge, o, u) € nota
in letteratura coméunzionale dHU-WASHIZU.

Si noti infine che
e il funzionale R,(u, o) € il funzionale dHELLINGER-REISSNER R(u,0),

e ifunzionali P,(u) e P,(o) sono rispettivamente i funzionaergia potenziale
F(u) edenergia complementar&(o) della struttura.

Osservazione 6.2L'espressione dei potenzial, (¢) e P,(f) prevede di valutare dei
funzionali coniugati(y” o B')* e (¢ o B)".

Poicle in essicompare I'operatore cinematiBotale valutazione richiede in effetti
la soluzione di un problema ausiliario di equilibrio elastico.

E’ questo il motivo per cui i potenzialP, () e P,(f) non sono classicamente
citati in letteratura.

Il principio di estremo corrispondente B, (f) trova applicazione in particolari
circostanze nelle quali la non lineaxidel problema confinata alla relazione vincolare
esterna.
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6.3. Diseguaglianze variazionali

Le propriet di estremo dei funzionali della famiglia variazionale possono essere
espresse richiedendo che i sotto(sopra)differenziali parziali rispetto ai singoli argomenti
contengano il vettore nullo dello spazio duale.

Si esamini il funzionale energia potenziale della struttura la cui condizione di
minimo assoluto pa scriversi nelle forme equivalenti

0€9F(u) < F(v)—Fu) >0, VveV < d'F(u;h)>0, VheV,

dove d* denota la derivata unidirezionale.

Si noti che, esplicitando I'espressione di F, la condizione di estremo si scrive
¢(Bv) —¢(Bu) > y(v) —y(u), VveV,

e che, facendo ricorso alla regola di derivazione a catena per le derivate unidirezionali,
la diseguaglianza variazional&' F(u;h) > 0, Vh eV, diventa

d*¢(Bu;Bh) > d"vy(u;h), VheV.
Nel caso di elasticitlineare il potenziale elasti@mdquadratico:

1

o(u) = 3 b(u,u),

e la diseguaglianza variazionale si specializa in:
b(u,h) > dy(u;h), VheV.

Analoghe relazioni possono scriversi per tutti i potenziali della famiglia.

6.4. Unicita della soluzione

Si é visto come la questione dell'esistenza di una soluzione del problema
dell’equilibrio elastico generalizzato sia suscettibile di una risposta sotto ipotesi
molto generali. Al contrario, I'analisi delle propreéetdellinsieme delle soluzioni
{u,f,e,0} € Vx F x D xS & pi efficamente condotta facendo esplicito riferi-
mento alle peculiarit del problema particolare da indagare.

Solo alcune semplici considerazioni possono essere svolte nel contesto generale.

Se il legame elastic& : D — S é strettamente monotono allora il potenziale
@ € strettamente convesso e la soluzione in termini di deformagianica. L'unicit
della soluzione in termini di spostameatassicurata a meno di uno spostamento rigido
addizionale che non alteri il valore del potenziale concavo) — F .

Se il legame elastic& ' : S — D @ strettamente monotono, risulta unica la
soluzione in termini di tensioni. Gicomporta ovviamente anche l'uniitiel sistema
di forze in soluzione.
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7. TEOREMI DI CASTIGLIANO E DI MENABREA

La teoria dei problemi elastici generalizzati consente di pervenire in modo imme-
diato alla formulazione (generalizzata) dei classici teoremi sulle derivate del lavoro di
deformazione dovuti AlENABREA [1] ed aCASTIGLIANO [2].

Questiteoremi esplicitano le propreti estremo dei funzionali convessi coniugati:

W energia elastica della struttura

b(u) = (o B)(u) = / o, (Bu),) dv,

n

B energia complementare della struttura

¢'(£) := sup{(f, v)—o(v)},

vey

legati dalla relazione di complementaadtéorema diCLAPEYRON generalizzath
¢(u) +¢"(f) = (£, u).

Il secondo teorema diASTIGLIANO consiste in una riformulazione della condizione
di stazionaried del funzionale energia potenziale della struttura. Si consideri infatti
I'energia potenziale e c@il funzionale convesso definito dalla differenza

Fu) :=¢(u) —v(u) = (po B)(u) —v(u),

e si applichi la regola di addizione dei sottodifferenziali.
La condizione di stazionarigtche caratterizza un campo di spostamentt
soluzione del problema dell’equilibrio elastico generalizzato si scrive allora

0€ IF(u) <= o€ dp(u)—0dy(u) < 9Ip(u)Noy(u) #0.
Esiste dunque un sistema di forfec F tale che
f € 0p(u) = 9(poB)(u),
{ fedy(u).

Si assuma ora che sulla struttura agisca un sistema di forze attivé e che i
sistemi reattivi siano dovuti alla presenza di un vincolo che impone agli spostamenti
ammissibili di appartenere ad un insieme convelssa V. Cio equivale ad assumere
che il legame vincolare tra forze e spostamenti sia definito dal funzionale concavo

y(w) = (0, u)+ ().
Si ha allora che
fedy(u) < f=(+r, —reN(u),

dove Ny-(u) = 9 Uy (u) & il cono delle normali uscenti d& nel puntou € K.
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La condizione di stazionari@del funzionale energia potenziale si scrive pertanto
L+r € dP(u),

ovvero
(+r,v—u)<dio(u;v—u), VvelV.

Assumendo cheivincolisiano lisci, perfetti e bilaterali, I'insieme degli spostamenti
ammissibili risulta essere una vaaedifine X = w + £ parallela ad un sottospazio
lineare di conformé' £ C V. La condizione di stazionar@i@ssume la forma di una
disequazione variazionale

(,vy<dte(u;v), VvecL.

Infine se il potenziale elasticp e differenziabile la condizione di stazionadaetiviene
lineare e si giunge al classico enunciato del

Proposizione 7.1. Secondo teorema di Castigliano. Si consideri una struttura
elastica caratterizzata da un potenziale elastico differenziabile e da vincoli perfetti,
lisci e bilaterali. Allora il lavoro virtuale compiuto da un sistema di forze attive per
uno spostamento tangente conforeneguale alla derivata dell’energia elastica della
struttura nella direzione dello spostamento tangente, valutata in corrispondenza della
soluzione del problema dell’'equilibrio elastico

(¢, vy=d¢(u;v), VvecL.
|

Osservazione 7.1l secondo teorema diASTIGLIANO nella formulazione originaria

si riferisce a strutture con elastigiliheare e vincoli perfetti, lisci e bilaterali [14], [18].

La formulazione della proposizione 7.1 ne estende la valalicontesto pigenerale di
elasticii non lineare con legame di cedevolezza elastica strettamente monotono. Tale
proprie assicura infatti la stretta convessidel potenziale energia complementare
della struttura e quindi, in forza della proposizione 2.9 (p. 116), la differenzedit”
potenziale energia elastica della struttura. ]

Al primo teorema di CASTIGLIANO Si perviene esprimendo il problema
dell’equilibrio elastico in forma duale. A tal fine si osservi che in termini dei fun-
zionali coniugati il problema dell’equilibrio elastico generalizzato si scrive

uedg(f),
uecoy(f),

Se I'energia elastica e strettamente convessa, anche il funzionale p o B & stret-
tamente convesso e dalla proposizione 2.9 (p. 116) segue che il funzionale coniugato
¢ e differenziabile. Si cagerviene al
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Proposizione 7.2. Primo teorema di Castigliano. Si consideri una struttura elastica
caratterizzata da un potenziale elastico strettamente convesso. Allorail lavoro virtuale
compiuto per lo spostamento soluzione del problema dell'equilibrio elastico da un
qualsiasi sistema di forzé eguale alla derivata dell’energia complementare della
struttura nella direzione del sistema di forze, valutata in corrispondenza della soluzione
del problema dell’equilibrio elastico

O

Osservazione 7.2l primo teorema dCASTIGLIANO nella sua formulazione originaria

si riferisce a strutture con elastigilineare e vincoli perfetti, lisci e bilaterali [14], [18].

La formulazione della proposizione 7.2 ne estende la val@iontesto pi generale

di elasticifa non lineare con legame di rigidezza elastica strettamente monotono. Tale
proprietl assicura infatti la stretta convessitél potenziale energia elastica della strut-
tura e quindi, in forza della proposizione 2.9 (p. 116), la differenzialé potenziale
energia complementare della struttura. La vadidi¢l primo teorema di ASTIGLIANO
consente inoltre che i vincoli siano governati da un arbitrario potenziale convesse purch’
sia assicurata I'esistenza della soluzione del problema dell’equlibrio elastico. m

Il teorema diMENABREA 2* si deduce dal primo teorema @ASTIGLIANO
assumendo che i vincoli siano lisci, perfetti e bilaterali ed effettuando la derivata
dell'energia complementaré” della struttura secondo incrementi costituiti da sistemi
reattivip € R = £ . Osservando chep, u) = ( p, w) si ottiene

dp"(L+r;p)=(p,w), VpeR=L".

In assenza di cedimenti vincolari si ha poi chec £ e dunque, sussistendo la con-
dizione di ortogonald™( p, u) = 0, si deduce che

dp"(l+r;p)=0, VpeR=L".

La convessi del funzionalep” implica che tale condizione di stazionadeia in effetti
una propried di minimo.

24 1 u1a1 FEDERICO MENABREA (1809-1896) Nato in Savoia (Francia), silawa Torino iningegneria
nel 1832. Fu, oltre che scienziato, militare (Generale del Genio), uomo politieméyi1848 deputato al
Parlamento subalpino), ministro e diplomatico. Ministro della Marina col Ricasoli (1861-62), dei Lavori
pubblici nel gabinettd'ARINI-MINGHETTI (1862-64) e fu egli stesso Presidente del Consiglio nel 1867-69.
Nell'ultimo periodo della sua vita ebbe missioni diplomatiche, fu Ambasciatore a Londra nel 1876-82 e a
Parigi nel 1882-92. Dal 1846 al 1860 era stato professore di Scienza delle Costruzioni all’Uaidersit
Torino, insegnando anche nelle scuole militari dellaacitFu un precursore dell'introduzione di concetti
energetici nella meccanica dei continui, e oggi il suo nens®prattutto legato al teorema sul minimo del
lavoro elastico di deformazione, la cui importanza tecnica fu posta in lucepli daCARLO ALBERTO
CASTIGLIANO (1847-1884). Socio dell’Accademia Nazionale dei Lincei e dell’Accademia delle Scienze
di Torino. Nel 1859 riceg’il Collare del’Annunziata e nel 1861 il titolo di Conte.
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E’ questo I'enunciato del classico

Proposizione 7.3. Teorema di Menabrea. Si consideri una struttura elastica carat-
terizzata da un potenziale elastico strettamente convesso e da vincoli perfetti, lisci
e bilaterali. Allora il sistema reattivo corrispondente alla soluzione del problema
dell’equilibrio elastico rende minima I'energia complementare della struttura nella
varieta affine ¢ + R dei sistemi di forze ammissibili.

P (U+1)< ' (L+p), VpeR=CL. .

Osservazione 7.3.1l teorema diMENABREA nella formulazione generalizzata della
proposizione 7.8 valido anche per elastiaition lineare purahon legame di rigidezza
elastica strettamente monotono. Tale propregSicura infatti la stretta convessitél
funzionale energia elastica e quindi, perlaproposizione 2.9 (p. 116), ladifferenaiabilit”
del potenziale energia complementare della struttura. ]

Osservazione 7.4.1 teoremi diMENABREA e di CASTIGLIANO, nelle formulazioni
originarie e nelle trascrizioni riportate nei testi di Scienza delle Costruzioni ( vedi
[14], [18]) sono enunciati nel contesto dell’elastditieare con particolare riferimento
alle travature elastiche. In elastiiiheare i funzionali complementati e ¢* sono
entrambi quadratici e risulta (teorema(i.APEYRON)

p(u) = ¢"(f) = 5(f, u).
Per mostrarlo si osservi che, esserfde B/EBu, si ha che
1 1 1 1
¢(u) = 5| Buy = 5(EBu, Bu) = J(BEBu, u) = _(f, u),
e dunque risulta

6 (5) = Sup{(£, v )~ 6(v) [ v €V} = (£, u) = ou) = 5(F, u).

Se la struttura ha un grado di iperstaticfinito, ede questo il caso delle travature,

il campo di deformazione tangente in soluzioB&a € D pud essere espresso come
combinazione lineare di campi noti con un insieme finito di incognite iperstatiche.
Sostituendo tale espressione in quella del potenziale elastico della stri{iBia)
I'energia complementare”(f) risulta funzione delle incognite iperstatiche. La con-
dizione di estremo del teorema NMIENABREA consente allora di calcolare il valore
delle incognite iperstatiche in soluzione.

Il primo teorema diCASTIGLIANO fornisce uno strumento per calcolare un
parametro di spostamento elasticoo €iconsegue mediante I'aggiunta di un sistema di
forze duale del parametro cercato e che dipende da un fattore scalare di propoezionalit”
Effettuando la derivata dell’energia complementare rispetto a tale fattore e valutandola
per il valore nullo del fattore si perviene al risultato.

Entrambi i risultati possono perottenersi, in modo pigenerale, mediante una
applicazione del principio dei lavori virtuali. ]
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8. MODELLI ULTRAELASTICI

Il modello elastico generalizzato costituisce un valido modello di riferimento per
la trattazione di molti problemi strutturali in cui la descrizione del comportamento dei
materiali richiede di simulare fenomeni ultraelastici quali il flusso plastico e quello
ViSCO0SO.

Nei fenomeni plastici il flusse istantaneo e dunque le leggi che lo governano sono
indipendenti dal tempo. Al contrario i fenomeni viscosi sono governati da un tempo
caratteristico che regola I'ergitdel flusso di deformazione viscosa.

La struttura formale dei problemi strutturali in campo plastico e visecmoaloga
a quella del problema elastico generalizzato.

E’ dunque possibile dedurre le condizioni di esistenza ed anigtlia soluzione e
le formulazioni variazionali del problema apportando le opportune modifiche formali
alla trattazione del modello elastico generalizzato.

Nelle prossime sezioni verranno inquadrati, nel contesto formale del modello elas-
tico generalizzato, i seguenti comportamenti costitutivi:

1)  plasticita perfetta
1)  plasticit incrementale
4i) viscosif,
iv) visco-plasticig,
v)  visco-plasticid con incrudimento
Si considera infine Ieschema implicitali integrazione nel tempo che conduce ad un

modello approssimato glisco-plasticia al passo finiteui si fa usualmente riferimento
negli approcci computazionali.

8.1. Plastici perfetta

| fenomeni di deformazione plastica nei materiali metallici avwengono per ef-
fetto del movimento di difetti e dislocazioni del reticolo cristallino (vedi sezione
XII.3 (p. 521)) e si verificano in modo istantaneo.

m |l flusso di deformazione plastiga € D misura il tasso di deformazione plastica
che si verifica durante il processo, riferito ad un arbitrario parametro evolutivo
te®R.

m Ladeformazione plasticehe si accumula nel processo descritto dall’evolversi del
parametrot € R nell'intervallo I C R si ottiene per integrazione:

e,(1) ::/p(t) dt.

I
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Il cono N = N (o) delle normali uscenti da un domini§, di sforzi ammissibili
a
nel puntoo € S, e definito dalla condizione

N'Sa(o') ={peD|(t—-0,p)<0, VTES,},

B |l modello costitutivo che descrive i fenomeni plasgailétto urmodello di flusso
plastico associatee il flusso plasticop € D rispetta lalegge di normalid al
dominio convessa, che definisce i campi di sforzo ammissibili (vedi fig. 8.1) e
cioé se

p(t) € N (o(1)).

Il modello costitutivoe'in tal caso detto glasticita associatgo plasticita standard.
Dalla definizione di cono normale si deduce che la legge di noraredjtiivale alla
condizione

(o,P)>(T,p), VTES,,
e cice che

(o,p)=max{(r,p)=Us (p), VTES,}.

La funzione sublinearel‘; , di supporto del dominids, , € dettadissipazione plastica
a
E’ questo ilprincipio di HiLL o principio della massima dissipazione
Si noti che in corrispondenza di uno stato tensionales S, il flusso plastico
p € D edeterminato a meno di un arbitrario fattore scalare non negativo. Se il dominio

di ammissibilia S, ha un punto angoloso ir € S, , anche la direzione del flusso
plasticoe indeterminata, potendo variare nel cono delle norm\@li(o (t)) .
a

Il dominio ammissibileS, & usualmente definito quale insieme di livello zero di un
B funzionale di interdiziongf : S — R U {+ o0} :

S,={o e8| f(o) <0}
Lindicatore del dominio ammissibiles, puo essere dunque scritto come:

Us (@) = Uy [f(@)] = Uy £1(e),

per cui risulta
N (@) =0Us (@) = d[Uy-[(0).

a

Il sottodifferenziale del funzionalel,— o f si calcola facendo ricorso al risultato della
proposizione 3.8 (p. 122).
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Applicando tale formula di composizione al caso in esame @onR= L, Si
ottiene:

Ny, (6) =0]Uy o fl(@) =0 Ly [f(0)]0f(e) =
— Ny [/(0)] 91 (o).

Risulta dunque
pE€ J\/Sa(a) < peAdf(o) con e Uy [f(o)] =Ny-[f(o)].

Il parametro) € R €& il moltiplicatoreassociato al funzionale convesso di interdizione
f:S—RU{+00}.

Si noti che lacondizione di coniugio

A€EDUp [flo)] <= flo)€dUpt (N),
si pw scrivere nella forma equivalenteabndizione di complementaréet

A>0 f(e)<0 Mf(o)=0.

8.2. Plasticia incrementale

Dal legame plastico associato introdotto nella sezione precedgqrissibile de-
durre le leggi che correlano il flusso plastico al tasso di variazione dello stato tensionale,
definendo casiin legame dplasticita incrementale

A tal fine si denoti con un punto sovrapposto

¢ laderivata da destralello stato tensionale rispetto al tempo:

e Siponga qundiV = N (o) e si consideri il cono polare negativo 4 :
7:%(0') :J\/Sa(cr)’ ={6€8:(6,q9)<0 VqeN},

chee il cono tangente al dominiS, nel puntoo € S, .

Assumendo che I'applicaziong : I — D sia continua da destra e eiche

p(t) = p(t") = lim p(7),

Tt

si deduce il seguente risultato.
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Proposizione 8.1. Condizione di consistenza di PragerSe il flusso plastico soddisfa
la legge di normalid e la continuia da destra rispetto al parametro evolutivo, allora
vale la proprie& di ortogonalit

(6.p)=0, €T, (o). PENS (o).

Dim. La condizioneo () € K, V7 € I implicaches € 75 (o). Dalle condizioni
di normali@ ai tempit, 7 € I :

(o(r)—o(t), p(t)) <0,
(o(t) —a(r), p(r)) <0,
dividendo perr — t > 0 e passando al limite per — ¢+ si ottiene che deve essere
(o(t), p(t)) <0,
(o(t), p(t)) 20,

e dunque il risultato. O

Si noti che lacondizione di consistenza HiRAGER si pu porre nelle forme
equivalenti

peEN;(o) =
ocecNyp) —
cgeT; peN; (6,p)=0,

FPRNITTRY

Nel passare dalla forma evolutiva a quella incrementale il dominio convggso
va quindi sostituito dal cono convessq (o).
a

Osservazione 8.1Un modello elastico generalizzato del tipo di quello descetstato
proposto per simulare il comportamento di strutture costituite da materiali elastici privi
di resistenza a trazione

In tal caso il dominioS, C S & un cono convesso. Denotando cpre D la
deformazione di fessurazione, si ha che

pENSa(U) — ocNg(p) <

oeS,, peS,, (o,p)=0,

Perfettamente analogoil caso di vincoli esterni di tipo unilatero. ]
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Sipresentaoraunrisultato dovutd.d. MoREAU [11]che fornisce uno strumento
utile per la discussione delle equazioni costitutive in plastjdit viscoplastica’'ed in
elastoplasticd’incrementale. Il risultate Stato rivisitato in [26] e qui riformulato
con qualche modifica.

Proposizione 8.2. Decomposizione additiva.Sia H uno spazio dHILBERT e siano
f:H—RU{+oc} e f :H+— RU{+oo} due funzionali convessi e regolari, tra
loro coniugati. Si considerino quindii funzionali

A 1
d(x,a) = g llx —all + f(a),

~ 1 2 *
beb) = S llx b5+ £ (b).
Allora ciascuno dei problemi di minimo

¢(x) = min $(x, a),

acH

P(x) = min ¥(x,b),

beH

ammette un’unica soluzione.
| rispettivi punti di minimo assolutdA (x), B(x) € H sono detti daVIOREAU punti
prossimali e si scrive

A(x) = proxf(x), B(x) = Prox, (x).

Per ogni x € H sussiste la decomposizione additiva
x = A(x) + B(x),
per cui si pw porre

600 = 5 1~ AG) 2, + F(AG) = 5 I BOOIZ, + (AGX)).

Y60 =3 %~ B I+ £ (BG) = 5 [ AG I+ £ (BGe).

| funzionali ¢ : H — RU{+o00} e ¢ : H — RU{+ 00} sono differenziabili nel
senso dFRECHET e risulta

A(x)=dp(x),  A(x)€9f (B(x)),

B(x) =d¢(x),  B(x) € df(A(x)).
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Dim. Dallaregolariidi f : H — R U {+ oo} e del funzionale quadratico

1 2
ax) := 3 I3,
si deduce che entrambi sono inferiormente limitati da un funzionale affine continuo e
quindi che sussiste I'implicazione

lim  ¢(x,a) — +oc.

lallp—o0

La proposizione 4.4 (p. 131) assicura allora che |l funzionﬁag, - ) assume un
minimo in un punto A(x). Tale puntoe unico in virt della stretta convesaitdel
funzionale quadraticg che implica quella del funzionalg(x, - ).
Si osservi ora che i funzionalh e ¢ sono definiti da inf-convoluzioni esatte.
Dalla proposizione 2.7 (p. 114) si deducono allora le seguenti prapriet’

Ax) = proxf(x) — x—Ax)=d¢(a), A(x) € 0f (a),
dove a € 9¢(x) . Essendalg(a) = a le condizioni precedenti sono equivalenti a
A(x) € 0f (x — A(x)).
Tale relazione equivale a sua volta a
x—A(x) € 0f(Ax)),
e dunque alla condizione
Ax)=dq(B), x-A(x)€0f(B) < x—A(x)=prox:(x),
dove B € 0y(x). Ne segue chdB(x) = x — A(x) e quindi
A(x) €0¥(x),  Ax)€df (B(x)),
B(x) € 9¢(x),  B(x) € df(A(x)).

Rimane da mostrare che i funzionalie ¢y sono differenziabili nel senso HRECHET.
A tal fine si noti che dalle relazioni sottodifferenziali

P(x) — d(x0) > (X,, X —X,) <= X, € IP(x,),

P(x,) = d(x) > (X', X, —X) = X €9¢(x),
si deduce che

(X7, X = %) > $(x) = B(%0) > (X, X —X,),
e ciceé che
(X =X, X —Xy) > O(X) — d(%0) — (X,, X —X,) > 0.
Ponendox” = B(x) = x — A(x) e x, = B(x,) = x, — A(x,) si hadunque che
—(A(X) = A(X,), X =X, + | x = X, [[3, > 6(x) — b(x,) — (x;, X —%,) > 0.
La differenziabiliei di ¢ segue allora dalla diseguaglianza
(A(x) = A(x,), x—%,) 20,

che esprime la monotonia del legame sottodifferenziate O
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Osservazione 8.2Si osservi che la differenziabiditdei funzionalip e 1) € unadiretta
conseguenza della formula di sottodifferenziazione di una inf-convoluzione esatta. Si
ha infatti che

9¢(x) = dg(B(x)) N9f(A(x)) = {B(x)} N9f(A(x)) = {B(x)},

in quantoB(x) € 0f(A(x)). Da tale dimostrazione non si evince pda differenzi-
abilita nel senso di"RECHET. [

8.3. Viscoplasticitl

Il comportamento viscosecaratteristico di materiali metallici ad alte temperature
e dei materiali polimerici e degli aggregati a temperature ambiente.

Il flusso viscosop € D € la derivata temporale della deformazione viscosa.
Al contrario di quanto visto per il flusso plastico, il flusso visc@saonivocamente
determinato s& hoto lo stato tensionale. La legge di viscast'scrive in generale

nella forma .
Pp=— d¢(U) )
T
dove
e ¢:S+— RN eilpotenziale viscoplasticadimensionale, convesso e differenziabile
e

e 7> 0 e il tempo di rilassamentdel materiale.

Un comportamento viscoplastieocaratterizzato dal fatto che le deformazioni viscose
hanno luogo quando lo stato tensionale supera un valore di soglia. Con opportune
scelte del potenziale viscoplastico, la formula precedente si specializza nelle leggi di
viscoplastici& proposte d®ERzYNA [8] e daDuUvAUT e LiONS [16].

B Modello diDuvauT e LIONSs.
Nella legge di viscos#t si assuma il potenziale viscoplastico

. 1 2
= inf = — .
o) = inf S lo

Si applichi quindi il risultato della proposizione 8.2 ai potenziali

!
o(o) = min {3 |l —7[lg +Us (1)},

Uo) = min{L o —s|L+ Uy (5))

Adottando quale prodotto interno 8 quello in energia dell'operatore di cedevo-
lezza elasticaC : S — D:

(o, T)c ::(CU;T>7
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si ottiene che
1 2
¢lo) =5 lle—H(o) g,

Wo) =5 llo T (o) |+ (M (o)

condg(o) =C [0 —I(o)].
Si perviene casilla legge di viscos#t introdotta d@DuvauT e LIONS in [16].

p=_1Clo-T(o),

doveIl : S — S e il proiettore ortogonale sul convessy) C S in energia di
C:S—Dell’:S+— S &il proiettore complementare.
B Modello diPERZYNA.
Si consideri ora il potenziale viscoplastico
¢(o) :=(mog)(a),
con la funzione divyounc m : ® — R* data da
{ 0, sea <0,

m(a) :=
(@) %aQ, sea >0,

e g:S+— RU{+ oo} funzionale adimensionale, convesso e differenziabile.
Applicando la regola di derivazione a catena si perviene alla legge di viscosit
proposta d@ERZYNA in [8]

b= (glo))do(o).

dove laparentesi dMacAULAY % & la funzione a rampa definita da
0 sea<0,
(a) = {
a sea>0.

Osservazione 8.3.Si noti che ponendo

g(o) = llo—T(@) | = inf o~ 7.

il potenziale viscoplasticg(o) : = (mo g)(o) assume I'espressione

1

. 1 2 2
inf 2 llo—7ls=ylo—Tio) 2.

TES,

Dunque il modella proposto dBuvAauT e L1ONS & un caso particolare di quello
formulato daPERZYNA. [ ]

%5 FRANCIS SOWERBY MACAULAY (1862-1937) Matematico inglese che ha portato importanti con-
tributi alla geometria algebrica. Nel 1916 pubblitperaThe algebraic theory of modular systems
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8.4. Un modello generale

E’ possibile formulare un modello generale che consente di trattare in modo uni-
tario i tre tipi di comportamento costitutivo viscoplastico, viscoso e perfettamente plas-
tico. A tal fine si assegnino

e un criterio di plasticizzazionelefinito da un funzional&” : S — R U {+ oo}
convesso, continuo e nullo nell’origine,

e uno scalarek € R che definisce Isoglia di plasticizzazione

e unafunzione di flusso
m:R— RU{+ o0},

convessa, monotona ed identicamente nulla&sy
e unfunzionale di interdizione

g:S— RU{+ 00},

che con il suo insieme di livello zero definisce il dominio elasticcequhfi alla
differenza tra il funzionalet” ed il valore di sogliak :

Il potenziale di legame si esprime dunque come composizione del funzionale di
interdizione e della funzione di flusso:

¢(o) = (mog)(a).
La legge di scorrimento viscoplastico si scrive pertanto
p € 9¢(a) = d(mog)(o) = Imlg(a)] 9Y (o).
La formulazione dei problemi di viscoplastiitn termini cinematici richiede di

effettuare I'inversione della relazione costitutiva e quindi di valutare il funzionale di
dissipazione viscoplastica

¢ (p) = (mog) (p),

chee il coniugato del potenziale viscoplastiga
La relazione inversa si scrive

o €04’ (p)=0(mog)(p).
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L'espressione del funzionalen o g)* in termini dei coniugati dim e g & fornita

dalla relazione [39]

(mog)"(p) = inf {m’(a) + Lgpi, (P, —a)} .

dove il funzionale di supporto dell'epigrafo @i & dato da

ag*(B), sea >0,
«

* —
Uepig(p7 70[) - uaomg(p)7 sSeqa = 0,

+ 00, sea < 0.

Sussiste dunque la formula

. ) _ ) ozgf(%), sea >0,
¢ (p) = (mog) (p) = inf g m (a) +
- ugomg(p), sea=0.

Le tre tipologie di comportamento costitutivo, viscoplastico, viscoso e perfetta-

mente plastico, possono essere simulate definendo opportunamente il valore di soglia
k e la funzione di flusson .

A titolo di esempio nelle figure seguenti sono schematicamente rappresentati
il funzionale di interdizioney : S — R U {4 o0},

il funzionale di dissipazione viscoplastiea: D — R U {+ oo},

la funzione di flussan : R — R U {+ oo},

ed il legame costitutivo per le tre tipologie di comportamento costitutivo, visco-
plastico, viscoso all&orTON-HOFF e perfettamente plastico.

Il comportamentwiscoplasticcsi ottiene assumendo un valore di soglia positivo
kE>0.

Lo scorrimento viscosalla NOrRTON-HOFF si ottiene ponendd = 0 e quindi
g=Y.

Lo scorrimento perfettamente-plastisoottiene ponendd: > 0 ed assumendo
come funzione di flusso l'indicatore &t~ .

Nelle rappresentazioni schematichesionsiderato un funzionale di plasticizzazione
Y : S — RU{+ o0} sublineare, come avviene nel caso del criteri¢cdN MISES
(vedi sezione XIlIl.4.2.2 (p. 562)).
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Lo scorrimento visco-plasticsi simula ponendd: > 0 (figg.8.1,8.2).

g ¢

N c,

NV

Fig. 8.1

Fig. 8.2
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Lo scorrimento viscosalla NORTON-HOFF si simula ponendd: = 0 e quindi
g =Y (figg.8.3,8.4).

g
)
g o
m €
a g
Fig. 8.3
)
g
€ ¢
- g
m
B ¢

Fig. 8.4
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Lo scorrimento perfettamente-plastisosimula ponendd: > 0 ed assumendo come
funzione di flusso l'indicatore div~ (figg.8.5,8.6).

g )

AN :

N ke

Fig. 8.5

Fig. 8.6
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8.5. Elastoplasticil incrementale

Il comportamento di molti materiali metallici a temperatura ambientgescritto
in modo sufficientemente accurato, nell’ambito della teoria linearizzata, da un modello
elastoplastico incrementale in cui il tasso di deformazione tatade D € somma di
una parte elastica € D e di una parte plasticg € D:
E=¢é+p.

Si noti esplicitamente che un punto sovrapposto denota la derivata temporale da destra
e che il flusso plastice assunto continuo da destra.

e La velocia di deformazione elastioa legato al tasso di variazione dello stato
tensionales € S dalla legge elastica lineare e definita positiva:

e=Co.

e |l flusso plasticop € D é legato al tasso di variazione dello stato tensionale
o € S dalla legge di consistenza BRAGER

peN;(o)=0U; (o).

Per poter applicare i risultati della proposizione 8.2 (p. 161) si doti lo spazio delle
deformazioniD del prodotto scalare definito dallaforma bilinerare dell'energia elastica

(€,€) :=(Ee ,e,), Ve,e,€D.

Si consideri quindi il cono tangent&: al convessoCS, C D nel puntoe € D. La
legge diPRAGER si puwo allora riscrivere

P € Ny (6) = O Ly, (&)

Il simbolo sottodifferenzialedy, ricorda che nel valutare la pendenza del minorante
affine si deve considerare il prodotto interno in energia elastica,cbesper un fun-
zionale convessq : D — R U {+ oo} siha:

Opfle) < f(n)—f(e)>(En—Eé,p)=(n—¢€,p)g-

La proposizione 8.2 (p. 161) mostra allora che la decomposizione della deformazione
totale ¢ € D nella somma della parte elastiéac D e di quella plasticap € D &
governata dai potenziali

1 1
9(&) =5 Pl + f(©) = min{Z & —nllg+Ur(m},
. 1,. 2 x P 2
wE) =3 llell+ ()= min{Zlle =8+ (8)}.
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Nelle espressioni dei potenziahi e 1) :
e U, elafunzione indicatrice del cono convesgg tangente nel punte € D
al dominio di ammissibila’ CS, C D delle deformazioni elastiche,

° |_| = Uy, € la funzione di supporto del cono convesfg chee anche la
fun2|one indicatrice del cono convesa@: normale nel punte € D al dominio
di ammissibilia CS, C D delle deformazioni elastiche:

0, sep € Nc,

U, (p) :=sup{(n,p)gImE€Tc}=U,_ =
wlp) = sl nee) -y {0 FPEE

Si noti che risulta

*

Uy, (p) =L (p) = sup{(7,p) [T €T}.
Sussistono in definitiva le propraet’

é=dy(é), ee€dlU,, (p),
p =do(é), p eIl (é).

Si noti che

B Le espressioni dei potenziahi e 1» mostrano che le aliquote elastica e plastica del
tasso di deformazione totake € D si ottengono mediante proiezioni ortogonali
in energia elastica rispettivamente sul cono tangéfes sul cono normaléVc
al dominio elasticoCS, nello spazio delle deformazioni.

Le proprieti di proiezione forniscono un criterio sul quale basare un algoritmo iterativo
che consenta di effettuare la decomposizione del tasso di deformazione totale.

La decomposizione di € D nella somma di una parte elastiéac D e di una
parte plasticap € D & caratterizzata dalle propréetli complementariat’

E=¢é+Dp, ecTc, peNg, (é,p)EZO,
che equivalgono a

E=¢é+Co, ccT, peN, (,p)=0.

Osservazione 8.4.Se la superficie del dominio elastic$), e regolare, alla decompo-
sizione del tasso di deformazione totale nelle aliquote elastica e plastica si perviene con
la seguente semplice procedura. Giain vettore normale al domini€S, ed avente
norma unitaria in energia elastican, n), = 1. Allora

e se(é,n)p<0alloraé=¢, p=o,

e se(é,n)p>0allorap=(é,n)pn, é=£¢—p. [ ]
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8.5.1. Principi variazionali in elastoplasticié incrementale

Della famiglia dei dieci funzionali della sezione 6.2 (p. 149) si considerino i
funzionali

Py&) =~ (6) +7 (Ba),
Py(a) = ¢(Bu) —~y(u),
che rapprentano I'energia potenziale e I'energia complementare generalizzate del pro-
blema elastoplastico incrementale.
B Siponga quindi

©(B1) :/ (Bi) dv:%/ |Bu—p(Bu) | dv = %/ &(Bu)-é(Bu) dv.
7]

2 n

dove
e p(Bu) € la parte plastica del tasso di deformaziddé ,
e ¢(Bu) = Bu - p(Bu) & laparte elastica del tasso di deformazide,
e o(Bu) =E (Bu-—p(Bu)) eiltasso di stato di sforzo.
Sostituendo tali espressioni nel funziondtg(u1) si deduce che la soluzione del prob-

lema elastoplastico incrementale in termini di campi di vesositttiene dal problema
di estremo del funzionale convesso

@(Bu) —~(1) = min [p(Bv) — (V)]

vey

cheé noto comeorincipio di GREENBERG.
B Dualmente la soluzione in termini di stato tensionale si ottiene dall’espressione

del potenzialey* complementare di :
E 1 .2 .
v(e)=5llelg+Un(o).

Ponendo

s0)=[ verar = [ 1ol dve U,
0 [

e sostituendo nel funzionalB, (o) si perviene al problema di estremo

—'(6) +7 (B &) = max[~¢"(+) +7'(B )],

che€ noto comeorincipio di PRAGER-HODGE.



172 9-ALGORITMI SOLUTIVI

9. ALGORITMI SOLUTIVI

Si consideri un problema strutturale in cui il legame, che ad un sistema di forze
f € F agente sulla struttura associa I'insieme dei cinematici confarmi£ che sono
soluzioni del problema, sia caratterizzato darat@zione non lineared eventualmente
multivocaC : F — V del tipo

u e C(f) = C,[f] + M(f),

dove le parentesi quadid denotano una dipendenza lineare dall’argomento.

Il legamee quindi somma di

e un operatore diedevolezza elastic€, € L {F; V} lineare, continuo e definito
positivo:
(C[lf], f)>0, VfeF\{o},

e e di un operatoreedevolezza elasticM : 7 — ) multivocq monotono massi-
malg strettamente monotoreconservativo

(f, —f,, M(f,) - M(f))) >0, VI, feF,
(f—f . u-M(f))>0 Vf € domM = ue M(f),

ue M(f) NM(f) = f,=f,.

Si noti che, con un abuso di notazionegsgienotato con lo stesso simbdMd(f)
anche un gualsiasi elemento di tale insieme.

e L'operatore multivocoM : F — V e pertanto 'operatore sottodifferenziale di
un potenziales” : F — R U+ co strettamente convesso

M(f) = 9¢'(f) Vfe dom'e.
Si ricordi che, assumendo’(f) = +o0o sef ¢ dome”, il sottodifferenziale dig”*
in £ € F & definito da
{fu, eV|o(f)—¢'(£)>(f—£f ,u,) VfeF} sef € dom¢

0 sef ¢ dom¢
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L'operatore multivocoM : F +— V gode pertanto delle seguenti propaiet”
e Limmagine M(f) diogni f € domM & un convesso iV .

e L'operatore lineare dtedevolezza elastic&, € L {}‘ ; V} fornisce la parte
elastica della risposta strutturale,

e I'operatore multivoco dcedevolezza anelastidy : V — F caratterizza invece
la risposta anelastica.
La risposta totalax € V e quindi somma di
e una parte elastica, € V e
e una parte anelastica, € V':

ue = Co[f] ?
u=u, + u,,
u, € M(f).

La stretta monotonia dell’operatore multivodd : F — V equivale alla stretta con-
vessiti del potenzialep” : F — R U {+ oo} .
Dunque

e il potenziale ¢ : V — R U {4+ oo} coniugato di¢ : F — R U {+ 0} &
differenziabile,

e I'operatore dirigidezzak = C ™' = d¢* : V — F & univoco.

Pertanto il problema non lineaeeespresso dall'equazione

K(u)=f.

9.1. Teoremi di confronto
E’ importante stabilire una catena di diseguaglianze che fornisce limitazioni infe-

riori e superiori alla pendenza media della risposta non lineare.
A tal fine si introducano le notazioni:

o 0o’ To

I£llg, = (C.f,. £,

007

2
lully =K, ),

dove K, = C ' ¢ larigidezza elastica
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Se la coppidf, u} corrisponde ad un punto del grafico del legame e s®"
u € C(f),

allora si pw scrivere

e quindi si ha che

2
(f,uy=(Ku u)z(KO[u—up],u):||u||Ko—<K0u,up>.

o~e?

Osservando che
Ku=f+ Ku,

si ottiene infine I'eguaglianza

<f,u>:\\u\|§<0—uu fou,).

2
D HKo —
Analogamente ponendo:
u=Cf+ u,,

si ottiene che
(f. u)=(f, Cf+u,),

e quindi 'eguaglianza

<f,u>:\|f|\200+<f,up>.

In base a tali semplici risultati, ¢, u, } e {f,, u, } sono due punti distinti del grafico
del legame, risultex”

(f, —f,u—uy) =flu, -y ||i<o_ ||up2_up1Hi(O_(f2_fl7 W = Wy ),
(f,—f,uy—u) =, —f ||i;o+<f2_f17 W — Uy )-
Il legame anelasticdM che af fa corrispondereup € monotono, per cui risulta
(f, — £, M(£f,) - M(f))) = (f, —f,,uy—u,) >0,

Si pw concludere che sussiste la seguente catena di diseguaglianze

2 2
1= 16, < (6= =) < uy —wy [l
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9.2. Metodo iterativo

La soluzione del problema strutturale non lineare pgsere perseguita con un
metodo iterativdbasato sulla ricerca dplunto fissali un algoritmo.

Per ogni dato sistema di forze ammissibfle 7 sia A, : V — V I'algoritmo
ed 7 I'indice del generico ciclo di iterazione.

Il metodo iterativaassociato all’algoritmad : V — V & espresso dall@lazione
di ricorrenza

U = Af(uq',) )

ed esplicitamente

f—K(u,) =r,
u,=Cf, i=1,...+ o0

;g u; = Cz r;

dove

e C, :F — V éloperatore dicedevolezza elastictineare, continuo e definito
positivo,

e C,: F—V &loperatore dcedevolezza di iterazionmelativa al cicloi—esimo,
lineare, continuo e definito positivo,

e 1, eilresiduo al cicloi—esimo.

m L algoritmoconverge se, alllaumentare del numero di iterazioni, il residuo tende
ad annullarsi.

Siintroduca ora la seguente definizione.
m Un operatoreK _ : V — F dirigidezza secantsoddisfa la propriet”

K, [u ] =K(u, ) - K(u).

i+l
B La corrispondenteedevolezza secan(@, = KS‘1 : F — V gode della propriet”

Cf,, —f

sttit1 — z] = M(f'

z+1) - M(f) .

3

In virtl della catena di diseguaglianze dimostrata nella sezione 9.t siffaurnare che
valgono le relazioni:
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9.3. Convergenza dell’algoritmo

In base alla definizione delligidezza secant& si ha che

r.

rg—r=-K(u,,)+K() =-Ku,, —u]=-KCr, =-Ar,

i+1
dove sie postoA, = K C,.
Si definisca ora lmorma del residudn energia della cedevolezza di iterazione
2
;[ =(r;, Cr;)

e si osservi che

2 2 2
||ri+1H = ||I'Z-+1—ri | +||I'iH —|—2*(I‘i+1—l‘i, Ciri).
Orarisulta
2 2
It — o " =lA;x, " =(Ar;, CA1,),
(ri—r,Cr,)=—(KCr,,Cr;) = —(Ax,, Cr;).
Dunque

— x|+ ((C,A, — 2C))r,, A,r,) =
= I, P +(C, —2C A YA x, Ar) =

= r ||2 +((C; —2C )A;r;, A;r;),

[ 7o ||2: | r; ||2+<A'I" CAr)—2x(Ar,Cr;)=

dove sie fatto ricorso alla relazione

-1 —
A =cC'C,.
i s
Dunque risulta certamente
2 2 L
e 7 < Il [ Condizione
) o » _ | sufficiente
se la differenza tr2C, e C; e definita positiva, ovvero, in i convergenza
simboli, se
C, <2C,.

Essendo polC, > C, la condizione di convergenza sagoddisfatta fortiori se

C, < 2C, < 2C,.
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V — TRAVATURE PIANE

Questo capitole dedicato alla presentazione del metodo di calcolo automatico
di strutture composte da travi, dette pertamévature Per semplificare I'esposizione,
I'analisi € sviluppata con riferimento eavature pianecomposte da travi ad asse ret-
tilineo ed a sezione costante. Il metodo esp@&sfoed del tutto generale e quindi
direttamente estendibile al caso generale di travature spaziali anche ad asse curvo.
La prima sezionee ‘dedicata alla presentazione degli elementi di base della teoria
dell'interpolazione lineare che vengono richiamati nella seconda seziospgctifica-
mente dedicata alla illustrazione della implementazione del metodo degli spostamenti
per letravature piane

1. INTERPOLAZIONE

Nella soluzione approssimata di problemi di Fisica Matematica si fa usualmente
ricorso a metodologie di interpolazione che consentono di riformulare il problema origi-
nario in un contesto che rendeau@gevole la trattazione. Un problema di interpolazione
e caratterizzato da

e uno spazio lineare di funzioni da interpolare,

e un sottospazio lineare dlinzioni di formache rappresentano gli oggetti con cui
interpolare,

¢ un insieme di condizioni lineari che definiscono il criterio di interpolazione.

Percle un problema di interpolazione sia ben formulatnecessario che, nella scelta
delle funzioni di forma e delle condizioni cui esse debbono obbedire, vengano rispettate
regole precise che assicurano I'univacitella determinazione del campo interpolante
un ente vettoriale.

Nel seguito si conduce una analisi del problema della interpolazione lineare e si
fornisce la dimostrazione dei principali risultati.

m Un problema di interpolazione lineareche si denota con la sigialL, viene
usualmente formulato ponendo il seguente quesito.

Dato uno spazio linear¢’, di dimensione finitan generato da un insieme d
funzioni di forma{v,} coni =1,---,n, siindividui la funzionev, € V, che
soddisfa assegnate condizioni lineari.
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1 - INTERPOLAZIONE

Per chiarezza espositiva la trattazione parte dal considerare alcuni semplici es-
empi che introducono alla visione generale della questione. Gli esempi verranno dis-
cussi nella sezione 1.7 (p. 191) sulla base dei risultati della teoria sviluppata in questo
capitolo.

Esempio 1 —Determinare il polinomio di2°
grado nella variabilexz con assegnati valori
agli estremi dell'intervallo[—1, +1] ed assegnata

i =—1. .
derivata perr Nel quadro a fianco sono

Esempio 2 — Determinare il polinomio di2° riportati tre esempi elemen-
grado nella variabiler che assume nell'intervallo| tari di PIL. Da essi si parte
[—1,+1] assegnati valori agli estremi ed un asse- per svolgere alcune conside-
gnato valor medio. razioni generali che moti-

Esempio 3 — Determinare il polinomio di2° vano lo sviluppo della teoria.

grado nella variabiler che assume assegnati valg
ri agli estremi dell'intervalld—1, +1] ed un asse-
gnato valore della derivata per= 0.

Per introdurre la trattazione generale BHi & conveniente far riferimento ai sem-
plici problemi su esposti per mostrare come una diversa interpretazione degli elementi
e delle condizioni che ivi compaiono consenta di inquadrare la problematica in modo
piu chiaro ed esauriente. A tal fine si premettono alcune osservazioni che gradualmente
conducono alla formalizzazione del problema.

Sia C/(I) lo spazio delle funzioni continue con la derivata prima nell'intervallo
I=[-1,41].

L'insieme dei polinomi di2° grado€ un sottopazio lineare tridimensionale di
C'(I) che si denota con il simbol@,(I) .

Una base diP,(I) & costituita dai monom{1, z, 2} .

Lo spazio P,(I) € quello in cui si ricerca la funzione che soddisfa le condizioni
lineari assegnate nei tre esempi precedenti.

Per indagare circa I'esistenza e I'uniciella soluzione di uRIL € conveniente
riformularlo facendo ricorso al concetto di dualit”

Lideaé quella diinterpretare le condizioni lineari come valori assunti da assegnati
funzionali lineari

Un PIL & quindi definito da una coppia di sottospazi lineari, uno generato dalle
funzioni di forma e I'altro generato dai funzionali lineari corrispondenti alle condizioni
lineari imposte.

Il PIL considerato nell’esempid puo infatti essere riformulato come segue:
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Si considerino i funzionali lineari{f,, ¢ = 1,2,3} che
campionano rispettivamente il valore delle funzionidi O
neipuntiz = —1 e z = +1 e quello della loro derivata nel
punto x = 0. Il PIL consiste nel ricercare una soluzione

del problema lineare Formulazione del
‘ PIL in termini di
f(v))=¢,i=1,--.3, funzionali lineari
dove

e v, € P,(I) &un polinomio di2° grado e
i=1,

° ¢, 2,3 sono scalari assegnati.

| termini noti ¢, possono essere interpretati come valori assunti dai funzionali
lineari f; in corrispondenza di una funzionee C'(I) che

e assume ivaloric, e c, rispettivamente i = -1 e v = +1,
¢ haderivata pari a, perz =0.

Dunque assegnare gli scalafi equivale a considerare una siffatta particolare funzione
v € CY(I).

Il PIL si pone allora come segue.

Assegnata una funzione € C'(I), determinare il poli-
nomio v, € P,(I) tale che

fi(vh) = fi(v) ’ 1= 17 2a 3,

) ) Formulazione del
ovvero, in modo equivalente, tale che PIL in termini

variazionali
£,(v,))=1£,(v), Vi eF,

dove F, e il sottospazio lineare generato dai funzional
{f,, i=1,2,3}.

m |l polinomio v, € P,(I) & il polinomio interpolantda funzionev € C!(I)
rispetto alle condizioni lineari descritte dal sottospazio lineéye

Questa ultima formulazione suggerisce quale sia il quadro formalegpiveniente per
porre unPIL .

Nel seguito si espone la teoria fornendo forme alternative del problema che ne
consentono interessanti interpretazioni geometriche. L'analisi viene dapprima condotta
nel contesto di spazi di dimenzione infinita e quindi specializzata al caso di dimensione
finita chee classicamente considerato nelle trattazioni di tipo computazionale.
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Vengono affrontate e discusse le questioni di esistenza edaidaiproblema nel
caso generale, fornendo condizioni di tipo insiemistico e di tipo variazionale.

Tali condizioni sono quindi specializzate BIL in dimensione finita con la
definizione dellematrici di HAAR. Si svolge infine la trattazione dei classpmili-
nomi diHERMITE in termini di basi duali.

1.1. Interpolazione lineare

Si definisce dapprima il contesto astratto in cui porre il problema. L'ambiente °
il pit generale che consente di affrontare per via matematica la discussione di questo
problema e della maggioranza dei problemi di interesse in Fisica Matematica.

Il concetto informatore quello della duali cthe accoppia due spazi vettoriali.

L'idea € quella di assumere I'esistenza di ungerazionetra i due spazi che
preservi la lineardt’e consenta dindentificareperfettamente un qualsiasi vettore,
di ciascuno dei due spazi, sulla base della conoscenza della sua interazione con
ogni vettore dell'altro spazio.

Dal punto di vista matematico questo significa che sul prodotto cartesiano dei
due spaze’definita una forma bilineare i cui valori rappresentano le determinazioni

dell'interazione.
In virtu della linearig, la propriea di identificazionee ‘garantita dall’'essere tale

forma non degenere.
Le definizioni formali sono le seguenti.

W Si considerino uno spazio HIILBERT V ed il suo dualeF . Ladualita definisce
unaforma bilineare non degenere-, - ) sul prodotto cartesian® x F .

Infatti sussistono le propriat

(f,v)y=0, VveV = f=0,
(f,v)y=0, vieF = v=0.
La primaé€ banale, la seconda si dimostra ricorrendo al teorentbadiN-BANACH
(vedi Tomo |, sezione 11.3 (p. 191)), se lo spadioé uno spazio dBANACH, 0 anche
al teorema dRIESz, se lo spazio) & uno spazio dHILBERT.
Le implicazioni precedenti equivalgono afieoprieta di identificazionén quanto
(f,vy=(£f,, vy, VveV = f =1,
(£, vy =(f, vy, ViecF = v,=v,.
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1.2. Sottospazi interpolanti

Si consideri una coppia di sottospazi lineari chiligic V e 7, C F.
I sottospaziV, C V e F, C F sono dettisottospazi lineari duali interpolanti
VY x F se sono soddisfatte le seguenti progrigs loro equivalenti.

proprieta di identificazione
proprieta di complementariet
proprieta di proiezione

propriea di isomorfismo quoziente

1.2.1. Proprieta di identificazione

| sottospazi lineari chiusV, C V e F, C F godono della proprietdi identifi-

cazione se
f,,v,y=0, Vv, eV, = f =0,

(f,,v,)=0, vieF, = v,=0.

Tale caratterizzazione di una coppia di sottospazi duali interpolanti consiste nel
richiedere che i sottospazi godano della propridt identificazione peculiare della
dualif.

1.2.2. Proprieta di complementarie

| sottospazi lineari chiusl, C V e F, C F godono della
e proprieta di complementarietse

e V.CVe ]-‘j C V sonosupplementari topologiccioé se sussiste la relazione
(vedi Tomo |, sezione IV.14 (p. 485))

V=V aF

o’

ovvero, per definizione dell'operazione di somma diretta di due sottospazi
lineari, se

V=V, +F e V,nF ={o}.

Sussiste la seguente equivalenza.
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Proposizione 1.1. La proprieta di complementarié@te caratterizzata dalle propriat
equivalenti

V=V,0F, , < F=FaoV .
Dim. Dalla relazioney =V, + ]-'j , prendendo i complementi ortogonali, si ha che
{o} =V N7,

inquantoF !+ = F = F,. DallarelazioneVom]—'ol = {o}, prendendoicomplementi
ortogonali, ed osservando che la somih’j)é + F, & un sottospazio lineare chiuso in
quanto talee’la sommal/, + ]-'j dei rispettivi complementi ortogonali (vedi [1]), si ha
che .

Vo+F,=F.
DunqueF = F, @ VOL . L'implicazione inversa si dimostra in modo simmetrico]

E’ immediato verificare che anche le seguenti propneEtssono essere assunte per

definire la complementariedi V, e F,

F=F,+V"

V=V, +F

[
ovvero .
VNF =0
(o]
F,AV=0.
o
Tali ultime relazioni mostrano che la complementarietla identificabili@’ sono pro-

prieta equivalenti.
1.2.3. Proprieta di proiezione

| sottospazi lineari chiusV, C V e 7, C F godono dellgroprieta di proiezione
se esistono due proiettoR? : V — Ve Q : F — F, taliche

V*PVE]:j_,
f-QfeV" .
ovvero, esplicitamente
(f,vy=(f ,Pv), vf ¢ F,
(f,v, ) =(Qf, v, ), Vv, eV, .

E’ evidente che la propriatdi complementariatvale se e solo se vale la propaeti’
proiezione con proiettorP e Q univocamente definiti.
| vettori Pv e Qf sono gliinterpolantidi v e f.
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1.2.4. Proprie di isomorfismo quoziente

| sottospazi lineariV, C V e F, C F godono della propriet di isomorfismo
guozientese la corrispondenza che ad ogni vettorevdi € V| associa la classe di
equivalenzav, + J—'j € V/J-'j € un isomorfismo e ceuna corrispondenza lineare e

biunivoca.
Le seguenti proprietsono equivalenti

V., & isomorfo al//]-‘j ;
F, &isomorfo aF /V".

Considerando i sottospazi lineari chiugj e 7, quali spazi diHILBERT, sianoV’ e
J—"{’) i rispettivi spzi duali. Si ha allora che [1]

F' & isomorfo &/ F.
V' & isomorfo aF /V".

Dunque la propriet di isomorfismo quoziente equivale ad assumere che sussistano le

relazioni .
V, e isomorfo aF’,

F,eisomorfoa’.

Osservazione Fissato uno dei due sottospa¥i, o F,, si possono determinare
infinite coppie duali interpolanti.

1.3. Interpolazione in spazi non finitamente generabili

Si pw ora porre il quesito che costituisce la formulazione generale @lune
svolgere la discussione delle relative condizioni di esistenza edaidigiid soluzione.

Il sottospazio lineare generato dalle funzioni di forma e quello generato dai fun-
zionali lineari che definiscono le condizioni di interpolazione possono essere non fini-
tamente generabili. Il caso particolare, ma importante per le applicazioni, di sottospazi
lineari interpolanti di dimensione finita, vartrattato nella prossima sezione.

Fissato un vettorer € V', un sottospazio linear&, C V ed
un sottospazio linearér, C F, siricercano le soluzioni del
problema lineare Formulazione
generale dePIL

f,,v,)=«(f,,v), Vi eF,.
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La discussione di uRIL siconduce osservando che esiste una
soluzione se e solo se
1
dv, eV [vev,+F ",
o Esistenza
e Cloe se dell
1 1 1 €lla
veV,+F =V nF)", soluzione
ovvero, in termini variazionali, se
(f,v,)y=0 f c€F, Vv, eV, = (f,v)=0.
Soddisfatta tale condizione, I'unieitdella soluzione sussiste
se e solo se
Unicita
<f0,v0):0, VfOG}—aéVOZO, de”a
. soluzione
e Cice se N
VNF =0.
o

La discussione mostra che I'esistenza e I'uaidella soluzione ddPIL & assi-
curata per ogni assegnato vettore= V' se e solo se i due sottospazi interpolant
V, CV ed F, C F costituiscono una coppia di sottospdaili interpolanti.

1.4. Interpolazione in spazi di dimensione finita

Si consideri ora il caso in cui i sottospazi linedfj C V ed F,, C F sono di
dimensione finita, generati dalle basi
{f,i=1,---,m} inF_,
{v;,i=1--.,n} inY,.

Esprimendo i vettori diV, e 7, in termini di componenti

n

m n

f = .Z:Iyifi e v, = lejvj,
i= j=
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il prodotto scalare tra due vettofj, ¢ 7 e v, €V, siscrive

m.on

(£, vy =2 > (f. v oy,

i=1j=1

n

La matrice diHaar H : " — R" relativa alle basi
{t;} e {v,} edefinitada
H, = (f,v,). Matrice di HAAR

Risulta quindi(f, , v, ) =Hx-y.

Ricordando la formulazione deIIL in termini variazionali
<f7n,7vh>:<fm7v>7 Vi e F

m m

e definendo il vettore dei dafic R come proiezione della funzione assegnata V
sulla base{f;} di 7, e dunque in componenti

ei:<fjvv>7 i:]-v"'vnla

il PIL siscrive
Hx-y=/(-y, Vy e R™,

ovvero
Hx="/¢.

La discussione dé?IL si conduce allora in modo classico in termini di matrici.
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Una soluzione esiste se il datoc R™ risulta ortogonale al nucleo della trasposta

della matrice dHAAR.
In tal caso la soluzione poi unica se il nucleo della matriceldisAr & degenere.
Il risultato fondamentale di esistenza ed um@dt unPIL in dimensione finita il
seguente.

Esiste un’unica soluzione d®IL per qualsiasi dato se i due sot
tospazilineariy, C V e F,, C JF costituiscono una coppia duale
interpolante e cie se

Hx - y=0, VyeR" = x=0,

H'y . x=0, Vxe®R" = y=0. Esistenza
Dunque la matrice dHAArR H : £ — R" e la sua trasposta ed unicia
H” : R — R™ devono entrambe avere nucleo degenere.

Il rango di H sa@ quindi eguale adn e quello diH” ad n.

Cio comporta che i due sottospayj, C V e F,, C F devono
avere la stessa dimensione.

La matrice diHAAR € allora quadrata e non singolare.
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Le componenti div, € V e f, € F rispetto alle basi{f;} e {v;} si possono
esprimere in funzione della matrice HiAAR e delle loro proiezioni sui vettori della
base dello spazio duale. Infatti se

si ha
(

<fh,vj)zz<fi,vj)yi e (f,v,)=>

f, V)T
i=1 j=1 ‘

i i

e ponendoy; = (f,, v;) e p, = (f;, v, ) siottiene che

q=H'y,

p=Hx.

Dagli sviluppi precedenti emerge che la formulazione dPlin in termini matriciali
dipende dalla particolare scelta delle basi nei due sottospazi interpolanti.

Ovviamente, sebbene il problema numerico sia diverso, il risuitatwariante e
cioé il campo interpolante non dipende dalla scelta delle basi.

Una scelta particolarmente conveniente consiste nel determinare le due basi in
modo che le condizioni da imporre siano tra loro indipendenti.

In tal caso infatti iIPIL assume una forma canonica e non comporta la soluzione
di un sistema di equazioni lineari.

Si pone la seguente definizione

Le basi{f;} e {v,} sono detteluali se la relativa matrice di

HAAR risulta eguale alla matrice identicd = I . Basi duali

Se la matrice dHAAR € quadrata e non singolare ma le befs} e {v,} non sono
duali, € possibile determinare la base duale di ciascuna di esse.

Nei quadri seguenti sono riportati esplicitamente le procedure per la costruzione
della base duale i, di una assegnata base W) e della base duale i, diuna
assegnata base if, .
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Fissata la bas¢f;} in 7, per determinare la basgw,} ad essa
duale inV, siesprime il generico vettores, come combinazione
lineare dei vettori di{v, }

n
w; =2 Cyvy,
k=1
e siimpone che

<f7;>wj>:kz;1<fiaCjkvk>:];1Hiijk:Iij7

Ne consegue che deve risultare
HC"=1 ecie C=H".

La matrice C cos ottenuta definisce univocamente la bgse; }
di V, duale della basgf;} di 7, . ‘

Fissata la bas¢v,} in V, , per determinare la basgg;} ad essa
duale in 7, si esprime il generico vettorg, come combinazione
lineare dei vettori di{f;}

g => C,f.,
=1

e siimpone che

(gi7Vlj>:l§10ik<fk7Vj>:];Cikaj:Iij'

Ne consegue che deve risultare
CH=1] ecie C=H .

La matrice C cog ottenuta definisce univocamente la bggg}
di 7, duale della basgv,} di V,.

Base
duale
inV,

Base
duale
in F,

189



190 1-INTERPOLAZIONE

1.5. Esercizi

La teoria sviluppata nelle sezioni precedenti consente di risolvere con seaplicit®
i seguenti problemi.

Si calcoli la base duale d{1,z,2?} nello spazio generato da

Esercizio. 1 —

{Ffp F+17 ]VL1}-
. . 9 .

Esercizio. 2 — Si calcoli la base duale d{1,z,z°} nello spazio generato da
{F_,,F,{,MED},

Esercizio. 3 — Si caI020I| la base duale diF"_,, ', ,, M_, } nello spazio generato da
{1,z,2°}.

Esercizio. 4 — Si calcoli la base duale dif"_,, F',;, MED} nello spazio generato da

{1, 2, 2%}.

Le soluzioni sono fornite alla sezione 1.6.

1.6. Soluzione degli esercizi

Esercizio 1 —La matrice diHAAR e la sua inversa risultano pari a

1 -1 1 3/4  1/4 1)2
H=|1 1 1|, H'=|-1/2 1/2 0
0o 1 2 ~1/4  1/4  —1/2

La base duale guindi
{3/AF | +1/AF  +1/2M |, —1/2F | +1/2F ,~1/AF  +1/4F  —1/2M }.

Esercizio 2 —La matrice diHAAR e la sua inversa risultano pari a

1 -1 1 —1/4 —1/4  3/2
H=|1 1 1|, H'=|-1/2 1/2 0
1 0 1/3 3/4  3/4  —3/2

La base duale quindi

(~1/4+1/4F,, +1/2M _|,~1/2F | +1/2F,,~1/AF | +1/4F, —1/2M }.
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Esercizio 3 —La base duale si ottiene trasponendo l'inversa della matridéair
determinata nell’esercizia
3/4 —1/2x — 1/42?
1/4+1/2x +1/422
1/2 —1/222

Esercizio 4 —La base duale si ottiene trasponendo l'inversa della matrid@acir
determinata nell’esercizi@:

~1/4—1/22 + 3/42?
—1/4 4 1/2z + 3 /42>
3/2 — 3/22

1.7. Discussione degli esempi

Si esaminano ora, alla luce dei risultati della teoria, i semplici esempi 1, 2 e 3
esposti all'inizio della trattazione, nella sezione 1 (p. 179).

Si consideri nello spazi®, la base di monom{1, z,z*} e nel
duale labas¢F ,, F',,, M_,} costituita dai funzionali che cam-
pionano rispettivamente il valore di un polinomioXdigrado nei
punti—1, +1 ed il valore della derivata ir-1. Tali valori saranno
denotati con{v_,, v, ,d_}.

La relativa matrice di Haar risulta pari a:

1 x T
E iol
P, i 1 1 sempio
H= ,
FJrl 1 1 1
M_, 0 1 —2

che€ evidentemente non singolare.
Il problema ammette quindi un’unica soluzione per ogni assegnato
valore dei funzional{ F*_,, F', |, M_,}.
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Considerando nello spazio duale la bse,, I, MED} costi-
tuita dai funzionali che campionano rispettivamente il valore
un polinomio di2° grado nei punti-1, +1 ed il valore medio in
[—1,+1].

La relativa matrice di Haar risulta pari a:

chee evidentemente non singolare.
Il problema ammette quindi un’unica soluzione per ogni assegn

valore dei funzional{ F'_,, F, |, MED}.

Considerando nello spazio duale la bgge , ', ,, M} costi-

di

tuita dai funzionali che campionano rispettivamente il valore di un

polinomio di2° grado nei punti-1, +1 ed il valore della derivata
in0,{v_,,v,,,dy}
La relativa matrice di Haar risulta pari a:

1 x 22

—
—_
—_

M, \0o 1 0

chee evidentemente singolare.

Il nucleo diH & generato dal vettorgl, 0, —1} edé quindi cos-
tituito dai polinomi proporzionali a — z2.

Il nucleo diH' & generato dal vettorgl, —1, 2}.

Il problema ammette quindi una retta di soluzioni se e solo s
dati{v_,,v,,,d,} rispettano la condizione di compatiblitd,, =
(v —v_y)/2

ei

Esempio 2

ato

Esempio 3
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1.8. Polinomi di Hermite

Si consideri l'intervallo realed = [—1,+1] e lo spazio dHILBERT V = H,(I)
i cui elementi sono funzioni reali di quadrato integrabile/sinsieme alle loro derivate
distribuzionali prime e seconde (vedi Tomo Zero, capitol VIl e VIII).

In virtu del lemma dSoBOLEV le funzioni di H,(I) sono continue in/ con la
derivata prima.

Sia inoltre 7 lo spazio duale div e cice lo spazio delle forme lineari continue
su H,(I) e sidenotino con

e V), il sottospazio lineare dVV generato dalla base
m = {1,z,2% 2%},

e F, ilsottospazio lineare diF generato dalla basé costituita dalle forme lineari
che campionano il valore delle funzioni di e delle loro derivate prime agli
estremi dell'intervallo! .

Sia H la corrispondente matrice #iAAR definita daHU =(9,, m; ) che esplicita-
mente si scrive

Labase{h,} di V,, duale della basg¢d,} di F,, sicerca ponendo
h,=C, m,.
La condizione di dualé tra le basi impone che si@ = H” e dunque che
r1/2 —3/4 0 1/4 7
/4  —1/4 —1/4 1/4

/2 3/4 0 —1/4

L-1/4 -1/4 1/4  1/4 ]

La base{h,} C V, fornisce i coefficienti dei polinomi dHErMmITE sull'intervallo
[—1,4+1].



194 1 - INTERPOLAZIONE

Si riportano di seguito le espressioni dei polinomHiirMITE e delle loro prime
tre derivate.

(z—1) (24 z)/4 3 (22—1)/4 3z/2 3/2
(z—172(1+4z)/4 @Bz+1)(x—1)/4 (-2+6z)/4 3/2
(x+1)* (2—x)/4 3 (1—2?) /4 —3z/2 -3/2

(x+1)7° (z—1)/4 @Bz—-1)(z+1)/4 (2+62)/4 3/2

La forma caratteristica dei polinomi di Hermigemostrata in fig. 1.1.

NN N

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

Fig. 1.1 Polinomi di Hermite

Ladualia esistente trale bagd, } € 7, e {h,} € V, implica che le componenti
di f, € F, ediv, €V, coincidano con le proiezioni sulle basi duali:

f,=>v6 <=y =, h),
i=1

vh:Z‘rihi xi:<5i’vh>'
i=1

e che il prodotto scalare tr§ € F, e v, € V, sia uguale al prodotto scalare usuale
tra i vettori numerici delle rispettive componenti

n

<fh7V}L>: Z <5i,hj>$jyi12%yi:x'}’~
i=1

ij=1
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1.8.1. Interpretazione meccanica

Il risultato precedente mueéssere interpretato in chiave meccanica osservando che
la base{h,} & costituita dalle deformate elastiche di una trave incastrata per effetto di
cedimenti e rotazioni unitarie degli estremi e che la base d{glp e formata da tagli
e coppie flettenti di estrenait”

Si pw quindi affermare che il lavoro virtuale compiuto da un assegnato sistema di
forze f € F per unadeformath, € V, risulta eguale al valorey, della componente
della interpolanteQ f € F, sul corrispondente vettorg < F, della base duale.

In formule:

(f,h,)=(Qf ,h,)=0a, con Qf=73 q,9,

i=1

Si osservi ora che i polinomi di terzo grado sono esattamente le funzioni ortogonali
in energia elastica alle deformate da trave incastrata. Infatti, assumendo una rigidezza
flessionale unitaria, si ha che:

il +1 w1 it
/h”vII dz = h'"v' —h'"v + /hlvv dx =0,
-1 -1

-1 -1

essendch =0 e v(—1) = v(+1) = v'(—=1) = v'(+1) = 0.
D’altronde laformulazione variazionale dell’equilibrio elastico della trave soggetta
ad un caricof ed a reazionir; fornisce

+1
/h”v”da::(f,h>+<rf,h>:0.

-1

Ne segue che il lavoro virtuale compiuto dal carico, per la generica deformata da trave
incastrata con cedimenti unitari agli estremi, risulta eguale al lavoro virtuale della
corrispondente reazione sul vincolo.

La dimostrazione di questo risultato g@anche essere formalmente conseguita
mediante il teorema dBETTI. Sié cos'giunti al seguente interessante risultato:

(f,h,)=—(rg, h),

e cice che le componenti dR f rispetto alla bas€é,} rappresentano le corrispondenti
azioni sui nodi di estrendtdella trave elastica soggetta al carito
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2. METODO DEGLI SPOSTAMENTI

Le travature piane sono strutture composte da travi inflesse a sezione costante i
cui assi di simmetria giacciono in un unico piano.

Il calcolo automatico delléravature pianee basato sulla formulazione del pro-
blema elastostatico in termini di spostamenti.

Nel seguito si espone in dettaglio un algoritmo di calcolo automatico ttelle
vature pianecome applicazione dehetodo degli spostamerdiscusso nella sezione
[1.2.8 (p. 66).

In particolare viene discussa la procedura di calcolo dei singoli elementi trave
con vincoli di incastro agli estremi e soggetti a carichi trasversali e distorsioni di
curvatura impressa mediante un’applicazionerdetodo delle forzentrodotto nella
sezione 11.3.1.1 (p. 80).

La matrice di rigidezza dell’elemento trave incastrato agli esteengédotta me-
diante integrazione delle curvature associate ai polinorHikit MITE.

E’ quindi analizzata in dettaglio la procedura di assemblaggio della matrice di
rigidezza nodale della struttura e del relativo vettore dei carichi nodali equivalenti.

La presenzadivincoli e cedimenti nodakimulata mediante unarappresentazione
parametrica che consente di modellare vincoli di tipo generale.

E’ quindi mostrato come una tecnica di condensazione statica consenta di tener
conto in ogni elemento trave di vincoli e cedimenti, tra gli estremi della trave ed i nodi
di afferenza, e di forze applicate agli estremi della trave.

Nella sezione successiva si considera il caso particolare ma importante delle tra-
vature reticolari che sono suscettibili di una analisi ggmplice.

2.1. Assemblaggio

Sipremette una descrizione formale dell’operaziormsdemblaggidi un modello
strutturale composto dattostruttureche fornisce una guida metodologica agli sviluppi
successivi.

L'assemblaggio di una struttura composta da sottostrutture eletteentconsiste
nell'instaurare una relazione univoca tra

e il vettore u dei parametri cinematici nodali della struttura e
e ivettori u® dei parametri cinematici delle singole sottostrutture.

Tale relazione definita elemento per elemento mediant@pgératori di assemblaggio
elementareAc¢ tali che
u® = A‘u.

B L operatore di assemblaggiil prodotto
A= HA‘Q e=1,2,..., NUMELEM,

degli operatori elementarA® .
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Il metodo consiste in definitiva nel costruire l'intera struttura come se si disponesse
di unascatola di montaggi@ontenente i diverstlementi componené le istruzioni
relative allaprocedura di montaggio

2.1.1. Equilibrio elastico della struttura assemblata

Si consideri
e lavarietl lineareU dei parametri cinematici ammissibili per I'intera struttura,
e il corrispondente sottospazio linealé delle variazioni.

Sia (-, -) la forma bilineare separant&voro virtualee si denoti con
e K° e=1,2,... NUMELEM larigidezza elastica degli elementi trave,
e K larigidezza elastica dell'intera struttura.

La forma bilineare dell’energia elastica si scrive allora
(Ku,v)y=>_(Ku, vo)=> (KA, A°v), uelU, VveV.
Tale formula esprime I'operatore di rigidezAd dell'intera struttura a partire dalla
conoscenza degli operatori di rigidezE relativi ai singoli elementi.
Analogamente sd® sono i sistemi di forze agenti sui singoli elementi (duali dei

parametri cinematiciu®), il corrispondente sistema di forz&, duale dei parametri
cinematici dell'intera struttura, si ottiene valutando il lavoro virtuale:

(Fovy =2 (f,vo )y = (£, A%).
Il problema elastostatico dell'intera struttura si scrive allora in forma variazionale

(Ku,vy=(f, vy, uelU, VveV.

2.1.2. Definizione parametrica dei vincoli

Il problema elastostatico enunciato nella forma variazionale precedentemente es-
posta contiene in modonplicito le condizioni di vincolo che sonaascostenella
geometria degli insiemi vettoriali e V.

Tale difficola si supera fornendo una rappresentazione esplicita di tali insiemi in
termini parametrici. Siano infatti:

u=u0+szjdj, v=>.¢qd,, 1,7 =1,2,...,NUMPARAM,

rispettivamente leappresentazioni parametrictaegli insiemiU e V.
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Il vettore u,, definisce i cedimenti imposti ai vincoli nodali.

La rappresentazione parametreformulata quindi in termini dei
e parametri scalari p; € dei

e vettori direttori dj .

La formulazione variazionale del problema elastostatico sighlora riscrivere in
termini deiparametri scalaricome segue:

<KU,V>=<K(UO+Z.ijdj)v >4 d;) =
:Zilj<Kd7ju d]' >p]'pri+Zi<Kuo7dz’>qi:

= Zij Ki;p;q; — > foi s
(f,vy=(f,>qdH)=>f,dHg=>fq-
Ne segue ldorma operativadel problema:

S Kyp,=fi+f; 4,5=12,... ,NUMPARAM,

dove:
K, =(Kd,;, d;),
fi=f,d;),
fi=—(Ku,, d,).

Le forze fittizie {f,,, i = 1,2,...,NUMPARAM} sSono equivalenti, nella rappresen-
tazione parametrica, ai cedimenti assegngti

2.2. Analisi dell’elemento trave

Si assumono confearametri cinematici nodalii ciascuna trave il vettore sposta-
mentos e la rotazionep delle sezioni terminali.

Ad ogni travee associato uriferimento cartesiano localde ascisse sono misurate
lungo l'asse della trave orientato dal primo estremo verso il secondo e l'asse delle
ordinatee ruotato in verso antiorario, come mostrato in fig. 2.1
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A
y
Riferimento
locale
X
Fig. 2.1
Sti St
O (1]
Sni Sn P_arametrl_
— di estremia
Fig. 2.2

Gli spostamenti assiali e trasversali sono le componenti del campo vettoriale degli
spostamenti secondo il riferimento locale. Le rotazioni sono positive se antiorarie.

La soluzione del problema elastostatico per ciascuna trave viene condotta deter-
minandone la risposta elastica (spostamenti e reazioni) alle azioni assegnate (carico e
distorsioni) per valori arbitrari dei parametri cinematici.

Nello spirito del metodo degli spostamenti, la deformata elastica di ogni sin-
gola trave viene determinata come somma di quella dovuta ad un arbitrario insieme di
parametri cinematici di estrerai€ di quella dovuta alle azioni assegnate, in corrispon-
denza di valori nulli dei parametri cinematici di estremit”

La deformata elastica della trave viene quindi determinata sommando i contributi
di due schemi:

e unoschema continugostituito dalla trave incastata agli estremi e soggetta alle
azioni assegnate,

¢ unoschema discretoostituito dalla trave soggetta solo a spostamenti e rotazioni
unitarie impresse agli estremi.

Le deformate relative ai due schemi risultano ortogonali in energia elastica. Ci’
risulta immediatamente da una semplice applicazione del teorer@a AtEYRON
(vedi sezione 11.2.4 (p. 55))

Sinoti esplicitamente che i singoli elementi della struttura sono travi ad asse rettili-
neo e pertanto la determinazione delle reazioni flessionali e taglianti e degli spostamenti
trasversale'disaccoppiata da quella delle reazioni assiali e degli spostamenti assiali.
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2.3. Lo schema discreto

La soluzione per valori arbitrari dei parametri cinematici di estremib essere
ottenuta, in virtr dell'ipotesi di sezione costante, con la seguente metodologia.

In assenza di carichi agenti lungo la trave la deformata flessionalecostituita
da funzioni polinomiali al pi"di terzo grado.

Infatti 'espressione linearizzata della curvatura flessionale (assunta positiva se
dilata le fibre longitudinali dal lato inferiore della trave, eiquello degli spostamenti
trasversali negativi)

I'equazione differenziale di equilibrio
M'(z) = —p(x),

e la relazione elastica

M(z) = k; x(z),
impongono che deve essere

v

M'(z) =k, X'(z) = k; v = p(a),

Quindi, in assenza di carico trasversale distribuito risulfa= 0.

Si consideri il sistema di forz¢f, ,i = 1,2,3,4} costituito da forze trasversali e
coppie concentrate alle estreené di valore unitario.

Nello spazio degli spostamenti trasversali la base dualgfdi & costituita dai
polinomi di HErMITE {h, ,i = 1,2,3,4} relativi a ciascuna trave (vedi sezione
1.8 (p. 192)).

I polinomi h, rappresentano le deformate elastiche per valori unitari dei parametri
cinematici in assenza di carico e distorsioni lungo la trave.

| polinomi di HERMITE sono usualmente definiti su un intervallo di riferimento
che, per motivi di simmetriae Scelto esserge [—1, +1].

Per costituire una base duale delle forze trasversali e coppie concentrate alle es-
tremita di una trave di lunghezza generieaécessario effettuare una riscalatura dei
polinomi di HERMITE definiti sull'intervallo di riferimento.

Le espressioni dei polinomi dHErRMITE e delle loro prime tre derivate
sullintervallo¢ € [—1, +1] sono le seguenti:
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h dh d*h d*h
(E-1)7 (2+¢)/4 3(2-1)/4 3¢/2 3/2

(-1 A+6/4 BE+1)(E-1)/4 (-2+68)/4  3/2
(E+1)° (2-¢)/4 3(1-¢€%)/4 ~3¢/2 —3/2
(E+1)°(E-1)/4 (BE-1)(E+1)/4 (2+68)/4  3/2

La forma caratteristica dei polinomi diiERMITE e dei diagrammi delle curvatue °
mostrata nelle figure seguenti da leggere da sinistra a destra e dall’alto verso il basso.
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Per ricavare le espressioni dei polinomHdiRMITE Su un generico intervallo
x € [a,b] si esprime I'ascissa di riferiment§ € [—1,+1] in termini della nuova
ascissar € [a, b]:
E=ar+p,

e si noti che la dilatazione dell’ascissa vale
de/dé =1/a=(b—a)/2,
e che¢ =1 corrisponde & = a8 + 3 ovvero che
B=1-af=(a+b)/b-a),

per cui

{=Q2z—a-0)/(b—-a),

chee la sostituzione da effettuare per esprimere i polinomiin termini della nuova ascissa
x € [a,b].

Poicte nel passare dall’ascisgac [—1, +1] a quellaz € [a,b] & stata effettuata
una dilatazione pari dz/d¢ = 1/a = (b— a)/2, le derivate del secondo e del quarto
polinomio dHERMITE non avranno i valore unitario agli estremi.

Per ripristinare questa condiziopedunque necessario moltiplicare il secondo ed
il quarto polinomio dHERMITE per il fattore (b — a)/2.

Se latrave ha lunghezza e I'origine del riferimento locale coincide con il primo
estremo, i polinomi dHERMITE Si otterranno con la sostituzione

{=(2z-1L)/L,

e moltiplicando il secondo ed il quarto polinomio p&y2. Nel seguito si fea riferi-
mento a polinomi dHERMITE relativi all'intervallo = € [0, L].

2.4. Lo schema continuo

Ladeformata elastica datrave incastrata soggetta alle azioniimposte va determinata
risolvendo il relativo problema dell’equilibrio elastico.

Per il caricoe usualmente sufficiente assumere una legge polinomiale e di norma
si considera una legge affine

p(x) =p, (1 —z/L) +p, (z/L),

in cui p, e p, sono i valori del carico per uritdi lunghezza agli estremi della trave.
Le distorsioni di curvatura impresse sulla trave si assumono costanti lungo I'asse.
In tal caso la deformata elastica e le reazioni vincolari possono determinarsi col
seguente procedimento.
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2.4.1. Carico affine

B Deformata elastica

Valendo la relazione
p(z) = M'(x),
il momento flettenteM varia con legge cubica
M(z) = ¢y + ¢,z + cy2® + ey,
per cui si ha che
p(x) = 2¢c, + 6cy2 .

Imponendo chey(0) = p, e p(L) = p, Siottiene

D Dy + D,
©=% 4T p
e sostituendo nell’espressione del momento flettente:

P, o Py =Py 3
( ) 9T a 2 12L

Le condizioni di congruenza sono imposte mediante I'ortogandk diagramma di
curvatura elastica alle autotensioni costanti e lineari:

L
M(z) R L3
kf dx:COL+Cl7+paf+(pbipa)ﬂ:07
0
M(z) It L
x
/ ’ xdx:c()?—i—cl?—kpa?—i—(pb—pa)ﬁ=O.

0 !

Risolvendo rispetto &, e c, e sostituendo nell’espressione&il si ottiene

2 2 3

L Lx x x
M(2) = (3p, +2p,) o5 = (T +3p) 55 +Pa 5 + (B —Pa) g »

chee la soluzione in termini di momento flettente.
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La deformata si ottiene quindi integrando due volte rispetta:ad

(z = L)*[3p, +2p) L + (p, — p,) 2]
120 L ’

v(z) = k;l z

dovek, e larigidezza flessionale della trave, esilcapporto tra il valore del momento
flettente e la curvatura flessionale.

| grafici del momento flettente e della deformata sono riportati, con riferimento al
caso
pu:pb:—l’ LZIO,

nelle figure seguenti.

-10

-15

-20

-25

B Reazioni vincolari

La determinazione delle reazioni vincolari si persegue per semplice integrazione
in virtu del teorema dBETTI.

Se infatti v(z) € la deformata elastica dello schema di trave incastmata, il
relativo sistema di reazioni vincolari da, & il generico polinomio dHERMITE, si ha

L L
/k:f d*v(x) thi(x) dx :/p(x) h(z)dz+(r,h )= (Tp,, V)= 0,
0 0
dove
e 1, sono le forze di estrengitassociate alla deformatg ,

e (r, h;) & uguale al parametro reattivo di estreanitiuale del parametro cine-
matico di estremé non nullo in corrispondenza i, .

Dunque
L

<P7hi>=—/p(x)hi(x)dx.

0
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Nel caso in esame risulta quindi
L L

[ pa) (@) do = [ (5,01~ /L) + (/L)) ) da,

0 0
ed effettuando le integrazioni si ottengono le seguenti espressioni delle forze e delle
coppie di estremit equivalenti al carico

L
F(0)=—r = (7p, + 3p,) 30°

2

L
M(0) = —ry = (3p, + 2p,) 50

L
F(L)=—ry= (3p, + Tp,) 20°

2

L
M(L) = —r, = —(2p, + 3p,) 50

Si ricordi che il cariccee positivo se concorde all'asse delle ordinate.
Osservazione 2.1Le espressioni delle azioni di estreenéquivalenti al carico possono
essere dedotte anche in base a considerazioni geometriche.

| polinomi diHERMITE costituiscono infatti una base per il sottospazio delle varia-
zioni delle deformate elastiche della trave ed i relativi parametri sono gli spostamenti
trasversali e le rotazioni degli estremi:

v=>vh,.
Perla duali@esistente tra le bagf; } ed {h,}, larelativa matrice dHAAR risulta
pari all'identi@ e si ha quindi:
(f;,h;)=9,.
Pertanto il lavoro virtuale che un assegnato cali@mmpie per una variazione € V
sai| uguale al prodotto interno usuale tra i vettori numerici delle rispettive componenti:

(Lvy=(3 L8, > vhyy =370 (f  hLv, =57 Ly,

con
Li=1,1), v; =(v, h;),
e
b
<l,v>:/l(x)v(x) dz.
a
Siccomee’

1= Zi l; fz
risulta che le componenti, di 1 sulla base{f;} sono esattamente le forze nodali
equivalenti al carico in quanto esse compiono per i parametri cinematici stesso
lavoro virtuale che il carico compie per le corrispondenti deformate elastiche. B
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2.4.2. Distorsione di curvatura costante

B Deformata elastica

La deformata elastica dovuta ad una distorsione di curvatuyaniformemente
distribuita sulla trave incastrata agli estremidenticamente nulla in quanto anche la
curvatura elastica costante e la loro somma deve essere nulla per dar luogo a rotazioni
nulle agli estremi.

B Reazioni vincolari

Le reazioni vincolari sono costituite da due coppie di estraitisegno opposto.
Le forze e le coppie di estremaitequivalenti alla distorsione impressa valgono

quindi

M(L) =1, =k; A.

Esse possono anche essere calcolate in base al teor&mai:
L L
(r,h;)= —/dQAhi dz = —A/dzhi dz.
0 0

Il risultato segue dall’essere
L

/th,L. dz=0 per i=1,3,

0

L
/thi de= —1,1 per i=2/4.

0

2.5. Matrice dirigidezza

L'espressione della matrice di rigidezza in funzione dei parametri cinematici di
estremifl si ottiene per integrazione dall’espressione:

L
K, :/k;f d*h,(2)dh,(z) dz.
0
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12 6L —-12 6L
6L 41> —6L 2L*
-12 —-6L 12 —6L

6L 212 —6L 417

i parametri cinematici, sia assiali che flessionali, si scrive quindi

dove

6 LK, 0 —-12K, OG6LK,

0 K, 0

—12K, —6LK, 0 12K, —6LK,

2 2
2L°K, 0 —6LK, 4L°K,

2 2
4L Kf 0 —6LKf 2L Kf

0

0

_ 3
K,=k;/L,

Kn = kn/L .

essendd:, larigidezza assiale della trave.

2.6. Assemblaggio della travatura

207

L'espresssione completa della matrice di rigidezza della trave in funzione di tutti

La soluzione del problema elastostatico per lintera travatura comporta
I'assemblaggialella struttura considerando che i parametri vettoriali cinematici di
estremit delle singole travi non sono indipendenti.

Si consideri dapprima il casoypsemplice in cui tutti gli estremi delle travi sono
collegati anodi incastro
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| parametri vettoriali cinematici relativi alt'stremié di una trave concorrente in
un nododevono allora essere uguali ai corrispondenti parametri vettoriali cinematici
del nodo.

Da un punto di vista operativconveniente fissare due riferimenti (vedi fig. 2.3):

¢ unriferimento globaleortonormale e levogiro, i cui assi si denotano can y},
rispetto al quale si valutano le coordinate dei nodi e le componenti dei parametri
vettoriali cinematici dei nodi,

¢ un riferimento localeper ogni trave, i cui assi si denotano cén,t}, rispetto
al quale valutare le componenti dei parametri vettoriali cinematici di estemit’
anch’esso assunto ortonormale e levogiro, con il primo asse coincidente con I'asse
della trave.

Nel seguito dunque le grandezze vettoriali si intenderanno sempre espresse in termini
di componenti rispetto a tali riferimenti.

Si denotino con:

o u, ={s

i)

s;,» @;} 1l vettore dei parametri cinematici del singolo nodo,

e u’ = {uf,uj} il vettore dei parametri cinematici di estremiella c-esima trave

conu! = {s’ ,s; .9} (a=1,2).

na’

| pedici n, ¢t indicano ripettivamente la direzione assiale e quella trasversale.

Siainoltreu = {u,, i =1,2,...,NUMNODI} il vettore numerico dei parametri
cinematici dell'intera struttura.

Riferimenti
L globale e locale

\/

Fig. 2.3
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Fig. 2.4 Parametri della trave Fig. 2.5 Parametri dei nodi
La matrice di assemblaggidella generica trave definita da:
u’=A‘.

Se conK¢ si indica la matrice di rigidezza di un elemento, la forma bilineare
dell’energia elastica dell'intera struttura si scrive

Ku-v=>) KU -v'= ZeAeTKCAEu-v7 uelU, Vvev,
dove il simbolo - denota il prodotto interno usuale tra vettori numerici. Dunque
K=, 6 ATKA°.
In effetti conviene operare in modo diverso per costruire la matrice di rigidéeza
dellintera struttura.

Innanzitutto la matriceK® viene partizionata nei suoi blocchi corrispondenti ai
parametri cinematici delle due estremit”

o lK K]
Ky K,

La forma bilineare dell’energia elastica dell'intera struttura sb puindi riscrivere
come

Ku-v=3 >, ,K u v, a,b=1,2, e=1,2,...,NUMELEM
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La matrice di assemblaggio elementakeé decomponibile in due blocchi:

RES
RE

Ac=

)

dove R¢ & lamatrice di rotazionehe trasforma le componenti nel riferimento globale
nelle componenti nel riferimento locale:

d, d, 0
R =|-d, d, 0,
0 0 1

essendo{d,,d, } i coseni direttori dell'asse della trave nel riferimento globale.

La matrice di estrazioneEZ estrae dau € U il vettore u.

i(c.0) » T€lativo al nodo
cui afferisce I'estremit’a della travee.

Si ha dunque che

Aru— RES _ R°E{u _ [Reui(&l)] |
RES REju Ry, 5
per cui risulta
u; = R‘fuﬂe’b) e vi= Revi(e,a) .

B L'operazione di assemblaggio si effettua in modao ponveniente mediante gl
operatori di connessionehe forniscono per ogni trave la coppia di nodi cui af-
feriscono le estremat”

C® = {i(e,1),4(e,2)}, e=1,2,..., NUMELEM.
Sostituendo ai vettori dei parametri di estreamit; e v¢ le loro espressioni

in funzione dei vettori dei parametri nodali; , e Vz'(a.aﬂ , la forma bilineare
dell’energia diventa:

D Ky v =30 0 KR wy ) - ROy ) =
= Zc Zab RGT KZb R* uj(e,b) ' Vi(e,a)

La matrice dirigidezza nodale della struttura viene quindi calcolata con la formula:

Kij =220 2 Kitea) ey »
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dove

_ el e e
Ki(e.a)j(e.b) =R Kab Re.

Per quanto riguarda i carichi sulle travi e le distorsioni impresse, ad essi vengono
sostituite le forze di estrenaitequivalenti

fe={N°, T, M}, a=1,2.

a a a a
L'espressione del lavoro virtuale fornisce quindi

> e 3 J T pe
Zi fi TV, = Ze Za f(: ! Va = Zc Zn, f:; ‘R* vz’(e,a) = Zc Ea R° fa ’ vi(e,a) .
Le forze nodali equivalenti vengono quindi calcolate con la formula

fi = Ze Za fq(e,a) ’

dove
f’i,(e,a) = RCT f; .

E’ opportuno sottolineare il fatto che della matrice di rigidezza nodale della strut-
tura e delle forze nodali equivalertinecessario calcolare solo gli elementi cor-
rispondenti a nodi connessi da travi.

2.7. Vincoli e cedimenti

Dopo la valutazione della matrice di rigidezza e del vettore delle forze nodali
della strutturag necessario tener conto di eventuali vincoli e cedimenti presenti nella
struttura.

Nella prossima sezione si considera il caso di vincoli e cedimenti imposti sui nodi
della struttura.

Si prende poi in esame la procedura che consente di imporre vincoli e cedimenti
assegnati tra le estreraitli ciascuna trave ed i nodi cui esse afferiscono.

Si descrive infine la simulazione di vincoli e cedimenti relativi tra i nodi.

2.7.1. Vincoli e cedimenti nodali
In generale i parametri nodali
u, = {s;,,s,,¢}, i=1,2,...,NUMNODI,

7

non sonoindipendenti e l'insieme di ammissilgilidstituisce una varigtineare definita
da condizioni di vincolo tra i parametri e da valori assegnati ad alcuni di essi.
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E’ necessario fornire unaappresentazione esplicitdella varie& lineare di am-
missibilita in termini di parametri scalari e dei relativi direttori.

L'analisi sag limitata al caso piUsuale in cuiivincoli ed i cedimenti sono assegnati
separatamente per ciascun nodo

Sidice in tal caso che si trattadincoli e cedimenti nodali

Sipossono allora esprimere i parametri dei singoli nodi come combinazione affine
di vettori direttori; i relativi coefficienti sono parametri scalariche costituiscono le
incognite in termini delle quali va in definitiva risolto il problema lineare.

Si assume dunque per i parametri vettoriali nodali 'espressione

W =y, + 3 250) Pag) dag) »
e per le loro variazioni
Vi = 2a(i) ati) Do) »
dove
e gliindici ¢ e 5 denotano i nodi della travatura cui afferisce almeno un parametro
0 un cedimento,
e gliindici «(i) e B(j) variano negli insiemi dei parametri afferenti ai nade j
rispettivamente,
e idirettori d; sono traloro indipendenti.

B Matrice dirigidezza

Sostituendo I'espressione dei parametri nodali nella forma bilineare dell’energia
elastica della struttura si ottiene I'espressione debdrice di rigidezza parametrica
dei parametri di forzaequivalenti ai cedimenti impressi:

2 Ky vy = 205 Ky ug, + Zﬁ(y‘)pm')dﬁ(j)} ' [Z"W qa(wda(i)} N

= 2255 2ats0) K o) - da) Pag) dat) T

+ 220 2 By 0y - do) G -

Nel primo addendo:
e gliindici i e j variano tra quelli tali che ai nodi corrispondenti afferisce almeno
un parametro,
e gliindici «(i) e (j) variano nell'insieme degli indici dei parametri afferenti ai
nodi i e j rispettivamente.
Nel secondo addendo:
e l'indice i varia tra quelli tali che al nodo corrispondente afferisce almeno un
parametro,
e «(i) varia nell'insieme degli indici dei parametri afferenti al notlp
e l'indice j variatra quellitali che al nodo corrispondeptassociato un cedimento.
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B Forze duali dei parametri

Sostituendo I'espressione dei parametri nodali nel lavoro virtuale delle forze nodali
f; equivalenti alle azioni sulle travi e delle forzg, direttamente applicate sui nodi si
ottiene I'espressione dparametri di forzaad esse equivalenti:

dufivi=21 [Z qa(z)da(z):| =2 |:En(i) £ - da(i):|qa(i)7

ZL ni Vi ZL ni |:Z q(y(7)do/(7):| = Zi |:Za(i) fn,z' ' da(7):| qn(?) :

B Algoritmo di gestione

E’ pero piu conveniente adottare la seguente procedura:

e ordinare i parametri in una unica lista in cui far variare gli indicie 3,

e scegliere tra gli indicii e j dei nodi quellii(«) e j(8) cui afferiscono tali
parametri,

e variare I'indice k£ tra quelli dei nodi cui afferisce un cedimento.

L'espressione precedente si riscrive quindi

Zw’}[K7(a )i (B) d -d ]pﬂq(y + Z Zk Luok d(}' 4

= Zaﬁ Ka/ﬁ pﬁ’ 4, — Za fo(y dy -
La matrice di rigidezza della struttura in termini di parametri scalari assume la forma
KJ_K d -d, a,f=1,2,... NUMPARAM .

Q

| parametri forza equivalenti ai cedimenti nodali sono date da
Ek kuok da .
In definitiva la forma bilineare dell’energia elastica dell'intera struttura diventa
Eij Kijuj V= Zaﬁ K, 5ps4, -

Lasciando libero di variare I'indicex e scegliendo tra gli indici quelli i(«) tali che
ai nodi corrispondenti afferisca il parametng, si ottiene:

Zi f1 "V = Zu(f;(a) ' da) 4y = Za fo/ 4y >
Zz ni Za (fni(a) ) da) 40 = Za fnu 4y >
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in cui

e dunque

Zz’(fi + fm’) ’ Vi = Za(fa + fna) 4, -

In definitiva il problema elastostatico
Zi,j Kjju; v, = Yl +£) v, Vv,
si scrived in termini variazionali:

Zm’} Kaﬁ pﬂ 4y = Zu(fa + fn(y + foa') Ay s an ’

ovvero informa operativa

FORMULAZIONE PARAMETRICA

E[fKaﬁpﬂ = fa+fna +foa’

dove:
Ka{i = Ki(a)j(ﬂ) dﬁ -d

fa = fi(a) ’ du ’
fna = fm'(a) ' da )

foa == Zk Ki(a)k‘ U,y - da :

=

.5 €lamatrice dirigidezza relativa ai parametri scalari

sono le forze parametriche equivalenti alle azioni sulle travi

;h

sono le forze parametriche equivalenti alle azioni sui nodi

;u
2

sono le forze parametriche equivalenti ai cedimenti dei nodi

P
2

=%

sono i direttori dei parametri scalari

u,, sonoicedimenti impressi ai nodi
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Nella tabella che segue si riportano le definizioni dei vincoli assoluti che usual-
mente vengono imposti in corrispondenza dei nodi delle travature piane, indicando le

espressioni dei relativi direttori.

Hm incastro: condizioni vincolari vettori direttori
s=o ¢=0
m carrello: condizioni vincolari vettori direttori
dﬂC
1
s-d-=0 dy
1
Hm cerniera: condizioni vincolari vettori direttori
0
s, =0 5, = 0 0
1
H pattino: condizioni vincolari vettori direttori
—n,
s'n=0 ¢=0 n,
0
B tecnigrafo: condizioni vincolari vettori direttori
1 0
¢=0 0 1
0 0
B cremagliera: condizioni vincolari vettori direttori
kd,
s = kod kdy
1
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2.8. Vincoli e cedimenti alle estremia’delle travi

Si affronta ora il calcolo automatico di unypgenerale modello di travatura in cui
sono presenti travi con arbitrari vincoli e cedimenti impressi agli estremi.

La metodologia seguita fa ricorso ad una rappresentazione parametica delle con-
dizioni vincolari di estrema adoperando una tecnica di condensazione che consente
di non aumentare la dimensione del sistema lineare da risolvere per la soluzione del
problema strutturale.

Lo scopoe quello di ottenere la matrice di rigidezza e le forze nodali equivalenti
relative ad una trave arbitrariamente vincolata agli estremi, partendo dalla conoscenza
di tali dati nel solo caso di trave incastrata agli estremi.

L'idea fondamentale quella di considerare ciascuna estrendi¢lla trave come
se fosse composta da due sezioni collegate dal vincolo di estremit’

La cinematica della sezionepiEsterna, che costituiscenferfaccia col nodo
adiacente e descritta da direttori coincidenti con i versori del riferimento locale; i
relativi parametri sono detiarametri di interfaccia

La sezione pi'internae solidale alla traveed i suoi direttori sono anch’essi
coincidenti con i versori del riferimento locale; i relativi parametri, che governano la
cinematica della trave incastrata, verranno dpitametri standard

Le due coppie di parametri risultano ovviamente coincidenti nel caso di trave
incastrata agli estremi; nel casaigienerale esistatra di esse un collegamento parziale
che viene descritto ponendole in relazione esplicita con un altro insieme completo di
parametri dettparametri vincolari

L'introduzione dei parametri vincolare effettuata mediante una appropriata
definizione dei relativi direttori che consente di esprimere le condizioni vincolari in
forma canonica; @ rende possibile separare i parametri vincolari in due classi dis-
giunte: quella deparametri vincolari liberie quella deparametri vincolari schiavi
Questi ultimi sono funzione dei parametri di interfaccia.

Il procedimento consiste nei seguenti passi.

B i) In funzione dei vincoli assegnati si determinano, rildrimento locale i
direttori d, dei parametri vincolarip, di ciascuna delle estreraitiella trave.

e Lalogicae quella di costruire unldase ortonormal@ cui le condizioni vincolari
vengano espresse in forma canonica.

| vettori dei parametri standardsi esprimono quindi come combinazione lineare dei
direttori d, mediante i relativparametri vincolari

€

u, = Za(a) pa(a) d(v(a,) ) a=12,

dove a(a) sono gli indici dei parametri vincolari afferenti all’'estremit’.
La forma variazionale dell’equilibrio elastico della trave-esima in termini dei
parametri standardi scrive:

e e e __ — _
YK Ve =50 v, a,b=1,2.
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Sostituendo si ottiene
Zab KZbuZ ' VZ = Zab Za(a)ﬂ(b) bi dﬂ(b) ’ du(a) p;?(b) qu(a) =
= Zaﬁ KZ(a)b(ﬂ) ds"i ' da DPpdy = Zaﬁ K{iﬂ P3q s

ed analogamente

Za a V - Z Z qau Za a(a) uqu Z fuqa7
incui a(«) e b(B) indicano le estremdtdella trave cui afferiscono i parametri vincolari
a e b e sié posto

K s = Koo s - d

f(i - ea) dfk'

B i) Siprocede quindi all@ondensazionéei parametri liberi rispetto a quelli
schiavi partizionando la matrch‘ ed il vettoref* :

K¢ K¢ fe
K@:[ H {2], fe:ll’]7
K21 K22 f2

dove gli indici 1 e 2 denotano rispettivamente i parametri schiavi e quelli liberi.
Considerando le analoghe partizioni dei parametri e delle forze duali si ha

e e e e _ e e —1
(Kn o K12 K22 K21) p, =f — K12 Kzz £,

Kyp, =6 —K;p,.

L'ultima formula consente di calcolare i parametri liberi una volta determinati quelli
schiavi.

B i) |parametrischiavisono alorovolta espressiin funzione dei parametri vettoriali
di interfaccia per consentire di effettuare la successiva operazione di assemblaggio
secondo modalit perfettamente analoghe a quelle che si seguono nel caso di travi
incastrate agli estremi.
A tal fine si definiscono la matrice di rigidezza e le forze condensate rispetto ai
parametri schiavi:
KZFJ = K}, - K, K, K;1](xﬁ’

£l

dove o e g variano tra gli indici dei parametri schiavi.

fjc = [f, - K, K, )
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Invirtu del fatto che i direttord , deiparametri vincolarip, diciascuna delle es-
tremita delle travi costituiscono urmase ortonormalge possibile esprimere i parametri
schiavi in funzione di quelli vettoriali di interfaccia mediante una semplice proiezione:

Pra = ( a( Y) + uoa(a)) d(x’

incui u,, €ilvettore dei parametri di interfaccia all'estreenit{cr) della trave cui
afferisce il parametro schiavp, , .

e |l vettore u denota il cedimento ivi imposto che consiste in uno spostamento

oa(a

della sezione di estrenaitdella trave rispetto a quella di interfaccia.
Si ottiene in definitiva

Enﬂ K:;:j plﬂ Go = E(yﬁ K;:j [(ub(ﬂ) + uob(ﬁ)) ' dS] [va(a) ) da] =

—Emegjd @ dj) (a5 + ) - =

a(a)

= D ab 2aa(a)s) K(’p (@)B(b) (doo) @ dgp) (w, +1,) v, =

- Zab (Lz W, - v, + Zab KZ;; Voo
ed analogamente per le forze
Za f: ha = Z“ fZC [V“(‘l) ' dﬂr] = Za Za(u) f;((:a) [da(a) ’ Va,] = Za f;(j "V,

avendo posto

Ko = 2 awim Ko
£ = 2w foind

dove a(a) e B(b) sono gli indici dei parametri schiavi afferenti alle estrengd il
simbolo ® denota il prodotto tensoriale.
Definendo inoltre il vettore delle forze equivalenti ai cedimenti di estie@mit”
£ =~ ¥, K] u

ab Wep

B(b) (dn(a,) ® dﬁ(b)) ’

si completano le espressioni della rigidezza e delle forze da considerare nell’as-
semblaggio della travatura.

L'equilibrio elastico della trave vincolata agli estremi si esprime quindi in forma
variazionale, in termini dei parametri vettoriali di interfaccia, come segue:

ec _ ec | ec .
Zab Kabub "V, = Za fa Va + Za foa a’ vVa ’

ed in termini matriciali

> ab Kzzub =2, f;n + 2 f;’;’ :
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B iv) Unavoltarisolto il problema dell’equilibrio elastico della struttura si valutano
gli spostamenti dei nodi e quindi quelli delle estrearielle travi.

Per le travi vincolate agli estremi si procede nel modo seguente.

Dalla conoscenza dei parametri vettoriali di interfaaajasi ottengono parametri
vincolari schiavip, mediante la formula

Pro = (ua(a) + uoa(a)) ’ da :

| parametri vincolari liberi p, si ricavano quindi dalla formula

(& '71 e
b, = K2§ (f, - Ky P

ed infine iparametri standardcioe di estremi’della trave incastrata) si calcolano con
la formula

UZ = Zo,(a) pa(a)da(a) ’ a=12.

2.9. Risultati

| parametri standard consentono di determinare i diagrammi delle sollecitazioni e
le reazioni vincolari.

Infatti la combinazione lineare dgiolinomi di HERMITE mediante i parametri
standard fornisce la deformata flessionale della trave elastica. Per successive derivazioni
si ottengono quindi i campi di rotazione e di curvatura. Moltiplicando la curvatura per
la rigidezza flessionale si pervieme al diagramma del momemto flettente e derivando a
guello deltaglio. Lo sforzo normale si ottiene moltiplicando la dilatazione longitudinale
della trave per la rigidezza assiale.

Le forze agenti agli estremi delle travi si calcolano mediante la formula

f*=K°u’, a=12, e=1,2,...,NUMELEM,

a ab b’

e le azioni sui nodi della travatura si ottengono sommando i contributi delle travi ad essi

afferenti
fi = Zn Za fi(e,a) ’
dove le forze di estrenatnel riferimento globale sono date da

f

_ el pe
i(e,a) R f(l :

Le reazioni vincolari nel riferimento globale si ottengono infine per differenza
r,=f -/, i=12,... NUMNODI,

essendd; i carichi assegnati sui nodi.
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3. TRAVATURE RETICOLARI

Unatravatura reticolare pianaé una struttura composta da aste a sezione costante
i cui assi di simmetria giacciono in un unico piano. Il modalan caso particolare di
quello delle travature analizzato nelle sezioni precedenti. Si assumongeoametri
cinematicidi ciascuna asta i vettori spostamentalelle due sezioni terminali.

3.1. Analisi delle singole aste

La soluzione del problema elastostatico per ciascunaeasi@andotto determi-
nandone la risposta elastica (spostamenti e reazioni) alle azioni assegnate (carichi e
distorsioni) per valori arbitrari dei parametri cinematici.

A tal fine si esprime la dilatazione della generica asta in funzione dei vettori
spostamento delle estremitiediante la formula

_ (0, —uy) e
€= 7
dovee,, denota il versore dell'asse orientato eth lunghezza dell'asta. La forma
bilineare dell’energia elastica dell'asta assume allora I'espressione

€ (& € A(’
Ku®-v"=Alee, = T[(UQ —uy)repll(vy—v)) rep] =

_Ae P -P uy Vil _ preqie,.e 67
Sl el [ e

avendo posto

A, area elastica dall'asta,

K¢ rigidezza elastica dell'asta,

P=e,®e, proiettore ortogonale sull'asse dell'asta,
P -P _ _

G° = matrice geometrica dell’asta,

ut = {ul} ve = {:1] vettori dei parametri dell’asta.
2

La matrice di rigidezza elastica dell’astaquindi fornita dalla formula
KE’, — K(i G(i ,

ed € dunque il prodotto della rigidezza elastica dell'asta e della matrice geometrica
dell’asta.
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3.2. Assemblaggio della travatura reticolare

La soluzione del problema elastostatico per I'intera travatura reticolare comporta
I'assemblaggidella struttura considerando che i parametri cinematici di estaetalte
singole aste non sono indipendenti.

| parametri cinematici relativi all'estrenaitdi un’asta concorrente in un nodo
devono allora essere uguali ai corrispondenti parametri cinematici del nodo.

Assegnato un riferimento cartesiano, si denota con

e u, = {s,,s,} il vettore dei parametri cinematici del singolo nodo,
e u‘ = {uf,uj} quello dei parametri cinematici di estremella singola asta
dove u’ = {sfn,s;y} (a=1,2).

| pedici x, y indicano gli assi coordinati.

Siainoltreu = {u,, i = 1,2,...,NUMNODI} il vettore numerico dei parametri
cinematici dell’'intera struttura.

La matrice di assemblaggidella generica as®definita da:

u®=A‘.

Se con K° si indica la matrice di rigidezza di un elemento, la forma bilineare
dell’energia elastica dell'intera struttura si scrive

Ku-v=> K" v,

dove il simbolo - denota il prodotto interno usuale tra vettori numerici.

In effetti conviene operare in modo diverso per costruire la matrice di rigidezza
K dellintera struttura.

Innanzitutto la matriceK¢ viene partizionata nei suoi blocchi corrispondenti ai
parametri cinematici delle due estreamit”

e e
Kll K12

e e
K21 K22

K¢ =
La forma bilineare dell’energia elastica dell'intera struttura sb puindi riscrivere
come
Ku-v=>3 >, ,K u v, ab=12, e=12,... NUMELEM.
La matrice di assemblaggio elementaké & decomponibile in due blocchi:
Ef
B

A° =

dove E¢ e lamatrice di estrazione
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E! estrae dau il vettore u,, , relativo al nodo cui afferisce I'estreraita
dell'astae. Si ha dunque
B [ui(e,l)‘|
;. 9)

In effetti conviene effettuare tale operazione mediantearmettoreche fornisce
per ogni trave il vettore dei nodi di estremuit”

€
Elu

€
E2u

1

E;

Au =

1ri " 416 — e
per cuirisulta:u; =, ) e v = v,

i(e,a) *

C® = {i(e,1),i(e,2)}, e=1,2,... NUMELEM.

Sostituendo ai vettori dei parametri di estreanit e v¢ le loro espressioni in funzione
dei vettori dei parametri nodali, . , ev, , la formabilineare dell'energia diventa:

Zz‘j Kijuj V=D D a biuj(c,b) "Vilea)

dove la sommatoria estesa ai soli indici, = 1,2, ...,NUMNODI corrispondenti ai
nodi che sono collegati da aste e quindi che sono deldipa) o j(e,b) .
La matrice dirigidezza nodale della struttura viene quindi calcolata con la formula:

K =22 Kieawjen dove K. ien =K, -

E’ opportuno sottolineare il fatto che della matrice di rigidezza nodale della struttura
vanno solo calcolati i blocchi corrispondenti a nodi connessi da aste.

3.3. Vincoli esterni e cedimenti imposti
| parametri nodali
u; = {s;,,8;,}, i=1,2,...,NUMNODI,

in generale non sono indipendenti e I'insieme di ammissébdStituisce una variet”
lineare definita da condizioni di vincolo tra i parametri e da valori assegnati ad alcuni
di essi.

E’ necessario dunque fornire urappresentazione esplici@ella varieti lineare
di ammissibilid in termini di parametri scalari liberi.

Nel caso di una travatura reticolare i vincoli ed i cedimenti vengono assegnati
separatamente per ciascun nodo.

Si possono pertanto esprimere i parametri dei singoli nodi come combinazione
affine di direttori assegnati; i relativi coefficienti costituiscoparametri scalari liberi
che rappresentano le incognite in termini delle quali va risolto il problema lineare.
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Si assume dunque per i parametri nodali I'espressione

u; =y 4 3 50 Pag) dag) »

e per le loro variazioni I'espressione

v, = Za(i) Qo (i da(z’) )

dovei e j denotanoinodidella travatura reticolare cui afferisce almeno un parametro o
un cedimento, gliindiciv e 8 variano negli insiemi degli indici dei parametri afferenti
ainodii e j rispettivamente ed i direttord_, sono indipendenti.

La forma bilineare dell’'energia elastica dell'intera struttura si scrive allora:

2 Kyu v =520, K (“oj +2280) P dﬂ(j)) ' (Ea(n 9ai) da(z‘)) =
= 22ij 2oa(i)B0) (Kz'jda<j> ' da(w) Ps(j) dati) +

+ Zij Za(i) (K'L'juoj : da(i)) Qo) -

¢ Nel primo addendo della formula precedente gli indice j variano tra quelli
tali che ai nodi corrispondenti afferisce almeno un parametro e gli ing{cj
e [(y) variano nell'insieme degli indici dei parametri afferenti ai nade j
rispettivamente.

e Nel secondo addendo della formula precedente I'indicgria tra quelli tali che
al nodo corrispondente afferisce almeno un paramet(@) varia nell'insieme
degli indici dei parametri afferenti al nodoe I'indice j tra quelli tali che al nodo
corrispondente associato un cedimento.

E’ allora piu conveniente ordinare i parametri in una unica lista in cui far variare gl

indici « e 3, scegliere tra gli indici e j deinodiquellii(«) e j(5) cuiafferiscono

tali parametri e far variare I'indicé: tra quelli dei nodi cui afferisce un cedimento.
L'espressione precedente si riscrive quindi

Em’i [Kz(a)7(3)dd ’ da] Pbsd, + Za Ek Ki(a)kuok ’ da 40 =

= Zw@ Ka/ﬂ pﬂ 4, — Za foa 4, -
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La matrice di rigidezza della struttura in termini di parametri scalari liberi assume
la forma:
Kap = Kia)j(s)ds - d

e le forze equivalenti ai cedimenti e duali dei parametri liberi sono date da:
foa = Zk Ki(a)kuok ’ da' .
In definitiva la forma bilineare dell’energia elastica dell'intera struttura diventa:
Ev’,j Kijuj TV, = Zaﬂ Kaﬂp@ 4, — Za foa 4, -

Il lavoro virtuale delle forze nodalf; fornisce I'espressione delferze duali dei
parametri liberi

ifv, =201 (Zu(i) Ao (i) d(y(i)) =2 Za(z) (fi : da(i)) Qaiy -

Lasciando libero di variare I'indicex e scegliendo tra gli indici quelli i(«) tali che
ai nodi corrispondenti afferisce il parametng, si ottiene

Zi f7 "V = Z(y(fi(a) ' dry) 4y = Za fa 40

a

af

in cui

e dunque
thz v, = Zaf(yqn'
In definitiva il problema elastostatico
2 Kyuy v =301 v,
si scrive in termini variazional
Za;ﬁ Kaﬂpﬂ q(y = Za(fa + foa) qa ’
ovvero informa operativa

FORMULAZIONE PARAMETRICA

Zﬂ KasgPs = fot fons

dove:
Knﬂ = Kv',(a)j(ﬂ)dﬂ -d,,

fu = fi(u) ’ da )

fon, = Zk K?’,(a)kuok: ' d()/ .
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L'interpretazione meccanica dei vari temala seguente.

K.s; €lamatrice dirigidezza relativa ai parametri scalari,

f,  sono le forze parametriche equivalenti alle azioni sui nodi,
f. sono le forze parametriche equivalenti ai cedimenti dei nodi,
d sono i direttori dei parametri scalari,

u,, sono icedimentiimpressi ai nodi.

Un esempio di calcole tiportato in fig. 3.1.

Fig. 3.1

Osservazione 3.1 e trattazioni svolte per illustrare i metodi di analisi delle travature
piane e delle travature reticolari forniscono le procedure per I'implementazione in un
codice di calcolo automatico.

L'autore ha sviluppato su tale base due codici per uso didattico relativi alle travature
piane ed alle travature reticolari. Esempi di soluzione di travature elastiche sono stati
riportati nella sezione 11.2.8 (p. 66).

Il linguaggio adottatoe quello simbolico del programmBIATHEMATICA di
STEPHEN WOLFRAM. |



W

RIFERIMENTI

G. RomANoO, Theory of structural models, Part I, Elements of Linear Analysis,

Universi@ di Napoli Federico Il, (2000).

G. RomaNo, Theory of structural models, Part Il, Structural models, Univarsit

di Napoli Federico I, (2000).

G. RoMANO, Scienza delle Costruzioni, Tomo Zero Hevelius, Benevento (2001).
G. RomANoO, Scienza delle Costruzioni, Tomo | Hevelius, Benevento (2001).



VI - FORMULAZIONI VARIAZIONALI

Questo capitole ‘dedicato ad un approfondimento dell’analisi dei problemi di
equilibrio e di congruenza di strutture elastiche nel contesto tktlda geometrica-
mente linearizzataln particolare si discute in modo approfondito la formulazione mista
del problema elastico nelle forme primale e complementare. Come casi particolari si
ritrovano i principi di estremo trattati per via diretta nella sezione 1.4 (p. 82).

Lateoria linearizzata applicabile allo studio di strutture elastiche che comportino
spostamenti e deformazioni di emtitds modesta che siritenga possibile far riferimento
ad un’unica configurazione geometri€asulla quale valutare le condizioni di equilibrio
e le deformazioni, trattando gli spostamenti come se fossero cinematismi. Lanalisi
linearizzata consente comunque di affrontare e di risolvere in modo sufficientemente
approssimato molti problemi di grande interesse per I'ingegneria delle strutture.

Nel seguito si fas'esplicito riferimento agli spazi funzionali introdotti nei capitoli
| ell del Tomo I.

Sia dunqueu € V(£2) un campo di spostamenfiREEN-regolaree cice

e un campo di spostamenti € H({2) di quadrato integrabile nel domini®?
in corrispondenza del quale esista una suddivisi@Ré?) di {2 di supporto
peru € H({2). Cio significa che la restrizione del campo € H({2) ad un
qualsiasi elemento della suddivisiong({2) genera una deformazione tangente
distribuzionaleBu € I, (£2) di quadrato integrabile sull'elemento.

La corrispondenteleformazione linearizzata il campo tensoriale di quadrato inte-
grabile Bu € H({2) definito come prodotto cartesiano delle deformazioni tangenti
distribuzionali in ogni elemento della suddivisioffg({?) .

Comee d'uso corrente nel contesto della trattazione linearizzata, nel seguito si
ometter spesso di esplicitare I'aggettilinearizzato Si dira cos’'semplicemente che

e il campo di quadrato integrabilBu € H(2) & ladeformazionessociata allo
spostamentar € V({2).

B Notazione

Per semplificare la notazione, nel denotare gli spazi riferiti alla suddivisione di sup-
porto 7 ({2) si omettea di indicare esplicitamente la suddivisiofi&(2) . Si scrive
quindi V invece di V(7 ({2)) e cos'via. Inoltre si scrivea’ancheH e H al posto
di H(£2) e H(§2). Sicontinuea’invece a denotare coW({2) e F({2) lo spazio dei
cinematismiGREEN-regolari e quello duale dei sistemi di forze e c8((2) lo spazio
degli sforziGREEN-regolari.
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1. PROPRIETA' FUNZIONALI

Per la discussione del problema dell’equilibrio elastidndispensabile enunciare
con precisione le propriatfunzionali dei legami elastici che descrivono il comporta-
mento del materiale e quello dei vincoli elastici imposti.

La formulazione di queste propraeg’I'argomento delle prossime due sezioni.

1.1. Legame costituivo lineare

Si consideri una legge costitutiva elastica lineare governata da un operatore di
cedevolezza elastic&, € L {H,H} che associa ad ogni stato di sforsoc H la
corrispondente deformazione elastiea= C o € . Siha che

e linucleo KerC  C 'H dellacedevolezza elastiedl sottospazio lineare costituito
dai campi di sforzelasticamente inefficaaiioé dai campi di sforzo che non danno
luogo a deformazioni elastiche.

o | campi del sottospazio lineare 1@ C H sono ledeformazioni elasticamente
ammissibili
e L'esistenza di un potenziale elastico complementare richiede che la cedevolezza
elasticaC, € L {H,H} siasimmetricae cicé che risulti
((000-170-2 ))Z((COUZao-l ) VU1502€H'

Il potenziale elastico complementarallora pari a

(C,o,0).

N~

Plo) =

e Lastabilita del legame elasticachiede che ad una variazione di sforzo corrisponda
una variazione di deformazione elastica concorde e ciee valga la propriatdi
monotonia

(C,o2—Co1,00—01) >0, Voi,00€H.

In virtu della linearil di C, € L {H,H} tale condizione equivale a richiedere
che la cedevolezza elastica p@sitivae cicé che

(Co,0)>0, YoecH.

Il potenziale elastico complementaréo) € pertant@onvesssu H .

In effetti, la teoria che consente di pervenire ai risultati fondamentali di esistenza,
richiede che sia soddisfatta una promipll forte e precisamente che

e Lacedevolezza elasti€d, € L {H,H} sia H-semiellittica
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La proprieta di semiellitticits del legame elatica espressa dalla diseguaglianza
(C,o,0)> c||a|\i/KerCO, Vo eH,

dove || o |5 kerc, © la norma nello spazio quoziente eeila distanza del vettore

o € H dal sottospazio lineare K€ dei campi di sforzeelasticamente inefficaci

lo lkerc, = Inf{llo =7, | 7 < KerC,},

Si noti che la continuétdi C, € L {H, "} implica che
Clleo HH/KerCO >|1Colly, Vo eH.

Dunque valgono le diseguaglianze

Cllolhykerc, = 11 Coo & e, = (C,o o), Yo cH.
Definendo inH la seminorma in energia elastica complementdeécampi di sforzo

lole, =v(Co,0), VoeH,

dalle propriet’di continuiti e di semiellitticia' si deduce che iftf sussistono le seguenti
equivalenza tra le seminorme

VO o lymerc, = 7o, > Vel o lmerc, . Yo €H.

Inoltre dalla propried”di semiellitticia, in forza della diseguaglianza @iauchHy-
SCHWARZ segue che

1C,o Il ZCHUHH/KercOv VoeH,

Il teorema dell'immagine chiusa iANACH assicura allora che la cedevolezza elastica
C, € L{H,H} haimmagine chiusan H (vedi Tomo | sezione 1.6.3.1 (p. 212) o
Tomo Zero VI.3.7 (p. 108))).

Il guadro che segue riassume le principali propridgtlla cedevolezza elastica.

W Lacedevolezza elastic€, € L {H,H}

e &simmetrica

e & H-semiellittica(dunque in particolarpositivg),
e haimmagine chiusger cui

o)
57

ImC, = (KerC,)", KerC, = (ImC,))

¢ | campi del sottospazio lineare K€y C H sono glisforzi elasticamente
inefficaci

¢ | campi del sottospazio lineare 1@, C H sono ledeformazioni elastica-
mente ammissibili
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e Gli spostamenti conformi elasticamente ammissinio quelli del sottospazio
lineare
{ue () : Bue ImC,} C L(12),

cioé quelli cui corrisponde una deformazione elasticamente ammissibile.

Per definire la rigidezza elastica della struttura, si consideri quindi I'operatore iniettivo

C el (e mC,},

dellacedevolezza elastica efficackefinito dalla relazione

*

H
Co"=Co, o oco’.

E -
0 KerC,’
La classe di equivalenza* = o + KerC, & detta losforzo elasticamente efficace

corrispondente allo sforzer € H.
e L'operatore inverso

H

_ *—1
E =C"l¢ L{Imco,iKerCO}

e I'operatore di rigidezza elasticdella struttura.
L'operatore lineareE, € L{ImC,, %} e continuo in forza del teorema
dell’applicazione aperta d3ANACH (vedi Tomo Zero VI.3.7 (p. 108)).

Tale proprief’ puo anche essere direttamente dedotta dalla diseguaglianza che
stabilisce la chiusura dellimmagine @ . Ponendo infattic = E e e C o = e si
ha che .
c el = ||Eoe||7-c/Kech Vee ImC, CH.

In modo analogo dalle proprdi continuitl e di semiellitticiei di C_ si deduce che
E, haimmagine chiusa egléllittica su ImC, :

-1
HEoeHH/KerCO >C ||e||H7 Vee€ Im(j()C,]’{7

«Eoe,e)>zc||Eoe||;/Kerco >C2%clel;, VYeelmC,CH.

Il potenziale di deformazione elastiealato da

ple)=3(Ee, e),

ede strettamente convesso ImC_  C 'H.
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E’ immediato verificare che per ogni coppfar,e} € H x H tale chee = C o
vale latrasformazione dLEGENDRE

¢(e) +y(a)=(o,e), oM, ecImC,

Si noti che la chiusura di 1€, comporta che

H

ImC, = (KerC,)" = oG
o

dove il simbolo = indice che tra i due spazi dilILBERT sussiste un isomorfismo
isometrico.

W Se non esistono sforzi elasticamente inefficaci allora et {o} e la cedevo-
lezza elasticaC, € L {H,H} & un operatore iniettivo eallittico su  , cioé tale
che

(Cyo,o)>clols, YoeH.

Di conseguenza il potenziale elastico complemengasteeitamente convessol
H e l'operatoreC, € L {H,H} esuriettivoin quanto risulta

ImC, = (KerC,)" =H.

L'operatore inversdE, = C, " € L {H,H} &continuoedellittico su X .

1.2. Vincoli elastici lineari

La struttura continua sia soggetta ad un sistemandioli elastici linearidescritti
da un operatore di rigidezza elastiBac L {V, F} che ad ogni campo di spostamenti
u € V della struttura associa il sistema di forze elastiegez F esercitato dai vincoli
elastici e definito da

r,=—-Ku, uecV, r ,cF.
Il segno negativee ‘conseguenza del fatto che le forgg € F agenti sulla struttura
sono opposte alle forze esercitate dalla struttura sui vincoli elastici.

e L'esistenza di upotenziale elasticache misura I'energia elastica immagazzinata
nei vincoli elastici per effetto del campo di spostamenti della struttura, richiede che
I'operatore lineareK € L {V, ]—"} siasimmetricoe cicé che sussita la relazione

<Kul7u2>:<Ku27u1> v]-117]-12€)/~

¢ Lastabilita del legame elastico dei vincaichiede che ad una variazione di sposta-
mento corrisponda una variazione concorde del sistema di forze elastiche agente
sui vincoli e ci@ valga la propriet dimonotonia

(Kus —Kuj,us —u; ) >0 Yuj,u € V.
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In virtl della linearia di K € L {V,]-‘} la monotonia equivale a richiedere che la
rigidezza dei vincoli elastici sipositivae cicé che

(Ku,u)>0 Yue).

In effetti, come siveds, labuona posizione del problema elastico richiede che I'elasticit”
deivincoli soddisfi anche la propraetli semielliticil in corrispondenza dei cinematismi
rigidi conformi. Si assume quindi che

e la rigidezza elasticaK € L {V,F} & semiellittica sul sottospazio lineare
Vrie = KerBnN £ C £, costituito dai cinematismi rigidi conformi. Vale quindi
la diseguaglianza

<Ku,u)chHuHi/Keer£ Yue KerBN L,

conc, >0.

1.3. Problemi elastici al contorno

Nei problemi al contorno il legame elastidd € L {V; ]—"} tra spostamenti e
sistemi di forzee definito a partire da due legami, uno tra spostamenti e forze di massa
e I'altro tra spostamenti al contorno e forze di contatto.

Si denotino con
K €L {H; H} ,

oK e L{ov;oF},

gli operatori simmetrici e positivi che definiscono rispettivamente tali legami.
Allora la forma bilineare dell'energia elastica complessiva, che include I'elasticit”
dei vincoli di massa ed al contorno, ha I'espressione

k(u,v)=k, (u,v)+0k(u,v), VuveV,

con
k(u,v) = (Ku, vy,

k (u,v)= (K, Jyu, J,v),

Ok (u,v) = (OK(Tu), T'v ).

Risulta dunque
K = J K, J,+T'0KT,

con J, € L{V; H} iniettore canonico.
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Si considerino adesso i seguenti due casi.

I vincoli elastici al contorno siano assegnati definenadpératore di rigidezza
JOK e L {81); 8.7—'} e si voglia deteminare leedevolezzaorrispondente. A tal
fine si introduca I'operatore iniettivo

IK* el_{w%f; ImoK}

definito da

%

K 0u =0Kdu, Vouedu Vou € KerJK -

L'operatore di cedevolezza associatoK € L {9V ; 9F} & allora

o )
9C = (0K") ' e L{ImoK; IV}

Si noti che i vincoli elastici al contorno sorefficacise e solo se la rigidezza
soddisfa la condizione

ImOK N (FL)" = ImdK N (NX) = {o}.

doveXY={o eS8 : (No,I'v)=0 VveL} esiéfatto riferimento alla
eguaglianzaN X = (I'£)" (vedi Tomo | sezione 1.10 (p. 243)).
| vincoli elastici al contorno siano assegnati definendpératore di cedevolezza

0C € L{0F; 0V} esivogliadeteminare ligidezzacorrispondente. Siprocede
in modo analogo al precedente considerando I'operatore iniettivo

aC" € L{%; ImoC},

definito da aF
e I'operatore di rigidezza
oF
_ -1 .
0K = (8C") ' eL{ImoC; Kerac}’

In termini di cedevolezza dei vincoli elastici al contorno, la condizioreffaiacia
si esprime imponendo che

ImAC N (TL) = ImdC N (NX)" = {o}.
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2. FORMULAZIONE PRIMALE

Un problema elastico consiste nella determinazione del campo di spostamento e
del campo di sforzo che, in presenza di legami elastici sia costitutivi che vincolari,
soddisfino lacondizione di equilibrio elastice lacondizione di congruenza elastica

In completa generalitunproblema elastico linear@a formulato in termini di
campi di spostamento e di campi di sforzoeegertanto umproblema misto

La necessi di considerare incogniti sia il campo di spostamento che quello di
sforzo sussiste nel caso in cui la cedevolezza elastica del materiale sia singolare.

Tale singolaria non consente infatti di esprimere il campo di sforzo incognito in
funzione del campo di spostamento.

Se la cedevolezza elastica del matergaf®n singolare, il problema strutturaleqpu”
essere invece formulato in termini del solo campo di spostamento incognito imponendo
la sola condizione di equilibrio elastico.

Si osservi inoltre che il problema elastieosuscettibile di varie formulazioni,
tra loro equivalenti per il modello continuo, che conduconooper seguito di una
discretizzazione, a metodi approssimati diversi.

Nel seguito si fornisce una trattazione esauriente del problema illustrando prima la
formulazione del problema misto primale e quindi quella del problema misto comple-
mentare mostrando per entrambe le specializzaioni al caso di elsticitSingolare e
le caratterizzazioni in termini di principi di stazionagetli estremo o di punto di sella.

Si presenta infine una trattazione delle formulazioni ibride che giocano un ruolo
importante nelle applicazioni quan@onecessario o conveniente far ricorso a campi
non conformi.

2.1. Problema misto primale

Si considerino i seguenti elementi
e C, €L {H, H} cedevolezza elastica del materiale,

e K=JK,J,+T'OKT € L{V; F} rigidezza elastica somma delle rigidezze
K,cL{H; H} edK € L{9V; 0F} deivincolielastici di massa e di contatto,

e J, € L{V; H} iniettore canonico,
e T cL{V; 9V} operatore di traccia,
e (=Jb+TI"t € 7, carico equivalente alle forze di massa e di contatto.

cog'che
(L, v)y=(b,Jyv)+(t,Tv).

e § € H un’assegnatdistorsione quale ad esempio il campo di deformazione
prodotto da una variazione di temperatura,
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e w €V un assegnato campo di spostamenti che descrive un insiecedidienti
vincolari come classe di equivalenza

V

I campi della variedlineareL, = w+L C V, sono dettspostamenti ammissihili

Siimpongano le condizioni di equilibrio e di congruenza.
B La condizione variazionale di equilibrisi scrive nella forma

b, vy+(r_,,vy=(o,Bv), VvecL.

e’

Dettau € £, (f2) la deformata elastica e posig = —Ku la condizione di
equilibrio assume I'espressione

(Ku,vy+(o,Bv)y=({,v), VveL.

Si osservi poi che la deformazione totadec H € pari alla somma di quella
elasticae = C o € 'H e di quella imposta ¢ H

e=e+6=Co+9.

Pertanto la condizione di congruenza tra il campo di spostamerti£, ed il
campo di deformazione totale € H si scrive

Bu=e=Co+§.

B Lacondizione variazionale di congruengescrive dunque

(r,Bu)—(7,Co)=(7,0), VTrecH.

In definitiva, definendo le forme bilineari simmetriche

{k(u,v) = (Ku, v), Yu,vey,

c,(o,7):=(C,o0,7), Vo,TEH,

il problema elastico risulta espresso dal sistema

k(u,v)+b(o,v)=({,v), uel, =w+LCV, VveLl,
b(r,u)—c,(o,7)=(7T,0), oc€H, VT eH.
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e | campiincogniti{u, o} € £, x H sono detticampi di tentativo

e | campi {v,7} € £ x H che compaiono nella formulazione variazionale sono
detticampi di prova

E’ conveniente farische i campi di prova{v, 7} € £, x H ed i campi di tentativo
{u, o} € £ x H appartengano entrambi ai medesimi spazi lineari.

Atal fine si pongau + w conu € £ al posto diu € £, e siriscriva il sistema

nella forma
uel,
k 9 b 9 :Ea _k 9 )
(0,¥) +b(0,v) = (£, v) —k(w,V) {Vvea
M)
occH
b 9 - ) = a(s 7b ) 9 ’
(t,u)—c, (o, 7)=(T,0) (T, w) {VTEH.

Siintroducano
e laforza attiva equivalenté,, € 7, e
* ladistorsione equivalentég, € H,

con le definizioni

<€eq,v>::<£—Kw,v>, Vv eL,
((6eq,7-)> =(6—Bw,T), VreH.

La formulazione mista primaldel problema elastico si scrive quindi

k(w,v)+b(o,v)=(lgq,v), uwueLl VvecL,
M
) b(r,u)—c,(0,7)=(0gq, T), oEH VTEH.

Le due condizioni sono dette rispettivameotadizione di equilibrio elastico primale
e condizione di congruenza elastica primale

2.2. Formulazione in termini di operatori

La discussione del problema mistoconvenientemente condotta facendo riferi-
mento ad una formulazione in termini di operatori.

Atal fine si osservi che lo spazldiLBERT H € assunto quale spazio pivetdiod
identificato col suo dualét’) e che lo spazio duale df e F, = L'.
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E’ pertanto naturale introdurre gperatori ridotti
B, eL{L H},
B, e L{H,F.},
K,cL{L F.},

mediante le posizioni
e B, cL{L H} elarestrizionedB € L {V,H},
e B, cL{H,F,} &definito dalla relazion® ,c = B's + R,
e K, cL{L,F,} &definito dalla relazione

K,u=Ku+R.
Il sottospazio delle forze reattivR C F € definito da

R=L ={feF:(f,v)=0 Vvecll.

Osservazione 2.1.Si noti che nel definire gli operatori
B,eL{H 7.}, K,elL{LF},

si e fatto ricorso alla seguente identificazione.

Sia V lo spazio dei cinematisnizREEN-regolari aventi quale supporto la suddi-
visione 7 ({2) e sia F lo spazio di sistemi forze, duale df. Siano poi£ C V |l
sottospazio dei cinematismi conformiE,. lo spazio duale delle forze attive.

Esiste allora un isomorfismo isometrico che permette di identificare lo spazio
delle forze attive ¥, e lo spazio quozienter /R (vedi [16] 1.9.18 (p. 75) e [17]
osservazione 1.5.4 (p. 43)). Si noti inoltre che lo spazio dei sistemi f@fzguale di
V e identificabile con lo spazio quozienfe/V+, dove

Vi={feF :(f,v)=0 VvevcV()},
& lo spazio dei sistemi di forze di interazione tra parti degli elemerfi @) . |

In termini di operatori ilproblema misto primal@uo essere posto nella forma

!

K, B,
BE 7CU

Ku—l—B/o-:é u
M) £ £ ed — A

B,u-C, o= ‘seq

leq
4

o g

€q

e Loperatore lineareA € L {£ x H; F, x H} & dettooperatore strutturale
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Si osservi che sono valide in generale le seguenti inclusioni (vedi [16] proposizione
1.11.7 (p. 87))

ImK, + ImB, F,
ImA C £ clc|™F,
ImB, + ImC, H
KerK, N KerB, L
, C KerA C .
KerB,. N KerC, H

Sussiste imoltre il seguente risultato.

Proposizione 2.1. Rappresentazione del nucleo della rigidezza elastica dei vincoli.
La positivita dell’'operatore di rigidezza dei vincoli elasti®& € L {V, ]—'} implica che

KerK, = KerKnCL.

Dim. Poictéu € KerK, <= uecl/l : KuceR=/L" = (Ku,u)=0Il
puntou € £ & di minimo assoluto per la forma quadratica non negatiéa, u ).
La derivata lungo un’arbitraria direzione € £ deve pertanto annullarsi eccéguivale
alla condizione

(Ku,vy=0 Vvel <— Ku=o.

Dunque risultau € KerK N £ e sussiste l'inclusione K&, C KerK N L.
Linclusione inversa evidente. O
2.3. Buona posizione

Si dia preliminarmente la definizione lbuona posizion€el problema.

Definizione 2.2. Il problema mistoM & ben posto se in corrispondenza di ogni dato
esiste una soluzione che soddisfi la condizione variazionale di ammissibilit

{éeqv ‘Seq} € (KerA)L )

La buona posizione del problema misto equivale quindi a richiedere che 'operatore
strutturale A € L {£ x 'H,F, x H} siatale che

ImA = (KerA)",

e cice che I'operatore strutturale abbia immagine chiusaf x H . O
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Si noti che linclusione IM\ C (KerA)" & banale in quanto ogni dato cor-
rispondente ad una soluzione del problema misto soddisfa la condizione variazionale.
Dunque la buona posizione del problema misto consiste in effetti nel richiedere che
valga l'inclusione inversa Im D (KerA)".

m Se il problema mist@ ben postoed i dati soddisfano la condizione varir
azionale di ammissibilit, 'insieme delle soluziong la varie# lineare non
vuota {u, o} + KerA , dove {u,o} € £ x H & una soluzione particolare

B La discussione della buona posizione del problema elastico richiede di fornire una
rappresentazione del nucleo dell'operatore strutturale L {£ X H; Fpx H}
in termini dei nuclei dei singoli operatoiK , € L {£; 7.}, C, € L{H; H},
B,eL{L:H}eB,eL{H;F,}.
Si osservi ora che

o |l sottospazio lineare KdB, N KerK, € costituito dai campi di spostamento
conformi che sono rigidi e non impegnano i vincoli elastici,

¢ |l sottospazio lineare KeB’E N KerC, e costituito dai campi di sforzo in auto-
equilibrio che non inducono deformazioni elastiche nella struttura.

Si pw allora enunciare il seguente importante risultato.

Proposizione 2.3. Rappresentazione del nucleo dell’operatore strutturale. Se le
forme bilineari ¢ e k sono simmetriche e positive, il nucleo dell'operatore elastico

misto A & dato da
KerB,. N KerK,

KerA =

KerB/ﬁ N KerC,

Dim. una coppia{u, o} € £ x H appartiene a Keh se e solo se

{k(u,v)—i—b(wo‘):O vvecr, K£u+B/0':0,
= £
b(u,7)—c (o, 7)=0 VT eH, B,u-C, o=0,

e cio implica che
k (u,u)+b(u,o) =0,
b(u,0)—c,(0,0)=0.

Sottraendo si ha ch& (u,u) + ¢, (o,0) = 0 e la positivii di k e ¢ implica che
k(u,u) =0 andc,(o,0) = 0. Dunque, essenda e o punti di minimo assoluto
per k and c, le loro derivate devono annullarsi.

Per la simmetria dik and c I'annullarsi delle derivate espressa d& ,u = o
eC,o=o.
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Sostituendo nell'espressione del nucleo si deducelBpa = o e Biccr =o.
Sie cosdimostrato che

KerB, N KerK,
KerA C

KerBlﬁ N KerC,

L'eguaglianza segue osservando che I'implicazione inversampre vera. O

2.4. Condizioni di ammissibilita dei dati
In virtu della proposizione 2.3 la condizione variazionale di ammissihiiti dati
{log Beqt € ( KerA)" sipuo esplicitare mediante due condizioni variazionali, la prima
di ammissibilif elastostatica la seconda dimmissibilia elastocinematica
(geq,V>:O, Vv E VrigN KerKL,
(« 5eq, T)=0, V7 &€SruroN KerC,.

Per discutere tali condizioni di ammissibalisi ricordino le definizioni

(Eeq,v>::(€—KW,v>, VveL,
((5eq,7-)) =(6—Bw, 1), VreH.

La simmetria della rigidezza elastidd € L {V, 7} implica che
k(w,v)=(Kv,w)=0 Vve KerK,.

Si ha dunque che

<£eq,v>:<£,v>, Vv € Vrie N KerK, .

Pertanto, com’era da attendersi, il cedimento vincokare V' non gioca nessun ruolo
nella condizione di ammissibiéitelastostatica.

Si consideri ora la condizione di ammissitalgélastocinematica. Preliminarmente
si osservi che sev e W sono due spostamenti ammissibili, essertjo=w + £ =
W + L, risultaw —w € £ e quindi

(7, Bw)y=(7,BwW)= V7€Sauro,

in quanto per definiziones yyro = [B£]$. Dunque nel formulare la condizione di
ammissibilit e lecito considerare un qualsiasi spostamento ammissibie L, .
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La condizione dammissibili elastocinematicaud essere espressa nella forma
equivalente

(7,0)=(N7,0w), V7eSsronKerC,.

Infatti, essendaS yyro 1= {T €S : B;r = o, Nt € 9R}, dalla formula di
GREEN si ha che

((7-,Bw)):<B;7-,w)+<<N7-,1“w)>:<<N~r,I‘w>>, VT € Savro,
edinoltreT’'w = Ow .

In definitiva le condizioni dammissibilit elastostaticae di ammissibilit elas-
tocinematicasi possono riscrivere

</€,V>:O, VVGVRIGQ KerKL,
(0, T)=(NT,0w), VT €Ssron KerC,.

In termini meccanici:

e La condizione diammissibili elastostaticdampone che il lavoro virtuale
delle forze attive deve essere nullo per ogni spostamento conforme rigido che
non impegni i vincoli elastici.

e La condizione dammissibilit elastocinematicampone che, in corrispon-
denza di ogni autosforzo elasticamente inefficace, il lavoro virtuale delle
distorsioni imposte deve essere eguale a quello dei cedimenti vincolari per la
relativa reazione vincolare.

Osservazione 2.2.E’ opportuno evidenziare che le condizioni di equilibrio e di con-
gruenza

{(65V>:O7 VVEIJRIG7
(0, T)y=¢(N1,0w), VT €Sauro,

sono pu stringenti delle condizioni di ammissibdit”

(E,V)ZO7 VVEVRI(;ﬂKerKﬁ,
(6, 7)=(N7,0w), V7 eSroN KerC,.

in quanto in queste ultime i campi di prova variano in sottospazi strettamente contenuti
nei sottospazi relativi alle corrispondenti prime due condizioni.
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e Se non esistono vincoli elastici risulta Ki&r. = £ e dunque le condizioni di
equilibrio e di ammissibilé elastostatica coincidono.

¢ Se non esistono sforzi elasticamente inefficaci risulta &er= {o} e la con-
dizione di ammissibild elastocinematica banalmente verificata.

Nelle trattazioni della teoria delle strutture elastiche di norma la defornsablhiStica
e assunta non singolare e dunque si fa riferimento alla sola condizione di amméssibilit®
elastostatica. [ |

2.5. Condizioni di buona posizione

Nella sezione 6.2 (p. 284)dimostrato il seguente risultato.

B |l problema elastico misto primale

(%3

k(u,v)+b(o,v) = (¢ neL,
u,v o,vV)= , V),
Heq: VI Vvec,
M)
oeceH,
b ) - ) = 6 ) )
(T,u) —c,(o,7) = ( eqr T {VTEH.
con
(éeq7v> ::(Z,V)—k(W,V)7
(Oeq, TV:=(T,8)—b(r,w).
e ben posto se sono soddisfatte le condizioni
i) ImB, chiusoin™H,
i)  KerK,+ KerB, chiusoin L,
i)  k(u,u) >0 Vue Ls = KerPB,,
. 2
i)  k(uu)> ¢ u||£/(KerKLmKerB£) Vue KerB, ; ¢ >0,
2
v) ¢, (o,0) > O‘HU”H/KerCO Vo eH; a >0,
)

KerB/ﬂ + KerC, chiusoinH,

dove

e PclL {H; H} e il proiettore ortogonale su K& 6 C 7, cog che risulta
ImP = KerC,, KerP = ImC,.
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Il sottospazio lineare
Lo :=KerPB,={uel : B,uec ImC,}

e costituito dagli spostamenti conformi elasticamente ammissibili, queli cinsi
associano deformazioni elasticamente ammissibili. Si noti che se la deformabilit”
elasticae 'non singolare, essendo Ker = {o} risulta L5 = L.

B Le condizionii), ii), 4ii), iv) sono verificate se I'operatore cinematiean
operatore diKORN.
In tal caso infatti 'immagine InB, & chiusa in’H ed il nucleo KeB, ha
dimensione finita. Nellaiv) la costantec, & allora il pii piccolo autovalore
positivo della restrizione dk a KerB, .

B Le condizioniv) e vi) sono soddisfatte sedlasticit strutturaleé ellittica su H
e cice de
c,(0,0) > allo|}, VYoeH,
e quindi si ha in particolare che Ker = {o}.
m L'unicita della soluzione sussiste se e solo se
KerK, N KerB, = {o},
KerB, N KerC, = {o}.

La seconda condiziorebanalmente verificata se Ker = {o}.

2.6. Elasticit non singolare

Si consideri ora il caso in cui I'operatore di cedevolezza elastica della struttura
C,elL {H; H} sia definito positivo, e dunque in particolare iniettivo, per cui risulta
KerC, = {o} e viene esclusa la possibélithe esistano stati di sforzo elasticamente
inefficaci.

La chiusura dellimmagine In®, e la simmetria diC, € L {H; H} implicano
allora che

ImC, = (KerC,)" =H,

e cice che l'operatoreC € suriettivo.
E’ allora possibile invertire 'operatore di cedevolezza elastitac L {H; H}

per ottenere I'operatore di rigidezza elastiéa = CO‘1 eL {H; H} anch’esso
simmetrico e continuo.
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Ricordando le definizioni delle forze attive equivalenti e delle distorsioni equi-
valenti
Eeq =0 —Kw, 6eq =6 — Bw,
dove
(=Jb+T't,

il problema elastico puo quindi essere formulato in termini di spostamenti ponendo
o=E,(Bju—6g), uecl
e scrivendo la condizione di equilibrio nella forma
K,u+B E, (Bju—36g) =leq, uerl,

ovvero

(K, +B,E,B)u=(oq+B,E §q uccC.

La discussione della buona posizione di tale problentagasere condotta come caso
particolare di quella svolta per il problema misto.
Il problemae ben posto se Soddisfatta l@ondizione inf-sup

k(u,v)+(EB,u, B,v)

inf  sup

>0
uer vel |1 Hﬁ/(KerBLmKerKﬂ) v HL/(KerBﬁmKerKﬁ) 7

che equivale alla condizione di chiusura della forma bilineare dell’energia di defor-
mazione elastica

a(u,v) :=k(u,v)+(EBu,Bv) VYuvecl,

dove
k(u,v)=(Ku,v)=k (u,v)+ (9KTu), I'v).

All'energia di deformazione elasticadssociato I'operatore simmetrico e positivo di
rigidezza elastica della strutturd . € L {£; F,} definito da

A, =K, +B,EB,.

Per quanto attiene all’esistenza di una soluzione si osservi che la condizione di
ammissibilil elastocinematica banalmente soddisfatta in quanto Ker= {o} e
rimane da soddisfare quella di ammissikiléfastostatica

<€,V):O Vv € Vg N KerKL.

Tale condizione hecessaria e sufficiente affieda’soluzione in termini di spostamenti
conformi sia unica a meno di uno spostamento addizionale appartenente al sottospazio
lineare Vg N KerK . e cice rigido, conforme ed elasticamente inefficace.
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Osservazione 2.3.

Nel caso particolare in cui I'elastieidella struttura sia non singolare e non vi siano
vincoli elasticie possibile condurre una semplice discussione diretta dell'esistenza ed
unicita della soluzione del problema elastico.

Intal caso infatti, essendo Keér = {o} e K = O, il problema elastico si scrive

(BLE,B,)u=(+B,E d, ucCl.

eq’

Le proprietl
e di H-ellitticita della rigidezza elasticE, € L {H; H}:

(Ee,e)>cg el VeeH,

e e di chiusura dellimmagine dell’operatoi@, € L {/J, H} :
IBeully > cgllullywers,, Yuc(2).
implicano che vale la propriatdi £-semiellitticita
(E,Bou, Bu)>clulpyemp, . Yuel.
Ne segue che chiusa I'immagine dell’operatore dgidezza elastica della struttura
S, :=B,EB,cL{L; F.}.
Quest'ultima propriet assicura che
ImS, = Im (B, E,B,) = [Ker(B, E,B,)] = (KerB,)".

Essendo inoltre KefB, E,B,) = KerB,, la condizione necessaria e sufficiente di
esistenza di una soluzioeefornita da

(L,v)=0, VveKerB,=Vgq,

Infatti la condizione

(B,E, 06, v)=(E, 8, B,v)=0, Vve KerB,

€ banalmente soddisfatta. [ |
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2.7. Funzionale diHELLINGER-REISSNER

La simmetria delle forme bilinearc, e k, che definiscono rispettivamente le
propriet elastiche del materiale e dei vincoli, consente di interpretare le condizioni di
equilibrio e di congruenza deroblema misto primale

k(u,v)—l—b(a,v):(@eq,v), uel, Vvelcl,
M
) b(T,u)—cO(O',T)=((5eq,‘r)), occH, VTreH,

come condizioni dstazionariea del
m funzionale misto primaléo funzionale diIHELLINGER-REISSNER)

R(u,0) = 3k(u,u) - 5¢,(0,0) + b (0, u) = (g, U) = (Jeq: T ),

dove
e uel,occH,
o loq={— Kw forzaattiva equivalente,
* Joq= 6 — Bw distorsione equivalente,
e I'w = dw, essenddw € 9V il cedimento imposto al contorno.
Un campo di spostamenter € V tale cheI'w = Jw esiste per ogni campo di

spostamento sul contorngw € 9V in virtl della suriettivi dell'operatore di traccia
reL{y;ov}.

Il problema elastico equivale alla ricerca di un punto di stazioreet” fun-
zionale diHELLINGER-REISSNER in quanto le ondizioni dgbroblema misto primale
equivalgono ad imporre che siano nulle le derivate direzionali parziale del funzionale
misto

M) d,R(uw,o;v)=0, uel, VvecL,
d,R(u,o0;7)=0, c€H, VTreH.
Osservando poi che il funzionale HIELLINGER-REISSNER € un funzionale sella in

guantoconvessin u € £ econcavon o € H, il problema elastico puporsi come
problema della ricerca di younto di sellanella forma

M) R(u,7) <R(u,0)<R(v,o), VveLl, VreH,
0 come problema dninimax

M) R(u,0)= min maxR(v,7) = max min R(v, 7).
vel TeH TEH veL
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2.8. Funzionale energia potenziale
Le soluzioni del problema dell’equilibrio elastico in termini di spostamenti con-

formi ed elasticamente ammissibili possono caratterizzate quali punti di minimo asso-
luto delfunzionale energia potenziale

Fu)=1a(uu)— (lgg,u), ueclg.

Infatti il funzionale F'(u) € convesso sul sottospazio lineare

Lo :={uel : Bue ImC,} = KerPB,,

costituito daglispostamenti conformi elasticamente ammissibili

La convessa'di F'(u) € conseguenza della positwitiella forma quadratica as-
sociata alla forma bilineare dedihergia di deformazione elastica

a(u,v) :=k(u,v)+(EBu,Bv), VuvecLlg,
che gode della propriatdi ellitticita

a(u,u) >c, ||u||i/( Vue KerPB,.

KerK nKerB )’

Perognidey = 6 — Bw € (KerBiC N KerC,)® = ImB, + ImC, si effettui la
decomposizione

deq=0+98 with §c ImB, andé” € ImC,.

Scegliendou € £ tale cheB,u = & sipongau = uw+ u". |l carico efficace,
equivalente al carico, ai cedimenti ed alle distorsioni impresse, ha allora I'espressione

(Lo, V) :=(Leg, V) — k(@ V) +(E, , Bv) =
=, v)—k(@+w,v)+(ES ,Bv), VveLls.

La stazionariet del funzionale energia potenziale in corrispondenza di una soluzione
u € £ siimpone annullando la derivata direzionale lungo le direziom L :

dF(w;v) =a(u,v) — (leg, v) =0, veLls.
B Si considerino ora due specializzazioni del problema primale relative alla due

opposte circostanze in cui rispettivamente I'elasdidiél materiale hon singolare
ovveroe€ nulla.
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e Selacedevolezzaelasticadel materi@lec L {H; H} & definita positiva risulta
KerC, = {o} e quindi L5 = L. Il funzionale energia potenziale assume allora
I'espressione

1
F(u) = §a(u,u)—<€eﬁ, u), uecl.
con
(lei, V) :i=(l,v)—k(w,v)+ (E (6 —Bw),Bv), VvecL.

e Selacedevolezza elastica del materi@ec L {#; 1} & nullasi hainvece che
L = KerB, ed il funzionale energia potenziale assume I'espressione

1
F(U):ik(uau)*w,U>*k(W,u), uc KerB,.

Se in particolaree ‘nulla anche la rigidezzaK < L {0V; 0F} dei vincoli al
contorno il funzionale energia potenziale si scrive

1
F(u) =5k, (wu)—(f,u)-k(w,u), uecKerB,.

Osservazione 2.4 Se si sceglie lo spostamento non conformec V' in modo che sia
soluzione del problema elastico in cuiil modello struttuesdeggetto solo a spostamenti
I'w = Ow imposti al contorno, allora il terming E, Bw, Bv ) & nullo per ogni
v € L. Infatti, I'ipotesi suw € )V assicura che risultd& Bw € S,yro € d'altra
parte S uro = (BL)" . Il carico attivo equivalenté ¢ € F, & allora definito da

(leff, V) :=(l,v)—k(w,v)+(E,6,Bv), VveLl,
per cui non sussiste la neceasiti calcolare il campo di deformazioBw € H
associato allo spostamento € V. [ ]

3. FORMULAZIONE COMPLEMENTARE

Nellaformulazione mista primaldel problema elastico si assume che
e il campo di spostamenti € £ & conforme ed
e il campo di sforzie € H & di quadrato integrabile.
Dunque il campo di spostamenti deve essere regolare in quanto la corrispondente de-
formazione tangente deve essere di quadrato integrabile a pegri $u contrario al
campo di sforzi nore richiesta alcuna regolaait™

Nella formulazione mista complementatel problema elastico la richiesta di
regolarigi é ribaltata.

¢ il campo di sforzi incognit@ ‘assunto conformer € X' ed
e il campo di spostamentih € H & di quadrato integrabile.
Dunque il campo di sforzi deve essere regolare in quanto il corrispondente campo di

forze di massa deve essere di quadrato integrabile a peZ2i. sl contrario il campo
di spostamenti non deve soddisfare alcuna condizione di regolarit
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3.1. Problema misto complementare

Per pervenire alla formulazione complementare del problema elastico si premet-
tono alcune definizioni.

m Si considerino gli spazD = S’ e Dy, = X' duali degli spaziS e X'.
e Gli elementi diD;, sono dettideformazioni attive
e Glielementidi X" c S sono dettideformazioni reattive
Si definiscano poi
e pero, T € X laforma bilineare continua e simmetrica

c(o,7)=(Co,7)=(C,Jg0, JgT )+ (0C(No), NT ),

e pero € ', u € H laforma bilineare continua

b, (o,u) = (B:,a'7 u),

e peru,v € H laforma bilineare continua e simmetrica

k, (u,v)=(K,u,v).

Si consideri quindi

e I'operatore dicedevolezza elastic€,, € L {¥, D}, simmetrico e positivo,
definito dalla relazione

(Cyo,7)=c(o,7), VTEX,
0 equivalentemente da
C,o=Co+X e€D/S =D,.
Dalla proposizione 2.1 (p. 238) si trae per analogia che risulta

KerC, = KerCnJX.

Osservazione 3.1Sinoti che lo spazid~' & dotato della topologia Hilbertiana ereditata
dallo spazioS . La normae quindi

2 2 ! 2
lolz=llo X+ IBol, Yoes.

Rispetto atale normalaformabilineates L { £, ¥'; R} eglioperatoridicedevolezza
CelL{S;D} eCyeclL{X¥; Dy} sonolimitati. |
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B Lacondizione variazionale di congruengeimpone nella forma

«T,e»—«N+,8W»:<Bhnu», VrelX,

in cui la deformazione totale € & somma di quella elastica= C o € H e
di quella impostad € ‘H

e=C,o+56

e lo spostamento al contoreosomma del cedimento elasticedC(No) € 0V
e di quello impostodw € 9V

oW = —~9C(No) + dw .

Si osservi poi che la forza di massa tothlec H & pari alla somma della reazione
elastica—K u € H e del carico impostd € H

b=b-K,u.

Pertanto la condizione di equilibrio tra il campo di sforzic S ed il campo di
forza di massa totale € H si scrive

B;azb—KOu.

Nellaformulazione mista primaléel problema elastico le condizioni di equilibrio
e di congruenza sono imposte mediante le condizioni variazionali

(Ku,vi+(o,Bv) ={,v)y, uew+L, VveL,
(Bu,7)-(C,o,7)=(6,7), ocH , VT eH.

dovew € V e tale chel'w = dw e si definiscono i seguenti elementi.
C, € L{H,H} cedevolezza elastica della struttura,

K = J K, J, +I'OKT € L {V; F} rigidezza elastica somma delle rigidezze
K, eL{H;H} edK € L{dV; 0F} deivincoli elastici di massa e di contatto,

J, € L{V; H} iniettore canonico,
I e L{V; 9V} operatore di traccia,
¢=J,b+T'"t € F, carico equivalente alle forze di massa e di contatto.
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B Nella formulazione mista complementale condizioni di equilibrio e di con-
gruenza elastica sono invece espressa da

—(CO’,T)—F(B;T,U) =(A, 7y, oo, +X, VrelX,

(B:)o',V)—|—(K0u,v):(b,v)7 ue H, VveH.

dove o, € S & tale cheNo, = t. Un tale campo esiste per oghic 0F in
virtl della suriettivig dell’'operatoreN € L {S; 0F } .
Si considerano quindi i seguenti elementi.

K, € L {H, H} rigidezza dei vincoli elastici di massa,
C = J;C,Js+NOCN € L {S; D} cedevolezza elastica, somma delle cede-

volezze C, € L{H;H} e OC € L{9F; 0V} della struttura e dei vincoli
elastici al contorno,

Js € L{S; H} iniettore canonico,
NelL {S; 8]—‘} operatore di flusso al contorno,
A= Jé6+N’8w € D deformazione equivalente alle distorsioni ed ai cedimenti.

Osservazione 3.2.Si noti che

¢ nella formulazione primale si assume che gli spostamenti soddisfino la condizione
di congruenza al contornd'u € 0w + I'Z e si impongono la condizione dif-
ferenziale di congruenza e la condizione di equilibrio,

¢ nellaformulazione complementare siassume che gli sforzi soddisfino la condizione
diequilibrioal contorndNe € t+INJX' e siimpongono lacondizione differenziale
di equilibrio e la condizione di congruenza. ]

Osservazione 3.3.E’ importante notare che

¢ nellaformulazione primale del problema elastico I'elasdidii vincoli al contorno
& definita da un operatore di rigideza& < L {0V ; 0F} .

¢ nella formulazione complementare del problema elastico I'elastigt vincoli al
contornoe invece definita dalla cedevoleza€ € L {8]—‘; 81/} .

Ne segue che nel passare dalla formulazione primale a quella complementare, e vice-
versa.e necessarimodificare le condizioni al contorno

Per convincersi di @, si consideri un problema elastico posto in forpmanale
esiadK € L {0V; 0F} larigidezza elastica dei vincoli al contorno, assegnata nel
rispetto della condizione di efficacia WK N (NX) = {o}.

Per definire la forma complementare si osservi che I'operatore di cedevolezza dei
vincoli elastici al contorn@ 9C = (9K")! € L { Im9IK; 9V/KerdK} .

La condizione ImMOK N (NX) = {o} implica pertanto che I'operatore composto
N'OCN € L {2; D} e definito solo su KeN e che ha immagine degenere.
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Per far $°che I'operatore di cedevolezza elastica al contorno operi sull'intero
sottospazio di definizione @K , € necessario dunque estendere il sottospazio degli
sforzi conformi daX a ™ in modo che risulti InDK C NX*.

Daltronde affinck’l'operatoreN'OCN € L {X"; D} sia ben definito sux”

& necessario che ad ogni elemento dello spaib” corrisponda univocamente un
elemento di INOK . Ne segue che bisogna porre

NY'=NXY + ImoK <= TI'L =TLN KeroK.

Una analoga argomentazionegoeondursi se si considera un problema elastico posto
in formacomplementareon 9C € L {8}‘; 8V} cedevolezza elastica dei vincoli al
contorno che rispetta la condizione di efficacia d@ N (T'L) = {o} .

Allora nel passare alla fomulazione primal@ecessario modificare il sottospazio
lineare £ dei cinematismi conformi e porre

I'L"=TL+ ImdC < NX" =NXnN KergC.

Si noti che le due equivalenze sopra riportate sono valide sotto la condizione che i
sottospazi lineariNY + ImoK C 0F e T'L + Im9C C 9V siano chiusi. ]

B Nel seguito, nel passare dalla formulazione primale a quella complementare,
siintendea effettuata la modifica delle condizioni al contorno ma si demoter”
ancora conY’ il sottospazio lineare degli sforzi conformi e cahquello dei
cinematismi conformi, per non appesantire la notazione.

Si ponga
® bgg=b- B;O't forza di massa equivalente,
o Agq= A+ Co, distorsione attiva equivalente.

essenddNo, = t.

La formulazione mista complementatel problema elastico si scrive allora

. —C(J,T)—l—bo(r,u):(Aeq,T), ceX VreXx,
) +b,(0,v) +k,(u,v) =(bey, v), ueH Vvel.

Si confronti tale espressione corftamulazione mista primalenalizzata nella sezione
2.1 (p. 234)

k(u,v)+b(o-,v):(€eq,v), uel Vvelcl,
M
) b(T,u)—cU(O',T):((éeq,T)), ocH VrTreH,
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dove sie posto
* Joq= 0 — Bw distorsione equivalente,
o loq={— Kw forza attiva equivalente,

essendd’'w = Ow .

E’ immediato verificare che risultano rispettatadgole di complementariat

uey — oE€S,

ue/l — ocecX,

be H <~ ecH,

teoF <~ OJw €9V,
Bel{V;H} <« B,elL{S;H]},
FelL{V;90V} <<= -NelL{S;oF}.
KelL{y;F} <~ -CelL{S;D}.
C,eL{H;H} <<= -K,elL{H;H}.

m Sia BIE eL {2; H} la restrizione dell’operatore di equilibrio di massa al sot-
tospazio lineare degli sforzi conformi, definita da

!

B.o :=B,o, VoeXCS.

cos'che KerB’E = KerBla NX = Sauro = KerB’L.
m Loperatore dualeB,. € L {H ; Dy} & definito dall'identi&

b,(o,u) :=(Byu,0o)=(u,B.0), YoeX YuecH.

Dalla proposizione 11.10.6 (p. 247) del Tomo | segue che

ImB, = B,¥ = [Vue|” C H,

Sussiste quindi 'eguaglianza

KerBy. = [IMB]” = Vual™ = Ve s

in quanto il sottospazid’y;; C H ha dimensione finita ed quindi chiuso inH .
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B Intermini di operatori la formulazione mistamplementardel problema elastico
si scrive quindi

—C,0+Bu= Aeq: A+ Co,

M) , , —
—|—B20' +Ku= beq =b-B,o,

conue H, o).

3.2. Funzionale misto complementare

La simmetria delle forme bilineaxkt e k_, che definiscono le proprié€lastiche
della struttura e dei vincoli, consente di interpretare le condizioni di equilibrio elastico
e di congruenza elastica come condizionswizionariea di un funzionale bilineare.

Si consideri infatti il

B funzionale misto complementare

RO u,0) = —-1c(o,0)+ 3k, (u,u) +b, (o,u) —( Aeqs ) = (beg, 1),

dove
e ucH,ocl,
® bgg=b- B;a't forza di massa equivalente,
o Agq= A+ Co, distorsione attiva equivalente.
e No,=t, 0, €S,essenda laforza di contatto agente sul contorno.

Si noti la complementariatcon il funzionale misto primale

R(u,o) = %k(u,u)— %co(a,a)—l—b(a',u)—(ﬁeq, u)— (0aq, 0,

eq’
dove

e uel,oceH,

o loq={— Kw forza attiva equivalente,

* J,q= 6 — Bw distorsione equivalente,

e I'w = dw, essenddw € 9V il cedimento imposto al contorno.
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Il problema elastico equivale alla ricerca di un punto di stazioregetiee di un punto
che soddisfi le condizioni

d,R¢(w,o0;v)=0, ueH VveH,
M)
d,R(w,o;7)=0, 0€X VTeXx,

Osservando poi che il funzionale misto complemengaue funzionale sella in quanto
convessm o € H econcavadn u € L, il problema elastico puporsi come problema
della ricerca di upunto di sellanella forma

M) RE(v,o) <R¢(w,0) <R u,7), VveH VreX,

0 come problema dninimax

M) R u,o) = min ma}}(RC(V,T) = max min RE(v,T).
TE ve ve TE

3.3. Funzionale energia complementare

Nel caso generale in cui I'elastiaitdei vincoli di massaK, < L {H; H} e
singolare siaK* € L { ImK _, Im KO} I'operatore regolare definito da

Ku=Ku Vue ImK CH.
L'operatore K, puo quindi essere partizionato nella forma

ut u € ImK,,
Ku=

o

con

K O
O O

u, u, € KerK ,

e la cedevolezza elastica dei vinceldéfinitadaD, = K* ' e L{ImK; ImK_}.

Per ognibgg € (KerBy, N KerK,)” = Im B, + ImK, si effettui la decom-
posizione

beq:b—B;at:BJFb* conbe ImB, eb ¢ ImK,.

Siac € X tale cheB’EE:E esipongac =7 +o".

255
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Allora il problema complementare ridotto si scrive
P& —a%(o", 7)) = (A, T ), VT € Sk,

dove

Sk :={0e€¥ :Boec ImK,} = KerQB,..

e il sottospazio deghforzi conformi elasticamente ammissibili

La forma bilineare delEnergia complementareli deformazione elastica ha
I'espressione

aC(o',T) ::c(o','r)—f—((DoB/ocr, B:)T )y Vo, TeX,

La distorsione efficacel 4 € Dy = X', equivalente al carico, ai cedimenti ed alle
distorsioni impresse, ha I'espressione

(Aef, T) ::<A6q7‘r>—c(ﬁ77-)+(Dab*, B;T):

Z(A,T)—C(E-FO’t,T)—F(Dob*,BIUT) VTely,

dove o, € S € un campo di sforzi tale chNo, =t .
Si noti la complementariatrispetto all’espressione del carico efficace relativo al
problema primale:

(Llei» V) i=(logs V) — k(T V) + (E, 0, Bv) =

:<£,v>—k(ﬁ+w,v)—|—((E05*,Bv)) VveLls.

La soluzione del problema dell’equilibrio elastico in termini di sforzi confoerailora
caratterizzata dall'essere un punto di minimo assoluto del

m funzionale energia complementare

FC(U):iéaC(Uvo.)7<Aeffaa>v UEEKa

chee definito e convesso sul sottospazio lineakg degli sforzi conformi elasti-
camente ammissibili.
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B Si considerino ora due specializzazioni del problema complementare relative alla
due opposte circostanze in cui rispettivamente I'elastidéi vincoli di massa °
non singolare ovvere nulla.

e L'elasticita dei vincoli di massa sia caratterizzata da un operatore lineare simme-
trico e definito positivoK, € L{H; H}. Risulta allora KeK, = {o} e
dunque ImK, = H percuisipwporreb=o0,5=0ec =o.

Il funzionale energia complementare

1
FC(O'):—§aC(O',O')—<Aeﬁ70'>, 0-627

ha per dominio il sottospazio linea® degli sforzi conformi in quanto, essendo
ImK,_ = H risulta ¥, = X

Ponendoallord, = K, ' € L {H; H},laformabilineare del’energia elastica
complementare si scrive

aC(O',T) i=c(o,T)+( DOB;O', B;‘r )y Vo,TteX,

e la distorsione equivalente al carico, ai cedimenti ed alle distorsioni impresse
assume l'espressione

(Aef, T) 1 =(A4, T)—C(O’t,T)—l—((Do(b—B;O't),B;T)), VrelX.
Si noti la complementariatcol funzionale energia potenziale con Kér= {o}
1
F(u) = §a(u7u) — (Lo, ), uwuccrL,

dove
a(wv) :=k(u,v)+(E,Bu,Bv), Vuvec/ls,

(leff, V) :i=(l,v)=k(w,v)+(E (6 —Bw),Bv), VvelLl.

e Se sono assenti i vincoli elastici di massa, risdkg = O, e quindi si ha che
b =b e & = o. Il funzionale energia complementare ha dunque per dominio il
sottospazio lineare
!
SAUTOZ{O'GZ : Boa'zo},

costituito dagli sforzi autoequilibrati, ed assume I'aspetto

1
FC(U):_§C(O'aU)_<Aeﬁa o), €S0,
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dove

(Aeff, 0) :=(Agq, 0)—c(T,0) =

eq’

=(A,o0)—c(@+o,,0), VoeSro-

e See€ nulla anche la cedevolezza dei vincoli al contorno, @ @€ = O, il
funzionale energia complementare diventa

; 1
FC(U):_ico(UaU)_(AeﬁaU% o € Sauro,

ed esplicitamente

FC(o)=—-3(Cyo,0)—(No,dw)—(0o,8)+(C,o,T+0,),

cono € Sauro -
Quest'ultimae la forma nella quale il funzionale energia complementare viene
usualmente espresso nei testi di meccanica delle strutture.

Osservazione 3.4.Nelle strutture composte da travi il sottospadqyro dei campi
di sforzo in autoequilibriee 'di dimensione finita e citonsente, in assenza di vincoli
elastici di massa, di imporre la condizione di congruenza mediante la soluzione di un
numero finito di equazioni algebriche lineari.

Se invece sono presenti vincoli elastici di massa il sottospazio dei campi di prova
Yk none di dimensione finita.

I metodo delle forze dell’ingegneria delle strutture comporta allora la soluzione
di un problema differenziale. ]

Osservazione 3.5Si precisa qui la motivazione della nomenclatura adottata in questo
capitolo per il problema elastico in forma primale e complementare.
La formulazione primale espressa in termini

e dell'operatore cinematic®, € L {£; H} che€ un operatore dKORN e
» dell'operatore dei valori al contornb € L {V; 9V} chee€ suriettivo.

Tali fondamentali propriet'consentono di dimostrare tutti i risultati principali della
teoria. La propried’'che caratterizza le formulazioni primali risiede nel fatto che il
nucleo dell'operatord3, € L {E; H} e di dimensione finita. Nelle applicazioni ai
problemi elastice’di rilievo il caso in cui accade che risulti

KerB, N KerK, = {o},

KerB, N KerC, = {o}.
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In tal caso il problema elastico ammette un’unica soluzione per ogni dato.

Nella forma complementare del problema elastico il ruolo giocato dagli operatori
lineariB, € L{L; H} eT € L{V; 9V} & preso rispettivamente

e dall'operatore aggiunto formaIB/o eL{S;H} e
e dall'operatore lineare di flusso al contori € L {S; 0F } .

In forza dei risultati della teoria (vedi Tomo | sezione 11.10 (p. 243)), entrambi gli
operatori sono suriettivi.

E’ possibile sviluppare una trattazione complementare che riproduce tutti i prin-
cipali risultati di quella primale.

Nelle applicazioni la sostanziale differenza tra le formulazioni primali e comple-
mentari risiede nel fatto che il nucleo dell'operatore cinemali®as L {V; H} ha
dimensione finita per la maggior parte dei modelli strutturali (fanno eccezione le funi e
le membrane) mentre il nucleo deII'operatdﬁé, € L{S; H} édidimensione finita
solo per alcune semplici travature.

In elasticifl un ulteriore elemento distintivo tra formulazioni primali e comple-
mentari, di grande rilievo nelle applicazioni, consiste nella ellitiidiélla cedevolezza
elastica dovuta al comportamento elastico della struttura, in confronto alla possibile ed
anzi usuale singolagtdella rigidezza elastica dei vincoli. ]
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4. FORMULAZIONI IBRIDE

Le formulazioni ibridedel problema elastico, sono formulazioni miste costituite da
e condizioni variazionali di equilibrio o di congruenza in cui sia i campi incogniti
che quelli di prova sono non conformi,
e condizioni variazionali di conformgt cinematica o statica al contorno.
B Nelle formulazioni ibride primalisi considera un problema di equilibrio elastico

con campi di spostamenti non conformi e si impone la confaiiiematica al
contorno.

B Nelleformulazioni ibride complementasi considera un problema di congruenza
elastica con campi di sforzo non conformi e si impone la confarsitica al
contorno.

4.1. Formulazioni ibride primali

Le formulazioni ibride primalidel problema elastico, sono basate su formulazioni
variazionali dell’equilibrio in cui i campi di prova sorgpostamenti non conformi

Latrattazione svoltanel Tomo |, sezione11.9.1 (p. 239) mostra che le formulazioni
variazionali di equilibrio con spostamenti non conformi sono le seguenti

i) (b,v)+(t+p,Tv)=(o,Bv) VveV,
ii) (b, v)+(t+p,Tv)=0 VveV,,

dovec cH,be H,teF, pe[lL]",
B Per dedurre I'espressione delle formulazioni ibride primali si osservi preliminar-
mente che la proposizione 11.10.2 (p. 244) del Tomo I, fornisce I'eguaglianza

N = [1L]".
E’ quindi possibile porrep = No, cono,c X e scrivere la condizione di
equilibrio i) nella forma
(o,Bv)—(No,, I'v)=(b,v)+(t,I'v), VveV,
conccHeo,cl.
Si noti quindi che
¢ la condizione variazionale di conforraitinematica
L =[N,
(vedi proposizione 11.10.3 (p. 244) del Tomo I) consente di tradurre la condizione
di ammissibiliel di un campo di spostamenti € V' nella condizione variazionale
ueV, (Nr,Tu-9ow)=0 Vrel <= Tuecedow+TIL.
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4.1.1. Il caso generale

B Per scrivere la condizione di equilibrio si pone

e o=0,+0, o,eKerC,, o €ImC,,
e§—-Bw=46+8 condecImB,ed € ImC,,
eu=u+uconBu=4,

e 0" =E (Bu"-¢§)conE =C'eL{ImC,; ImC_},
e b—Ku=b-K,u —K_u al posto dib,

t — 0K(Tu) =t — 0K(T'u") — 9K (T'u) al posto dit,

e si definisce il sottospazio lineare

Vo :={ueV : Bue ImC,} = KerPB,

costituito daglispostamenti elasticamente ammissibili

La condizione variazional¢) assume allora la forma

i) a(u*,v)—«Ncrp, Iv)y=(b-Ku,v)+(t—0KTu), I'v)+
+(E,0",Bv)—(0o,,Bv), VveV,

doveu" € Vs, E, =C'eL{ImC,; ImC,}, BeL{V;H}.
e Laforma bilineare
a(u,v) :=k(u",v)+(EBu",Bv) VYu €Vy, VveV,
e I'energia elastica totale della struttura, essendo
k(u,v)= (K Jyu, J,v)+ (0K(Tu), I'v) VuveV,

e I'energia elastica dei vincoli.

Se sussiste la relazione BP = [KerPB]L (equivalente alla propriatdi chiusura
di KerB + KerC,_ in H) la condizione variazionalé) puo essere posta nella forma

*

a(u ,v)f<<Nap,I‘v>>:<beUu*,v)+<<t78K(I‘u*),I‘v>>+
=(E8 ,Bv), u €Vs, Vvels.

Infatti risulta
o,c KerC, = (o,,Bv)=0 Vvels.
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Essendo inoltre INBP = [KerPB]® = V", con P ¢ L{H; H} proiettore
ortogonale su InC_, sihache

feV, " CF = 3docH: : f=BPo «= (Po,Bv)=0 Vvel,.
Si perviene cosalla formulazione ibrida primale |
a(u*,v)—«Nap,I‘v>>:<f,v>, u eV, VveVg,
FIP I) .
—( N7, Tu") =—(N7,0w), o,eX VrelX,
con
a(u*,v)::k(u*,v)—|—((EoBu*,Bv))7 u*EVC, Vv eVa,
(f,v) :=(b-Ku,v)+(t—0KTu),I'vy+(E,éE ,Bv).

La prima equazione del problemBIP I equivale alle condizioni di equilibrio di
Cauchy nella forma

B,[E,(Bu—6)+o,]=b—K,u,
N[E,(Bu—4)+o,] =t—0JK(l'u)+ No,.

La seconda equazione del probleff&P I, in virtd dell’'eguaglianzaN Y = [I‘C]L,
equivale alla condizione di conformitl'u € ow + I'L ovverou € w + £ con
I'w = 0w.

B Sinoti che lo sforzar, € X' non fornisce la soluzione del problema elastico, che
e data dao = E _Bu, ma solo un campo di moltiplicatori diAGRANGE per la
condizione di conformé dei cinematismi.

Proposizione 4.1. Buona posizione.ll problema mistoFIP ) e ben posto se e solo
se sono soddisfatte le condizioni

e Laforma bilinearea (u,v) e chiusa su/, x V. e cice e soddisfatta la condizione
inf-sup:

. k E Bu. B
cl) inf  sup (w,v) + (E,Bu, Bv)

>0,
ueVg veVgo H u HV/(KeerKerK) || v ||v/(KeerKerK)
e laformabilineare( No , T'u ) € chiusasuX' x V e ciceé soddisfatta la condizione
inf-sup:
. No,T
c2) inf sup (No, 2 1)

>0,
uevg oex |lully HUHE/EC

essendaly :={oc€X : (No,I'v)=0 VveVs}.
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Dim. La proposiziones una diretta conseguenza della proposizione 6.1 (p. 278). Se
infatti nel problema mistdV) della proposizione 6.1 (p. 278) si effettuano le posizioni
formali

e C =0,
e a(u,v) alposto dik (u,v),
e (No,T'uy al postodib (o,u),

si ottiene il problema mist&IP 7).

Si noti che la condizione B P = [KerPB]L none richiesta per la buona po-
sizione del problema mistBIP I) mae necessaria e sufficiente affirectale problema
sia equivalente alla condizione variazionae. O

La discussione della buona posizione in completa genanadihiede di fornire
condizioni sufficienti al soddisfacimento delle condiziefii) e ¢2) .

Nel seguito si sviluppano invece alcuni casi particolari che sono di interesse per le
applicazioni e per i quali si pupervenire in modo diretto a stabilire la buona posizione.

B Formulazione ibrida primale |

La prima formulazione ibride relativa al caso in cui I'elasticitdella struttura sia
non singolare e c@sia KerC, = {o}.

Intal caso, essendo 14, = H, risulta Vs = V.
SiaquindiE, = C, ' € L {H; H} la cedevolezza della struttura.

e LarelazioneI'Z = [N.X]" consente di scrivere la condizione di conforamite!
campo di spostamenti € £, nella forma

ueV, (Nr,Tu-9ow)=0 Vrel <= Tueceow+TIL.

Per formulare la condizione di equilibrio elastico si consideri la condizione variazionale
di equilibrio

i) (b,v)+(t+p,IT'v)y=(0o,Bv) VveV,

e si ponga
e 0 =E (Bu-9),
e b—-K u alpostodib,
e t — 0K(T'u) al posto dit,
e No, alpostodip € [TL]" =N, cono, € X.
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Si ottiene quindi

a(u,v)—(No,, I'v)=(b,v)+(t,Iv)+(EJ,Bv) VveV,

dove
a(u,v) :=k(u,v)+(EBu,Bv) VuveV,

e la forma bilineare dell’energia elastica con
k(u,v)=(K,Jyu, J,v)+ (0K(u), I'v),

forma bilineare dell’energia elastica dei vincoli.
Si consideri quindi la forma bilineare

v (o,u) :=(No,Tuy, VueV, VoeS,

(vedi Tomo Zero, sezione VIII.2.4 (p. 136).
B Si perviene casalla formulazione ibrida primale |

a(u,v)—v(o ,v)=(f,v) Vvey,
FIP I) (2, v) (@p:V)
-y (7,u) = —v(r,w) Vrex,

conueVeapeEe

(f,vy:=(b,v)+¢t, Tvy+(ESH, Bv).

e La prima delleFIPI) equivale alle condizioni di equilibrio dCAucHY nella
forma

B,E,(Bu—6)=b—K,u,
NE,(Bu—4) =t - JK(I'u) + No,,.

e La seconda dell&TP I) equivale alla condizione di conforrait”
Tueow+TL,

ovverou € w + £ essendd’w = 0w .

La condizione differenziale di congruenegaidenticamente soddisfatta poécldalla
posizioneo = E_(Bu — §) sideduce chdBu=0+C_o.

Osservazione 4.1Sinoti che lo sforzar , € X nonfornisce la soluzione del problema
elastico, chee'data dac = E_ (Bu — §), ma solo un campo di moltiplicatori di
LAGRANGE per la condizione di compatibiéitdello spostamento di prova. ]
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Il problema elastico si puscrivere come punto di sella del funzionale ibrido
primale |

P(ua Up) = %a(u,u) —’7(O'p,u)+
—(b,u)—(t,Tu)—(E,J,Bu)+~v(o,w),

doveu €V, UPEE.

Osservazione 4.2.Nel caso in cui I'elasticd’della struttura noe Singolareefacile
vedere che la condizione buiona posizione2) della proposizione 4.& conseguenza
del fatto che I'operatore cinematicB € L {V; H} & un operatore dKorN e che
I'operatore al contornd™ € L {V; 9V} & suriettivo.

Infatti la condizione inf-sup che esprime la chiusura della forma bilineare
(No, Tu)y suX x V equivale alla diseguaglianza

a) |I'No |z >cllolls/kerrnny): Yo €.

Si noti poi che

Kerl' = (ImT)" = {o} = (KerI'N)N X = (KerN)N X = KerN.
La diseguaglianza:) € quindi una diretta conseguenza della chiusura dellimmagine
delloperatorel’ € L {V; 9V} che, per il teorema dellimmagine chiusa, equivale alla
chiusura dellimmagine dell'operatorE’ € L {8]-‘; ]—‘} , @ sua volta equivalente alla
diseguaglianza

b) ||Flt Hf 2> Cp [t Hafa VtedF.
Essendo infattiN X = (I'£)", sussiste anche la diseguaglianza
¢) [INolyr=cenllollsken: YVoeX.

Ponendot = No nellabd), dalled) e ¢) siottiene laa) .

Ne segue che il problema misidP I & ben posto se la forma bilineasgu, v)
e V-ellittica e cice se vale la diseguaglianza

2
a(u,u) > Ca [u HV/(KeerKerB) Vuev,

in quanto tale condizione garantisce che sussiste la diseguaglidihzdella propo-
sizione 4.1. Condizioni sufficienti sono fornite dalla proposizione 6.9 (p. 287) ponendo
L=V.
Per quanto attiene allhicita si ha che
e La u-soluzionee'unicain) se e solo se
{a(u,v) =0 Vvev,
uey, = u
y(r,u)=0 VrelX,
ecicese KeBnN KerKN£L =0.
e La o ,-soluzionee definita a meno di campr € X' tali che
Y(o,v)=0 VveYV <= o€ KerN.
E’ peraltro evidente che nel problenidP I intervengono solo i valori del flusso
al contorno del campeo, € 2. [ |
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B Formulazione ibrida primale Il

La seconda formulazione ibrida prima&eelativa al caso opposto in cui I'elastgit”
della struttura nulla e la distorsione impressaongruente. Sihaquindicle, = O.

e Siad = Bu, conu, € V la distorsione impressa congruente.

Allora si consideri la condizione variazionale di equilibrig e si ponga
e b—K (u+uy) conue), alpostodib,
e t — OK[I'(u+ uy)| al posto dit,
e No, alpostodip € IV

Si perviene cosalla

k(u,v)f«No'p,I‘V)):(f,v) Vv EeV,,

FIPIT
) {—«NT,I‘u» =—(N7,0w—-Tu;) VrelX,

doveu eV, = KerB,ap cXe
(f,v) :=(t—0K[lu], I'v)+(b-Ku, v).
L'energia elastica dei vincoli ha I'espressione
k(u,v)=(K Ju, J,v)+ (0K(Tu), I'v) Vuvel.

e Laprimaequazione dell&lP I equivale alle condizionidi equilibrio @AucHYy
nella forma

B/Oo':b—KO(u—ﬁ—u&),
doeS:
No =t + No, — IK[I'(u+u,)].

e La seconda equazione delBIP 11, in virtl dell’eguaglianzal' £ = [NX]",
equivale alla condizione di conformait

I'u+ug) eow+TIL,

owerou+u; € w+ £ conI'w = ow.
Il problema elastico si puscrivere come punto di sella del funzionale ibrido primale Il

sk(w,u)—(No,, Tu) —(f,v)+(No,, dw —Tuy ),

conuevo,apez.
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Osservazione 4.3La formulazione ibrida primale & ben postase

e la forma bilinearek (o, 7) € ellittica su KeBB = V, e cicé se vale la dise-
guaglianza

k (u,u) > c, ||u||f,/( Vu e KerB,

KerKnKerB)

e laformabilinearei No , T'u ) € chiusasuX' x ), il che equivale allzondizione
inf-sup

(No, I'u)

a) inf sup >0,

ocX uel, ||u||v ||¢"H$/Z0
dove
DI ::{062 : (No, T'vy=0 VVEVO}.

Si vuole mostrare che la condizioree soddisfatta.
A tal fine si definiscano gli operatori

ToeL{Vo; 0V} conTou=Tu VYue,,

I, eL{0F; Fo},conTit =T"t+ Vs VtedF,

N, € L{S;0F/(TV,)*} conNoo =No + (TV,)" Vo €S,

Ny € L{E;Bf} conNyo =No Vocl,

con F, = F/V. duale diV, . La condizionea) puo allora essere espressa da

a) [T Ne |z >cllo ls/Kerr Ny, VO EX.
Si noti poi che
KerT!, = (ImT,)" = (TV,) = NS, =

= KerI',Ny = (S, + KerN)N Y = %, ,

Allora la diseguaglianza) puo essere scritta come
a) |I'No|z >clolgy, Yoex.

La propriefl di chiusura di InT",, stante la relazione K&F, = (I'V,)", equivale
alla diseguaglianza

b) ITotlly, = cplltlorry,) » YteOF.
In forza della proposizione 11.10.4 (p. 245) del Tomo | sussiste I'eguaglianza

N + (TV,)" = (TKerB,)",

e dunque il sottospazio linea® X + (I'V,)* & chiuso indF. La proposizione
1.11.9 (p. 88) di [16] assicura allora che il sottospazio lineare

NoX = [NX + (TVo)"]/(TVo)",
& chiuso ind.F/(T'V, )+, Sussiste quindi la diseguaglianza
o) [INelyr/rv,y Zenllollss,, Yoel.
Pertanto, ponendo = No nellab), dalle b) e ¢) siottiene laa) . [ |

267
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Osservazione 4.4 La discussione dellinicita va condotta tenendo presente che

e LerigidezzeK, € L{H; H} e 9K € L {9V; 8F} sono simmetriche e posi-
tive,

Si pw quindi affermare che
e l'unicita dellau-soluzione inV, sussiste se e solo se
k(u,v)=0 Vve,,

uc),, = u=o,
{"}’(T,U)ZO VreX,

che, per I'eguaglianz&@ £ = [NE]l , equivale a KeK N KeroKNL =0.
e La o, -soluzionee definita a meno di campi conformai € X tali che

Y(o,v)=0 VveYV, < NoeNXNNS,.

E’ peraltro evidente che nel problentdP /I interviene solo il valore del flusso
al contorno del campar, € . ]

4.2. Formulazioni ibride complementari

Formulazioni alternative del problema elastico, denomifateulazioni ibride
complementarisono basate sulla trattazione svolta nel Tomo |, sezione 11.9.2 (p. 240)
nella quale sono enunciate le formulazioni variazionali della congruenza nelle quali i
campi di prova songforzi non conformi

i) ((7-,6))—<<N7-,8w+I‘vo>>:(B;7-7u) Vres,
ii) (7,6)—(N7,0w+Tv,)=0 V1 esS,,

doved € H, 0w ecdV,uc H,v, L.

B Formulazione ibrida complementare |
La prima formulazione ibrida complementaeelativa al caso in cui I'elasticit’

dei vincoli di massa non singolare e c@risulta Ke = {o} . Siano quindi

e D,=K, 'eL{H; H} lacedevolezza dei vincoli di massa,

e C,eL{H;H} lacedevolezza della struttura,

e 9C €L {0F; 9V} lacedevolezza dei vincoli di contatto,
e si ponga

e u=D,(b-B,0),

e 6+ C_ o alpostodid,

e Ow — JC(No) al posto diow .
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La condizione variazionalg) si scrive allora

ac(a,r)—«Na,I‘vo>>=<B'0-r,Dob)+<<Nr,8w>>—(<-r,6>) Vres,

dove

a%(o,7) :=c(o,T)+( DOB,OO', B;T )y Vo, T€S,
e I'energia complementare di deformazione elastica con
c(o,7)=(C,Js0, JsT )+ (0C(No), N7 ).
Imponendo I'equilibrio al contorno si pervienem@bblema ibrido complementaré

a®(o,7)— (N7 ,Tv, )=(n,T) Vres,

FICT)
{«Na,I‘v» =—(t, I'vy VveL,

doveo € S e v, € £ ed Il sistema cinematicg € D e definito da
(n,T) ::(B;;r, Db)+(Nt,0wy—(7,6), VTES.
e Laprima delleFIC I) equivale alle condizioni di congruenza nella forma

BD,(B,c —b)=6—-C,o,
I'D,(B,o —b) = dw — IC(No) + I'v, .

e La seconda dell&IC I) & la condizione di equilibrio al contorno
No =t + [TL]".

La condizione differenziale di equilibrie identicamente soddisfatta poécha
posizioneu = D (b — B, o) equivale aB,oc =b — K u.

Osservazione 4.5.Si noti che lo spostamento, € £ non fornisce la soluzione del

problema elastico, chedata dau = D (b — B/oa) . llcampoT'v, gioca il ruolo di
moltiplicatore diLAGRANGE per la condizione di conforratdello sforzo di provas

Il problema elastico si ppformulare come problema di punto di sellafigizionale
ibrido complementare |

PC(O',VO) = %ac (0,0)—(No,T'v, )+
o

+(o,8)—(No,dw)—(B,o,D,b)+(t,Tv,),

doveoc €S, v, L.
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Osservazione 4.6 La formulazione ibrida complementare ben postase

e N . - ! . ~ -
e la forma bilinearec (o, 7) € ellittica su KeB, C S e cicé se vale la dise-
guaglianza

0',0')zca||0'|\2 . Vo es§,

“(
S/(KerCnKerB,)

a

e laformabilineareg No , T'u ) € chiusa suS x £ il che equivale allaondizione
inf-sup

. No,T
a) inf sup (No, Zu)

— > 0.
oes uec |lully HUHS/E

Si vuole mostrare che la condizioree soddisfatta.
A tal fine si definiscano gli operatori

° I‘gEL{E;@V} conT,u=Tu VYuel,
o I, eL{0F; F,},conT,t =Tt + L+ VtecdF
e N eL{S;0F/(TL)'} conNyo =No + (TL): VoeS,

La condizionea puo allora essere espressa da
a) |TNo |z, >cllolskerr,n: YoES.
Si noti poi che
KerT, = (ImT';)" = (L) = NX = KerI,N =Y,
in quanto KeiN C X'. La diseguaglianza) pud essere scritta

a) |T;No ||f£ zcllolgy, VoeSs.

La propriet di chiusura di InT”,, stante la relazione Ké&t, = (TL)" equivale alla
diseguaglianza

b) ITctlr, = cplltlorpe . VtedF.

EssendoNS = 0F (vedi Tomo | sezione 11.10 (p. 243)) ne segue che sussiste la
diseguaglianza

¢) INolor/rey 2 exllollss, VoeSs.

Pertanto, ponendo = No nellab), dalleb) e ¢) siottiene laa) . [ |
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Osservazione 4.7 La discussione dellinicita va condotta tenendo presente che

e Le cedevolezzeC, € L{H; H} e 9C € L {0F; 0V} sono simmetriche e
positive,

Si pw quindi affermare che
e |'unicita dellao-soluzione inS sussiste se e solo se

R {C(O',T)ZO Vres,

= o=o0,
y(o,v)=0 VveL,

che equivale a Ke€, N KeroC NS, =0.
e La v -soluzionee definita a meno di campi conformei € £ tali che

y(r,v)=0 VreS < veKerl.

E’ peraltro evidente che nel problerdC I intervengono soloivalori al contorno
del campov, € L. u

B Formulazione ibrida complementare I

La seconda formulazione ibrida complementanelativa al caso opposto in cui
non esistono vincoli elastici di massa. Si ha dunquekhe= O.

e Siao, € S tale cheB;ab =b.
Un tale campoo, € S esiste in quanto I'operatorB; eL {S; H} e suriettivo.
Siainoltreo € S, e si ponga

¢ 0+C (0+0,) alpostodid,

e Ow — OC[N(o + o,))] al posto diow,

La condizione variazionaléi) si scrive allora

c(o,7)— (N7, T'v,)=(A, 1) VresS,,

FIC IT
) {—«Na,l“v» =(Noy,,I'v)—(t,I'v) VveL,

!

doveo €S, = KerB,, v, € L.
Il sistema cinematicaA € S, & definito da

(A, 7):=(N1,0w—-0C[No|)—(6+Co,,T), VTES,.
La prima equivale alle condizioni di congruenza nella forma

Bu=C, (o, +0)+4,
JueV:
Tu=Tv, +0w—0C[N(c +0,)].
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La seconda equivale alla condizione di equilibrio al contorno
N(o +0,) €t +[TL].

La condizione di equilibrio di massaidenticamente soddisfatta per posizione.

Il problema elastico si puscrivere come punto di sella del funzionale ibrido
complementare Il

PCo,v,) =3c(0,0) — (No,I'v, )+

—(A,0)—(Noy,,0w)+(t, v, )y,

doveo €S,, v, € L.

Osservazione 4.8 La formulazione ibrida complementaredben postase

e la forma bilinearec (o, 7) € ellittica su KeB, = S, e cice se vale la dise-
guaglianza

2 I
clo,0)>c. |o , Yo e KerB
(0,0) 2 ¢ | ”S/(KerCmKerB,,) o’

e laformabilineare( No , T'u ) € chiusa suS, x £ il che equivale all@ondizione
inf-sup

. No, T
a) inf sup (X, Zu) > 0.
oeso uec ||ully lo HS/(somz)

Si vuole mostrare che la condizioree soddisfatta.
A tal fine si definiscano gli operatori

e I'yeL{L;0V} conTru=Tu Vuecl,

o T, cL{0F; F,} ,conTt =Tt + L+ VtedF

e N eL{S8;0F/(TL)*} conNzo =No + (I'L): VoeS,
. NOEL{SO;af} conNyo =No Voes,,

La condizionea puo allora essere espressa da
a) ||IT;No ||f£ >c|lo HS/(KerF[CNQ) , Voeds.
Si noti poi che

Kerl, = (ImT;)" = (TL)" = NX = KerI',N, =S8, NX.
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Allora la diseguaglianza) puo essere scritta come

a) H ILNU”]-'L: > CHO' ||8/(Soﬁ2)7 Vo e So.

La propriet di chiusura di InT”,, stante la relazione Ké&t, = (I“E)L equivale alla
diseguaglianza

b) Ttz = cpltlor e VtedF.
In forza della proposizione 11.10.4 (p. 245) del Tomo | sussiste I'eguaglianza
€ €
NS, +(I'L)” = (I'KerB,) ",

e dunque il sottospazio lineal S, + (I'L)* & chiuso indF .
La proposizione 1.11.9 (p. 88) di [16] assicura allora che il sottospazio lineare

NS, = [NS, + (TL)*]/(TL)*,
& chiuso ind.F/(T'L)* . Sussiste quindi la diseguaglianza

¢) INollyrre: Zenllollss,nsy: Vo €So.

Pertanto, ponendé = No nella b), dalle b) e ¢) siottiene laa) . [ |

Osservazione 4.9.La discussione dellinicita va condotta tenendo presente che
e Le cedevolezzeC, € L{H; H} e OC € L {9F; OV} sono simmetriche e
positive,
Si pw quindi affermare che
e L'unicita dellao-soluzione inS, sussiste se e solo se
{C(U,T) =0 Vres,,
ceS,, = o =o,
y(o,v)=0 VveL,
che, per I'eguaglianz& % = [I'£]", equivale a KeC, N KeroCNX =0.
e La v, -soluzionee definita a meno di campi conformi € £ tali che

y(r,v)=0 VTreS, < I'veTLNnT(KerB).

E’ peraltro evidente che nel problenidC /7 intervengono solo i valori al con-
torno del campov, € L. u
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5. SYNOPSIS

Si fornisce qui un quadro riassuntivo delle formulazioni primale e complementare
e dei relativi principi variazionali.

B formulazione mista primaldel problema elastico

k(u,v)+b(o-,v):<€eq,v>, uel VvecL,
M
) b(‘nu)—co(ay‘r):((Jeqm')), oceH VTteH.

o loq={—Kw forza attiva equivalente,
e J,q= 6 — Bw distorsione equivalente,
e I'w = dw, essendddw € 9V il cedimento imposto al contorno.

m funzionale misto primaléo funzionale diIHELLINGER-REISSNER)

R(uaa) = %k(uwu)_ %CU(Uaa)+b(U7u)_<geq7 u) —( (seqa o)

m funzionale energia potenziale

F(u)z%a(u,u)—(@efhu), ueLls.
dove L :={ue’l : Bue ImC } = KerPB, e

a(u,v) :=k(u,v)+(EBu,Bv), Vuvecl,

)

e, V) i=(L,v)—k(w,v)+ (E (6§ —Bw),Bv), VveLls.

la formulazione misteomplementareel problema elastico si scrive

. 7C(0’,T)+bo(‘l’,u):<ﬂeq,‘l’>, occX VrelX,
) +b,(0,v)+k,(a,v)=(bgy,v), ueH VveH,

e No, =t, essenda laforza di contatto agente sul contorno.

® bgg=b- B;at forza di massa equivalente,
o Agq= A+ Co, distorsione attiva equivalente.
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B funzionale misto complementare

RC(U,O') = —%C(O',O') + %ko (uvu) +bo (O',U.) _<beq7 u) —( Aeqa o)

B funzionale energia complementare

FC(o)=1a%(0,0) — (A, 0), o€ Xk,
dove KerK, = {o}, 5 :={0 €% : Boc ImK,} = KerQB,. e
a%(o,T) Z:—C(O',T)—((DOB;O'7BIOT)) Vo, 7€ X,

(Aetf, T) ::(A,T)—i—c(at,T)—((DO(b—Bloa't),B;T)), VTelk.

m formulazione ibrida primale (FIP I)

a(u*,v)—«Nap,I‘v)>:<f,v>, u €V, VveVs,

—(N7,Tu") =—(N1,0w), o,€X, VrelX,

dove
Ve ::{uGV : Buc ImCO}: KerPB.

B formulazione ibrida primale II(FIP I1)

k(u,v)—((No'p,l"v»:(f,V), Vv eV,

—(N7,Tu) =—(N7,0w—-Tu;y), VrelX,

doveu eV, = KerB,JPEE e

(f,v) :=(t—0K[ly], I'v)+(b-Kus, v).

k(u,v) =K, Jyu, J,v)+ (0K(ITu), I'v)y Vuvel.
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B funzionale ibrido primale

P(u,o,) = sa(u,u) —( No,, Tu)+

—(b,u)—(t,Tu) - (E,J,Bu)+(No,, ow),

doveuev,apeZe

a(u,v) :=k(u,v)+(EBu,Bv) VuveL/ls.

B formulazione ibrida complementarg(FIC I)

aC(

o,7)— (N7, Tv )=(n,T) Vres§,
FICI)
—(No, T'v) =—(t, I'vy VvecL,

dovececSev,cL e
a%(a,7) i=c(o,T)+( DOB/Oa'7 B;’T )y Vo,Tre X,
B funzionale ibrido complementare |

PCo,v,)=3a"(0,0)— (No,I'v, )+

—<6,a)—«Na,8w>>—<(Dob,B;a>>+<<t,Fvo>>,

doveoc €S, v, e L,
B formulazione ibrida complementare (FIC 1)

clo,7)— (N7, I'v,)y=(A, 1) VresS,,

—(No, Tv) =(Nop,Tv)—(t, vy VvelLl,

doveo € S, = KerBIO, v,eL.
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6. COMPLEMENTI

Questa sezione dedicata alla dimostrazione dei risultati di esistenza della
soluzioni del problema elastico misto.

La trattazionee svolta esplicitamente con riferimento al problema misto primale
ma i risultati sono enunciati anche per il problema misto complementare mostrando
che le regole di complementaretonsentono di tradurre ogni risultato primale in un
corrispondente complementare.

6.1. Teorema primale

Il prossimo teorema, cheedovuto all'autore [14], rivela quali siano le propeeta
richiedere agli operatori che governano il problema elastico affilecbondizioni vari-
azionali diammissibilif elastostatica diammissibili elastocinematiceda imporre
rispettivamente ai carichi ed alle distorsioni impresse, siano sufficienti ad assicurare
I'esistenza di almeno una soluzione del problema elastico.

Proposizione 6.1. Teorema Primale.  Si assuma che l'operatore cinematico
B el {V; H} sia un operatore diKorn, che I'operatore di cedevolezza elas-
tica della strutturaC, € L {H; H} e l'operatore di rigidezza elastica dei vincoli
K, € L{L; F,} siano simmetrici e positivi e che Iimmaginken C, sia chiusa in
‘H . Allora il problema misto

M) K,u+B.o={(-Kw,
B,u-C ,o=6 -Bw,

soddisfa la propried di buona posizione

MK, + ImB/ﬁ (KerK, N KerB,)"

ImA =

= (KerA)L,

ImB, + ImC, (KerB, N KerC,)”

se e solo se
ImA,, = (KerA,,)",
ImB, 4+ ImC_ & chiusoin,

dove

PelL {H; H} e il proiettore ortogonale suKerC_ C 7, cos che risulta ImP =
KerC, , KerP = ImC_,

Lo := KerPB, = {u € £ : B,u € ImC,} & il sottospazio degli sposta-

menti conformi elasticamente ammissibili, €iguelli che danno luogo a deformazioni
elasticamente ammissibili,
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C eL{ImC,; ImC,} & lacedevolezza elastica efficace, definita@ar = C o
per o € Im C_ sottospazio lineare degli sforzi elasticamente efficaci,

E,=C"'eL{ImC,; ImC,} &loperatore di rigidezza elastica,

[

A= K£+B/LE0B£ € L{Ly; F.} eloperatore dirisposta elastica della struttura
a spostamenti conformi elasticamente ammissibili,

®cL{F; ]—‘K/ECL} , € la suriezione canonica che ad ogni forza attif/ac 7,
associa la corrispondente forza attiva elasticamente efficaceeel@idlasse di equiv-

alenzaf + ./:CL ,

A, :=PAcL{F,; ]—'L/ECL} descrive la risposta elastica attiva della struttura
a spostamenti conformi elasticamente ammissibili, O

6.1.1. Dimostrazione del teorema primale

Si vuole ora fornire una condizione necessaria e sufficiente per la buona posizione
del problema mistdvi .

Pianificando la strategia, cerchiamo inizialmente di trasformare il problema misto
M in un problema enunciato in termini dei soli parametri cinematici.

A questo scopo occorre modificare la condizidvig di compatibilie cinematica
invertendo la legge elastica per ottenere una espressione del campo tensianale
in termini della deformazione associata con il campo cinematico ammissilsleC .

Poicte I'operatore di cedevolezza elastica materi@lec L {H, H} e singolare,
occorre considerare la sua parte non singolare.

Data la simmetria diC, e la chiusura del sottospazio lineare Gn in 7, il
sottospazio lineare K&, delle tensioni elasticamente inefficaci ed il sottospazio
lineare ImC, delle deformazioni elastiche verificano le condizioni di di ortogoaalit™

KerC, = (ImC,)” and ImC, = (KerC,)",

dove l'apice @ denota l'ortogonale Hilbertiano it{. Noi possiamo effettuare la
decomposizione di somma diretta dello spazio delle tensioni-deforma#foim due
complementi ortogonali

H=1ImC, + KerC,,

e definire 'operatore simmetricB € L(H ; ) che€ il proiettore ortogonale ift{ sul
sottospazio lineare chiuso Keér delle tensioni inefficaci elasticamente e il proiettore
complementardP® € L(H ; H) definito daP® =1 — P. Siha allora che

ImP = KerP® = KerC, KerP = ImP“ = ImC, .
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L'operatore di cedevolezza effica€e* € L { ImC,_; Im CO} tale che
Co=Co VoeclmC, CH,
e definito positivo e l'operator€_ € L {H, H} puod essere partizionato come segue

o o' €ImC,,

Co= con

cr O
O O

0.0

o,c KerC,.
Si noti che il nucleo dell’operatore prodo®B, € L {£; KerC,} & definito da

KerPB, ={ue L|Bue ImC,},

ed i suoi elementi sono i campi cinematici conformi che generano campi di deformazione
elastici.

Osservazione 6.1Lacondizione InB,+ImC = (KerBiCﬂ KerC,)” &necessaria
per la buona posizione del problema misto.

In virtu della proposizione 1.11.7 (p. 87) in [16], questa condiziemeguivalente
alla chiusura di InB, + ImC, = ImB, + KerP in H, e per la proposizione
1.11.8 (p. 88) in [16], alla chiusura della somma IB:’Z+ KerC, poiché ImB, e
Im C_ sono chiusiin .

Inoltre, per la proposizione 1.11.10 (p. 90) in [16], questa assunzioaache
equivalente alla chiusura di IB/LP in F, e quindi, per il teorema della immagine
chiusa, alla chiusura di IRB, . u

Si consideri il problema misto

Ku+B.o=/
M) L c eq
Bﬁu — Co o= ‘seq

e siassuma che IIRB, sia chiuso inH .

Allora per ognidg, € (KerB/ﬁ N KerC,)” = ImB, + ImC, & possibile effettuare
la decomposizione

deq=0+d condeImB, ed € ImC,.

Scegliendou € £ tale cheB, u = d sipongau=u+u".



280 6- COMPLEMENTI

L'equazione di compatibilé ™M, pud quindi essere riscritta come
B,u'=C0 +6 € ImC,,

la quale richiede chax” € KerPB,. Denotando conE, € L{ImC_; ImC_}
linversodi C* € L{ImC_; ImC,} si pud anche scrivere

o' =E,(Bu -¢).

Sostituendo nella equazione di equilibidd; si perviene al seguente problema nei
campi incognitiu” € KerPB, e o, € KerC,

P) (K;+B,EB,)u +B,0o, =l K a+B,E3 .
Si considerino ora la forma bilineare della energia elastica
a(u’,v) :=k(u",v)+( EOBEu*, B,v) Vu' e KerPB, Vvecl,
ed il carico efficace
(Llet, V) :=(Lleq: V) —k(T,Vv) + (E,0, Bv) =
=l,v)-k(@+w,v)+(EZd8 ,Bv) VYvecL.
L'operatore di rigidezzaA = K, + B’LEUBE e definito dall'identi&
(Au',v)y=a(u',v) Vu ¢ KerPB, Vvel.
La discussione precedergeiassunta nella seguente proposizione

Proposizione 6.2. Prima proprieti di equivalenza. La chiusuradiiImPB, in H
assicura che per ogni assegnadoc (KerBIE N KerCO)@ il problema misto

{k(u,v)—i—b(v,a) = (lgq, V) uecL, VveL,
M)

b(uﬂ')—co(m‘r) = (0gq, T) ocH, VT eH,

eq’
nei campi incognitiu € £, e o € 'H e equivalente al problema variazionale
P) a(u*,v)—&—((ao, Bv)=(lg,v) VVveEL

nei campiincognitiu” € KerPB, e o, € KerC, ammesso che la coppigu, 6"} €
L x ImC, che appare nella definizione d, € tale chedyq = Bu + 5. O
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La discussione del problen si conduce trasformandolo in un problema posto
in termini di un solo campo incognito. €6i consegue imponendo che i campi di prova
v € L debbano variare nel sottospazio BB, C £ degli spostamenti conformi cui
corrispondono deformazioni elasticamente ammissibili.

Proposizione 6.3. Seconda propriet di equivalenza. La chiusura di ImPB, in
‘H assicura che il problema variazionale

P) a(u*,v)Jr((a'O, Bv)=(lgg,v) VveEL,
nei campi incognitiu” € KerPB, eo, € KerC, e equivalente al problema ridotto
P*) a(u',v')=(leg,v ) Vv € KerPB,,

H H *
nel campo incognitax” € KerPB, .

Dim. Chiaramente s€u”,o,} € KerPB, x KerC, & una soluzione del problema
P allora u” sa@ soluzione del problem&* . In realé si ha che( o, , Bv' ) =0 per
ogni v' € KerPB, poicté o, € KerC, e Bv' € KerP = ImC, = (KerC,)“.

Viceversaseu” € KerPB, & soluzione del probleni la forza attivaf € F,,
definita da

(f, v) ::a(u*,v)—<€eﬁ,v), VveL,

appartiene g KerPBﬁ)L. Lipotesi che ImPB, sia chiuso inH assicura che
! €
ImB_.P = (KerPB,) .

Dunque per ognir € (KerPBﬁ)L si pw trovare uno, € ImP = KerC, tale che

Blﬁao =r. Allora (r,v) = (o,, Bv) perogniv € £, e la coppia{u”, o } &
soluzione del problem&. Il campo o, € unico a meno di elementi del sottospazio
KerB’ﬁ N KerC, delle autotensioni elasticamente inefficaci. O

Osservazione 6.2E’ utile osservare che I'espressione del carico efficagedipende
dalla coppia{u, 8"} € £ x ImC, e che il campoa & determinato d@ solo a meno
di un addizionale campo rigido conforme. Inoltre la decomposizione additiva delle
distorsioni ammissibilide, € (KerB'c N KerC,)” = ImB, + ImC, nella somma

&+ 6" & unicaameno dielementidi 1B, N ImC, .

Sipw facilmente mostrre che la soluzioka, o} del problemamistd, ottenuta
mediante le somm& =t +u" e o = o, + o', rimane univocamente individuata
nonostante l'indeterminazione digz € 7, . u

Si discute ora la buona posizione del problema ridBtto
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6.1.2. 1l modello strutturale ridotto

Il problemaP* & la formulazione variazionale del problema elastostatico per un
modello strutturale soggetto a vincoli bilaterali rigidi definiti dal sottospazio IKBrC
L dei campi cinematici conformi.

Siosservipreliminarmente che, per proposizione 1.9.5 (p. 65) di[16], la corgtinuit”
di C, e lachiusuradi InC  in ‘H implicano la continuié della rigidezza elastica
E,=C"'eL{ImC,; ImC,}.

Lacontinuiedi E, € L { KerP; KerP} implica poi la continuid’dell’'operatore
A, =K,+B,EB, cosche A, €L {KerPB,; 7,}.

La forma bilinearea ¢ allora continua su K&B x £ e quindia fortiori su
KerPB, x KerPB,.

Dunque la suriezione canonidd € L {7, ; F,/(KerPB,)"} pu essere usata
per definire

T

e larigidezza elastica ridott& ., :=IIA, € L { KerPB,; m
c

« il carico efficace ridottol, : = II (o € F,/(KerPB,)",

attraverso le relazioni

Ayu' :=Au + (KerPB,)" VYu' € KerPB,,

0, := Loy + (KerPB,)" .

[
Il seguente risultate Una diretta conseguenza del teorema della immagine chiusa.

Proposizione 6.4. Buona posizione del problema ridotto. Il problema lineare
simmetrico

P*) A ,u =/(, u €KerPB,.

& ben posto se e solo sen A, & chiuso inF,/(KerPB,)". Questa propriel
di chiusuraé equivalente alla chiusura della forma simmetrieaasu KerPB, x
KerPB, edé espressa dalla condizione di inf-sup

a(u’,v")

inf sup >0.

u*eKerPB, v*eKerPB, [u” ”L/KerAELH v’ HL/KerALL

L'esistenza di una soluziorie quindi garantita se e solo s& € (KerA,.)" ela
soluzioneg unica a meno di elementi dier A ... O
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La positivita della cedevolezza elasti€, in H e la chiusura di InC, in H
implicano che la rigidezza elasticB, = C*' € L{ImC,; ImC,} sia definita
positiva. In effetti essend®? = ImC_ + KerC, abbiamo che per ogré € ImC_
esiste un unicar, € ImC, tale chee = C o, . Quindi

(Ee,e)y=(o.,Coo.)>0.
Se (E,e, e) = 0 il punto e & un minimo assoluto in corrispondenza del quale la
derivata deve annullarsi, coshe (E e, ) =0 Vne ImC,.
Ne segue ch&E e € ImC, N (ImC,)” e quindi cheE e = o. Liniettivita di
E,=C"'eL{ImC,, ImC,} implica allora ches = o.
Su questa base il risultato seguente fornisce una importante formula pex -Ker

Proposizione 6.5. Nucleo dellarigidezza ridotta.Siano le formec,, e k simmetriche
e definite positive rispettivamente $tied L:

c,(o,7)=c(r,0), c(o,0)>0 Vo, TeH,
k(u,v) =k(v,u), k(u,u)>0 VYu,vecL.

Il nucleo dell'operatore rigidezza ridotta\ .. € allora dato da

KerA,. = KerB, N KerK, .

Dim. Per definizione gli elementidi KeX .. sonoicampicinematica € KerPB,
che soddisfano la condizione variazionale

k(u,v)+(EB,u,B,v)=0 Vve KerPB,.
Ponendov = u € KerPB, otteniamo
k(u,u)+(EB,u, B,u)=0.
Entrambi i termini, essendo non negativi devono annullarsi. Quindi per la definizione
positivadi E, su ImC_ sihacheu € KerB,.
Per la positivig di k in £ e la condizionek (u,u) = 0 se ne deduce che il

campou € KerPB, & un punto di minimo assoluto & in £ . Valutando la derivata
direzionale lungo una direzione arbitranac £ per la simmetria dik si ha

k(u,v)=0 VveLl <= K,u=o0 <= uc KerK,,

ed il risultatoe dimostrato. O
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La formula di rappresentazione di Kar. . fornita nella proposizione precedente
consente di scrivere la condizione di ammissiaitiei dati del problem®* nella forma

¢, € (KerB, N KerK,)".
Ora per ogni coppigdu,d*} € £ x ImC siha
(E,6 ,Bv)—k(T+w,v)=0 Vve KerB,n KerK,.

La condizione di ammissibitsu/, e allora equivalente alla condizione di equilibrio
elastico per il carico applicaté:

¢ e (KerB, N KerKﬁ)L.

D'altra parte, quando la coppifir, 6"} variain £ x Im C_, la distorsione corrispon-
dented — Bw = Bu+ 4§  varied sull'intero sottospazio I8, + ImC, e questo

sottospazio, per la chiusura di IRB ., coincide con(KerB, N KerC,)®.
In conclusione le condizioni di ammissibdit™

(e (KerB,nKerK,)", {md}eLlxImC,,
per i dati del problem&* coincidono con le condizioni di ammissibdit
(e (KerB,nKerK,)", &6-Bwe (KerB,nKerC,)”,

per i corrispondenti dati del problema midth
B La condizione di chiusura 1M ., = (KerAEL)L equivale per definizione alla

chiusura della forma bilineare simmetrica
a(u,v) :=k(u,v)+(EB,u,B,v),

sul sottospazio KéPB, x KerPB, e puw riscriversi comeondizione inf-sup

Kk EB,u, B
inf sup (wv)+(EBu, Bv) >0.

ucKerPB, veKerPB, [ Hﬁ/(KerBLﬁKerKL) v ||L/(KerB£mKerK£)

6.2. Condizioni sufficienti per la buona posizione

Si vuole ora determinare un insieme di condizioni sufficienti ad assicurare che il
problema misto sia ben posto. A tal fine si premettono i seguenti risultati.



VI - FORMULAZIONI VARIAZIONALI 285

Lemma 6.6. Diseguaglianza del letto elastico.Le ipotesi

i)  k(uu)>0 Vu e KerPB,,

i) k(u,u) Vuec KerB,,

2
Z ¢ fu ”c/(KerKLmKerBﬁ)

iii) (E,Byu,Byu)>c, ||u|\i,/KerB£ Yu € KerPB,,
assicurano la valida della diseguaglianza

k(u,u)+(E,Byu, Bau) > ¢ || Tulfy, Vue KerPB,

KerK  nKerB )

dovec, > 0 e IT denota il proiettore ortogonale siKerB . in L.
Dim. Siprocede per assurdo assumendo che la diseguaglianza sia falsa.
Allora, imponendo che|[ TTu | kerk ,rkers,) = 1. I'estremo inferiore del
primo membro sarebbe zero.
Considerando una successione minimizzanig} C £ con

| M, ”L/(KerKLmKerBL) =1,

si ha che
lim k(u

n—oo

u,) + (E ,Bu,

n?

Bu, ) =0.

n’

Peri) entrambi i termini della somma sono non negativi e quindi si annullano al limite.
Quindi, dallaziz) si ha

lim (E,Bu,,Bu,)=0 = lm ||u,—Iu,|,=0,
n—oo

n—o0

e per la continua'di k e l'ipotesi i)

lim k(u,,u,) =0 = lim k(ITu,,Iu,) =0 =

n—00 ) e
= im [T, ) kerk srkern) = 0

contrariamente allassunto cHelTu | - erk .nkers,) = - O

Il seguente lemma 6 & dimostrato in [16], 1.11.4 (p. 84), mediante un’opportuna
modifica di un risultato riportato in [10], corollario II.9.

Lemma 6.7. Una diseguaglianza di proiezione.La chiusura di KerK . + KerB,
in £ € equivalente alla diseguaglianza

2 2 2
” IIu Hﬁ/KerKL + H u ”L/KerBL 2 ” u ”ﬁ/(KerKCmKerBL) Vue L

dovell denota il proiettore ortogonale sierB . in L. O
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Ci occorre anche il seguente semplice risultato.

Proposizione 6.8. Ellitticita dell’operatore inverso. Sia la forma bilineare continua
c semi-ellittica suH x H:

2
c (o,0) > aHa’”H/Kech VoeH; a>0.

Allora ImC, & chiuso in® e l'operatore E, = C*' € L{ImC_; InC_} &
semi-ellittico:
(Ee,e)> cg ||€H; Vee ImC,,

— -2
concg = al C, ||~
Dim. Lachiusuradi InC_, chee equivalente alla diseguaglianza
c,(o,7)

inf  sup

> 0,
oert ren | o HH/KerCOHT HH/KeI’CO

e derivata dalla propriatdi semi-ellitticii di c poiché

f CU (070-)

5 >a>0.
7N ” o HH/KerCO

Si osservi ora che, per la semi-ellitt@ie la continué di C,, I'operatoreC* <
L{ImC,; ImC,} & continuo ed ellittico coshe

IC, I lellz 1Coollyy Vo e ImG,,
(o,C,o) > oz||o'H§1 VoeIlmC,; «o>0.
PoiclE, =C* ' €L{ImC,; ImC,}, ponendor =E e eC, o =&, siha

(Ee,e)> a|C,|[ 2 el Yee ImC,.

ed il risultatoe dimostrato. O

Si pwo ora stabilire il risultato principale.
Proposizione 6.9. Condizioni sufficienti per I'ellitticita. La forma bilineare
a(u,v) :=k(u,v)+(EB,u,B,v) Vu,ve KerPB,,
e ellittica su KerPB ., cioe verifica la diseguaglianza

a(u,u) > e, [[ull, Vue KerPB,,

KerK  nKerB,)
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se sono verificate le proprigt
i) ImB, chiusoin™,

ii) KerK,+ KerB, chiusoin L,

1) k(u,u) >0 Vue KerPB,

. 2

i) k(u,u) > ¢ ||u|\£/(KerK£ﬁKerB£) Vuec KerB,, ¢ >0

2

v) ¢, (o,0) > O‘HUHH/KerCO Vo eH; a>0
dove KerPB, ={uec L : B,uc KerP=ImC,}.
Dim. La proprieti i) & equivalente alla diseguaglianza

[Beully = ¢ [lu ||L/KerB£ Vue L.
Quindi la propriet v) e la proposizione 6.8 forniscono la diseguaglianza
2 2
(E,B,u,B,u) > cEOH Boull, >¢, [u ||£/Ke|’B£ Vuec KerPB,,
conc, = cq ci . Per la proposizione 6.6 questa diseguaglianza e le praptigte
iv) forniscono
2
k(w,u)+(EB,u, B,u)>c_|Iu ”L/(KerKﬁmKerBﬁ) Vue KerPB,,
con ¢, > 0. Sommando le ultime due diseguaglianze si ha'¢he= KerPB,
2 2
k (u, u) +2¢ EoBﬁu’ Bﬁu ) Z Cn H Mu ”L/(KerKLmKerBE) e H u H£/KerB£'
Infine per la propriet’ii) e la proposizione 6.7 si ha
2
k(u,u)+(EB,u, B,u)>c, | u||£/(KerK£mKerB£) Vuec KerPB,,

cone, = v min{c,, cg ¢ }. Laellitticita della forma bilinearex su KerPB, &
quindi provata. O

Proposizione 6.10. Criterio di buona posizione. Il problema misto primaléV e ben
posto se sono soddisfatte le propéiet

i) ImB, chiusoin™,
KerK, + KerB, chiusoin £,
k(u,u) >0 Vue KerPB,

2
k(u,u) > ¢ | u”c/(KerKcherBL) Vue KerB, ¢ >0

v) ¢, (o,0) > aHo’”?—c/Kerc Vo eH a>0
ImB/LP chiusoin 7, <+
i) ImB, + ImC, chiusoinH <=

KerB/L + KerC, chiusoinH.

287
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Dim. In forza della proposizione 6.9 le propiet) — v) assicurano I'ellittici&l della
forma

a(u,v) :=k(u,v)+(EB,u, B,v),

su KerPB, e quindiafortiori la sua chiusurasu K&B,. La proprietidi ellitticita
v) implica che la forma bilineare simmetriag & chiusa suH . Dunque le condizioni
di buona posizione della proposizione 6.1 (p. 278) sono soddisfatte. O

Osservazione 6.3Si noti che se 'operatore cinemati@® € L {V; 1} & unoperatore
di Korn (vedi sezione 11.6.3 (p. 210)) del Tomo I. Allora

e essendo dim KéB, < + oo lasomma KeK, + KerB, e chiusainl,

. . / N . . .
e essendo InB, chiusa in’H anche ImB, e chiusa inF, per il teorema
dell'immagine chiusa dBANACH.

Se inoltre I'elasticia della struttura hon singolare, coshe KerC, = {o} e P = O,

allora KerPB, =L e ImB'LP = {o}. Dunque In*B/EP e chiusoin¥, elabuona
posizionee assicurata se sono soddisfattédg , iv) e v).

Anche nel caso in cui l'elastictdella struttura hulla, costhe KerC = H eP =1,

il sottospazio InB,.P = ImB, e chiuso inF, la buona posizione assicurata se
sono soddisfatte lgii) , iv) e v). [ |

La discussione della buona posizione del problema elastico in forma mista presen-
tata in questa seziorebasata sui risultati pubblicati in [14].

6.3. Maggiorazione della soluzione

Una dimostrazione alternativa dell’'esistenza di una soluzione del problema misto
puo essere condotta, nell'ipotesi di elastaiton singolare, dimostrando una formula di
limitazione della norma dei campi in soluzione che equivale alla prapdiethiusura
dell'immagine dellbperatore strutturaleA € L {ﬁ X H, F, % H} (vedi[12]).

Si assuma che problema elastico misto primale

ue L,
k b =/
(W V) +b(0.9) = (Log ¥, {VV%
M)
ocesS,
b ) - ’ = (9 ’ )
(r) = ¢, (0.7) = ( beq. T {ms'

soddisfi le seguenti condizioni.
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e L'operatore cinematico sia un operatordrN,
¢ 'elasticita della struttura sia ellittica S# ,

e non esistano spostamenti rigidi conformi ed elasticamente inefficaciee ci
KerK, N KerB, = {o}.

o

Il problema mistce allora ben posto ed ammette un’unica soluzione.

Ricordando che gli operatori duali, cinematico e statico sono
B.eL{L;H}, B,eL{H;F.},

siall e L {E; L} il proiettore ortogonale su Kd . C L.
B Lachiusuradi InB, in A equivale alla diseguaglianza

B
Sup((T’ u)

> cglull =cg||u—TIu] VuelLl.
e T a

Dalla seconda dell@1) si trae quindi che

deq» T+, (0,7)

(
@) eg|u—Tull; < sup < [19eqlly +1ley [ 1o fly -
TE

17 [l

m Si consideri quindi I'operatore ridot € L { KerB,; F/(KerB,)"} definito
da
Ku := Ku+ (KerB,)", Vue KerB,.

La chiusura dellimmagine IK C F/( KerBL)L equivale a quella del sotto-
spazio lineareK (KerB,) + (KerBl:)L C F ed alla diseguaglianza

inf sup k(u,v)

>, > 0.
ueKerB, veKerB, [ qu v HL

Avendo assunto che I'operatore cinematican operatore dKoRrN, la chiusura
dellimmagine ImK C F/(KerB,)" sussiste banalmente in quanto Ber

ha dimensione finita e dunque anche lo spazio dﬂ-?;)ll(a'KerBﬁ)l ha dimensione
finita.
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Intermini del proiettore ortogonaH < L {ﬁ; L‘,} su KerB, C £, ladiseguaglianza
precedente puscriversi

k(11
e Tul, < sup XUV oy o
veKerB, ||V||L
Dunque
e llull, < sup KWV g0 k(wv)-k(u-Tuv)
veKerB, vl veKerB v,

Dalla prima delleM) segue che

k(u,v)= <£eqv v), VveKerB,.
Dunque, osservando che
k(u,v) —k(u—TIIu,v) k (u,v) k (u—Tlu,v)
sup < sup ——=+ Sup ——m———,
veKerB, vl veKerB, vl veKerB, vl
si trae che

b) M|, <|[fegllz + Ik [Ju—TTufl,.

Dalle a) e b) sideduce quindi che

o) lully <ellolly +co|llleglls + 11 deqllx|

con¢;, v = 1,2 funzioni non lineari di

le Il Ikl g, o
positive e limitate su sottoinsiemi limitati.
Dalle M), sottraendo la seconda dalla prima, si ottiene poi che

k(u,u)+c,(0,0)=(legg, u)—(0gq, ),
e dunque dalla) segue che
k(u,u) +c,(0,0) <[ legll5, [l + | Feqlly [ o Il <

< [ | aglls, + | éean] Lol +
Tl ol [n logls, + | %nn} <

< [ aqls + 1 ogll] 1+

2
ter [n logls, + 1 aeqHH] ,

concz = max{l,¢}.
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Per ipotesi sussiste I&-ellitticita di ¢ e cicé la diseguaglianza

2
c,(o0,0) > alal, Vo,€s,,

Dalla positivi di k si trae allora che

2
2
alloll, < cso-HTi[neeqnfb<+||5eqyi} o D|eeqfk<+|6eq|h{} .
Ne segue cher € H € limitato e precisamente che

naﬁs@h%wﬂ+wwm]

dove
2
D o &
“=5, " (2@) T

La ¢) conduce infine alla maggiorazione

lall+lelly, <m [Ilfeqlﬁ + 5quIH] ,

dove
m=cicy+co+1.

La m & quindi una funzione non lineare di
le, Il Ikl egy o, a,

positiva e limitata su sottoinsiemi limitati.
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6.4. Teorema complementare

La complementarietconsente di formulare i seguenti risultati analoghi a quelli
delle proposizioni 6.1 (p. 278) € 6.10 (p. 288).

Proposizione 6.11. Teorema complementareSi assuma che 'operatore dirigidezza
elastica di massaK, € L{H; H} e I'operatore di cedevolezza elastida,, €
L{X; Dy} siano simmetrici e positivi e che Iimmaginen K sia chiusa inH .
Allora la proprieta di buona posizione

ImC,, + ImB,, ‘(KerCE N KerBy.)"

ImAC = = (KerA%)™.

ImB/E + ImK, (KerB,, N KerK,)®

sussiste se e solo se

ImMA, % = (KerA, %)",

Im B/Z + ImK, échiusoinH,
dove
Qe L{H; H} e&ilproiettore ortogonale suKerK  C H , cod che risulta ImQ =
KerK, , KerQ= ImK_,
Yy = KerQB/E = {o’ e X B/Ea € ImKO} e il sottospazio degli sforzi
conformi elasticamente ammissibili, éiauelli che danno luogo a forze di massa
elasticamente ammissibili,

K' e L{ImK,; ImK } & larigidezza elastica efficace, definita d&'u = K u

per u € ImK sottospazio lineare degli spostamenti elasticamente efficaci,

D,=K 'eL{ImK,; ImK,} &lacedevolezza elastica,

A, :=C,; + BEDOB/E € L{Xg; D} & loperatore di risposta elastica della
struttura a sforzi conformi elasticamente ammissibili,

U el{D; ’DE/EKL} , € la suriezione canonica che ad ogni deformazione attiva
e € Dy, associa la corrispondente deformazione attiva elasticamente efficace e cio
la classe di equivalenza + EKL ,

ALY = WA, e L{X; DE/EKL} descrive la risposta elastica attiva della
struttura a sforzi conformi elasticamente ammissibili, O

m La condizione di chiusura I % = (KerA,X)" equivale per definizione
alla chiusura della forma bilineare simmetrica

a(o,7):=c(o,7)+(D,B o, B, T),
sul sottospaziaXy x Y e puo riscriversi come unaondizione inf-sup

c(o,7)+( DOB/ZO', B,ET )

inf  sup >0.

uely velk I H2/(KerB/EmKerCE) v HE/(KerB/ZmKerCE)
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Osservazione 6.4.Le condizioni di ammissibild da imporre sui dati per garantire
esistenza di una soluzione sono

Agq=A+Co, € (KerCy N KerB )",
M)
beq=b — B,o, € (KerBy N KerK, ).

La prima, essendo K&, = KerCn X, equivale a

(A, 7)=0 V7€ KerC:n KerB’E.
La seconda condizione
(b—B,o,,v)=0, Vve KerB,.nKerK,,
equivale alla condizione di equilibrio
(b, v)+¢t, Tvy=0, VveEVpecn KerK,

dove Vpi¢ = KerBN L conTL" = T'L + ImAC, é il sottospazio lineare dei
cinematismi rigidi conformi nella corrispondente formulazione primale. Infatti dalla
formula di GREEN si trae che

(Byoy, v)=(Noy, I'v)=(t,I'v), VveEVpgq.

Poicle il sottospazio lineare dei cinematismi conformi nella formulazione comple-
mentaree’ TL" = T'L N KerdK, risulta £ = £ N (I'"'KerdK). Dunque
KerB,. = Vyiq = Vric N (T~ KerdK) e pertanto

KerB,, N KerK, = Vgic N (1‘*1 KeroK) N KerK, = Vgie N KerK.

Si pw quindi concludere che le condizioni di equilibrio nelle formulazioni primale e
complementare coincidono. ]

Proposizione 6.12. Criterio di buona posizione. Il problema misto complementare
M & ben posto se sono soddisfatte le seguenti prapriet

i ImB, chiusoin H,

i KerCy, + KerBIE chiusoin X,

v c(o,0)>0, VO’EE:B;UEWHKO,

2
|

)
)

i)k, (u,u) > 5||u||§I/KerKO, YVueH; a>0,
)

) 2/(KerB,2mKerCE) ’

v c(o,0)> c_| Vo e KerB,E ;o ce >0,

. ImB/ + ImK chiusoin H <
vi z °

KerBy, + KerK, chiusoin H.
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Se l'operatore cinematicd, < L {L‘,; H} e un operatore dKoRN, la cedevolezza
dimassaK, € L {H ; H} soddisfa la condizione di ellitticit iii) e la cedevolezza
della strutturaC, € L {H; H} & non singolare e-ellittica, cioé se

c,(0,0)>allo|l VYoeH,

allora le condizionii) — vi) sono verificate.
Dim. La i) segue dalla proposizione 11.10.6 (p. 247) che fornisce I'eguaglianza

Im B/E = B;E = [VRIGrB,

Se KerK, = {o} alloraanche KeC, = {o} elaii) e verificata.

La H-ellitticitadi C, € L {H; 1} implica banalmente ldv) ed implica anche
la v) osservando che K(B/E - KerB; e che

lolls=lolly Vo€ KerB,.

L'equivalenza
Im B’Z + ImK  chiusoind <= KerBy + KerK, chiusoinH,

segue poidalla proposizione 1.11.8 (p. 88) di[16]in quanto i sottospazi IineaB'le
e ImK_ sono chiusiinf .

Infine dalla proposizione 1.11.6 (p. 86) di [16], segue la proprigiChiusurawi)
dellasomma KeB,, + KerK, in conseguenza della dimensione finita di Bgr =
VriG - O
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VIl — MODELLI DISCRETI

Le moderne esigenze di calcolo di strutture semprecpimplesse sotto il pro-
filo della geometria e del comportamento costitutivo, hanno condotto ad una analisi
approfondita dei metodi di calcolo basati sulla discetizzazione dei modelli continui.

L'indagine concerne sia i criteri di discretizzazione che la stima dell’errore che si
commette valutando una soluzione discreta rispetto a quella del continuo.

In questo capitolo sono illustrati alcuni aspetti essenziali dei metodi di discretiz-
zazione e delle metodologie di stima dell’errore.

1. MODELLO MISTO DISCRETO

Da un punto di vista matematico la formulazione di un modello discreto consiste
nell'imporre che i campi di spostamento, sforzo e deformazione appartengano a sot-
tospazi lineari di dimensione finita. Sia quindit ({2, £,B) un modello strutturale e
si assegnino i sottospazi interpolanti

L, C L, spostamenti discreti,

S, C'H, sforzidiscreti,

che definiscono umodello discretizzatoV (12, £, £, S,, B) .

W | sistemi diforze attivesono gli elementi dello spazio vettorialg, chee il duale
di £, C £ nellatopologia indotta da .

Si ricordi che, seL & uno spazio normato, tutte le norme indotte&y C £ sono
equivalenti.

La proposizione 1.9.18 (p. 75) in [16] mostra che tra lo spaZjoduale di £, e
lo spazio quoziente’-"/ﬁi esiste un isomorfismo isometrico.

Lo spazioR,, = L, & costituito dai sistemi di forze, < £,- che sono reattivi
per il modello discreto.

GlispaziF, e ]—‘//:i possono pertanto essere identificati. Questa identificazione
consente di fornire una interpretazione semplice e diretta dei sistemi di forze agenti sul
modello discreto e saradottata senza ulteriori specificazioni nel seguito.

| vantaggi connessi all'identificazione tra i sistemi di forze sul modello discreto
e le variet affini di sistemi di forze sul modello continuo, sono palesi se si confronta
I'analisi condotta nel seguito con quella illustrata in [13].
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1.1. Equilibrio
Gli operatori discreti, cinematico e statico, in duglit”
B,cL{L,;H/S"}, B, eL{S,;F/L }.

sono definiti da )
B,u,=Bu,+§°, Vu, €L,

B,o,=Bo,+L,, Vo,€S8,.

B |l sottospazio deicinematismi discreti rigidisulla struttura discreta vincolata
M2, L,L,,S,,B) e

KerB, ={u, €L, : By, € Sff} =L,N(B'S)).

B |l sottospazio degkforzi discretiin autoequilibrisulla struttura discreta vincolata
M2, L, L,,S,,B)

! r—=1 ACL + ;CL —1
KerB, = S, N [Bh [—}” =S,n[B L]

e costituito dagli sforzi discrete, € S, in equilibrio con un sistema dorze
reattive discrete )
Bo,c L’}f cCF.

B La condizione variazionale

(f,v,)=0, VYv,eL,N(B'S?).

assicura che il problema dell’equilibrio

(o, Byv,y=(f,v,», o,€8,, Vv,€Ll,.

ammette soluzione. La soluzioeenica se e solo se il sottospazio lineare Ber
degli sforzi discreti in autoequilibrie degenere.

W In definitiva siaf € F, un sistema di forze attive in equilibrio sulla struttura
continua M (2, £,B), cioe tale che

(f,v)y=0, VveKerB,=KerBNCL.
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Allora la condizione di equilibrio sulla struttura discreta

(f,v,)=0, Vv,ec KerB, =L, N (37151?),

e soddisfatta se e solo sesoddisfatta la condizione
KerB, € KerB,NZL, .
Sinoti che, essendo K& =B '{o} C B"'S/, risulta sempre
KerB, 2 £, N KerB = KerB,NZL, .

Sussiste inoltre la seguente propaiet”

Proposizione 1.1. L'eguaglianzaKerB, = KerB,NL, € equivalente alla propriét
i) VoeH Jo,€8,:(0—-0,,Bv,)=0, Vv, eLl,.
Dim. Basta osservare che
KerB, = KerB, N L, < [KerBh}l = [KerB,.N ﬁh]L,
per cui, essendo

[KerBﬁﬁL‘h]L =L +BH,

[KerBh]L =L +BS,,

risulta
1
fe[KerB,NL,| < 3JocecH: (f,v,)=(0,Bv,) Vv, €L,
1
fe[KerB,| < 30,€8,: (f,v,)=(0o,,Bv,) Vv, €L,.
Vale dunque la) . L'implicazione inversa facilmente verificabile. O

Osservazione 1.1.Una formulazione ed una dimostrazione alternative della propo-
sizione 1.1 sono le seguenti.

La propriet i) equivale alla condiziond BL,)” + S, = H che a sua volta
equivale alla condizion8L, N S;B = {o}.

Cio in forza della proposizione 1.11.8 (p. 88) di [16], stante che il sottospazio
BL, hadimensione finita e dunque il sottospazio soni&g, + S;‘T’ e chiuso in.
Allora si ha che

Bu, € S;B
u, € KerB, By, =o
® <— u, €L, <— '
BL, NS, ={o} . u, € L,
' ! BL, NS, = {o}

Dunque la condizioneBL, N SZB = {o} €& necessaria e sufficiente a che risulti
KerB, = KerB,N L, . u
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1.2. Congruenza

Si osservi preliminarmente che il sottospazio defyirzi discreti in autoequilibrio

sulla struttura discreta vincolata sigscrivere

KerB/h =35,N [Blilﬁiﬂ =S,Nn[B Eh,]@

Infatti

B’aheﬁi — <B’0'h,vh):((a'h,th))=O Vv,€eL,.

B La condizione variazionale di congruenza di un campo di deformazioni tangenti
e € 'H sulla struttura continuaM ({2, £, B) & data da

(o,e)=0, Voe KerB’L:(BL)GB.

ed equivale a
e € BL.

B La condizione variazionale di congruenza sulla struttura diserataece

(0,,e)=0, Vo, ¢ KerB/h:Shﬂ [B[,h]@,

che equivale a
ec[s,nBL,)] =S’ +BL,.

Quest'ultima eguaglianza vale in quanB® L, € chiuso in’H e il sottospazio
sommaS,l@ +B L, & chiusoinH essendoSff di codimensione finita €8 £,
di dimensione finita (vedi la sezione 1.11 (p. 81) di [16]).

| campi di deformazioni tangent € S,f C 'H saranno dettdeformazioni tangenti
libere. ’

La proprietl di congruenza sulla struttura discretémplicata dalla proprietdi con-
gruenza sulla struttura continua se risulta

KerB, = KerB. NS, .

Sussiste inoltre la seguente propaieperfettamente analoga a quella enunciata
nella proposizione 1.1.

Proposizione 1.2. L'eguaglianza KerB;L = KerB/EmSh e equivalente alla propriét

i1) VueH 3FIPuecl,:(o,,B(u—-Pu))=0, Vo, €S§,.
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Dim. Basta osservare che
’ ’ ) ! @
KerB, = KerB, NS, <= [KerB,] = [KerB,NS,| ,

per cui, essendo
’ (&) D
[KerB,nS,] =S, +BL,

[KerB,]" =S*+BL,,

risulta
e [KerB/ﬂmSh}@ < 3JueLl : (0,,e)=(0,,Bu) Vo, cS,,

g€ [KerB/h](D < Ju, €L, : (0,,e)=(0,,Bu,) Vo, €S,.

Vale dunque laii) . Limplicazione inversa facilmente verificabile. 0

2. DISCRETIZZAZIONE DEI PROBLEMI MISTI

Si consideri urproblema elastico misto primale discreto

w, €L,,
k(u,,v,)+b(o,,v,) = (Leg, V), ) {Vv; €c,.
Mh) 8
_ o) €0
b (7,,w,) — ¢, (0,,7,) = (8eq: T, ) {VThGSh.

Il problema M, & sempre ben posto in quanto gli spazi in gioco sono di dimensione
finita. Si considerino gli operatori discreti

o K,cL{L,; F/L;} definito da
€L
K,u, :=Ku,+£,,
e C, €L{S,;H/S, } definito da
C, o, :=C,o,+S,
op "h * 7 “oh h '
Il problemaM], ammette un’unica soluzione se

KerK, N KerB, = {o},
KerB, N KerC, = {o}.
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e L'espressione esplicita della condizione di uraqgitér lo stato di sforzo discreto
a-h € Sh

KerB, N KerC, = KerB, NS, NC, 'S, = {o},

mostra che tale condizioreeverificata se Ke€, K = {o}.
Infatti dalla positiviei di C, € L {H; H} si deduce che

—1 % _ _
o,€S5,NC, Sh = C,0,=0 = 0, =0,

e cicé che KelC, =S§,N 00—15}? = {o}.
e L'espressione esplicita della condizione di urdgitér il campo di spostamento
u, €L, e

KerK, N KerB, = £, NK~'£, NB~'S,” = {o}.

Dalla positivie di K, € L {£,, ; ]—"/L‘i} si deduce che
u, € ‘CIN
1 :><Kuh7uh>:0:>Kuh:0'
Ku, €L, ,

e cicé che
KerK, = £, N KerK.

L'unicita del campo di spostamentg, € £, sussiste dunque se e solo se

{Buh € Sff,

= u, =0,
u, € £, N KerK,
cioé se
L, N (KerK)NB~'S’ = {o},

che in termini meccanici si enuncia affermando che

e non esistono spostamenti discreti conformi elasticamente inefficaci e non nulli che
danno luogo a deformazioni tangenti libere.

Osservazione 2.1.La condizione KeB, = {o} impone cheBL, ﬂS}f) = {o} e
dunque, in forza dell'osservazione 1.1, che risulti Bgr= KerB, N L, .

Nelle applicazioni strutturali la condizione KB, = {o} & indispensabile (e
sufficiente) ad assicurare I'uniaitiel campo di spostamentiin assenza di vincoli elastici.
Ne segue che i sottospazi interpoladftj e S, devono essere assunti in modo tale
da rispettare la condizion8L, N S;’ = {o}. Nel metodo degli elementi finiti la
condizione va sostituita da unaupforte che possa essere imposta sulle funzioni di
forma definite nell’elemento di riferimento. ]
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2.1. Stimadell’errore

Siano soddisfatte le condizioni di uniai€ di buona posizione del problema con-
tinuo e la condizione di uni@ttel campo di spostamento del problema discreto.

Si vuole fornire una stima deé#irrore di approssimazionia energia, definito da

la—w, . +llo—=a,l-

Seguendo la trattazione sviluppata in [13], si fa ricorso alla diseguaglianza triangolare
per concludere che

lu—w,l+llo—0,ly <lu-1,l+[e—-7,;+
+Huh7ﬁhH£+”U}176hHH'
v, € £, Vo, €S,

Il primo passo consiste nel maggiorare il termihe, -, || .+ || o, — &, ||, mediante
la distanzal|u -1, ||, + || — T, ||, -

A tal fine si osserva che dai problefil e M, segue che

P) {k(uh -u,,v,) +b(e,-7,,v,)=k(u-1,,v,)+b(c—-7,,v,),

b (Th7 u, — ﬁh) -G (Uh - Eh’ Th): b (T/N u-— ﬁh) -G (U - ?h’ Th,) '

I termini noti sono funzionali lineari continui s, e sus, .

B Applicando al problemd&) la trattazione svolta nella sezione VI1.6.3 (p. 288) si
deduce che vale la stima

l, =yl + Nl =7l < my [lu =, e+ 0 =3l

La m, € unafunzione non lineare di
Feo Il Ikl emps ags oy

positiva e limitata su sottoinsiemi limitati.
Dalla diseguaglianza triangolare si deduce pertanto che

lu—wlo+lo =0yl < +m) [lu-5,l,+lo -, .

vu, € £, V&, € S,. Ponendoc, =1+ m, siconclude che

lu=uylle+ o= oyl < e [ nf flu=w, |+ inf o= ]

upely
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2.2. CondizioneLBB e convergenza

In effetti la stima dell’errore ottenuta non@aonsiderarsi soddisfacente in quanto
la costante positivec, dipende dal parametrad. e dunque al tendere di a zero
puo assumere valori copiccoli da rendere vana ogni stima basata sulla valutazione
dell’errore di interpolazione.

La stima diviene significativa se possibile pervenire ad una dise guaglianza in
cui compaia una costante indipendente dal parametio.

B L'indipendenza dal parametrb fornisce una condizione sufficiente per la con-
vergenza in energia della soluzione approssimata a quella esattisg@eesenza
di sufficienti proprie& di interpolazione dei sottospazi discreti.
Una condizione di questo tipe nota in letteratura col nome di condizione di
LADYZHENSKAYA-BABUVSKA-BREZZI (in siglacondizione LBBvedi [5], [7],
[9], [11], [13]).

Sussiste in proposito il seguente risultato dovuto all’autore.

Proposizione 2.1. Si assuma che il problema elastico misto primale sia ben posto ed
ammetta un’unica soluzione. In particolare I'elastédella struttura sia non singolare
cod che KerC, = {o} e l'operatore cinematico sia un operatore HiorN. Le
famiglie dei sottospazi lineari interpolantf, C £ e S, C H soddisfino inoltre le
condizioni

a) BL, ﬁSJQf = {o},

b) {BL,+S, } uniformemente chiusa it .
La maggiorazione dell’errore di approssimazione sussiste allora in modo uniforme e
cioé indipendente da .

Dim. Si osservi preliminarmente che, in forza dell’'osservazione 1.1 (p. 299)) la
equivale alla condizione K, = KerBN L, .

La condizione di unicé del campo di spostamenti soluzione del problema continuo
KerK, N KerB, = {o} implica allora che sia

KerK, N KerB, = KerK, N KerB, N L, = {o},

e ciceé che sussista I'uni@tdel campo di spostamenti soluzione del problema discreto.
La condizione di ellitticii su KeB, della forma bilinearek

k(u,u) > ¢ ||u||i/( Vue KerB,,

KerK nKerB )
si scrive dunque

k(wu)> ¢ |ul’: Vue KerB,,
ed implica che

Hi Vu, € KerB, = KerB, N L,

e cice l'uniforme ellitticita su Kem, della forma bilinearek .

k(uhauh) 2 Cx H uy
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La condizioneb) equivale ad imporre I'uniforme chiusura della famiglia di sot-
tospazi{ImB,} = {BL, + S, } che€ espressa dalla diseguaglianza

B
sup (73, buy )

>, Yu, € L
mes, Ty n ll1/KerB,, n b

con v indipendente da .
Si pw allora seguire la trattazione svolta nella sezione VI1.6.3 (p. 288) applican-
dola al problemaP) della sezione 2.1 e concludere che

I, =@, I+ 1oy, =yl <m [lu=1, o + o =7 [l | -

La m & una funzione non lineare dic, ||, || k||, v, ¢, «, positiva e limitata su
sottoinsiemi limitati. O

Osservazione 2.2 EssendaB £, N ShD = {0}, la condizione di uniforme chiusura in
‘H della famiglia {B L, + S;f} puo essere espressa mediante la diseguaglianza [16]

|TIBu, ||, > c||Bu, |, Yu,€Zl,,

doveIl € L {H; H} e il proiettore ortogonale si§, C H. Questae pertanto una
espressione alternativa detlandizione LBBhel caso in esame. ]

Se sono soddisfatte le ipotesi della proposizione 2.1, dalla diseguaglianza triango-
lare si deduce che

lu=u,ll+ o=yl < 0 +m) a5, ).+ lo -7,
vu, €L, Vo, €S,

Ponendoc = 1 + m si conclude infine che

lu—wll+llo—o,ly <c[ inf u-m,l,+ inf o=,
(2

up Ly h

Si & cos pervenuti a maggiorare krrore di approssimazionenediante lerrore di
interpolazione

La stima asintotica, e ceoperh — 0, della velocitl di diminuzione dell’errore di
interpolazione

Err (h) = inf -1 inf -
() = inf fu—, ]+ inf [lo=a, ],
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e fornito dalla teoria dell'interpolazione polinomiale che conduce a formule esponen-
ziali del tipo

Err (h) < Bht [lug +lo |H] :

In scala bi-logaritmica la legge esponenziale con esponersigrasforma nella legge
lineare con pendenza parikaa secondo membro della seguente diseguaglianza

INErr(h) < B {u|£+ ||0'||H] + kiIn(h) .

3. APPROSSIMAZIONI CONFORMI

L'analisi delle approssimazioni conformi dei problemi elastici posti in termini di
spostament basata sullmetodo dR AvLEIGH-RITZ %6 delleapprossimazioni interne

Le approssimazioni interneono caratterizzate dalla propeaethe le variabili di
stato e le funzioni di prova del metodo variazionale approssimato appartengono ad un
sottospazio discreto cleeun sottospazio dello spazio cui appartengono le variabili di
stato e le funzioni di prova del metodo variazionale continuo.

Il metodo diRAYLEIGH-RITZ € basato sulla fondamentale propaiet ottimalia
delle soluzioni ottenute mediante una approssimazione interna di un problema lineare.

3.1. Metodo di Rayleigh-Ritz

Si consideri un sottospazio linear& di uno spazio dHILBERT V', una forma
simmetrica bilinearea € L(£, £; ®) ed un funzionale linearé € L(L; R) = F,.

La forma quadratica associata alla forma bilinearec L(£, £; ) & assunta
semidefinita positiva s . Si ha dunque che

a(v)=a(v,v) >0, VvecL.
Sussistono allora le seguenti propaiet”

Proposizione 3.1. Metodo di Rayleigh-Ritz. Sia £, un sottospazio proprio dC e
si supponga che i problemi

P) a(u,v) =4(v) , VYvecL uel

Ph) a (uh’ V}I,) = é(vh) ) VV}I’ € [’h uy € ‘C}L

ammettano soluzione.

26 WarTER RiTZ (1878-1909). Fisico svizzero che ha insegnato alle UniversitZiirich e Gottingen.
A Ri1tz sono dovuti importanti contributi alle teorie della radiazione, del magnetismo e dell’elettrodinamica.
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Risulta in tal caso
i) a(u—u,,v,) =0 Vv,e”L,
1) a(u—u,) =a(u)—a(u,) >0
i) a(u—u,) = min{a(u-v,) : v, €L, }.
Definendo inoltre il funzionale quadratico

H(v) 1= galv) ~ (v).

si ha che
i) s(u) = min{g(v) : ve L}
v) o(w,) = min{o(v,) : v, € £}
vi) ¢(u) = —56(u) = —ja(u)
vii) ¢(w,) = —3L(w,) = —ja(u,)
viii)  ¢(u) < ¢(uy) £(u) > £(u) a(u) > a(u,) .

Dim. La condizione di ortogonaht';) segue ponendov = v, in a) e sot-
traendobd). La disuguaglianzai) € conseguenza della semidefinizione positiva di
a e delluguaglianza

a(u—u,) =a(u) +a(u,) —2a(u,u,),

notando che, in vittdellai) € a(u,u,) = a(u,,) . La proprie& di minimo iii) puo
essere provata ponendo=u — v, ; y = u, — v, ed osservando che, per {3,
a(x —y,y) = 0. Pertanto, come in precedenza, l'uguaglianza

a(x —y) = a(x) +a(y) - 2a(xy),

forniscea(x—y) = a(x) —a(y) < a(x) che era quanto doveva essere dimostrato. Le
propriedl di minimo iv) e v ) possono essere desunte dalla convaskat funzionale

¢ osservando ch®) e P, ) rispettivamente assicurano I'annullarsi delle derivate di-
rezionali del funzionalep nel puntou lungo ogni direzione inC e nel puntou,
lungo ogni direzioni inL,, . Le altre propriea sono evidenti. O
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Una interessante propratposta in evidenza dall’autore,fornita dal seguente
risultato.

Proposizione 3.2. Stime esatte.Si considerino i problemi dell’equilibrio elastico
P) a(u,v) =4(v), VvecrL, ueLl,
P,) a(uw,v,) =4v,), Vv,€L,, uw,eLl,,

esial, € F, larisposta elastica attiva ad una funzione di forma € £,, . Allora si
ha che

() =L, (a).

e cice il lavoro virtuale della risposta elastica ad una funzione di foréenia stesso se
alla soluzione esatta si sostituisce quella approssimata.

Dim. Per ipotesi risulta
a(u,v)=/L(v), VveLl, u €l,.

La proprieti i) nella proposizione 3.1 e la simmetria della forraac L(L,L; R)
implicano quindi che

O = a(u - uh? u*) = a(u*7u - uh) = E*(u - uh) = E*(u) - e*(uh) )
come volevasi dimostrare. O

Osservazione 3.1. Una semplice applicazione del risultato della proposizione 3.2
fornisce la spiegazione di un risultato a prima vista sorprendente.

Si consideri unatrave elastica inflessa a sezione costante, asse rettilineo, semplice-
mente appoggiata agli estremi, avente luces soggetta ad un carico uniformemente
ripartito con intensé’p. Si ponga l'origine dell’ascissa nel primo estremo della
trave. Per assicurare che I'energia elastica sia finita, lo spazio ambiente degli sposta-
menti trasversak lo spazio lineare dioBorev H?(0, L) . Le funzioni di H>(0, L)
sono continue con la derivata prima ji0, L] e quindi il sottospazio lineare chiuso
degli spostamenti trasversali conformi e ben definito dalla condizione

L:={veH*0,L) : v(0)=0,v(L)=0}.

La soluzione del problema dell'equilibrio elastico fornisce la deformata) e le
rotazioni p(z) date da

u(r)=— |— — —

p [z 2L =2L3 p [z 2L I°
k, |24 12 24 |’ ’

!

dove k; e larigidezza flessionale della trave.
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La freccia elastica in mezzeria e la rotazione del primo estremo valgono pertanto

5 pL*
w(L/2) = o= =—,
384k,
1 pL?
0) =575
24 k;

Si assuma quindi, per gli spostamenti trasversali, un sottospazio interpalant
dimensione unitaria generato dalla parabola

42
L
L2

dovey =z — L/2. La condizione variazionale di equilibrio

L L

/kfu”v” dz :/pvdaz, Vo e L,
0 0

si traduce nella condizione approssimata

L

L
64 4y
uh(L/2)kf/ﬁ dx:p/l—ﬁdy.
0 0

Integrando si ottiene

4 pL*
L/2) = ——
uh( /) 384 kf )
1pL3
©,(0) = ﬂk_f

La freccia approssima&dunque inferiore a quella esatta, ma le rotazioni agli estremi
esatte ed approssimate coincidono.

La proposizione 3.2 fornisce la spiegazione di tale coincidenza.

Basta infatti osservare che alla funzione di forma parabolica corrisponde un dia-
gramma lineare della rotazione ed uno costante della curvatura linearizzata.

Essendo costante la rigidezza flessionale, takeaache il momento flettente. Ne
segue che il carico in equilibrio elastico con la deformata parabelasstituito da due
coppie opposte, concentrate agli estremi della trave appoggiata.

Eguagliando allora il lavoro virtuale compiuto dalle coppie di estremitllo
schema esatto ed in quello approssimato, si perviene alla conclusione che le rotazioni
di estremi&l devono essere uguali nei due casi. [ |
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3.2. Lemma di Céa e stima dell’errore

| problemi di equilibrio delle strutture elastiche lineari possono essere espressi in
termini di spostamenti come segue

P) a(u,v)=4{(v), Vvecr ue /L,
dove £ & un sottospazio chiuso di uno spazi®sdisBoLev H"(12) e
e acL(L,L;R) &laforma bilineare simmetrica dell’energia elastica definita da

a(u,v) :z/é’(x)(Bu)(x) * (Bv)(x) dx,
0

che soddisfa la condizione di contirauit™
la(u,v)[ < Cllul|

e di L-ellitticita
a(u) > cinf{|lu-v]|,, : ve KeranL}, VYuecl.

vl Vu,veL,

m m?

e / € L(L;®R) e il funzionale lineare che rappresenta il carico sulla struttura,
definito da

L(v) ::/b(x) -v(x) dx +/t(x) -v(x) dx.
Q o0
E’ soddisfatta la condizione di continaif®?(v) | < || £]] || v ||

m "
Sussistono tutte le ipotesi alla base del metodB @YLEIGH-RITZ. Per semplica’si
assume che siano imposti dei vincoli tali da eliminare moti rigidi e cloé

Keran £ = {o}.

Si pw quindi definire in£ unanorma in energiequivalente alla norma &oBOLEV
in H™(£2) ponendo
lfull® := a(u).

Munito del prodotto internoa (u,v) il sottospazioL € esso stesso uno spazio di
HiLBERT che€ denotato conCgp,.

Il problema elasticoP ammette un’unica soluzione costituita dalla proiezione
ortogonale in energia del rappresentantdkdisz 1 di ¢ nello spazio dIHILBERT
Len- Sihainfatti che

a(u,v)—4(v)=a(u—Lv)=0 Vvel ueL.
La seguente diseguaglianza dovut@iaa, fornisce una stima dell’errore.

Proposition 3.3. Lemma di Géa. Sianou e u, soluzioni dei problemiP e P, .
Risulta allora

[u—w, |, <o inf [[u-v,][,,
v h

m

in cui la costantea: non dipende da. .
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Dim. La continuiti e la L-elliticita della forma bilineare dell’energia di deformazione
elastica ed il teorema dt1Tz forniscono

clu=w,ll, <llle—w,ll[ <llu=v,ll| < Clla=v, |, Vv, €L,

m

da cui si evince il risultato ponende = C/c. O

Invirtu del lemma diCiA la stima dell’errore in energia dei problemi approssimati
viene ricondotta ad un problema di teoria dell’approssimazione.

Il seguente risultato fornisce la stima fondamentale per le approssim&zibi
della soluzione di un problema elastostatico.

Proposizione 3.4. Stima dell’errore. Si consideri un problema elastostatico ed una
approssimazione FEM conforme

P) a(u,v) =4(v) Vvecl ue Ll

P,) a(u,,v,) =4L4v,) Vv,eL, u, €L, CL

Si assuma inoltre che

il sottospazio interpolanteC, (7 (£2)) contiene il sottospazid®, (7 ({2)) dei poli-
nomi di grado massimé — 1,

gli elementi della triangolazione in elementi finiti siano uniformemente non singolari
al tendere da zero del paramentro,

il funzionale di carico? appartenga allo spazio doBoLEV H (12).

In tal caso la soluzione esatta appartiene allo spazioSdBoLEV H, . (£2) e
I'approssimazione FEM converge alla soluzione esatta nella norma in energiagurch
k>m,ecic

P,CS,.

m —

La velocit di convergenza fornita dalla stima dell’errore

k—m

lu—u, |, < ch

m | u |k: .

incui k <2m +r.

Dim. Il risultato riguardante la soluzione esattana diretta conseguenza della propo-
sizione VIII.1.3 (p. 124) del Tomo Zero in quanto la forma bilineare dell’equilibrio
elasticoa € L(L, £; R) & V-ellittica, 'operatore A associato aa € L(L,L; R) &

di ordine 2m e la soluzione esattuna soluzione debole dell'equazione differenziale
Au = b. Le altre conclusioni seguono dal teorema di approssimazione per il metodo
FEM [10] e dal lemma dC%a 3.3. O
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Come semplice conseguenza della proposizione precedente si deduce la seguente

Proposition 3.5. Condizione di deformazione costante. Affinche una approssi-
mazione FEM conforme converga alla soluzione esatta, I'interpolazione deve essere in
grado di riprodurre ogni stato di deformazione costante a pezzi nella struttura.

Dim. Poicle 'operatore di deformazione di ordine m, i campi di spostamento
appartenenti & (f2) riproducono un campo di deformazione costante a pezzi nella
struttura. O
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VIl - TRAVI ELASTICHE IN
GRANDI SPOSTAMENTI

In questo capitolo si fornisce un quadro generale per I'analisi di modelli strutturali
continui costituiti da urmateriale elastico secondGREEN (materiale iperelasticp
che subiscono grandi spostamenti e deformazioni durante un processo evolutivo.

Nella trattazione si fa riferimento ad una configurazione naturale a partire dalla
guale sono misurate le deformazioni elastiche del materiagevedutato il potenziale
elastico di deformazione.

L'approccio computazionale a problemi di equlibrio elastico in grandi spostamenti
e deformazioni fa ricorso a metodi di integrazione al passo ed a procedimenti iterativi
che, ad ogni passo, sono basati su di una stima iniziale ottenuta mediante una lineariz-
zazione dell'operatore non lineare di risposta elastica.

Lalinearizzazione comporta la determinazione dell'operataigidiezza tangente
che associa ad ogni spostamento tangente la relativa risposta elastica incrementale.

La questionee ‘delicata perahla linearizzazione di una condizione variazionale
pone una problematica che si rivela con eclatante evidenza nel caso generale in cui il
modello continuce ‘dotato di struttura locale.

La modellazione di un continuo con struttura localeffettuata assumendo quale
riferimento una varietbase e definendo un’applicazione della varietse nella variat
(in generale non lineare) sulla quale prende valori la struttura locale.

A guesta famiglia appartengono il modello continuo monodimensionale della trave
di TimosHENKO ed il modello tridimensionale del continuo polare formulato all’inizio
del ventesimo secolo dai fratelimiLE E FRANCOIS COSSERAT. In tali modelli i
campi cinematici hanno valori che, essendo costituiti da traslazioni e rotazioni delle
sezioni trasversali nel primo caso e da traslazioni e rotazioni di un triedro di orien-
tazione nel secondo, sono vincolati a variare su vamemn lineari, quale la varie
differenziabile compatta tridimensionale costituita dal gruppé.wi delle rotazioni
(gruppo ortogonale special&O(3) ).

La questione riveste grande importanza anche nelle applicazioni computazionali
edé stata affrontata in molti lavori scientifici, tra cui in particolare [9].

Una trattazione corrett@stata sviluppata di recente dall’autore in [15].

La teoria della linearizzazione dell’equilibrio elastico richiede, come siajatlr’
ricorso a concetti e metodi propri della geometria differenziale.

Nei testi e negli articoli di meccanica delle strutture la questione @riattata @'
presentata in modo non adeguato@amche peralgli strumenti propri della moderna
geometria delle variatdifferenziabili, indispensabili per lo sviluppo della teoria, non
fanno parte del bagaglio culturale di gran parte degli addetti ai lavori.
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1. CONTINUI CON STRUTTURA

Un modello continuo in deformazioni finieecaratterizzato dai seguenti elementi.

B Lavarieta baseB della configurazione di riferimen®una varied differenziabile
di dimensioned < 3 immersa nello spazio euclide®. | punti della varies’base
saranno denotati cop € 5.

Ai modelli di trave, di piastre e gusci, e dei continuidhucHy e deiCOSSERAT
corrispondono rispettivamente vaadiase aventi dimensiongé= 1,2, 3.

W La struttura geometrica localdel continuoe’ descritta mediante una vaaedif-
ferenziabileM immersa in uno spazio di dimensione fin{&, g} dotato di un
prodotto interno. | punti della vari@tM sono denotati conm € M.

B La configurazione di riferimentog, € CF(B,M) assegna una struttura geome-
trica locale alla variet base.

B Un processo evolutiveé una famiglia ad un parametro di campy, , t € I} di
classe ¢ definiti sulla varied' baseBB ed i cui valori sono variabili cinematiche
appartenenti alla varietM . Ogni campo

x; €CHB,M), tel,

& unaconfigurazionalel continuo. Conl/ = [t,,t;] sie denotato l'intervallo
di osservazione del processo. Si noti che il prodotto integria {V, g} induce
sulla varie@ M una metrica locale che la rende una varigtRIEMANN. Infatti
i sottospazi tangenti abll possono essere identificati con sottospazi dello spazio
{V.g}.

m |l fibrato tangenteTy; alla variee M & I'unione disgiunta degli spazi tangenti
Ty (m) neipuntim € M.

B Unospostamento virtualespostamento tangentey, < C*(B, Ty) in corrispon-
denza della configuraziong, C*(B,M), t € I &un campo vettoriale definito
sulla variei baseB ed a valori sul fibratdll'y; tangente alla variatM tale che

”MOC;XtZXw

dove m,;, : Ty — M € la proiezione del fibrato tangent®y, sulla varied’ M,
definita da
my{m,h} =m, V{m h}ecTy.

S

m Unflussok, , e una famiglia a due parametri di diffeomorfismi
k,,:C'(B,M) — C'(B,M), stel,
definiti localmente dalla relazione

k,.(p)ox,(p) =x,(p), VpeB.
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IIflussok, , associa quindi alla configuraziong, € C*(B,M) la configurazione
x; € CH(B,M).
m Siav, € C"(B,Ty) un campo vettoriale nella configurazione € C*(B,M) e
cioe tale che
TI'M o VS = XS .
Laspinta(o differenzial@ di v, indotta dal flussd, , & il campo vettoriale nella
configurazioney, € C*(B, M) '

kt«s*vs € Ck(87 TM) y Ty © kt,ﬁs*vs =Xt

definito localmente dall'identit”

df (x,()) [ (k;,,.v.)(P)] = d(f ok, ) (x,(P)) [v,(P)], Vf€C(x,(p)R).

Si noti che la definizione posta in modo che valga la regola di derivazione a
catena. Linsieme Gm,R) & dettogermedelle funzioni scalari derivabili in un
intorno del puntom € M. Laspinta inversakm* = k;:* e la spinta secondo |l
diffeomorfismo inverso.

B Laspinta di un campo tensoriale, € CH(B,L {’JI‘M,TM; §R}) e il campo tenso-
riale k, . .a_c CF(B,L {Tw, T ; R}) definito localmente dalla relazione

t,5%°s
(kt,s *as) (kt,s « Ve kt,s *Ws)(p) = ktﬁs*(as (VS, W,ﬁ))(p) ’ vp € Ba

e per ogniv,,w, € C"(B, Ty) .
m Unamisura di deformazione tangemtella configurazione, € C*(B,M) & un
operatore differenziale di ordine < k

B, : C*(B,Ty) — C*"(B, D),

che ad ogni spostamento tangemtg, € C*(B,Ty) associa il corrispondente
campo di deformazione tangern® (9x,) € C""(B, D) . Lo spazio delle defor-
mazioni D & uno spazio tensoriale s{V, g} .

m Unamisura di deformazione finit® & un operatore differenziale di ordime< k
D :CHB,M) — C""(B,D),

che ad ogni valore del flusdq, , associa il corrispondente campo di deformazione

finita ®(k, ) € C*~"(B, D) che€ nullo se e solo se la trasformazione indotta dal
flussok, , € rigida. Sirichiede inoltre che sia soddisfatta la

B Condizione di consistenza

@(k ) = g(kfe) + Ls.t [Q(kfrr‘)] ’

T,$

doveL , (p) = L, (p) € L(D, D) & unisomorfismo.
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In virtu della relazionek _, = k_, ok, , la condizione di consistenza garantisce ehe
soddisfatta la

B Proprieta di invarianza
una trasformazione rigida susseguente non modifica la misura di deformazione.

Sussiste infatti 'implicazione

g(k‘r‘t) = 0 = g(kT,s‘) = g(kfe) .

La proprieti di invarianza assicura che la misura di deformazione fanitalipendente
dall'osservatore. Infatti un cambiamento di osservatore equivale ad effettuare una
composizione del moto con una trasformazione rigida susseguente (vedi Tomo | sezione
1.6 (p. 55)). Sinoti che la condizione di consistenza stabilisce una sorta di additivit
della misura di deformazione che@assere co€nunciata:

e Traformazioni successive danno luogo ad una deformazione totake e alla
somma delle deformazioni parziali riportate nella configurazione di partenza.

Le misure di deformazione finita e di deformazione tangente sono tradonpatibili
se risulta

Bf,(kf,,t) = @(Xf,) )

dove
d . d

= — k ) = — Dk _,).
0 gr| ot (x;) ar| _, (k.,)

La condizione di consistenzaplica allora che sussiste talazione di compatibila

@(kt,s) = L&t [Q(Xf)} ’

in cui p

T=t
La relazione di compatibilit’si enuncia affermando che

e |l tasso di variazione della misura di deformazione figitzorrelato alla misura di
deformazione tangente da una funzione lineare ed invertibile.

Larelazione di compatibilittra le misure di deformazione finita e di deformazione tan-
gente consente di definire lo statosfiorzo coniugat@d una misura di deformazione
finita. Sia infatti T(x,) € S lo stato di sforzo second@aucHy che nella configu-
razionex, € C*(B,M) & associato alla deformazione tangetéx,) € D cos che

il prodotto interno

T(x,) : D(x;) »
& il lavoro virtuale per unédi volume nella configuraziong, € C*(B,M) .
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Sia quindi
K(kt,s) = J(kt,s) T(x;)

lo sforzo diKIRCHHOFF associato allo sforzo diaucny T(x,) in corrispondenza
del flussok, ;. Lo scalareJ(k, ) € lo Jacobiano della trasformazioke . Allora

lo stato di sforzoS € S coniugato alla misura di deformazione finiga compatibile
con la misura di deformazione tangerie ¢ definito dalla condizione di eguaglianza
dei lavori virtuali per uni&’di volume nella configuraziong,

S(k,,): D(k,,) = K(k,,) : D(x,)-
Dalla relazione di compatibibitsi deduce quindi che
S(k, ) : D(k,,) =6(k,,): L, [D(x,)] = L] 6(k,,) : D(x,)-
Deve dunque risultare
L] 6(k.,) : D(x,) = K(k,,) : D(x,),

che, per l'arbitraried ' della deformazione tangente, equivale alle relazioni

K(kt,s) = LZS G(kt,s) ’ G(kt.s) = LIST K(kf,,s) .

Osservazione 1.1.

¢ Nel modello detontinuo diCaucHhy lavarieta baseB € un dominio dello spazio
euclideo tridimensionalé&. La variee M e lo spazio lineare tridimensionale
V(3) delle traslazioni nello spazio affine euclid8ce lo spazio linear&” = M =
V(3) & dotato dell’'usuale prodotto interno.
Il fibrato tangenteT); € costituito dalla unione disgiunta di copie dello spazio
lineare delle traslazioni \8) attaccate ai punti dello spazio linearg3y. La
struttura locale del continuo diaucHy degenera quindi in quella dello spazio
tangente. Si dice pertanto che il modello@iuchHy e privo di struttura locale.
Lamisura di deformazione direeN D (k, ) € definita dall'applicazione

1 *
k= 5k 85— ),
dove g ¢ il tensore metrico dello spazio euclidéh La misura diGREEN
soddisfa la condizione di consistenza in quanto

k' 85— 85 =(k; okl )gs—8s=k; (k85 —8)+ (k g —gs)
La misura diGREEN & compatibile con la deformazione tangente nella configu-
razioney;,

1 d .
§£V 8 = o kT’th =D, = symL,
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dove L, = gradv ¢ il gradiente del campo di veloaitv = v, associato al flusso
k, . dall'equazione di evoluzione

d

ar| ., ko =vi(k,).

e Nei modelli continui delldunee dellamembranda varieta baseB & una variet

di dimensione rispettivamenté = 1 e d = 2 immersa dello spazio euclideo
tridimensionaleS . La varietl M & lo spazio lineare tridimensionale(3)j delle
traslazioni nello spazio affine euclidé® e lo spazio linearéV coincidente con

M & dotato dell’'usuale prodotto interno.

Il fibrato tangenteTy; € costituito dalla unione disgiunta di copie dello spazio
lineare delle traslazioni \8) attaccate ai punti dello spazio linearg3y. La
struttura locale dei modelli di fune e di membrana degenera quindi in quella
dello spazio tangente. Si dice pertanto che tali modelli sono privi di struttura
locale. Lamisura di deformazione dxrEEN associata al flussé, ; & definita
dall’applicazione '

e
K, =5 (k! ) (IT"hy, IT"hy) — gg (IT"hy, T hy)] =

1
25 [gS(dkt,s[HThl ]7 dkt,s[l—ITh2 D — 8 (HThla HTh?)] )

per ognih;, hy € V(3).
La misura diGREEN € compatibile con la deformazione tangente

1
5Ly 8s = sym(II Vv )

dove IT € L {Ts; Ty} & il proiettore ortogonale d&'s su Ty C Ts e v €
C*(B,Ty) & un cinematismo.

Nel modello delcontinuo diCosSERAT si ha cheM = V(3) x SQ(3), variel
prodotto dello spazio lineare (¥) delle traslazioni e del gruppo delle rotazioni
SQ(3) ¥ . Lo spazio lineareV & V(3) x L(V(3); V(3)).

Il fibrato tangenteTy; € I'unione disgiunta degli spazi lineari Sk Q con

Q € SO(3), avendo posto

Skwi3)Q={TeL{V;V} : T=WQ, W eSkw3),QeS0O3)}.
Il flusso€ rappresentato dalla coppi, ., Q, .} dove

kt,s 0 Xs - Xs + ut,s = Xt ’ Qt,s Qs - Qt .

27 L’acronimo SO sta peBpecial Orthogonal group.



VIII - TRAVI ELASTICHE IN GRANDI SPOSTAMENTI 321

Si é denotato co{x,, Q,}(p) € V(3) x SQ(3) la coppia traslazione-rotazione
della particellap € B nella configurazione altempo< I e conu, il campo di
spostamenti relativo al trasferimento dalla configurazione al tesnpd a quella
al tempot € I. Una misura di deformazione percibntinuo diCOSSERAT &

g(kt,N Qt‘s) = {C(Qt‘s)’ A(kt,s’ Qf,‘,s)}

dove

c(Q,,) =Q tensore di microcurvatura,

t,s?

b
=
L

i

[ dk, —1T, divario della deformazione,

con
Q, [h] := axial(Q/ dQ,,[h]), YheV(3).
Dunque D =V (3) x L(V(3); V(3)).
e Nel modello ditrave di TIMOSHENKO si ha ancora ché = V(3) x SO(3) e
V =V(3) x L(V(3); V(3)). Una misura di deformazione finigfornita dalla
coppia@(kt,s, Qt’,s) = {C(Qtﬁs), 5(1115,3, Qt’s)} dove

c(Qy,)

R T / i
6(u,,Q,,) = Q T, — 1 vettore scorrimento.

axial (QZSQ;‘S) vettore assiale curvatura,

L'apice (- )’ denota la derivata rispetto all'ascissa curvilinea lungo I'asse della
trave nella configurazione al tempo iniziale. Pertanto

p_ 4 d

Qt‘s - dgs Qt,s7 Q;—,t = d_thT’t'

Osservazione 1.2.Si noti 'analogia che sussiste tra la misura di deformazione per la
trave di TIMOSHENKO e quella per ilcontinuo diCosSERAT. (vedi Tomo | sezione
IV.8 (p. 439)) e sezione V.13 (p. 473).

Si puw verificare che tali misure soddisfano la condizione di consistenza. Per la
trave diTIMOSHENKO Si ha che

Q' Q, =(Q,Q,"Q,Q, =9,Q,@Q,Q, =

d
- st Z,z‘ (Q,r,tQt,sd_? +Q..Q;) =

d
-QL(@,Q Q. QL.
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Dunque il tensore emisimmetrico curvatugQ, ,) = QfTs,Q; , soddisfa la relazione

C(QT:S) = Z:s C(QT,I‘,)QLS + C(Qt,s) .
Analogamente si ha che
T / / T T _/ I T T T 1 /
Q'r s T t,s vT,t rT o rs T s ( Tt rT -r ) Qf,,srf, - rs :

Dunque lo scorrimento soddisfa la relazione

6(117',5’ QT,s) = QtTS 6(117',1,’ QT,t) + 6(ut,s’ Qt,s) ?

e la proprie& di consistenza dimostrata. ]

1.1. Continui elastici

Se il materiale di cug costituito il continue modellato come un mezzo elastico,
il corrispondentgotenziale elasticé definito localmente i8 da una funzione scalare
b D x, pEeB,

che ad ogni valore locale deformazmne fm% ) € D associa il corripondente
valore dell’energia elastica per uaidli volume neIIa conflgurazmne di riferimant®.
La configurazione inizialey, € assunta essere utenfigurazione naturale cice priva
di deformazione elastica e di stato di sforzo.

m |l funzionaleenergia elastica
0:CF " (Bx1I,D)— R,
e definito dall'integrale

P(0(k,)) = [ p(®y(k,) dus,
B
con uy forma di volume su.

W |l legame elasticoche correla unetato locale di sforzoS (k, ) € S ed una
misura locale di deformazion® ,(k, ;) € D tra loro coniugatig espresso dalla

legge
Sp(k; ) = dep (D, (k) -

m |l funzionale energia potenziale elasticassocia ad ogni campo cinematico la
corrispondente energia elasticaeedefinito dalla composizione

ok ) 1= (poD)(k,,).

(kt,s) :/¢p(kt,s) dMB’
B

con ¢p(kt,s) = cpp(@p(kt_’s)) .

Risulta quindi



VIIl — TRAVI ELASTICHE IN GRANDI SPOSTAMENTI 323

1.2. Equilibrio elastico

La condizione di equilibrio elastico al temgoe I di una struttura continua nella
configurazionex, € CF(B,M) puo essere espressa imponendo nella configuazione di
riferimento x ; la condizione variazionale

[ 8000 209,06, - 5x,(0) i = [ (k1) Ox, () dp+
B B

+/tp(ktﬁs,t) -ox,(p) dug,
oB

per ogniéx;,(p) € Tm(x,(p)) conb, € C"(B x I,T};) campo covettoriale di forze
di massagt,, € C"(B x I, T};) campo covettoriale di forze di contatto, definite nella
configurazine di riferimento, € derivata direzionale.

Ricordando I'espressione dellegame elastico e la definizione del funzionale energia
potenziale elastica, la condizione variazionale di equilibrio si gerivere

/ a6, (k,.) - x,(p) dug = / b (k, ., ) - 9%,(p) g+
B B

+ [ tollc ) 530) .
oB

per ognidx, (p) € Tm(x,(p)) -

1.3. Equilibrio incrementale

Alla condizione di equilibrio elastico incrementale si perviene effettuando una
derivazione rispetto al tempo. Osservando che la condizione di equilibrio elastico °
soddisfatta per ogni € I si potrebbe pensare di imporre la condizione

[ 5 (@050, 0%, 0)) i = [ 5 (bl t) -0, (9) s +
B

B

d
+/ E (tp(kt,s?t) ’ 5Xt(p)) d/uSa
oB

per ogniéx,(p) € Tu(x,(P)) -
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Emerge pera tal punto una evidente difficalt”

W Alvariare del parametro evolutivoe I variain generale anche lo spazio tangente
Tum(x,(p)) che definisce Iatruttura localedel continuo.

Draltro canto il vettore spostamento virtuaey,(p) € Tum(x,(p)) € un arbitrario
campo di prova nello spazio tangente.

Va dunque chiarito come si debba effettuare la derivata temporale del vettore
ox,(p) € Twm(x,(p))-
Per fissare le idee si considerino dapprima due situazioni apparentemente diverse.

e Selavariea’ M & uno sottospazio affine, al variarewi = §x,(p) € M gli spazi
tangentiTy;(m) sono copie identiche di uno stesso spazio tangente chegsere
identificato con il sottospazio lineare parallel®a. E’ dunque possibile assumere
che, nell’effettuare la derivazione rispetto al tempo, il vettore spostamento virtuale
rimanga costante.

e Nel caso generale invece indispensabile effettuare un’estensione del vettore
spostamento virtuale ad un campo vettorialdu

In effetti anche nel primo caso, assumendo che il vettore spostamento virtuale rimanga
costante, si effettua urestensione canonicad un campo vettoriale sM, estensione
consentita dalla particolare struttura geometrica (affine) della aalviet”

Nel secondo caso non esiste alcestensione canoniavi sono infiniti possibili
modi di estendere un vettore spostamento virtuale ad un campo vettoriixle su

E’ pertanto evidente come non sia corretto formulare la condizione di equilibrio
elastico incrementale mediante una semplice derivazione rispetto al tempo della con-
dizione variazionale di equilibrio elastico.

Vi e infine da notare che, nel caso affine, la peculiatétlla geometria della varaet”

M serve solo a nascondere, come spesso accade, la problematica che si presenta nel
formulare la condizione di equilibrio incrementale.

Infatti anche nel primo case possibile effettuare in infiniti modi I'estensione di
un vettore spostamento virtuale ad un campo vettorialblsad € naturale richiedere
che il risultato non dipenda da tale scelta arbitraria.

La soluzione della problematica posta dalla definizione della condizione di equi-
librio incrementale paperseguirsi facendo ricorso alle propaidbndamentali delle
varie di RIEMANN.

Preliminarmente si osservi che la derivata sotto il segno di integrale al primo
membro della condizione di equilibrio incrementale so gafivere

% (dop(x:) - 0x,(P)) = d(dd,(x,) - ox,(P)) [X:(P)] -

Nel seguito, per semplicit’si pore m = x,(p) € M e si adotteranno le notazioni
e X,Y,Z pericampivettoriali sul fibrato tangentgy,
e X .Y _.Z_ pericorrispondenti vettori dello spazio tangefitg (m) .
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Precisamente si pongax, =Y € Ty e

%(p) = 4 x,(p) = X, € Tus(m)

Dunque, omettendo di indicare I'argomenta si ha I'espressione

% (do,(x,) - 0x,(P)) = d(do,, - Y)[X,,] = dx_(do, - Y).

Si richiamino ora alcune proprieffondamentali della geometria BiEMANN (vedi
Tomo | sezione 1.12.5 (p. 148)).

Nella varieta di RiEMANN {M, g} € univocamente definita una connessione
simmetricaV (connessione dLevi-CIvITA) caratterizzata dalle seguenti propaiet”

B Ad ogni campo vettorialeX : M — Ty, la mappaX — VX associa un campo
tensoriale
VX : M- L(Tm; TM)

ditipo (1,1) tale che perY ,Z, , € Tm(m) siabbia
i) VXlaY +BZ ]=aVX[Y,_]|+6VX[Z,],
) {V(X1+X2)_VX1+VX2,
2
VUIX) [ Y] =df [Y | X+ fVX[Y,,]
i) VgY —VyX—[X,Y]=o,

w) dy (8(X,Y)) =g(VzX,Y)+g(X,V;Y).

La propriet i) esprime la tensoriaktdi tipo (1,1) di VX, le proprietl ii) sono
caratteristiche di una derivazione.

La proprie#l #i:) assicura la simmetria della connessione e si enuncia affermando
che€ nullo il campo tensoriale dorsione della connessione sulla vagdet

T(X,Y) :=(VxY -VX) - [X,Y],
dove [X,Y ] &laparentesidiLiE. La propriet iv) esprime I'annullarsi della derivata
covariante del campo dei tensori metrici.
La derivata covariante di un campo vettoridle: M — Ty, secondo un vettore

Xm € Tm(m) & denotata con i simboli equivalenti

Vx. Y =VY[Xu].
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La derivata covariante puessere definita in modo invariante mediante la notevole
formula diKoszuL [11]:

2g(Vx, Y, Z,) = dx (8(Y,2)) + dy (8(Z,X)) — dy (8 (X, Y))+
+ g([X,Y],Z) —g([Y,Z],X) —i—g([Z,X],Y).

Si noti che il primo membro dipende solo dai vettdi ,, Z , € Ty(m) mentre il
calcolo del secondo membro richiede di costruire due campi vettdXigli : M — Ty
estensioni diX ,Z, € Ty(m).

Infatti cid & necessario sia per effettuare le derivate direzionali sia per valutare
le parentesi diLiIE mediante le corrispondenti derivate Idie (vedi Tomo | sezione
1.12.3 (p. 135)) tramite la formula

d .
(X.Y]=£LxY=2] KY.
t=0

dove k, e il flusso del campo vettorialX : M — Ty, definito dall’equazione
differenziale di evoluzione

d
Ze(m) = X(k,(m)),  ky(m)=m.

La derivata covariante di un campo di covetteri: M — L(Ty; R) € definita, in
modo che valga la formula dieiBN1z, dall'identita

(Vx )Y, ] :=dx_(a]Y])—a[Vx_ Y].

La definizionee ben posta poieh’come si dimostrerira breve, il secondo membro
non dipende dalla estensione del vettdfg, € Twy(m) ad un campo vettorial&’ :
M — Ty, anche se separatamente i due addendi a secondo membro dipendono da tale
estensione.

Cio equivale ad affermare che I'espressione a secondo membro definisce un campo
tensoriale due volte covariante 8.

Per stabilire la proprietdi tensorialié’si applica il seguente criterio [8] (vedi Tomo
Zero sezione IV.5 (p. 74)):

Proposizione 1.1. Se un’applicazione multilineare
k volte

ATy x...xTy—R,
e lineare sullo spazic€C™ (M) e cice risulta
Ay, ooy iy, vie) = fA(VL ., VE),
allora esiste un’unico campo tensoriale su M tale cheA = A, dove
Ar(vi...vi)(P) :=TP)V1(p),...,vi(pP)), VpeM,
e I'applicazione multilineare definita puntualmente dal campo tensofiale O
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Proposizione 1.2. Tensorialié’della derivata covariante di una forma lineare. La
derivata covariante di un campo di covettati : M — L(Ty; R) definita da

(mea) [Y,,] :=dx,  («[Y]) _a[VXmY]a

m

€ un campo tensoriale due volte covariante.
Dim. Sia f € C*(M). Allora

dx (@[ [Y])=dx (f(a[Y])=(d,, ) (@[Y])+ fdx (a[Y]),
a[Vx, (fY)]=alldx, Y]+ fa[Vx Y],

per cui sottraendo si ottiene che

dy, (a[fY])—a[Vx (fY)]=fdg (a[Y])-fa[Vx (Y)],
e pertanto il criterio di tensoriaéitdella proposizione 1.4 soddisfatto. O

Ponendoa = do,, nella formula della derivata covariante di una forma lineare si
ottiene I'espressione del campo

B Hessiano della funzioné definito localmente da

Vv b = (Vo) [ Y] = dy, (déy, - Y) —dé, [Vx Y]

m

La proposizione 1.2 assicura che il primo memérm campo di tensori due volte
covariante.

B || campo tensoriale Hessiano @i & simmetrico in quanto (vedi Tomo | sezione
1.12.9 (p. 160)) dalla definizione della parentesidi e dalla propried’di sim-
metria della connessione si ha rispettivamente che

dx,, (do, [Y]) = dy, (do, [X])=do, [X, Y],
d¢p [meY] - d¢p [va X] = d¢p [XvY] :
Si ritrova cosil risultato stabilito nella sezione 1.12.9 (p. 160) del Tomo |.

B Larigidezza tangentdella struttura elastica nella configurazione individuata dal
campo cinematicd, , € C*(B,M). & il campo di tensori simmetricv%(kt,s)
definito da '

Viy (k) := / Viy®o(k,) dug.
B
Ricordando che il potenziale elastieaé&finito dalla composizione

p=poD,
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la formula dell’Hessiano puessere esplicitata applicando localmente le regole di
derivazione a catena e di derivazione parzialei che’

Viy 0p =dxdy (g, 0D, (K, ) = dy_y (9, 0D (k, ) =
= o, (D, (k,,)) - 4D, (k) Y] - dD, (K, ) [ X ]+
+ iy (D (K,,)) - [dxdy Dy (K, ) — dg, y D (K, )] -
Larigidezza tangentpuo pertanto essere decomposta nella somma di due aliquote.

e Larigidezza elastica tangentappresentata dal tensore simmetrico due volte co-
variante

[ #ep(®@yk,) -2, )Y ] - 4D, (k, ) X] dug.
B

¢ Larigidezza tangente geometricappresentata dal tensore simmetrico due volte
covariante

/' doy(D,(k,.)) - [dxdy D, (k) — do, D, (k)] .
B

Quest'ultima aliquota dovuta alla non lineadatgeometrica del modello.

La simmetria della rigidezza elastica tangente segue dalla simmetria della derivata
seconda del funzionalt;‘yp cheée definito sullo spazio linear® . La simmetria della
rigidezza tangente geometrieallora una conseguenza della simmetria dell’Hessiano
della funzioneg,, .

La differenza sostanziale che il calcolo della rigidezza tangente geometrica com-

porta nel caso in cui lo spazio delle configurazienina varied differenziabile risiede
nel termine

a9,k ) [V, Y]

Si noti che questo termine pessere assunto nullo se la vaaidf & uno spazio affine.

In tal caso infatti si ha che la derivata covariante coincide con quella direzionale e che il
vettore Y, , puo essere esteso, in modo canonico, ad un campo vettdriatestante

su M. Ne segue che la derivata direziondlg, Y = dx Y e nulla.
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Limportanza del termined® ,(k, ) [Vx Y] e stata evidenziata per la prima
volta in [14] dall'autore.

La presenza di questo termine ha un duplice benefico effetto:
o fa assumere alla rigidezza tangente geometrica un caratterere tensoriale e

e rende simmetrica la rigidezza tangente geometrica.

Trascurare tale termine, considerando solo la derivata seconda
dXdng(kf,,s) )

costituisce un errore fatale. Infatti I'espressione della rigidezza geometrica cui sigiunge
dipende dalla scelta (arbitraria) dell’estensione del vettore spostamento virtuale locale
dx,, ad un campo vettoriale sMl .

La derivata covariantévy Y che compare nella formula dell’Hessianoopu”
essere calcolata in due modi alternativi.

W La prima procedur basata sulla definizione di una metricaRIEMANN e fa
ricorso alla formula dKoszuL che esprime la derivata covariante in funzione del
tensore metrico.

La parentesi dLIE [X,Y ] che compare nella formula &oszuL pud essere
calcolata come derivata dliie di un campo vettoriale lungo un flusso.

In definitiva il calcolo della rigidezza tangente geometrica richiede
e |'estensione dei vettorX, ,Y = € Ty (m) a campi vettorialiX,Y € Ty,
e il calcolo del flusso del camp&X € Ty,

e il calcolo della derivata dLLiE del campoY € Ty lungo il flusso del campo
X e TM ,

e la definizione, sulla varietM della struttura geometrica locale, di una metrica di
RIEMANN e della relativa connessioneldivi-CIvITA,

e la determinazione della derivata covariante mediante la formWandizuL,

o il calcolo di derivate direzionali prima e seconda della deformazione finita.

m Una seconda proceduraupiiretta si basa sulla definizione della derivata covari-
ante come proiezione ortogonale della derivata direzionalgVing} sul fibrato
tangenteTy; alla variefl M.

Nella sezione seguente entrambe le procedure descritte sono applicate per fornire
I'espressione della rigidezza tangente della trav€1diOSHENKO.
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2. LATRAVE ELASTICA DI TIMOSHENKO

Sirichiamano preliminarmente gli elementi essenziali della trattazione della defor-
mazione finita delle travi dI'tMOSHENKO svolta nel Tomo | alla sezione IV.8 (p. 439).

Come configurazione di riferimento della trave si assuma un intervallo chiuso
B C R in cui varia un'ascissa\ .

In un processo evolutivo in un intervallo di osservazidhe: [¢,.t] le configu-
razioni della trave sono assegnate mediante una famiglia di mappe di posizionamento
x; = {r,,Q,} che ad ogni istante di tempo € I associa una coppia di campi
{r,,Q,} che assegnano ad ogni valore dell'asciss& B C R rispettivamente la
posizione del baricentre, € V(3) e la rotazioneQ, € SO(3) della corrispondente
sezione trasversale della trave.

| valori locali dei parametri cinematici appartengono quindi alla varilfferenzi-
abile prodotto dello spazio lineare delle traslazioriB )/ e della variea differenziabile
delle rotazioni S@3) . In un processo evolutivo il flussocaratterizzato dalla coppia

ko Quts
dove
kt,s (rs) = rs + uts = rt ’ Qt,s Qs = Qt .

Una trave diTIMOSHENKO subisce una@rasformazione rigidanel trasferimento dalla
posizionex, = {r,,Q,} alla posizionex, = {r,,Q,} se la rotazione relativ&),
delle sezioni trasversadi uniforme e le posizioni delle linee d’asse sono tali che

rt = Qt,srs+c7
con c € V(3) campo vettoriale costante. Sussiste il seguente risultato.

Proposizione 2.1. Misure di deformazione. Una trave diTIMOSHENKO subisce una
trasformazione rigida se e solo se si annulla la misura di deformazione finita

6k, Q)

Q(kt,saQtvs) = C(Q )
t,s

dove

o(k,,.Q,,):= Q/ r,—r., scorrimento

CcQ,,):=Q/,Q curvatura

t,s

L'apice ( -)' denota la derivata rispetto all'ascissa curvilinea lungo 'asse della trave
nella configurazione al tempo inizialee 1.
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Dim. In una trasformazione rigida la rotazione relativa delle sezéononiforme e
dunque si hach®’ = O e quindiC(Q,,) = O. Derivando I'espressione

rt:Qt,srs+c7

rispetto all'ascissa curvilineg lungo 'asse della trave nella configurazione al tempo
iniziale s € I siottiene che

r;, = Qf@ r; — 5(kt,s’ Qfs) =0.

Viceversa se®(k, ., Q,,) = {0,0} , la condizioneC(Q, ;) = O assicura che la
rotazione Q, , € uniforme. La condizion&(k,,) = o assicura quindi che, =
Q. 1’ , ed integrando rispetto adl si deduce che vale la relazione

r,=Q, r,+c,
caratteristica di una trasformazione rigida. O

La misura di deformazione introdotta nella proposizione 2.1 soddisfa la condizione
di consistenza (vedi I'osservazione 1.2 (p. 322)).

2.1. Equilibrio elastico

Si consideri un comportamento elastico definito da un potenziale elastico-
zione della deformazione finita (k, ., Q, ;) misurata a partire da una configurazione
naturale x, € C*(B,M).

Cio e lecito in quanto la misura di deformaziofte soddisfa lgproprieta di invari-
anza Se coshonfosse il valore del potenziale elastiealipenderebbe dall'osservatore
galileiano del processo, in contrasto copriincipio di indifferenza materiale

Il legame elastico impone che localmentefinla misura di sforzoS = {F, M}
coniugata alla misura di deformazior® = {4, C} sia il gradiente del potenzialg
e cice che sia

S, =dp, (D).

L'equilibrio del continuo elastico nella configuraziong, € CH(B,M) si puw im-
porre, in termini di campi definiti sulla configurazione di riferimertia mediante la
condizione variazionale

[ o, 02,06, 5x,(0) diy = [ byl 1) - 0x,(B) s +
B B

+/tp(kt75?t) : 5Xt(p) dug,
oB

per ogniéx,(p) € Tu(x,(P)) -
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2.2. Rigidezza tangente

L'analisi dell’equilibrio elastico della trave ditMOSHENKO richiede la lineariz-
zazione della condizione di equilibrio nella configuraziogee C*(3,M).

Per effettuare correttamente la linearizzazienedispensabile tener presente che
i parametri cinematici della trave sono campi con valori su di una eedifferenziabile
chee il prodotto cartesiano {8) x SQ(3) dello spazio lineare degli spostamenti e del
gruppo delle rotazioni ed applicare la teoria sviluppata nella sezione 1.3 (p. 323).

La trattazione che segueriprodotta dall’articolo [14].
Nella configurazione di riferiment@ si considerino i cinematismi
x;(P) € Tmu(x,(P)) s

ox,(p) € Tu(x,(p)) -

Ponendom = yx,(p) si adotti la notazione
X = %,(p) = {ix,Qx} . Yy = 0x,(p) = {01y, Qy} -

e llcampoX, A = {uy, QX} el'incognito incremento cinematico lungo il percorso
di equilibrio.
e llcampo Y, , = {uy, QY} svolge il ruolo di funzione di provaspostamento
virtuale) nella condizione variazionale di equilibrio.
Nel seguito per semplificare la notazione di pd@e= Q,, ek =k, , .
La rigidezza tangente Costituita da due aliquote.
¢ |l tensore simmetrico due volte covariante

/ P (D, (k, Q) - 4D, (k, Q)[Y,,] - dD,(k Q)[ X,y ] dyig,
B

e larigidezza elastica tangente
e |l tensore simmetrico due volte covariante

[ dep(®@,(k.Q) - Vi v, D, Q) dss,
B

e larigidezza tangente geometrica
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2.3. Rigidezza tangente geometrica

Per ottenere un’espressione esplicita defjmlezza tangente geometribégsogna
far ricorso alla formula

Vi o ®,(k,) = dy dy D, (k Q) - dD,(k,Q)[Vx, Y],

che esprime I'Hessiano della deformazione in termini di derivate direzionali.

Bisogna quindi valutare le derivate direzionali prima e seconda della misura di
deformazione.

A tal fine si noti che ogni vettoreQ tangente alla variat’'SQ(3) nel punto
Q pud essere rappresentato corig = W Q dove W e Skw(V(3); V(3)) &
un tensore emisimmetrico. Tale formula fornisce anche una semplice costruzione
dell'estensione di un vettore tangente in un punto di(33Cad un campo vettoriale
su S@3). Lestensione si ottiene infatti semplicemente mantenendo costante il ten-
soreW € Skw(V(3); V(3)).

Derivando I'espressione della deformazione finita

0,k Q) :=

6(&@)' ‘QTr;—r;
cQ | | Qq

si ha che . .
! -/
y I TQ Uy

QLQ +QTQy,

PonendoQY = W, Q siperviene quindi all'espressione

Q7 iy — Wy r))

d®_({k,Q}; {uy, W =
o[k, Q): fity. Wy Q)) | WL

Si valuta quindi la derivata seconds, dy ©p(k7Q) ponendoQX = W4Q in
X = {uy,Qx} - Allorarisulta Q% = —Q"W e si ottengono le espressioni

dQ" (0, — Wy r)[Qx] = Q" [Wx Wy, — (Wi, + Wy )],
dQ"W,Q)[Qx] = QY W,Q+Q'"W, Qx =
=-Q'WxW,Q+Q'W,WyQ =

= QT [-Wy W, + Wy Wy ]Q = QT [Wy, Wy]Q.
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La derivata direzionale seconda della misura di deformazione ha pertanto I'espressione
D, ({k,Q}: {ity, Wy Q}; {x, Wx Q}) =
B Q' [Wx Wy, r,— (Wxu, + Wy 1‘1’X)]
QT [W,, Wx|Q
E’ evidente che la derivata seconda masimmetrica rispetto ad uno scambio dei vettori
X = {ux, Qx} = {ux, Wx Q}, Y, = {uy, QY} ={uy, Wy Q}.
Rimane da calcolare la derivata direziond® ,(k, Q) [Vx,, Y |.

Atal fine & necessario dotare la vage5Q3) di una metrica dRIEMANN e della
conseguente connessiond divi-CrviTa definita dalla formula dKoszuL.

2.3.1. Metrica di Riemann

La metrica naturale su SQ) & quella indotta dalla metrica usuale dello spazio
dei tensori del secondo ordine sy3y, data da

g8(Qx.Qy) =1r(Q} Qy)-
Si noti che ponend®x = Wy Q e Qy = W Q risulta
g(WxQ Wy Q) =tr(WxQ)' Wy Q)=tr(Q" Wy Wy Q) =
=tr(Wi Wy) =g(Wx, Wy).
Si considerino quindi i campi vettoriali su $8 definiti da
X(Q)=WxQ, Y(Q=WyQ, Z(Q)=W;Q.
Nella formula diKoszuL
2g(VxY,Z) = dx (8(Y,Z)) + dy (g(Z, X)) — dg (g (X, Y))+
+e(X,Y],2)-g([Y,2],X) +g([2,X],Y),
i termini del tipo d, (g (X,Y)) sono nulli in quanto il prodotto interno
g(X,Y)=g(Wx, Wy),
e costante su S@). Si ha pertanto che
2g(VxY,Z)= g([X,Y],Z2) -g([Y,Z],X) +g([Z2,X]Y).

Bisogna dunque calcolare le parentesidi del tipo [X,Y].
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2.3.2. Parentesi di Lie

Cio si consegue facendo ricorso alla eguaglianza tra la pareniasi éia derivata
di L1k definita da (vedasi Tomo | proposizione 1.12.6 (p. 137))

d

X, Y] = Y (= —
[ ’ ] ‘CX dt 10

K'Y,

dovek, eilflussogenerato dal campo vettoriddedefinito dall'equazione differenziale
di evoluzione

Essendo

I'equazione differenziale si scrive
k(Q) =Wxk(Q). k(Q=q,
ed ha per soluzione il flusso esponenziale

k,(Q) = exp(Wx 1) Q.

Osservando allora che
dk,(Q) = exp(Wx t), (dk,) '(Q) = exp(—Wxt),

e ricordando chéY (Q) = Wy, Q, la derivata diLIE puo calcolarsi come segue

exp(—Wxt) Wy, exp(Wx t)Q =

t=0

335
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2.3.3. Formula di Koszul per la derivata covariante

Richiamando le espresioni dei campi vettoriali
X(Q)=WxQ, Y(Q=W,Q, Z(Q) =W;Q.
e la proprie&’
g (Wx Q, Wy Q) =g (WX7 Wy) )
si deduce che
g([X,Y],Z) = —g(Wx Wy, W) +g(Wy Wy, Wy)
—g([Y,Z],X) = +g (Wy W, Wy ) — g (W, Wy, Wy)

g([Z2,X]Y) = —g(W; Wx, Wy) +g(Wx W, Wy).

dove per brevisie scritto X invece diX(Q) . La formula diKoszuL fornisce allora
'eguaglianza
2g(VxY,Z) = —2g(Wx Wy, W),

che, essend@ QT = W, si pu riscrivere
g((VxY) QTawz) = 8(Wx Wy, Wy).

Poicté W, & un qualunque vettore emisimmetrico, si deduce che il campo vettoriale
(VxY) Q" & la proiezione ortogonale del campeW Wy, sul sottospazio dei
tensori emisimmetrici. Pertanto si ha che

Vi Y = - emi(Wy Wy) Q = L [Wi Wy ]Q = L[X, Y],

Osservazione 2.1.A questo risultato si pupervenire pirdirettamente calcolando la
derivata covariante su §@) come proiezione ortogonale sul fibrato tangente d{330
della derivata direzionale valutata nello spazio lineat¥ (3) ; V(3)) con il prodotto
interno indotto da quello di ¥8) . Si ponga infatti

X(A) :=Wx A,
Y(B) := W, B,
perogniA,B € L(V(3); V(3)).

Si ha allora che
daY(B) = Wy A.

Dunque

dx@Y(Q) =Wy WxQ.
La proiezione ortogonale sul sottospazio $¥{B); V(3)) Q tangente alla variat”
SQO(3) nel puntoQ fornisce I'espressione della derivata covariante

Vx(@Y(Q) = emi(Wy Wx)Q = —% [(Wx, Wy Q.
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2.3.4. Completamento del calcolo della rigidezza geometrica
Oraé possibile calcolare la derivata direzionat® ,(k, Q) [Vx Y |.
Atal fine si osservi preliminarmente che la derivata direzionale della curvatura in
direzioneQ ¢
dQ"QH[QI=Q"Q+Q" Q.
e che la derivata direzionale dello scorrimento in direziGhe

dQ'r; 1) [Q]=Q"r}.

PonendoQ = VxY = —}[Wy, W, |Q la derivata della curvatura assume la
forma

Q7 Q + Q7 Q = QT [Wy, Wy | @~ 1Q7 [Wy, Wy [ Q+
1 7 p I /
—§Q [WX»WY]Q = _§Q [WX7WY] Q.
e la derivata dello scorrimento diventa
QTI'; = %QT[WX,WY]I';.
In definitiva risulta

Q" [Wx, Wy x|

W,k Q) [VxY] =g | o T
- X0 Y

Allora dalla formula

v;mymmp(km) = dx, dy D,k Q) —dD,(k,Q)[Vx, Y]],

si deduce il risultato finale

1
,s)_ 5

Q' [(Wx Wy + Wy Wy )1, —2(Wy i, + Wy ity )] ‘

che€ evidentemente simmetrico rispetto ad uno scambio dei vettori

Xm = {ﬁX7 Qx} = {uxawx Q}, Ym = {ilY’ QY} = {uY’WY Q}-
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2.4. Forma matriciale della rigidezza tangente

E’ conveniente riscrivere I'espressione della rigidezza in termini dei vettori assiali
associati ai tensori emisimmetrisv 5, € W, esprimendo la misura di deformazione
® in temini di vettori assiali.

A tal fine si richiamino le seguenti formule stabilite nel Tomo I, proposizioni
IV.8.2 (p. 442) e IV.8.3 (p. 442).

axia(Q Wy Q") = Q axialW, VQ e Orth™ |
axial [Wx, Wy | = (axial Wy ) x (axialWy,).

e si ponga
wy = axialWy ,

wy = axialWy, .

2.4.1. Rigidezza tangente elastica

Si consideri la forma vettoriale della misura di deformazione
T ./ /
Q rt - rs

Q= g

conc(Q) : = axial(QT Q).

Tenendo conto che
6k Q) =0 —-Wr, =u+r, xw, ¢(Q) = axial(Q"W'Q) = Q7w

e definendo gli operatori

a [Q 0 . %I r;x
o T dyl’
Q o ol
Si puo scrivere
QT (0, + 1/ x wy)
do,(k, Q) [y, Wy Q] =| ~ ¥ =
Q'wl,

o U, +r) X wy _oreT Uy
Wy, Wy
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e |l tensore simmetrico due volte covariante
Qzll 612
¢k, Q) = d*¢,(0,(k,Q)) = [ :
21 22

rappresenta la rigidezza elastica costitutiva.

La forma bilineare dellaigidezza tangente elastiGssume quindi I'espressione

/ do, (0, (k, Q) - dd(k, Q[ Y, ] - do, (k, Q)[ X, ] dpiy =
B

]:l
Y [ =T
'Q —

B

Wy wx

2.4.2. Rigidezza tangente geometrica

Analogamente per la pargeometricadella rigidezza tangente si ha che

2 —
vaYm Dp (k7 Q) -

Q' [(Wx Wy + Wy, Wy ) r,—2(Wxu, + Wy u’X)]

QT aXIal([WlwiY] + [W’Yvwx])

1 Q" [wx X (Wy X 1)) +wy X (wy X 1)) —wy XUy, —wy x ]
2 Q" (Wy X wy +wl, X wy)
1QT wy X (Wy X 1)) +wy X (wxg X 1)) —wx X0, —wy XUy
=3 /

!/
wxxwY+wY><wX

339
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Il tensore simmetrico due volte covariante

[ dep(0,.Q) - Vi v, 2,(k:Q) .
B

e larigidezza tangente geometricRosto allora
F=QF,, M = axialM, = axial(QM, Q"),
dalla relazione costitutiva
6, ={Fo,M,} = dp,(2,),
si ha che
{F.Mqg} =Qdp,(0,(u,Q)Q", {F,M}=Qdp,(0,(u Q).

Q O _ O O
@::[ ] @:[
0O Q o Q

dove

Si noti ora che
F-(Wxuy)=F-(wx xuy) = (F xwy) uy,
F (W Wyr)=(Wx Wy): (For)=F-[wy x (wy x1))] =
=(Frwy) (r-wx) = (F 1) (wx - wy) =
=[(Far)wx] -wy = (F 1) (wy - wy).

Dunque si po’scrivere

dpy(0,(k, Q) - Vi v, 2,((k, Q) =

1
= F-§[wxx(wyxr;)+wyx(wxxr;)—2 (wxxil’Y—&-wYxil;()}—i—

+M-%[w’x><wY—|—w’Y><wx].
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E quindi
d(pp(bp (k» Q)) ’ vg(mym Dp((kv Q)) =

= [symF e r;)wx] rwy — (F 1) (wx - wy)+
— (Fxwy) uy, + (Fxuy) wy+

—I—%[(wa;()-wY—(wax)-w’Y}.

Per pervenire ad una espressione matriciale del primo membro della condizione
di equilibrio incrementale, si definisca I'operatore differenziale lineare [9]

d
ﬁl (0]
£= i ’
(0] 7 )\I
(0] I
cog'che risulta
.l:.l/
u
£ =|w
w
w

Larigidezza tangente geometriéaquindi espressa da

[ dop(0,.Q) - iy, 0,0, Q) i =
B

. .
uX u

!
_ / 7( _ Ux Uy
=B || |wy| dug=[BL . £ " dpg s
% W Wy % X Y

dove 'operatore simmetrico di rigidezza geometriBae definito da

(0] (0] —Fx
=0 O ~IMix
Fx jMx (For,+r,0F)—(F-r)I
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2.4.3. Rigidezza tangente

Larigidezza tangente in definitiva espressa dalla seguente forma bilineare sim-
metrica

[ Tiexl6 20,0, Q) it =
B

= [ ey (0, Q) Vi, 2p((k, Q) s +
B

4 / P, (0, (k,Q)) - do (k, QY] - o, (k, Q)[ X, ] duy =

u u u
/{%s £ dug + €(k,Q)-QTET| *|.qQrE"| ¥ }dug,
% wx Wy wx Wy
dove
Q O
Q:= ,
o Q
d i
=T [ﬁ]: I‘;X
= J ,
(0] ﬂl_
d
I (0] (0]
e-|B ,
JI (0] I
O (0] —Fx
B=|0 O —1Mx
Fx iMx

sFor,+r,@F) - (F-r)I
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IX — GEOMETRIA delle MASSE

In questo capitolo si presentano gli elementi essenziali detfnetria delle masse
che studia le propriatgeometriche di figure piane su @idéfinito un campo scalare
E: 2 — R dettopeso

La geometria delle masdeae il nome dal caso in cui il camp® : 2 — R & la
densitl di un corpo continuo.

Nella teoria delle travi interessa invece il caso in cui il canipo {2 — R associa
ad ogni punto della sezione trasversale il valore del modulo elastico della corrispondente
fibra longitudinale della trave. Si picos considerare il caso generale in cui ogni fibra
longitudinale della trave tostituita da un diverso materiale elastico.

1. MOMENTI DI UN CAMPO DI PESI

Sia 2 un dominio compatto generalmente regolare del piano gejae,} la
base di un sistema di riferimento cartesiano con origine in O.
Un punto P di {2 e individuato dal raggio vettore di componentiz e y:

r=xe tye,.

Si consideri quindi inf2 un campo scalare integrabilg : 2 — R.
Se V € uno spazio lineare di dimensione finita, si denoti con

L{VF;R} :=L{VxVx..xV;R},
N——————

k volte

lo spazio dei tensork volte covarianti su V, e ci@lo spazio delle formé:—lineari
SUVxVx---xV k-volte. Siponga V : =R e V! :=V.

Sia quindi{a,,...,a,} € V¥ unak—upla di vettori.
m |l prodotto tensorialea, ® --- ® a,, € il tensorek volte covariante definito, per

ogni k—upla {u,,...,u,} € V¥, da

(a1®~--®ak)(ul®-~-®uk) 3:g(a17u1)"'g(ak7uk)-

dove g € Sym(V; V) e il prodotto internoin V.
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Ad uno scalarex € R corrisponde un tensore di ordirie
a*GL{VO;%}:L{%; R},

definito da
o (z) i=ax, VzeR.

Ad un vettorev € V corrisponde un tensore di ordine
vieL{Vl; R} =L{V; R},

definito da
vi(u) :=g(v,u), VueV.

| momentdel campo scalards : 2 — R si definiscono come segue.
¢ |l momento di ording: del campoFE : 2 — R e il tensore

IN(E) e L{VFD v}

definito da
JB(E) ::/E ror®...Qr da.
~—_—
0

k volte
B Se F: 2 — R & il campo dei moduli elastici, si ha che

e per k =0 il momento di ordine0 & 'area elasticaA(FE)
A(E) :=JY(E) :/E(r) da,

0

e per k =1 ilmomento di ordinel & il momento statico elastic8(E)
So(E) :=JV(E) :/E(r)rda,

0

e perk =2 ilmomento diordine2 & il tensore momento d'inerzia elastidg,(£)
Jo(E) :=J¥(F) = /E(r) rorda.
N

Dalla definizione segue immediatamente chg(E) = Jo(E)T e cicé che il tensore
d’inerzia e simmetrico, in quanto tale il campo tensorialas ® r sotto il segno di
integrale.
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Il tensoreJo(E) € inoltre definito positivo. Infatti

Jo(E)n-n=Jg(F)(n®n) :/E(r) (ror)(n®n)da=
Q

:/E(r) (r-n)’da >0, VneS*1)\o.
2
In termini di componenti si ha che

2
HJo(E)] :/E(:Zay) l 2] da.

A Ty Y

Un concetto fondamentale in geometria delle masggello dicentroo baricentra

m |l baricentrodel campo scalardr : 2 — ¥, detto anchecentro dei pesie
definito come il punto del dominid? la cui posizione risulta essere la media
pesata delle posizioni dei punti del dominio. La posiziane del baricentrce’
quindi individuata dalla condizione

/E(r—rG)daL:o7
0

e pertanto dall'espressione
So(E)
Le formule precedenti possono essere immediatamente estese per considerare il
caso di un insieme di domini piani a ciascuno dei quali sia stato attribuioeso

costante. Se una sezioeeostituita dan parti omogenee, ognuna caratterizzata da un
diverso pesaF, , le caratteristiche della sezione sono fornite da

A(E) =X A(E) =2 | E; da,
i=1 i=1
2

So(E) = 22 Soi(E;) = 22 /Ei r; da,
i=1 i=1
2

Jo(E) = Zl']ozt(Ei) = Zl Eir;@r; da.
i= i=

2;

In particolare il caso di sezioni cave @wssere trattato con le formule precedenti
attribuendo un peso negativo alle figure che definiscono leacavit”
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m Ponendo il campo scalarg : 2 — R identicamente pari ad si ottengono le
caratteristiche geometriche della figura piana.

e || momento di ordine) e I'area del dominiof?2

A:ﬂ%”z/dm

2

¢ |l momento di ordinel e il momento statico

e |l momento di ordine2 ¢ il tensore momento d’inerzmtensore diEULER
Jozﬂmn:/r®nm,

ed in notazione matriciale

J, I, ? xy
= | :/ da.
J J s L@y y?

ry Y

e |l centro obaricentro geometrico

= 1 = = —
te =)= 3@y T A
che in componenti cartesiane si scrive

Ta

Ya

[rl =
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1.1. Formule notevoli

Fatta eccezione per alcune semplici figure di forma regolare (rettangolo, cerchio,
triangolo), il calcolo dell’area, del momento statico e del momento d'inerzia di una
figura piana mediante una diretta applicazione delle formule precedenti richiede una
doppia integrazione che si presenta spesso impervia.

Il calcolo delle caratteristiche geometriche di una figura piamegssere estrema-
mente semplificato sostituendo gli integrali di area che appaiono nelle formule prece-
denti con integrali estesi al contorno che delimita la figura in esame. Tale sostitezione °
basata sull'applicazione del teorema della divergenza e scaturisce dalla semplice osser-
vazione che unafigura piaraihivocamente definita dalla conoscenza del suo contorno.
| risultati cui si perviene derivano dall’applicazione di una formula generale, valida cio”
per domini in spazi euclidei di dimensione finita arbitraria.

Sussiste infatti il seguente risultato.

Proposizione 1.1. La formula generale. Sia {2 un dominio in uno spazio vettoriale
di dimensioned (d = 2 nel caso piano;d = 3 nel caso spaziale). Vale allora la
formula notevole

1
/r®r®...®r da:—/(r®r®...®r)nds:
— d+p ) ~—_——
7] p volte an p+1 volte

1

=— [(r'n)rer®...Qr ds,
d+p ( )%/_/
aon

p volte
doven e il versore della normale uscente dalla frontiefd? .

Dim. Si dimostra la formula pep = 2, essendo la dimostrazione del tutto identica
nel casop > 2.
In virtu del teorema della divergenza risulta

/div(r®r®r)da:/(r®r®r)nds.
N

[0
Esprimendo il primo membro in componenti si ha

[/ dv(rer®r) da]_ = /(xixjmk)/k da,
0

v
0

dove il simbolo / denota la derivazione parziale rispetto all'indice successive ed °
sottintesa la sommatoria rispetto agli indici ripetuti.
Applicando la regola di derivazione del prodotto si ottiene

= /(xi/kxjxk + @@, + 2w, da.
j

i
n

divirr®r)da
[ ]
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Denotando cory,, il simbolo di KRONECKER ed osservando che
Ty =0y € Ty, =0y =d,

si ha

v

[/ﬂ div(r®r®r)da]l—(d+2)9/wixjda—(d+2) [/r@rda] ,

iy / y
e quindi in definitiva
1 . 1
/r®rda:— dv(rer®r)da=—— [ (r®r®r)n ds,

d+2 d+2
7} 0 a0

cheé€ la formula cercata pey = 2. O

La formula dimostrata di estremo interesse poileonsente di ridurre I'ordine
di integrazione di una urat”Se 2 &€ un dominio piano, gli integrali al contorno sono
integrali di linea. Applicando la formula al calcolo delle caratteristiche geometriche di
una figura pianad = 2) si ottiene:

e perp = 0 laformula dell’area

e per p =1 laformula del vettore momento statico

SO:/r da:%/(r@r)nds:%/(r-n)rds,

n on o

e per p = 2 laformula del tensore d’'inerzia
1 1
Jo = /r®r da = Z/(r@r@r)nds: Z/(r-n)r@r ds.
n on on

Il calcolo degli integrali di linea risulta particolarmente semplice nel caso di figure
poligonali essendo il loro contorno rettilineo a tratti.
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1.2. Figure poligonali

Si consideri un dominio piand? con frontiera di tipo poligonale definita da
vertici e si supponga che i vertici siano numerati consecutivamente percorrendo la
frontiera 942 in versoantiorario.

Gli integrali di linea che compaiono nelle formule notevoli dedotte in precedenza
sono esprimibili in funzione delle coordinate dei vertici della sezione mediante formule
ricorsive di facile implementazione in un codice di calcolo.

Sia s; I'ascissa curvilinea relativa al lato
1-esimo con origine nel verticadel con-
torno (2 di (2 e sidefinisca una ascissa
adimensionale

=8/,

dove /; denota la lunghezza del lato-
esimo. | vettori che individuano la po-
sizione dei verticii e ¢ + 1, estremi del
lato i—esimo, sonar; er, ;.

Il generico punto sul lata -esimoe individuato dal raggio vettore

r(\) = (1—=X\)r, + A\, 0< A <L i=1,....,n+1,

1

dove deve intendersi,
La normalen, al lato i-esimo, orientata verso I'esterno del domieidefinita da

:I'l.

essenddR il tensore emisimmetrico che ruota dj/2 in senso orario il vettore .

Tale convenzione tonseguenza della scelta operata di numerare i verétixin
verso antiorario. Se i vertici della sezione poligonale sono numerati in verso orario, per
ottenere la normale, orientata verso 'esterno del dominio il tensdRe deve essere
tale da indurre una rotazione del vettareli un angolo pari ar/2 in senso antiorario.
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1.
dove ro = Rr, ,

Gli integrali di linea che compaiono nelle formule notevoli che forniscono
'espressione dell'area, del momento statico e del tensore d’inerzia sono esprimibili
in funzione delle coordinate dei vertici della sezione.

e Area (momento di ordine = 0):

li

1 1 1o
A:—/r-nds:—z r(s,) -n, ds, = —Z/ ], dX,
2 22_:1 i i} i 2 &
on 0
1 n 1 n 1 n
257221/1' n, l, d)\zii;(ri 7)1252 L+1
0

Tale formula per il calcolo dell'area fornisce uno strumento per valutare se I'ordine di
numerazione dei verti@ orario o antiorario. Si assuma infatti, per fissare le idee, che
il vettore r; | := Rr;,, siaruotato dir/2 in senso orario rispetto &, . Allora
la numerazione de| vertig antioraria se I'area fornita dalla formwgositiva, oraria
viceversa.

In un calcolo automatico, per applicare correttamente le formule per il calcolo dei
momenti di ordine> 0, bisogna definire il vettore;, , : = Rr,,, inmodo che l'area
sia positiva.
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e Momento statico (momento di ordine=1):

1 1 ’H

on
]_ n 1
. /[r()\i) n, ] r(\,).d\
3i=1Jo
]_ n 1
= §Z (r; -n)[(1 = A)r, + A\, ]l,dN, =
1=1J0

1 n 1 1
§’Zri~ri+l {ri/o (1= X)dA, +rt+1/ )\id)\,b} =
1
:gg( 1+1)(ri—|—ri+1).
e Momento d’'inerzia (momento di ording = 2):

1 n
Jo= 7 [ emrends =13 [rts) nles) @ x(s)ds, -

1 n 1

Z [ (\,) -, ] r(\) @ r(\)Ld\, =
4.2/01(ri-ni)[(1—>\) EAr ] @ 11— A+ A JLdA, =

1 1 ! 2
1 izzlri T {ri ® ri/o (I=N)d\ + (r; @1, +
1 L,
tr, ® ri)/o AL =A)dA +1, ® ri+1/0 A dAi} =

1 n n ]_
RETY 1(1'7: r) |:r7', Qr; + 5(1'1 Oy +T,, OT) +1,, © ri+1} :
iz
Sinoti che le sommatorie sono estese al numentei lati del poligono e che il prodotto
r()\) - n; € costante su ciascun lato ed uguale an, .
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Per completezza le formule precedenti sono anche riportate in componenti dopo
aver posto:

C = TiYiy1 — Yiligq -

Si ha che

™=
A
O

¢ (z; + xi+1) )

@
3
A

N
I

D= D= N
gk

Sy =z lci (Y + Y1) >
=
1 n
J, = 1 21 ¢ lw + @y + 3,,2,4]
iz
n
J, = 12 21 ¢ Y + Y + YigaYinl s
=

n

1 1
Sy = 19 ; ¢ lzy; + §(miyi+1 + 20 Y) T Yl -

1.3. Cambiamento di riferimento

Nell'assegnare una figura piana poligon#le le coordinate dei vertici sono valu-
tate in un riferimento cartesiano avente un’origine convenientemente fissata. Il tensore
d’inerzia distribuzione dei pesi pertanto valutato in tale riferimento.

Per I'analisi delle propriet geometriche di una figura piamapeo importante
calcolare il tensore d'inerzia in un riferimento cartesiano avente per origine il baricentro.

Affrontando la questione nella sua geneglit”
sia {2 una figura piana ed il raggio vettore
che definisce la posizione del punio della
sezione rispetto all’origine .
Rispetto ad una nuova origir@ il punto
p P della sezione individuato dal vettore

p=r-—rg,

avendo indicato com,, il vettore posizione
dell'origine @ rispetto a quella iniziale) .
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Si analizzino prima le formule di trasformazione delle caratteristiche geometriche
per effetto di un cambiamento dell’'origine e quindi quelle che considerano un nuovo
sistema di riferimento con assi ruotati rispetto a quelli iniziali.

Sostituendo la posizione = r,, + p nelle formule del momento statico e del
momento d’inerzia si perviene attermule di trasportadi HUYGENS 2 -STEINER 2

SO:/rdaZ/(rQ+p)daZArQ+SQ,
0 n

Jo:/r®rda:/(rQ+p)®(rQ+p)da:
Q 0

Seil punto@ coincide con il baricentrd@- della sezione, siha crféQ =Sg=o0
e le formule precedenti si specializzano in

SO:ArG’ JO:JG+A(rG®rG)
Il tensore J 5 & dettotensore centrale d'inerzia
In notazione matriciale le componenti di; sono

2
Jor  Jawy :/ To  Tg¥q da.

3] = 2
TalYa Yo

Jny JGy 0

2 CnrisTiaaN HUYGENS (L’A1a, 1629-1695) Astronomo, fisico e matematico olandese. Dopo
aver frequentato i corsi di retorica e di diritto ad Amsterdam e a Leida, padditarsi agli studi scientifici.
Fu tra i fondatori della meccanica. Introdusse la nozione del momento di inerzia e imdividalore
dell’accelerazione gravitazionale e le sue variazioni in funzione della latitudine. Espose inoltre i principi di
conservazione dell’energia cinetica e della quarditmoto. Interessante anche I'op&a Motu Corporum
ex percussionepubblicata postuma, in cui sviluppa teoria dell’'urto dei corpi elastici e perfezimnl®
termometro. Costnusia un oculare (che porta il suo nome) per i telescopi ancora oggi in uso, che il pi’
potente telescopio allora esistente che gli permise di individuare I'anello di Saturno, di fare osservazioni
astronomiche dei pianeti, della nebulosa di Orione e della superficie lunare, di dimostrare I'assenza di acque
e di atmosfera sulla Luna e 'esistenza di calotte polari su Marte (Systema Saturnium 1659). Notevole anche
il contributo nel campo dell'ottica. La sua opera fondamergaldraité de la lumére(1690), in cui formub
l'ipotesi che la luce avesse una natura ondulatoria, in opposizione alla teoria corpuscalae doN.
In analogia con i fenomeni acustici, immagiohe le onde luminose si propagassero attraverso un mezzo,
chiamato etere. Grazie atele teoriagogitistificare i fenomeni dellarifrazione e della diffrazione. Siinteyess”
della teoria delle probabibté studd'il moto del pendolo (applicandolo alla costruzione di orologi per i quali
invenD anche il bilanciere e la molla a spirale) ed esponendo i risultati raggiunti nel trefaddogium
oscillatorium(1673). HUYGENS intrattenne rapporti di corrispondenza con la conausttientifica toscana
al tempo dellAccademia del Cimentadrali rapporti comportarono I'avvio di una polemica, soprattutto con
V. Viviani, che rivendio'la priorita galileiana della scoperta dell’applicazione del pendolo all’orologio,
presentata come propria invenzione dallo scienziato nel 16431 XIV lo chiano in Francia, ove fu
membro delldAcacemie des Sciencesperfeziow'i suoi studi sulla dinamica dei sistemi rigidi.
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Siconsideri orail caso in cui il cambiamento di riferimento comporti una rotazione
degli assi di un angolax. Siano

Qg Qgy
[al] = ’ [32} = )
Qo Qg9

le componenti dei versori della nuova base nel sistema di riferimento iniziale.

La matrice [Q] rappresentativa del
tensore Q che trasforma la base
ortonormale {e;,e,} nella base

ortonormale {a,,a,} rispetto al

riferimento inizialee

app Qg9
Q] = =
Qgp Q9o
COoSa sina

—sina COS«

Le componenti dei tensori momento statico e momento d’inerzia nel sistema di
riferimento ruotato diQ possono essere valutate considerando le componenti nel rifer-
imento iniziale dei tensori ruotati d)” cioé calcolati considerando i vettori posizione
ruotati in verso opposto. Si perviene cafie espressioni

sg:/QTrda: QT/rda:QTSO,
02

0

Jo- [QreQiri- [QrenQa- Qi
£ £

29 JAKOB STEINER (1796-1863). Nacque a Utzenstorf nel 1796, in Svizzera. Ingparleggere ed
a scrivere all'ed’di 14 anni. Comind a frequentare la scuola solo albedi 18 anni e continu gli studi
universitari prima ad Heidelberg e poi a Berlino, ove insedino alla sua morte. Fu uno dei primi a
pubblicare sulCrRELLE's Journal, il primo giornale dedicato interamente alla matematica fondato nel 1826.
Fu tra i fondatori della moderna geometria proiettiva. Nel trattato di geometria proi8tgstematische
Entwicklungen(1832) introdusse la superficie ora nota come di superfitigNER. Non amava I'algebra
e l'analisi, sostenendo che il calcolo sostituiva ed offuscava il pensiero differentemente dalla geometria che
invece lo stimolava. Ulteriore e non minore risultatd feorema diPONCELET-STEINER in cui Si mostra
che le costruzioni euclidee possono essere effettuate solo con un cerchio ed una squadia Apoife
del 1863 a Berna, in Svizzera.
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L'espressione delle matrigBp]q € [Jolg deitensoriSy e Jg nel riferimento
ruotato hanno pertanto la forma

[Solo = 1QI"[Sol.

Jolg = [QI"TollQl-

2. TENSORE DI INERZIA

Si denati conJ il tensore d’inerzia valutato rispetto ad un polo arbitrariamente
fissato. Le direzioni individuate da una coppia di versere m si diconodirezioni
coniugaterispetto al tensore d'inerzid se risulta

Jn-m=0.
Un vettored si dice un autovettore direzione principale d'inerzialel tensoreJ se
Jd = )\d, d+#o, AeR.

Il moltiplicatore A si dice l'autovalore omomento principale d'inerziassociato
all'autovettored .
Per determinare gli autovalori e gli autovettori si noti che la progiGaratteristica
si pwo riscrivere nella forma
(J-A)d=o.

Il nucleo di J — AI contiene vettori non nulli se e solo se
det(J — A\I) =0.

Il problema pw essere quindi ricondotto al calcolo delle radici dell’equazione
caratteristica diJ
A = AtrJ +detd =0,
dove trtJ = J, + J, e detJ = J,J — J>

vy’

Le radici dell’'equazione caratteristica sono fornite da

\ trJ —4/(trJ)* — 4detJ \ trJ +4/(trJ)? — 4detJ

1 2 2 2

)

e sono entrambe reali e positive, essendo il tendosgmmetrico e definito positivo.
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2.1. Ellisse centrale di inerzia

La conica associata al tensore centrale d’inedzia simmetrico e definito positivo,
e un’ellisse di equazione
detJg

(Jgr)-r= A

Siassuma un riferimentd¢ , n} principale d’'inerzia, e cieun riferimento i cui vettori
di base sono autovettori di; . Denotando cor/, e J, gli autovalori del tensord g
associati agli assi principadi,  , 'equazione dell’ellisse assume la forma canonica

J.J
2 2 YE9n
J§£ +J7/T) - A ’
Oovvero
2 n? 1
%*%ZR
7 3

Introducendo raggi principali d’inerzia

J, J
_ ¢ _ n
re=\a m=Va

I’equazione canonicdiventa

2 2
€+n

ST g,
2
Pe

2
Py

B Se {m,n} € una coppia di versori coniugati rispetto al tensore d'inetki@
{¢,n} sono le coordinate nel sistema di riferimento ad essi associato, si ha che
Je, = ([@m) -n=0.
In tale sistema di riferimento I'equazione dell’ellisse centrale d’inerzia assume
ancora la forma canonica
S

2

— =1
2
pr/ pf

)

dove pg € p, SONO iraggi coniugati d’'inerzia

Cio mostra che gli assi paralleli alle direzioni coniugate e passanti per il centro
dell’ellisse sono assi di simmetria coniugata ciascuno in direzione dell’altro.

Gli assi di simmetria coniugata sono tra loro ortogonali se e solo se sono principali
d’inerzia.
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2.2. Ellisse di Culmann

Il tensore diCurLMANN  di una figura piana il tensore centrale d'inerzia della
figura ruotata dir /2.
Denotando corR il tensore che effettua una rotazionesdi2 si ha che

3= [(Rr) & (Rr) da = [ Rr &R da = RIGR!.
n 9]

Il verso della rotazione ininfluente. Per fissare le idee si assuma comungue che la
figura piana ruoti dir /2 in senso antiorario.
In un riferimento cartesiano antiorario la matrice associata al terRogeallora

data da
0 -1

[R] = Lo

Il tensoreR & dunque isometrico ed emisimmetrico per cui risulta
R'=R'=-R.

Le componenti dis sono legate a quelle di; dalla relazione

J7 _JI‘1
[3¢] = _J’ J“" = [cof Jg] .
Ty T

30 KARL CULMANN (1821-1881). Nacque a Bergzbern in Baviera nel 1821. Figlio di un pastore
protestante, iniz gli studi, con un particolare predilezione per la storia e le lingue classiche, a Metz in
Francia presso la locale scuola d'applicazione dove a quel tempo insegnava anche il noto iniegrere
VicTor PONCELET (1788-1867). A diciassette annilas¢a Francia per entrare al Politecnico di Karlsruhe
in Germania. Ottenuto il titolo d'ingegnere, emta far parte della Compagnia delle Ferrovie Bavaresi ove
si occum soprattutto della costruzione dei ponti ferroviari. Gli ingegi®giNis e PAULI lo scelsero quale
inviato negli Stati Uniti d’America, per studiare e carpire i segreti dei grandi ponti ferroviari nord-americani.
Qui studp tutti i nuovi ponti delle ferrovie statunitensi e conobbe le diverse soluzioni di travature reticolari
adottate dAVHIPPLE a cui si deve teoricamente la pateardlla prima metodologia di calcolo delle travature
reticolari. Tornato in EuropaCuLMANN propose un metodo di calcolo beruptompleto di quello di
WHIPPLE dando rapidamente alla stampa il resoconto del suo viaggio, é@eriBau der holzenbrucken
in den Vereinigten Staten von Nordamerikae tratta le questioni inerenti alla realizzazione dei nodi delle
travature reticolari in legno ed ai procedimenti di calcoldULMANN & passato alla storia come fondatore
della statica grafica, ed in particolare per i metodi di calcolo delle travature reticolari. Le travature reticolari
sono risolte analiticamente e graficamente raggruppando in un solo diagramma i diversi poligoni, ottenendo
cog’una rappresentazione grafica delle sollecitazioni che anticipa il procedimento poi sviluppatocda
CrREMONA. CULMANN confer quindi sistematicd alla soluzione delle reticolari. Ripreso il suo lavoro in
Baviera gli furono offerte due cattedre universitarie, una a Karlsruhe, I'altra al Politecnico di Zurigo.Accett’
la proposta dell'ateneo svizzero; a trentaquattro anni si ott@elare di una prestigiosa cattedra. A Zurigo
divenne consulente speciale per ogni opera ingegneristica di gran congpleéssinendo in contatto con
GaAuss suo nentore per il calcolo matematico. Nel 1880 ottenne la laurea ad honorem in filosofia dalla
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Il cofattore cof A di un tensoreA ¢ il tensore definito dalle condizioni equivalenti

w = axialW = (cofA)w = axial(AW A”),
(COfA) (a x b) = (Aa) x (Ab), VYa,beV.

Esse implicano che
(cof A)T A = (detA)T.

Se detA # 0 quest'ultima condizione equivale alle prime due (vedi Tomo Zero,
sezione I1.2.11 (p. 64)).

La matrice associatécof A] & dettamatrice dei cofattore si ottiene da quella
del tensoreA sostituendo al generico elementquI minore aggiunto e cie’l de-
terminante della matrice quadrata complementareq.gi preso con il segno positivo o
negativo a seconda che la somma degli indi@ j sia pari o dispari.

La relazione tral e J siscrive dunque
3¢ = cofJg.

Si osservi che, se il tensor& & invertibile, il cofattore fornisce una semplice espres-
sione per il tensore inverso
., (cofA)T

~ detA
Si pw ora fornire una caratterizzazione equivalente del tensafeydMANN.

Proposizione 2.1. Tra il tensore diCULMANN J€ ed il tensore centrale d'inerzia
J sussiste la relazione

3¢ = (dets®) 3.
Dim. La simmetria del tensore d'inerzia assicura che= J e dunque che

_, _ cofdg
G detlg’

Osservando che cdf; = J€ eche
C T T T
detJ” =det(RJg R ) = detR detJgdetR' = detJgdet(RR" ) = detJ,

si perviene al risultato. O

Universi@ di Zurigo. Nel 1881 fece un viaggio a Costantinopoli, allora in Romania, doveosiidiipole
della gran moschea di Santa Sofia. Quest'ultimo viaggi@,pgrfu fatale; contrasse una grave malattia che
lo porto alla morte nel dicembre del 1881.
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Nelle applicazioni si fa spesso riferimento all’ellisse QuLMaNN che ha
equazione
C B dety®
r)-r= A

In virtl della relazioneJ© = (detJC) Jél I'equazione dell’ellisse dCULMANN si
puo riscrivere

J

1
J:! =—.
( G r) r A
L'equazione canonica associatdata da
2 2
Pﬂ 77777 . pf p'/
P §

Si noti che l'ellisse diCULMANN si ot-
tiene da quella centrale d’inerzia effet-
tuando una rotazion® di 7/2.

2.3. Antipolarita

A GERGONNE 3! ed aPoNCELET 32 & dovuta la fondazione della geometria
proiettiva e la formulazione dei concetti di polarid antipolar#:

31 JosepH DAz GERGONNE (1771-1859) Nato a Nancy, fu educato al Cetie di Nancy dopo aver
perso il padre a soli dodici anni. Terminato il Gagde fu coinvolto negli eventi che si verificarono durante la
Rivoluzione Francese. Nel 1792 partexgla guerra contro Austria e Prussia, e nel 1794 prese parte ad un
attacco militare contro la Spagna. Nel 1795 fu inviato a Nimes dove all’Ecole Centrale auiznsegnare
matematica trascendentale. Nel 1810 fonuh giornale chiamato ufficialmenfennales de matimatique
pures et appliqgaes meglio conosciuto comAnnales de Gergonnaul quale scrissero illustri matematici
tra cUiPONCELET (1788-1867) e LAME (1795-1870). Nel 1813 scrisse il trattatelethods of synthesis
and analysis in mathematiclel 1816 ottenne la cattedra di astronomia all’UniversitMontpellier della
quale divenne Rettore nel 1830. Durante la sua carrienausatforte influenza da parte del famoso geometra
GASPARD MONGE (1746-1818). In geometria proiettiva introdusse il termine "principio di duedlit”

32 JEAN VICTOR PONCELET (1788-1867) Nato a Metz, fu un allievo dGASPARD MONGE (1746-
1818). Nel 1812 prese parte alla campagna di russis &l OLEONE come ingegnere. Fu fatto prigioniero
ed imprigionato in Russia fino al 1814. Durante la prigionia siugi#ometria proiettiva scrisse il trattato
Applications d'analyse et deégnetrie. Dal 1815 al 1825 fu ingegnere del genio militare a Metz e dal
1825 al 1835 professore di meccanica. Si inteyefigurbine e di ruote idrauliche migliorandone di molto
I'efficienza. APoNCELET sono dovuti due testi fondamentali di geometria proiettividité des propretes
projectives des figuredel 1822 ed il trattat@\pplications d'analyse et decgnetrie apparsi nel 1862 e nel
1864.
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Per introdurre I'argomento si consideri un domirfibdel piano ed un riferimento
cartesiano con origin€® . Si supponga assegnata una retta si denoti cond,, il
versore che definisce una direzioneadie con

n,=Rd,,

un versore ad esso ortogonale. Si consideri quindi un punto dellaaréttdividuato,
rispetto al baricentrai di (2, dal raggio vettorep, . L'equazione parametrica della
retta a puo allora scriversi

| |l centro relativoad a e definito dal centra4 della distribuzione dei momenti
statici di £2 rispetto ada .

Rispetto all'origineO appartenente all'asse, la posizione del centro relativel &
definita dal vettore

/(r -n,)r da /(r®r)na da

7] 0 _ J on,

dove (vedi fig. 2.1):
e r denota il raggio vettore che individua la posizione di un puRtdi {2 rispetto
all'origine O € a,
e Jg e Sy denotano rispettivamente il tensore di inerzia ed il momento statico di
{2 rispetto adO .

Fig. 2.1
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B La corrispondenza tra una rettaed il suo centro relativad € dettaantipolarita.
Il punto A & I'antipolodi a e larettaa € I'antipolaredi A.

¢ Ad ogni retta corrisponde un unico antipolo e, viceversa,
e ad ogni punto corrisponde un’unica retta antipolare.
Per dedurre la formula che determina la posizione dell'antipolo di una retta assegnata
rispetto al baricentra, si denoti conr, la posizione del baricentré: rispetto ad
un’origine O € a . Le formule di trasporto
SC):AAI'G7 JO:JG+A(TG®rg),

sostituite nell'espressione della posiziong, rispetto all'origine O, dell'antipolo A
di a, forniscono

.o Jo+A(r,®rg)n, _ Jgn, Ar,®@r,)n,
A Ar,-n, Arg, -n, Ar, -n,
JGn
= Ar, - il e
G a
Dettop, =r, —r, il raggio vettore del puntol rispetto al baricentrd@x, si ha che
JGna
Pa= Ar,-n,

Quindi, essenda, - n, = —p, - n_, si perviene alla formula (vedi fig. 2.2)

Fig. 2.2



364 2-TENSORE DI INERZIA

Se larettan trasla fino a diventare baricentrica, lo scalpre n, siannulla e pertanto
Ip4ll — oo. Ne segue che il centro relativo ad una retta baricengica punto
improprio del piano.

Viceversa, se la retta trasla verso l'infinito, e dunquep, - n, — oo, si ha che
p, — o. Pertanto il centro relativo alla retta impropgal baricentroG .

Il problema inverso, consistente nel determinare la posizione dell'antipolare di un punto
assegnata fisolto dalla seguente proposizione [6].

Proposizione 2.2. Laretta a antipolare di A ha equazione

1

A

Dim. Rispetto al baricentr@s la posizionep, dell'antipolo A di a € data da

-1
(JG pA) P, = —

JGnu
PA™ " 4p, m,

a

Deve quindi sussistere la condizione
(Ap, '1,)p, = —Jgn,,
che, ponenddM :=Ap, ® p, , Si scrive
M+Jg)n, =o.
Linvertibilit'a del tensore diinerzidg consente diriscrivere la condizione nella forma
(MJE;1 +I)Jgn, =o.

Esiste una soluziongn, | = 1 se e solo se I'operatore che governa il problesma °
singolare e cie’'se

det(MJg +1) =0.

Cio equivale ad imporre che I'equazione caratteristica deII’operMﬂ%l

-1

detMJ5 —wI) =0,

ammetta la radicev = —1. Si osservi quindi che

detMIg' —wI) = w? — wir(MJg) + detMdet(J ),
e che deM = 0 in quanto il rango della diad®1 ¢ pari adl.
Si conclude che I'equazione della retta antipokaferhita dalla condizione lineare
-1

w=tr(MJg)=-1,

che, esplicitando I'espressione M , si scrive

-1 1
(Ap,®p,):Jg =AJg Py P, =-1.

Questeae ' I'equazione implicita che definisce la retiacome luogo dei punti di raggio
vettorep,, . O
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2.3.1. Propriea della corrispondenza tra rette e centri relativi

Sussistono le seguenti corrispondenze.

Fig. 2.3

Proposizione 2.3. Sia a, laretta parallela ada e passante per il baricentré; . Il
prodotto delle distanze orientate di e di A dalla retta a,, € costante e negativo e
quindi la rettaa ed il centro A si trovano da parti opposte rispetto al baricentro (vedi
fig. 2.3).

Dim. Moltiplicando entrambi i membri dell'espressione che fornisce la posizipne
del centroA, relativo ada, per n, siottiene

. JGna ‘n,

(pA : na)(pu : na) = A

Il tensoreJ e definito positivo e dunque il secondo membrmegativo.

Pertantop, e p, hanno proiezioni di segno opposto ay. O

Proposizione 2.4. Sia a, laretta parallela ada e passante per il baricentrGr e sia
b la retta passante per il centrol relativo ad a. Le rettea,, e b, sono diametri
coniugati dell’ellisse diCULMANN.

Dim. Dalla espressione che fornisce la posizigng del centro A relativo ada si
ottiene

-1
J = -—2
G Pa Ap -n

a a
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Moltiplicando scalarmente entrambi i membri dell’'espressionedere ricordando

che
n,=Rd,,
si ha che d
C n, -
J d = ——4¢ 2 —
Py a Apa'na Oa

in quanto l'inverso del tensore centrale d'inerzia coincide, a meno del fattodg; det
detJ© con il tensore dCULMANN. O

Proposizione 2.5. Sia a la retta parallela ada e passante per I'antipolod . I
centro A relativo ad a appartiene alla rettac . Se la rettaa ruota intorno ad un
punto A € a, l'antipolo A si muove lungo I'antipolare: (vedi fig. 2.4).

Dim. Se A € a risulta

Jgn,-n
_-n = n — _ B a a
Pz a Py a Apa'na
e quindi
Jen -n
G
pa'na: s a:p;{'nzﬂ

Ap.-n,

che verifica I'appartenenza del centrb alla rettaa .
Larettaa & pertanto il luogo dei centri relativi al fascio di rette pér O

Fig. 2.4



IX — GEOMETRIA delle MASSE 367

2.4. Il nocciolo di inerzia

Il nocciolo d’inerziadi un dominio piance’il luogo degli antipoli delle rette non
secanti la figura.

e | punti interni del nocciolo costituiscono i centri relativi alle rette del piano, non
secanti il dominio piana? .

e La frontiera del nocciolce il luogo dei centri relativi delle rette tangenti che
inviluppano il dominio piano.

|
T
a
N
\\ ‘
\\‘ B
A Il nocciolo d’inerzia€ una figura convessa.
T Al Ad un punto di cuspide della frontiera del dominio
2 corrisponde un tratto rettilineo della frontiera del
| nocciolo, e viceversa.
|
|
|
|
_ | b
1 K I
Fig. 2.5

Nel caso di figure poligonali il nocciole anch’esso un poligono i cui vertici sono
gli antipoli dei lati della figura poligonale.

2.5. Polarita

La corrispondenza tra una rettaed il suo centro relatived e dettaantipolarita.
poichéé biunivoca e priva di elementi autoconiugati, nel senso che nessunaretta contiene
il proprio antipolo.

Per mostrarlo si osservi che I'appartenenza dell'antipblalla rettaa € espressa

dalla condizione )

-1
J . =——.
( G pA) Py A

cheinforza della definizione positiva del tensdre descrive una conicaimmaginaria.

Per ottenere una conica fondamentale reale si consideri la corrispondenza che
ad ogni rettaa del piano associa ppolo A° simmetrico dell’antipoloA rispetto al
baricentroG (vedi fig. 2.6).
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B La corrispondenza tra e A° & detta ungolarita con centroG . La posizione
delpolo A° & definita da

Fig. 2.6

Procedendo come nella dimostrazione della proposizione 2.2 (p. 364) si perviene
all'espressione della retflaredi A°

] 1
(JG Py) P, = A
La polaria é pertanto dotata di di elementi autoconiugati che descrivono I'ellisse reale

di equazione
-1 1
(JG P pP= A

Si e cos dimostrato il seguente risultato.

Proposizione 2.6. L'insieme delle coppie autoconiugate, costituite da polo e polare,
descrive I'ellisse dCULMANN e le rette ad essa tangenti. O
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3. ESEMPI
Si riportano nel seguito alcuni importanti esempi di applicazione delle formule

precedenti a figure geometriche anche non poligonali.

3.1. La sezione rettangolare

Siaassegnatalasezione rettangolare di dimensioni
(bx h).
| vertici sono individuati dai vettori posizione

)l
o] [l

Fig. 3.1 Sezione rettangolare

Risulta inoltre

W L'area A del rettangole quindi pari a

A—lir r —1(0+bh+bh+0)—bh
_22, d i Tkl T 9 -

B L'espressione del momento stati&y, rispetto all'origine O del sistema di rife-

rimentoée
14 1
So = 6 i;(ri ’ ri+1)(r7: 1),

e nel caso della sezione rettangolare in esame fornisce

e cioé
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m Noti il momento staticoS,, e I'area A, & possibile calcolare il vettore posizione
del baricentroG della sezione rettangolare

_So _ Lbhfb] 1P
ST Twme |l T2l

B Dall'espressione del tensore d'inerzig, rispetto all’origine O del sistema di
riferimento

1 4 1
=1 Z (r; z+1) {ri Qr; + §(ri QT +r,0r)+r,,® ri+1} ;

ed osservando che risultando nullo il prodotto scalazrerf+1 peri = 1,4, i
termini non nulli nella precedente formula sono i seguenti

- b* 0 v’ bh
1= r,¥r, = y, Ty ®ry = R
2 2 0 0 2 3 0 0

b> 0
r3®r2: 5

bk 0
_ 6" bh] [0 bh
1= r, ¥r, = , r,®r, = ,
A VO S N N
[0 0] [0 0]
r,®r, = , r,®r, =
4 3 _bh h2_ 4 4 _0 h2_
si ha
2 20 5 bh B L
b b+7+b 7erh +bh 5
O_— o =
12 bh 12 bh 2h*
— +bh h? bh+ — KP4 p?
2 2 2
¥’ho bh
bh [ 46" 3bh 3 4
3bh  4h? b2 b3

»J;’
“|
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m |l teorema del trasporto fornisce I'espressione del tensore d'indiziael riferi-
mento cartesiano traslato rispetto a quello iniziale ed avente il baricéhttome

origine
Risultando )
I N
2 2 4 4
I‘G ® I‘G = ® = N
h h bh K’
2 2 44
si ha
o= 23 2 4£ b 4 4 _ 1 |
2o N I
4 3 4 4 12

B |l nocciolo centrale di inerzia.
La frontiera del nocciol@ il luogo dei centri relativi alle tangenti che inviluppano
il dominio piano.
Il nocciolo della sezione rettangolageun poligono i cui vertici sono gli antipoli
delle rettea e b che definiscono la figura assegnata.
Dall'espressione

JGna
pA - = Apa . na )
si ha che
pa'na pA
a ! N
|
I
} JGna-na - b
0s 6 % pA_(pA' (l)__ Apa'n,, _6
H-- - h h
6 Jgn, - n h
! G "
b"''b } B ( B b) Apb'nb 6
B
3
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3.2. Il settore circolare

Sia assegnata una sezione avente forma di settore
circolare diraggioR e ampiezza6 , simmetrica
rispetto all'asse orizzontale di versose Si con-
sideri quindi un sistema di riferimento polare di
centroO, raggior ed anomaliaa.. Detto P il
generico punto della frontiera della sezione,sia
il versore della normale uscente .

Nel sistema di riferimento assegnato, |l
punto P é individuato dal raggio vettore e
dall'anomaliac.

Sulla parte curvilinea della frontiera risulta
r=Qn n = Re,

doveR indicailtensore che ruotail generico vettore di un angelim senso antiorario.
Nel sistema prescelto la matrice rappresentativR.dé quindi

cosa —Sina
R= ) .
sinae  cosa

Sia s l'ascissa curvilinea lungo la frontiera della sezione misurata a partire
dall'asse di simmetria.

W L'area A del settore circolare risulta

2 0
A:/da:l/ ronds = 2 ds:i/ da = R0,
0 2 Jon 2 Joo 2 Joy

essendo nullo il prodotto scalare n sui tratti rettilinei della frontiera.
B |l momento staticaS, della sezione vale

1
SO:/rdaz—/ r(r~n)ds:E/ rds =
0 3 Jon 3 Jon

2 3 0
:R— nds:i/ R e da.
3 Jao 3 Jos

Integrando si ha
3
3 0

2sin9]
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W La posizione del baricentr6: & individuata dal raggio vettoreg

So R

r.— -0
G A4 30 0

23in01

e daun’anomalia nulla dovend® appartenere all’asse di simmetria della sezione.

B |l tensore d'inerziaJ della sezione rispetto all'origin€® del sistema di riferi-
mento assegnato risulta

1
JO:/r®r da:—/ (r-n)(r@r)ds:E rerds =
0 4 Joo 4 Joo

3 4 0
:E/ Rn®Rnd5:£/ n®nd5:R—/ Re ® Reda
4 Joo 4 Jao 4 )y

Poickg

COS«

Re®Re:l &

cosa 1 l cos’a  cosasina 1

sina sina sinacosa  cos’a

I'espressione del tensotk, diventa

R

6 + sinf cosf 0
0 0 — sinfcosd |

Iltensore d'inerziaJ 5 della sezione rispetto al baricentto puo essere valutato
utilizzando il teorema del trasporto

JG:Jo—ArG®PG.

In particolare, poichTisulta

or [sing] 9p [sind]  4R2 [sin’0 o
re ro = — - -
G=76™ 30 0 30 0 96° 0 0
siha )
. 16sin“6
R* | 0+ sindcosy — 105N 0

0 6 — sind cosd
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3.3. La sezione circolare

Una sezione circolare pugssere riguardata come un particolare settore circolare
di ampiezza2r . Pertanto le espressioni che forniscono I'aréail momento statico
So eiltensore d'inerzial 5 della sezione circolare possono essere derivate da quelle
determinate nel paragrafo precedente ponehdor .
Si ritrova cosT'espressione ben nota dell’area di un cerchio
A=nR.

Assumendo I'origine del sistema di riferimento coincidente con il baricentro si ha

el

Il tensore d'inerzial 5 vale invece
10
0 1]

R4
Jo=Ja= 7 —
o] G m 4

3.4. La corona circolare

Siano R, e R, il raggio esterno e quello in-
terno di una sezione a forma di corona circo-
lare. Le caratteristiche geometriche di una
sezione siffata possono essere valutate cal-
colando quelle relative alla sezione circolare
diraggio R, e sottraendo da esse quelle rela-
tive alla sezione circolare diraggi®, Risulta
quindi

ool el

Le espressioni che forniscono l'areh e il tensore d'inerzial 5 sono

10
0 1|

A=n(R'~R))

R'- R
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X —IL SOLIDO TRAVE

1. PROBLEMA di SAINT-VENANT

Si definiscerave diSAINT VENANT Un corpo continuo elastico lineare, isotropo
ed omogeneo avente la forma di un prisma retto di lungh&zzallecitato sulle basi
terminali da due sistemi di forze che nel complesso costituiscono un sistema statica-
mente equivalente a zero. Il mantello laterale della texgearico e le forze di massa
sono assunte nulle.

Il problema dell'equilibrio elastico cogosto€ noto comeproblema diSAINT
VENANT %3 dal nome di colui che per primo ne foraha soluzione rigorosa dando un
contributo fondamentale alla Teoria dell'Elasticéd alla Scienza delle Costruzioni.

ADHEMAR JEAN-CLAUDE BARRE, conte diSAINT VENANT, ingegnere
civile e professore di meccanica all’'Ecole de Ponts et Giesissottopose la sua
memoriaDe la torsion des prismeall’Accademia delle Scienze di Parigi il 13
giugno 1853.

SAINT VENANT non era membro dell’Accademia (lo sarebbe divenuto solo
nel 1868) e quindi, com’era prassi, venne nominata una commissione di quattro
Soci che doveva esaminare la memoria e giudicarne la pubblieatiiitvolumi
della Accademia.

La commissione, composta deucusTIN Lours CAaucHY (Presidente),
JEAN VICTOR PONCELET, GUILLAME PIOBERT € GABRIEL LAME (Rela-
tore). emise il giudizio, altamente elogiativo, nel dicembre del 1858 offre
un nouvel example de ce que peut faire la scienceahngtre, unie a celle de
l'ingénieur..” (vedasi la nota dGAETANO FICHERA [19]).

33 ApHEMAR JEAN CLAUDE BARRE DE SAINT-VENANT (1797-1886). Allievo della ECOLE
POLYTECHNIQUE, professore di matematica e di meccanica BIfOLE DES PONTS ET CHAUSSEES
succedendo & orioLis. Porb contributi importanti alla meccanica, all'elastaitall'idrostatica ed
allidrodinamica. Nel 1843 formul correttamente le equazioni che reggono il flusso di un fluido viscoso
incomprimibile, dedotte in precedenza Navier sulla base della teoria molecolare. Le stesse equazioni
furono poi formulate indipendentemente $faokes nel 1845. Nel 1883 (all'etdi 86 anni) tradusse con
FramanT il lavoro sull’elasticiet di CLEBsH dal tedesco in francese. La traduzione, dal titbleorie
de I'elastici® des corps solidegonteneva tante note 8iaINT-VENANT che il testo originale fu piche
raddoppiato.
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1.1. Principio di Saint Venant

La soluzione fornita dabAINT VENANT riguarda particolari campi di tensioni
agenti sulle basi dellatrave. Essa sembrerebbe pertanto diinteresse limitato e comunque
non utile per le applicazioni.

La possibilil di dare validid'generale a tale soluzione, anche se in senso approssi-
mato, ma comunque del tutto soddisfacente per le applicadaloyuta anch’essa al
genio diSAINT VENANT [1].

Egli infatti formulo il seguente principio:

Sistemi di forze staticamente equivalenti agenti sulle
basi della trave, producono gli stessi effetti su tutta la Principio di

lunghezzadellatrave, ad eccezione di zone di estensioNSAINT VENANT
limitata in prossimié delle basi

Tale principio diindifferenzaconsente di valutare lo stato tensionale di una trave
avendo come dati le sole caratteristiche statiche dei sistemi di forze agenti sulle basi.

La precisaformulazione matematica e la dimostrazione di tale principio hanno cos-
tituito uno dei problemi pi suggestivi della Meccanica e della Scienza delle Costruzioni.

Contributi importanti alla discussione sono stati portati in particolafega.po
ZANABONI [10] (1937) e daRICHARD VON MISES [12] (1945).

Solo recentemente un soddisfacente approccio al probkemsi@td fornito da
RicaArD ToupiN che in [14] (1975) ha dimostrato il seguente teorema.

Proposizione 1.1. Teorema di Toupin. Sia C(—L, L) un solido trave di forma

cilindrica e dilunghezz& L. Sidenoti conC(a, b) il cilindro compreso tra le ascisse
aebcon—-L<ab<lL esia

[QuD:D+)\(trD)2 dz,

I'energia di deformazione elastica nel tratto di trave compreso tra I'estr@diiascissa
—L e la sezione trasversale di ascissa Allora, se la base-L & scarica, si ha

i <o (-5)

dove vy, e v sono costanti che dipendono dalla geometria della trave e dalla natura
elastica del materiale. O
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Il risultato di TouPIN mostra che I'energia elastica decade in modo esponenziale
guando ci si allontani dalla base caricata. Il teorem@&duPIN € stato modificato da
FicHERA [18] (1977) per pervenire al seguente risultato definitivo.

Proposizione 1.2. Teorema del principio di SainVenant. Si consideri un solido trave
C(L) = C(—L, L) diforma cilindrica e di lunghezz& L e sia

1
U(z) = 5/{2;@ : D+A(trD)2} dz,
C(2)
I'energia di deformazione elastica nel tratto di trave compreso tra le sezioni trasversali
di ascissa—z e z. Allora, fissatop con 0 < p < L siha, per0 < z < L — p, che

U(z) z+p—1L
v = exp( () )

dovey(p)? = (6 A+ 8 u)/w(p) essendau(p) & la pii piccola frequenza propria delle
vibrazioni libere del cilindroC(p/2) . O

1.2. Ipotesi sullo stato tensionale

B Notazione Nel seguito si denotarcon o il tensore dello stato tensionale e con
con £ quello dello stato deformativo. €iih quanto nella teoria della trave le
lettere T e D sono tradizionalmente riservate ad altre grandezze.

Rinunciando ad affrontare il problema dell'integrazione generale delle equazioni
dell’equilibrio elastico per la trave AINT VENANT, si descriveranno nel seguito

le proprietl generali dello stato tensionale alaiNT VENANT analizzando quindi
separatamente i diversi tipi di sollecitazione sulle basi. Per alcuni di essi (Flessione
e Sforzo Normale, Torsione) safornita la soluzione esatta e per altri (Taglio) solo
soluzioni approssimate dipimmediato interesse applicativo.

La soluzione del problema della trave fornita@eeBsch ** e daSAINT VENANT
si basa sull'idea di considerare la trave come un insieme di fibre longitudinali che si
trasmettono solo interazioni tangenziali [3].

34 RuboLr FRIEDRICH ALFRED CLEBSCH (1833-1972). Allievo di FRANZ NEUMANN (1798-
1895) e diLupwic OTTO HESSE (1811-1874) alla scuola di matematica dell'University di Kénigsberg
fondata daJacoBl. | suoi contributi alla teoria dell’elasticitSono contenuti nel lavoitheorie der Elastizitat
fester Korperdel 1862. Gli interessi dCLEBSCH si spostarono poi verso il calcolo delle variazioni, le
equazioni alle derivate parziali e le funzioni NieLs HENRIK ABEL (1802-1829). Nel 1863 fond’

a Giessen la scuola di geometria algebrica BowL. ALBERT GORDAN (1837-1912), BRILL, MAX
NOETHER, LINDEMANN e LUEROTH. Nel 1868 a @ttingen conCARL GOTTFRIED NEUMANN (1832-
1925), figlio di FRANZ ERNST NEUMANN (1798-1895), fondo la rivistaMathematische Annalen
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Cio equivale a supporre nulle le tensioni normali sulle giaciture parallebesa#’
della traveche€ il luogo dei centri geometrici delle sezioni rette.

Per mostrare le implicazioni di questa ipotesi sullo stato tensionale, si consideri
un riferimento ortonormald O, i, j, k} con il versorek parallelo al’asse della trave.

Le intersezioni tra il prisma ed i piani ortogonali alle generatrici del prisma si
dicono lesezioni trasversald sezioni rettedella trave.

Fig. 1.1

Sia x € V un generico vettore posizione di componenti y, z cos che
x=zit+yj+zk.

Il proiettore ortogonale sull’asse della tragefornito dal prodotto tensorialk ® k

definito da
kokx=(k-x)k, VxeV,

ed il proiettore ortogonal@I sul piano della sezione trasversale °
Mx=[I-(kok)|x=x—(k-x)k, VxeV.

Con un piccolo abuso di notazione nel seguito si denoteranno con lo stesso simbolo i
seguenti due vettori:
e il vettore dello spazio tridimensionale

r=x—(k-x)k=r=zi+yj+0k,

proiezione ortogonale del vettose € V sul piano trasversale,
e il vettore r = xi + yj del piano trasversale considerato come spazio bidimen-
sionale.

Si scriver dunque
r=zi+yj+0k=2xi+yj,

x=r+zk.

Sia n il versore della normale ad una giacitura parallella acos’che

n-k=0.
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Lipotesi di interazione puramente tangenziale tra le fibre longitudinali della trave
richiede che

(on)-n=20 VneV :n k=0,

che in termini di componenti si scrive

2 2
anamnm—l—ayny—i—27jwnmny =0,

perognin,_ e n, .

Tale condizione 'soddisfatta se e solo se risulta

c =0 =1 =0. Componenti nulle
’ dello stato tensionale

La matrice rappresentativa dello stato tensionale in ogni punto della trave ha dunque la
forma

o 0 7,
[e]=1] 0 0 Tye
Tow sz g,

Per semplificare le notazioni si denaeron o = o, la tensione normale sulla
sezione trasversale, e can il vettore tensione tangenziale di componentie 7, .
Dunque

T=T1i+7j=7,i+7,j+0k.

Con 7 invece si indicheaa’il modulo della tensione tangenziale:

r=lrl= /7.

La matrice dello stato tensionale nel riferimento ortonorm@®® i, j, k} si scrivea
pertanto

0 0 T,
[c]=1]0 0 7,1,
T T o

ed in notazione tensoriale

oc=ck®k+2symk®T).
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Gli invarianti del tensorer sono

I =tro=o0,

L= [(ro) —tr(e})] = —(r2 +72) = =%,

z y

1
2
I, = deto = 0.

L'espressione dil, sideduce osservando che

2
T T, Ty T, O
21 _ 2
[o’ ]_ Ty T T 7,0 ,
2 2 2
T, 0 7,0 Tm—‘rTy—f—O'

cog'che: tro? = 2(r? +72) + 0.

Ricordando che il determinanggpari al prodotto degli autovalori associati ad una
terna principale ortonormale, I'annullarsi del determinante assicura che almeno uno di
tali autovalorie nullo. Dunque

e Lo stato tensionale alldAINT VENANT € unostato piano di tensionell piano
delle tensionir ha per normale la direzione principale con autovalore nullo.

L'espressione della tensione agente sulla generica giacitura di normale

on=[ck®k+2symk®7)n=
=ok -n)k+(k-n)7T+(t:n)k,

mostra che essa combinazione lineare df e di k. Dunque il pianor delle
tensionie in ogni punto individuato dal versode parallelo all'asse della trave e
dalla tensione tangenziate agente sulla sezione retta. Se in un punto la tensione
tangenzialer € nulla, lo stato tensionakeivi monoassiale con asde.

~LLp
X 110 Piano delle
) tensioni
udl y

Fig. 1.2
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Ecco un quadro riassuntivo di quanto illustrato finora.

IPOTESI della TEORIA di SAINT VENANT

B geometriche:

il solido ha la forma dprisma rettq

W sul materiale:

il materialee elastico lineargomogenee isotropg

W sulle tensioni:
o,=0,=7,, =0

lo stato tensional& piano.
Il piano delle tensioneindividuato in ogni punto dal versork dell'asse
della trave e dal vettore tensione tangenziale

MW sui carichi:
p=on=o mantello laterale scarico,
p=ock sulle basi,
b= —divoe = o forze di massa nulle.

1.2.1. Direzioni principali

Le tensioni principali possono essere facilmente calcolate ppedsendo lo stato
tensionale piano, almeno una nulla di esswilla e quindi la determinazione delle altre
richiede di trovare gli zeri di un polinomio di secondo grado.

Assumendo che I'asse dellesia parallelo allar nel punto in esame, 'equazione
secolare

—0, 0 0
det(c —o,I)=det| 0 -0, T = -0, [—op (0—0,)— 7'2} =0,
0 T oc—o0

fornisce le tensioni principali
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Allo stesso risultato si pupervenire tracciando il cerchio dioHR relativo al fascio
di giaciture con sostegno ortogonale al piano delle tensioni (vedi fig. 1.3).

Tnm

On
-T

o
a |02, 12
2 gt

L
7 7

N

Fig. 1.3

La tensione sulla giacitura di normale ha componenti seconddoHR pari a

{o,7}.

e La tensione sulla giacitura ortogonale, avente normale parallelataa compo-
nenti seconddIoHRr paria {0, —7} .

Allora il centro del cerchio ha nel piano 8ioHRr ascissa pari @ /2 ed il raggio e le
intersezioni con I'asse delle sono pari a

1.3. Condizioni di equilibrio

B Essendo peripotesi nulle le forze di massa la condizione differenziale di equilibrio

b = —dive = o impone che
8TT — ; aTU — 0’
0z 0z
or, 07y 0o

ox Oy EZO’
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ed in notazione vettoriale

7 =o,
dvr =—¢.
N - Co , Oo , Ot
Si noti che per semplificare le notazioniespostos’ = 5 et = 5
z

e La condizioner’ = o sitraduce nella propriat

385

Il campo delle tensioni tangenziali si ripete identicamente su ogni sezione retta

della trave.

e La condizione divr = —¢’ consente di valutare la divergenza del campo delle

7 in funzione del gradiente’ delle tensioni normal .
Derivando quindi I'espressione div= —o¢’ rispetto az si deduce che

o'+ (divr) =" + divr' =0.

Dunque, essende’ = o, deve risultares” = 0. Pertanto si deduce che

Le tensioni normali variano con legge affine lungo I'asse della trave.

B Le condizioni di equilibrio sulla superficie laterale della trgve= o n = o, che
per ipotesie’ scarica impongono poi che

T n=0 < Txnw+7'yny:0.

Nei punti del contorno delle sezioni rette le tensioni tangenztaBono dunque

tangenti alla linea di contorno, come mostrato in fig. 1.4.

Andamento delle
tensioni tangenziali
sul contorno

Fig. 1.4
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La condizione di tangenza al contornaopariche esprimersi affermando che
e La sezione retta un tubo di flusso per le tensioni tangenziali.

B Le condizionidiequilibrio sulle basi di normakee —k si scrivono rispettivamente

pP= 0k7 P = _Uk>
e cicé, in componenti

b, =7, p,=—T7,
Base di Base di
normale k p,=T7, normale — k p,=-T,
(z=1) (2=0)
pz =0 pz = —0

1.4. Caratteristiche della sollecitazione

Sia O l'origine di un riferimento er il relativo raggio vettore che individua i
punti del piano di una sezione trasversale della trave.

B |l risultante delle sollecitazioni agenti su di una sezione trasversale di normale
uscentek e il vettore

R

f/a(r)k da=Nk+T.
A

e La componente scalar® lungo I'asse della trave lo sforzo normale

N :/(a(r) k-k) da z/a(r) da. Sforzo normale
A A

Se N e positivo lo sforzo normale ditrazione altrimentie dicompressione

e La componente vettorial@ del risultante sul piano della sezione trasversdte °
sforzo di taglio

Sforzo di taglio
A

T=[[o(r)k—o(r)k| da :/T(r) da,
A
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ed in componenti

T :/T () da, T :/T (r) da Componenti dello
Y sforzo di taglio
A

B || vettore assiale del momento risultante rispetto ad un polo O vale

MO:/I‘XO'k da:Mtk+Mf,
A

dove il simbolo x denota il prodotto vettoriale.
e La componente scalarg/, lungo l'asse della trave il momento torcente

M, :/(r x 7(r)) -k da Z/(k xr)-7(r) da. Momento torcente
A A

ovvero

M, :/[Ty(r)x —7,(r)y] da.
A

e La componente vettorial®1, sul piano della sezione trasversalél momento
flettente

Mf:/rxkada7
A

Momento flettente

ed in termini di componenti

M :/yg(r) da, M = _/xg(r) da. Componenti del
Y ) momento flettente
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1.5. Relazioni costitutive

Si consideri il legame elastico isotropo lineare
1 v 1+v v
= — — — (tr I = — — (tr I .
€ 5C o T (tro) i o I3 (tro)

sostituendo I'espresione dello stato tensionale®ABNT VENANT

oc=ckek+2symkeT),
e notando che # = o, si deduce la relazione

1
e = ;5” ockok+2symk® 7) —%UI:

1 1
= Ea(k@k—yl‘[)+asym(k®7),

dove Il = I — k ® k e il proiettore ortogonale sul piano della sezione trasversale.

Il tensore di deformazione & quindi somma di una componente assiale e di una
trasversale:

1
€ :Eak®k:5ak®k,

a
1
& =G symk® 1) — %al‘[z symk ®~) +¢,II.
dove sie posto

1 1
€, = =0, €, =—VE,, T=GT-

Si decomponga ora il campo di spostamenti nella somma della componente assiale
e della componente trasversale
u=wk+v con v-k=0,

Allora, se il campo di deformazione & congruente con il campo di spostamenti
u=wk+ v, sihache

{ oc=Fe,=Eu,

!

g, =—VE, = —VW,

ed essenda” = 0, ne segue che

E//:w///207

a

el=—vuw" =0, _ o_g
1

’7/: _T/:O7
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Si pw quindi affermare che

e |l campo ¢ di dilatazioni elastiche delle fibre longitudinali alsaiNT
VENANT Se€ congruente varia con legge affine lungo I'asse della trave.

1.6. Programma della trattazione

Nel seguito si espone la trattazione del problema dell’equilibrio elastico di una
trave soggetta a

e sforzo normale flessionetorsione taglio.

B |l problema della torsione trattato in completa generaliinalizzando sia il caso
semplice delle sezioni circolari ed a corona circolare che quello complesso delle
sezioni non circolari che richiedono la soluzione di problemi al contorno per
I'operatore dILAPLACE.

B Nel caso di trave soggetta a taglio viene svolta la teoria approssimata di Jourawski
che, pur basata su sole considerazioni di equilibrio, fornisce una valutazione delle
tensioni tangenziali spesso adeguata ai fini applicativi.

B E’ infine illustrata la teoria delle travi con parete sottile in presenza di taglio e
torsione eck’introdotto il problema della torsione non uniforme.

2. SFORZO NORMALE E FLESSIONE

Si consideri il caso in cui le sollecitazioni sulle basi della trave siano equivalenti
ad uno sforzo normalév e ad un momento erttean .

La soluzione del problema dell’equilibrio elastiesuggerita dalle seguenti ipotesi
sullo stato tensionale e deformativo della trave:

e La tensione sulle sezioni rette trasversalpuramente normale, si assume
cioé che il tensore dello stato tensionale sia monoassiale con asse parallelo
all'asse geometrick della trave:

oc=ck®k.

e Le sezioni rette trasversali rimangono piane a deformazione avvenuta.
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-M £
'\
b \
1
ALY .Lf ,,,,,,,,,,,,, - Nk Trave soggetta
[ ) a sforzo normale
& e flessione

Fig. 2.1

Tale ultima congettura va sotto il nome di
e principio di conservazione delle sezioni piane

Il principio di conservazione delle sezioni piane equivale ad assumere che il diagramma
della dilatazione= delle fibre longitudinali sia lineare, in ogni sezione retta.

Lo stato di deformazione friassiale con un dilatazione principale semplice asso-
ciata alla direzione dell'asse della trave ed un dilatazione principale doppia associata
alla giacitura trasversale.

Le ipotesi consentono di determinare in modo univoco lo stato tensionale e defor-
mativo in unatrave soggetta a sforzo normale e flessione, anche in assenza di ormogeneit”
dei moduli di elastici diYouna delle fibre longitudinali del materiale.

Nel seguito si considera pertanto il caso generale in cui le singole fibre della

trave sono costituite da materiali elastici diversi, caso questo di grande rilevanza nelle
applicazioni.

¢ Ad ogni fibra compete dunque un valore del modul&diung.
Il rapporto diPo1sson & assunto invece eguale per tutte le fibre.

Come vedremo nella sezione 2.7 (p. 406) questa ultima ipetesssenziale
affinché lo stato di deformazione sia congruente.

Nellateoria tecnica della travsi assume che le ipotesi statico-cinematiche poste
alla base della trattazione della flessione siano valide anche in presenza di alasticit’
non omogenea. A tale impostazione si fa ricorso nella pratica tecnica nei casi in cui la
soluzione esatta namdisponibile.

In tale caso i risultati, per essere attendibili, devono essere confortati da confronti
sperimentali.



X —IL SOLIDO TRAVE 391

2.1. Equilibrio elastico

Invirtl dell'assenzaditensioni tangenziali, la condizione differenziale d’equilibrio
in direzionek impone che il diagramma delle tensioni normalsi ripeta identicamente
in ogni sezione retta:

T=o0, divr=-0¢ = o =0.
La lineari@ del diagramma delle dilataziogi si esprime scrivendo
e(r)=g-r+e,,
ovvero in termini di componenti
e(@,y) =g,z +g,y+e,,
essendg, e g, le componenti del gradientg della dilatazione.

e La costantee, € la dilatazione della fibra passante per I'origine del riferimento
e quindi anche delle fibre passanti per i punti dell'asse passante per I'origine ed
ortogonale al gradientg .

¢ |l modulo del gradientgg misura la pendenza del diagramma delle dilatazioni.

¢ |l piano che contiene 'asse della trave deformaiapiano di flessione la
traccia sulla sezione rettal"asse di flessiong , parallelo al gradientes .

o |l piano, parallelo all'asse della trave, su cui sono nulle le dilatazioni lineari
€, e quindi anche le tensioni normati, € il piano neutroe la traccia sulla
sezione rett@ I'asse neutran della flessione.

\ n
\ n/*/

X 0_— o(r)=E &()

n ~ A== !
n_..——
n = :
dmax \
\GW:Eanax
y 0,=E ¢,




392 2-SFORZO NORMALE E FLESSIONE

Il gradienteg della dilatazione ‘ortogonale all’asse neutro, diretto dalla parte
delle dilatazioni crescenti e di modulo

(E'NL(IZL' — €())

lell=

max

La rettan* € la parallela all'asse neutro per l'origin@ e d e la distanza dalla

max

rettan* dei punti della sezione nei quali si attinge la massima dilatazione.
Le tensioni normali sulle sezioni rette sono fornite dal legame elastico:

o(r) = E(r)e(r) = E(r) (g r+¢,) = E(,9) (9,7 + 9,y +&,)

| valori di g ed e, vengono calcolati imponendo le condizioni di equilibrio alla
traslazione lungo I'asse della trave ed alla rotazione rispetto al@olo

N:/U(r) da
A

Mf:/rxa(r)kda — kxM; :/a(r)rda,
A A

Condizioni di
equilibrio

Le condizioni di equilibrio impongono che la risultante ed il momento risultante rispetto
ad O della distribuzione delle tensioni normali su ogni sezione trasversale siano
rispettivamente uguali &N ed aM Iy

Esprimendo le tensioni normadi in termini delle dilatazioni mediante il legame elas-
tico, si ha che

N

L

a(r)da:([Erda)-g—i—(ZEda) €,,
kxM, = ra(r)da</Er®rda>g+</Erda> £€,-

A A A

I momenti di ordine0, 1,2 della distribuzione dei moduli elastici sono dati da
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A(E) :/E da Area elastica (momento di ordine))
A

So(E) :/ Erda Momento statico elastico (momento di ordinel )
A

Jo(E) :/ Er®rda Momento d'inerzia elastico (momento di ordine2)

le cui componenti sono

S.(E) z/Ex da S,(E)=[ Eyda
A

J(E) :/EdeA J,(E) :/Ey2 da J,,(E) :/E:vy da.
A

Le condizioni di equilibrio si scrivono quindi

N =584(E) -g+A(E)e,,

kxM;=J,(E)g+Sy(E)e,.

Si osservi che

disposto lungok .

¢ |l prodotto vettoriale dik perun vettorea ad esso ortogonale, e eiparallelo
ai piani delle sezioni, fornisce il vettorle x a ortogonale all'asse della trave
e ruotato rispetto ad di /2 in senso antiorario secondo un osservatg

Tale considerazione si pudunque applicare al vettore momento ertteM(? ed

al vettore posizione: nel piano della sezione.

Si denoti quindi conR . il tensore che effettua la rotazione antiorariandi2 nel
piano della sezione retta. La matrice ad esso associata rispetto alléibgsé:

393
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Consideranddk x M, ekxr quali vettori bidimensionali appartenenti al piano
della sezione retta, si pwscrivere:

kxr=Rr, kfo:RMf,
In termini di componenti si ha dunque:

[kfo}:[RMf}:‘_J\fy [k xr] = [Rr] = ;y.
.
[ O Ik (6]
? K x
i J ///’ Mf ’ %
% “; k x Mg k x Mg ;
y vY

Fig. 2.2

Le condizioni di equilibrio si scrivono quindi in termini di componenti
N = g.’t SE(E) + gy Sy(E) + E(JA(E) )

—My =9, JT(E) + gy J (E) + & ST(E) ’

Y

M,=g,J,,(E)+g,J,(E)+e,S,(E),
ovvero in termini matriciali

AE)  S,(E)  S(E)Vle,| | N
S, E) T (E)  J(E) 11y, M,

La matrice dei coefficiente la matrice diGram dei monomi scalari indipendenti
1,2,y rispetto al prodotto interno irC?(£2)

A(E) S,.(E) S, (E) 1 =z Yy
S, (E) J (E) J‘,L,y(E) = / El|lxz 2 zy| da,
S,(E)  J,(E)  J/(E) “ y wy Y

La matrice diGrRAM € simmetrica e definita positiva e quindi il sistema lineare ammette
un’unica soluzione per ogni termine noto.
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W |l centro elastica baricentro elasticaG della sezione della traweper definizione
il punto che ha per posizione la media ponderale delle posizioni pesate con il mo-
dulo elastico delle fibre longitudinali. Il baricentro elastepertanto individuato

dal vettore
. _ So(B)
“APE)
di componenti
¢ AL’ “AE)

La soluzione del sistema lineare si conduaegnnvenientemente assumendo 'origine
del riferimento coincidente col centro elastico p@adh’tal caso si annulla il vettore
momento statico elasticBq(E) .

Rispetto alla nuova origin€& il momento flettente diventa

Mg, =M, —1; x (Nk).

Indicando conJ, il tensore momento d’inerzia elastico rispetto al centro elastico
econJg,, Jg,, Jg,, 1€ SUE COMponenti, il sistema si disaccoppia riducendosi a

N =A(E)e,
N=A(E)e,

<~ _MGy = ngGx(E) + gyJGzy(E)

k x MGf =J.(E)g
Mg, = ngny(E) + gyJGy(E)

ovvero in termini matriciali

A(E) 0 0 e, N
0 JGZE(E) Jny (E) 9o | = _MGy
0 JG:L‘;U(E) JGU(E) gy MG.’E

| parametrie, e g si ricavano dunque dalle relazioni

g, = %, g=J.(E)(kxMg).

Si osservi che l'area elastica(A) e positiva ed il momento d'inerzia elastidyy(E)
e definito positivo. Il tensore d'inerzia elastica, essendo definito posgtikaertibile.

e |l tensore inversoJ(‘;l(E) e dettotensore di deformabilit flessionale della
sezione.

Le dilatazioni e le tensioni normali sono fornite dalle formule
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e(r) = % + [JGNE) (k x Mg,)] -,
o(r) = E(r) A](\;) + E(r) [J(’;l(E) (k x MGf)] T,

Se gli assiz e y del riferimento sono assi principali per il tensore d’inerzia elastico
della sezione, il prodotto d'inerzid,,,, (E) siannulla.

Le equazioni di equilibrio risultano quindi completamente disaccoppiate e si ha

-Mg, =9, S (E) J;(E) 0 0 g, —My,
Mg, =g,Jq,(E) < 0 Jo, (E) 0 9,1 =1| Mg,
N:EOA(E) 0 0 A(E) Eo N
La dilatazione delle fibre longitudinali ha quindi I'espressione semplificata
N M, M,
6('1:’ y) = - z T + £ Y,
A(E)  Jg.(E) Ty (E)
e le tensioni normali sono date da
N Mg, M Formula trinomia
=E - L Cr : S
o(@y) (A(E) TnE" T T, (E) y) di Navier

Nella figura seguente sono riportati i diagrammi tipici della dilatazione longitudi-
nale e dellatensione normale per unatrave inflessa in cui sono presentifibre longitudinali
con diverso modulo elastico.

E:>E
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2.2. Gli assi della flessione e le relazioni di coniugio

W |l piano passante per il baricentro elastico della sezione ed ortogonale al vettore
assialeM,, del momento flettente il piano di sollecitazionelLa sua traccias
sulla sezione retta l'asse di sollecitazione

Fig. 2.3

m |l piano, parallelo all’asse della trave, su cui sono nulle le dilatazioni lineag
guindi anche le tensioni normadi, € il piano neutroe la sua traccia sulla sezione
retta€ I'asse neutron della flessione, definito dall’equazione:

= + I (BE) (k x Mgp)] -r =0

Fig. 2.4
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Dalla relazionek x M, = J,(E) g sievince che
(kxMg;) Mg, = (Jg(E)g) - Mg, =o,
(kxMg) g =JsE)g) g>0.

e La prima condizione stabilisce che le direzioni del gradiegitdelle dilatazioni
longitudinali e del vettore assialdl,, del momento flettente sono coniugate
rispetto all’ellisse centrale d’inerzia elastica della sezione che ha equazione (vedi
sezione IX.2.1 (p. 357)):

(JG(E) r)-r= de%%()E)

e Laseconda condizione mostra che il gradiente delle dilatagidma componente
positiva nella direzione del vettode x M .

Per definizione I'asse di sollecitazione e I'asse neutro sono rispettivamente ortogonali ai
vettori M, , e g el'ellisse diCULMANN & ruotata dir/2 rispetto all'ellisse d'inerzia.
Ne segue che

¢ Nellaflessione I'asse di sollecitazione e I'asse neutro sono diametri coniugati
dell’ellisse diCuLMANN della sezione trasversale.

2.3. Flessione semplice

Se lo sforzo normaleV € nullo, la sollecitazione detta diflessione semplice
L'asse neutro passa allora per il baricentro elastitadlella sezione retta.

Ponendo l'origine inG e scegliendo gli assi e y principali d’'inerzia, si ha che
la dilatazione delle fibre longitudinali ha I'espressione

MG’U MCT
)= = s T T
e le tensioni normali
M., M
a(x,y):E<— Loz + Gr y)
I (E) Iy (E)
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H Flessione retta

Sihaflessione rettase il momento flettente hala direzione di un asse principale d’inerzia
elasticadella sezione. Intal caso infatti, assumendo I'asseglellzle asse diflessione
risulta

M
y, oly)=E-—%_y.
JGy(E>

é Flessione retta

€

Fig. 2.5

L'asse neutro coincide quindi con I'assee risulta ortogonale all'asse di sollecitazione.

B Flessione deviata
Nel caso in cui il momento flettente non ha la direzione di un asse principale d'inerzia,
I'asse di flessionef e I'asse di sollecitazione non coincidono.

La sollecitazionee "allora detta dflessione deviataper sottolineare il fatto che
I'asse della trave si inflette in un piano inclinato rispetto a quello di sollecitazione.

Flessione deviata
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2.4. Sforzo normale centrato

La sollecitaziones"detta disforzo normale centratee lo sforzo normalevV &
diverso da zero ed il momento risultariid ;; rispetto al baricentre hullo.

La sollecitaziones di trazione o di compressione a seconda dheia positivo o
negativo.

La dilatazione delle fibre longitudinali della tragecostante e pari a

. N
- AE)’
mentre quella delle fibre trasversali vale
vN
Et = — .
A(E)

La tensione normale proporzionale al modulo elastico

2.5. Sforzo normale eccentrico

Si ha una sollecitazione dforzo normale eccentricoflessione compostpuando
sia lo sforzo normaleV che il momento flettent@1,, sono diversi da zero.

La sollecitazione viene detta tinsoflessionee N > 0 e pressoflessionse
N <0.

L'asse centrale della sollecitazioeeparallelo all’asse della trave. La sua inter-
sezioneC con il piano della sezione dettacentro di sollecitazione

Ser,, e il vettore posizione dC rispetto al centro elasticor,, della sezione, il
vettore momento risultante rispetto(a & dato da:

Mg, =M, -1, x Nk,
e dunque, imponendo chel,, = o si ottiene

Mg,

ro xk= N
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Fig. 2.7

Premoltiplicando vettorialmente pé&r siricava I'espressione del vettore posizione
r.. del centro di sollecitazione

Posizione del
r. = k x Mg, — RM;, , centro di sollecitazione
N N rispetto al centro elastico
che, scritta in componenti, fornisce
T = *—Gy
C - bl .
N Coordinate del
M centro di sollecitazione
Gz
o= TN

La distanzal|r. || tra C e il centro elasticas € dettaeccentricib.

Dall'espressione del vettore posiziomg del centro di sollecitazione:
Nro=kxMg;,

si deducono le seguenti formule per le dilatazioni longitudinali e le tensioni normali
sulla sezione trasversale

e(r) = % + B E) N 1)
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che in termini di componenti si scrivono

N x Yo

e(x,y) = 47m (L+ =52 + =5 y),
A(E) nop
N T Yo

ow9) = 1 (1 + 5w + % y)
A(E) P! o

L'asse neutron della flessione compostadunque definito dall’'equazione

1+ % Yo y =0, Equazione dell'asse neutro

7T+ 3 .
. ) nella flessione composta

Si consideri ora una origin® posta sull'asse neutro ed il versore del gradiente delle

dilatazioni
g

sl

che per definizione risulta ortogonale all’asse neutro. Le tensioni normali sono pro-
porzionali alla proiezione su del raggio vettorer , misurato a partire d& .
La posizione del centro di solecitazione rispetto@cde definita dalla condizione

n

Mcf:MOfferNkzo,
equivalente a
kxMcf:kxMoffNrC:O,

che esplicitamente si scrive

/(r-n)rda—rc/(r-n)dazo.

A A

Dunque risulta
_ Jpn

SO-n'

e

Richiamando la trattazione svolta nella sezione IX.2.3 (p. 361) si conclude allora che

e Nella flessione composta il centro di sollecitazione e I'asse neutro si cor-
rispondono come antipolo ed polare rispetto alla ellissedimanN della
sezione trasversale.
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Pertanto se I'asse neutrotrasla fino a diventare baricentrico, il suo centro relativo
C diventa un punto improprio del piano.

Viceversa, il centro relativa’ corrispondente alla retta impropeéal baricentroG .

Dalla relazione di antipoladtche sussiste tra il centro di sollecitaziafiee 'asse
neutron consegue che I'asse neutasterno, tangente o secante la sezione retta in
funzione della posizione del centro di sollecitazione rispetto al nocciolo centrale di
inerzia (sezione IX.24 (p. 367)).

In particolare, se il centro di sollecitazior@ e interno al nocciolo centrale di
inerzia, I'asse neutre non seca la sezione retta. Le tensioni normali sono in tal caso
tutte di compressione o tutte di trazione.

Viceversa se il centro di sollecitaziomeesterno al nocciolo centrale di inerzia
I'asse neutro seca la sezione retta, e le tensioni presentano un diagramma a farfalla.

2.6. Le sezioni omogenee

Nel caso in cui le fibre longitudinali della trave sono caratterizzate da un unico
modulo diYoung il diagramma della tensione normaeroporzionale a quello della
dilatazione e quindi ha un andamento lineare.

N
e(r)=—+[(EJ. ) 1 (kxM T, _
(r) AFE [(EJIe)™ ( o)l Trave elasticamente
N B omogenea
U(r):Z [JG (kxMGf)]-r,

Avendo indicato conlJ, il tensore centrale d’inerzia geometridalla sezione valutato
rispetto al centro elasticé (vedi sezione 1X.1.3 (p. 354))

JG:/r®rda,

A
le cui componenti sono

JG;I: :/x2 da’? JGy :/y2 daa JGmy :/»Tyda?

A A A
nel riferimento principale d’inerzia le dilatazioni e le tensioni normali in termini di
componenti hanno I'espressione

N MG?] MG(I?
e(z,y) = EA EJG;L»x + EJGU%

N MGLU MG.T
ol@y)= 7 — 7o " + To, Y.
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Si noti che la tensione normale della fibra centeafeari al valore mediaV/A.
Le sollecitazioni analizzate precedentemente per il caso non omogeneo, si specializ-

zano:
N Y
ey = grll+ 5o+ 5v)
v Y Sforzo normale eccentrico
T Y
o(z,y) = (1 +=Fz + p—gy)
x Yy
o = E , e = i Sforzo normale centrato
A EA
MG
Y Gz
elx,y) = — T + )
M Flessione deviata
O.(xvy)i_JGyl‘_F JGIya
Gz Gy
Se 'asse deller € I'asse neutro e quindi I'asse dellee I'asse di flessione, risulta
M M.
e(y) = EJGm y, oy = ch Y- Flessione retta
Gy Gy

m || modulo di resistenza a flessiof€, della sezione nella direziong e definito
dal rapporto

oy Modulo di

WGy 1= , . )
Ymax resistenza a flessione

Il valore massimoo,,,,, della tensione normale quindi dato da

MG x

o =%,
max — 117
Gy



Ecco un quadro riassuntivo di quanto illustrato finora.
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SEZIONI OMOGENEE

m Sforzo normale eccentri¢adV # 0, r, # o)

N T Y
e(z,y) = =5 (1 +p—§w+ Sy,

EA ; §
N T v
ofay) = 4 (1 +p—§x + =5 y).
x y

W Sforzo normale centrat¢ N # 0, M, = O)

leE‘z

B Flessione semplice N =0, M, # O)

M, M
— _ Gy Gz
R el s
o Flessione deviata '
_ MGU MGw
o(x,y) = ———2+ ="y,
JG{L‘ JGy
: MGT
o Flessione retta e(y) = 7. Y
x asse neutro Gy
Gz

y asse di sollecitazione o(y) =

405
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2.7. Il campo di spostamenti

Si assuma che la trave sia elasticamente omogenea im génerale, che

e ilmodulo E di Youna delle fibre longitudinali sia variabile da fibra a fibra,
e il rapporto v di Porsson sia eguale per tutte le fibre.

Le dilatazioni longitudinalie variano secondo la legge lineare
e(r)=g-r+e,,

e le fibre trasversali si contraggono con un coefficiente di proporziarfalihito dal
rapporto diPo1sson

& =—rve.

W |l tensore simmetrico della deformazione linearizzatiuhque pari a

e(r)=—v(g-r+te)ll+(g-rte,)(kk),

e la relativa matrice rappresentativa nel riferimef@, i, j, k} &

—v(g-r+e,)) 0 0
[e] = 0 -v(g-r+e,) 0
0 0 g r+eg,

E’ possibile allora dimostrare che l'ipotesi statico-cinematica, posta alla base della
trattazione, genera un campo congruente di deformazioni tangenti nella trave.

A tal fine si noti preliminarmente che
o il rotore del tensore di deformazione e definito dall'identi&’

(rote)’ [a] := rot(ea) VacV?® — [rots(x)]ij = €i1e€is/k»
e vale 'identil vettoriale

rot(fv) = (gradf) x v+ f rotv.

Essendo rai = o in quanto il campo vettoriale & costante, risulta quindi

rot(ea) =rot|—v(g-r+¢ )lla+(g-r+¢e)(k®k)al =

=-vgrad(g-r+e¢,) x (ITa)+ grad(g - r+¢,) x [(k® k)a] =

=-vgx (Ila)+gx [(kak)a].
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Essendo poi
{g x ITa= [(Rg) - (ITa)| k = [k® (Rg)|[a],
gx (kekla=—(Rg)(k-a)=-[(Rg)®k|[a],
si ha che
rot(ea) = —v [k ® (Rg)|[a] — [(Rg) ® k]|[a].
e dunque
(rote)’ = —v(k®Rg) — (Rg) ® k,
che in forma matriciale si scrive
0 0 9,

vg, —vg, O

e La condizione differenziale di congruenza
rot(rote)’ = 0O,

& banalmente soddisfatta in quartmte)” & costante, tali essendo il rap!
porto diPorsson v ed il gradienteg del campo di dilatazioni.

Il campo di spostamenti della trave pullora essere calcolato, a meno di un
cinematismo rigido addizionale, mediante la formul&disArRO:

u(x) = [ e(©)[de]+ [(6 ) x (rote())[de].
B Integrando lungo il raggio vettore = zk + r si ha
£=Xx, dé=xd\, Mel0,1].
e dunque
1 1

u(x) :/e()\x)[x] dA +/()\— 1)x x (rote)’[x] d\ =

0 0

1 1

=[ e(Mx)[x] d\ + (/()\—1) d/\> (xx (rots)T[x]).

0 0
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Orarisulta

per cui I'espressione dello spostamento % parivere

1

u(x) :/e(AX)[X] dr — % (x x (rote)T[x]) .

0

Risulta inoltre

e(Ax) =e(Ar), /)\ d)\:l,
0

e(Ar)[x]=—v(Ag-r+e)r+z(Ag-r+e )k=

—u[)\(r@)r)gﬁ—eor} +z(Ag-r+¢,)k.

Dunque integrando si ottiene

/c—:()\x)[x] dy = —y{%(r@r) [g] +€0r] + % (g-r)zk+e, zk.
0

Si osservi quindi che
(rote)’[x] = —2Rg—v(Rg 1)k,
x x (rote)![x] = -2’k xRg—z2rxRg—vrx (Rg-r)k=
=—2g—z2(g-r)k+v(Rg-r)Rr =

=—2g—z(g-r)k—v(RroRr)[g].
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In definitiva il campo di spostamenti ha I'espressione

1 1
u(x):(g-r+eo)zk+u§(Rr®Rr—r®r)[g}—§z2g—ysar_
In termini di componenti si ha

T -y

[I‘}: ) [RI‘]: 5
Y x
per cui risulta
? ay v -y
[r®r] = , | [Rr®Rr| = , |
Ty Y -2y T

e le componenti dello spostamento valgono

g, 2 2 g.
ua;—y{?’(x -y )+gyl'y+€0$:| 752 3

g g,
UyV[gy(ny2)+9xfcy+eoy} *5‘1’22,

uZ:(gl,x—i—gyy—&—eu)z.

Comee stato osservato, la validitdella formula diCEsAroO % richiede che il
campo di deformazioni sia internamente congruente.
Ora il tensore simmetrico di deformazione

e(r)=-v(gr+e,)lI+(g-r+e,)(k®k),

varia con legge affine nella generica sezione trasversale. E’ pertanto possibile estendere
la sua definizione a tutto il piano trasversale in modo univoco.
Essendo quindi{ rote)” costante, si poitoncludere che la condizione differen-
ziale di congruenza
rot(rote)’ = 0O,

e soddisfatta indipendentemente dal fatto che la sezione trasversale della trave sia sem-
plicemente o molteplicemente connessa.

3 ErNESTO CESARO (1859-1906). Professore all'Universitdi Napoli, ha dato notevoli contributi
all'analisi matematica.
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Osservazione 2.1.All'espressione del campo di spostamenti so@nche pervenire
integrando primalungo ladirezione dell’asse dellatrave e quindiindirezione trasversale.
Bisogna in tal caso far ricorso all'espressione della formul@eAro relativa a
curve non regolari dedotta in [25], sezione 1.10.2 (p. 109).
A meno di uno spostamento rigido infinitesimo il campo di spostaneetiitd da

Xi+1 Xi+1

u) =3 [ e@de] + 2 [ (6% x [(rote()" [ag]] +

X

L3 / ((rote(€))” [d€] x (x,,, —x,).
i=1

*0

dovex, € x = x,; Sono i punti di estremétdel percorso di integrazionesg , i =
1,...,n sono i punti singolari. Adottando un percoso assiale-trasversale si ha

x,=o, x,=zk, x,=zk+r=x.
B Integrando lungo I'asse della trave risulta
E=Xzk, dé=:zkd\, &—-x,=(0AN—-1)zk, Xe[0,1].
e la formula diCEsARO fornisce I'espressione dello spostamento dell’asse

u(zk) = [e(Azk)[zk] d\ +[(A = 1) zk x |(rote)" [zk]| d\ =
/ /
zeozkf%ng.

B Integrando lungo la direzione trasversale all'ascissasulta
E=zk+Ar, dé=rd\, £€-x,=(A—-1)r, Ae€[0,1].
e la formula diCesARro fornisce I'espressione
1 1
u@o—u@k)z/é@rnr}dA+7QA—1)rx[umsf[ﬂ}dA+

0 0
1

f/um@Tpkyuxr:

——v|5en el ter| vy RraRne] + (5 1) 5k,

Sommando si ottiene I'espressione del campo di spostamenti.
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2.8. Lalinea elastica

Il campo di spostamenti della trave soggetta a sforzo normale e flessione si pu’
decomporre in due aliquote. Ponengle= z k+r si considerano infatti le componenti

e unospostamento assiale

u,(x) = (g-r+e,) 2k,

e unospostamento trasversale

1
(Rr®Rr—r®r)[g]—522g—ysor.

N =

u,(x) =v

In particolare la linea d'asse della trave inflessa subisce uno spostamento trasversale
che varia con legge parabolica

1
u,(z) = 7522 g.

L'asse della trave deforma&contenuto quindi nel piano individuato dall’asse della
trave indeformata e dall'asse diflessione. Quest'ultimo infatti ha la direzione del vettore
g gradiente delle dilatazioni delle fibre longitudinali.

Si denoti conw(x) = rot u(x) la vorticita e cice il vettore assiale che descrive
I'atto di rotazione delle fibre della trave. Po&htampo di deformaziorg Congruente,
risulta (vedi [25], proposizione 1.10.1 (p. 104))

gradw = (rote)” .

Dunque gradw = —(Rg) ® k — vk ® (Rg) € costante e la vortict'a meno di un
termine additivo costante, pari a

- [(Rg) ®k] [x]—v [k@ (Rg)] [x] =

=—-—zRg-v(Rg-r)k.

w(x)

e Lacomponente trasversale della voricit> R g misura la rotazione infinitesima
delle fibre trasversali nel piano di inflessione.
e Il gradiente rispetto az della vorticid misura la rapidé con cui la rotazione

flessionale delle sezioni trasversali varia lungo I'asse della trave e fornisce pertanto
I'espressione dellaurvatura flessionaldella trave.
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Il vettore assialey della curvatura flessionatequindi dato da
x=-Rg.

Essendou](z) = —g, la curvatura flessionalg si pud esprimere in termini dello
spostamento trasversale

x=-Rg=Ru(2).

Il modulo della curvatura flessionalg & pertanto pari a quello della derivata seconda
dello spostamento trasversale valutata lungo I'asse della trave.

Il piano neutro a seguito della deformazione si trasforma in una superficie a doppia
curvatura. Infatti
e le fibre longitudinali si inflettono nel piang — k, individuato dal gradiente delle
dilatazioni longitudinali e dall'asse della trave, con curvatura pargd| .
o le fibre trasversali parallele all’'asse neutro si inflettono, nel piano della sezione
retta, con curvatura paria| g|| .

Osservazione 2.2.Se la travee'molto allungata rispetto alle dimensioni trasversali,
allorae possibile che le formule della trattazione linearizzata comportino rotazioni non
piccole delle sezioni trasversali anche in presenza di dilatazioni longitudinali molto
esigue, e @ per la differenza tra i moduli massimi di e r. In tal casce necessario
trattare il problema della flessione con una analisi geometricamente non lineare che
tenga conto del cambiamento finito di configurazione. ]

2.8.1. Lalinea elastica nel caso di flessione retta

Nel caso della flessione retta, con asse di sollecitazione coincidente cony'asse
e l'origine nel baricentro, il campo degli spostamenti della trave assume, a meno di uno
spostamento rigido, la seguente espressione

U, = —v M, Ty
JGy(E)
M, 2 9 2
u =——=2— vy —az")+z
T 2B | ]
MGJ‘
U, = —=yz

| punti dell'asse neutro subiscono spostamenti solo in direzione delliasg&essendo
infatti y = 0 si hache
MG.T,

_ _ _ 2 2
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La curvaturay dell’asse della trave data da:

L Relazione momento flettente-curvatura

dove I'apice indica la derivazione rispettaza
La relazione

e=(kx¢) r=-u"r,

essendm;{ = 0, fornisce la seguente espressione della dilatazioirefunzione della
curvatura:

Dilatazione in funzione

€ pry
XY della curvatura
1
I
Max }
F S
\
Jo(B)
R = GX J\li
v MGX l
Fig. 2.8

La curvatura trasversalg, dell'asse neutro, essendp= 0 e z = cost, ha
I'espressione

X, = —2 =V I_=ypy Curvatura dell'asse neutro
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E’ da osservare che tali espressioni della curvatura sono approssimate nello spirito
della teoria lineare infinitesima dell’elastiait®

L'espressione esatta della curvatura longitudinglelell’asse della trave data
dalla formula

X = 1 R — Espressione esatta
della curvatura

Per la dimostrazione si veda il Tomo | sezione IV.3.1.1 (p. 389).
Nell'ipotesi di validita della teoria linearizzatarisulta,,’ | << 1 e sihapertanto

chex ~ —u

2.9. Materiali non resistenti a trazione

Nelle applicazione'di grande interesse determinare le tensioni normali da sforzo
normale e flessione in travi in cui il modulo di elasticidi YounaG del materialee
diverso a trazione ed a compressione (vedi fig. 2.9).

In particolare nel calcolo delle travi in conglomerato armato si assume conven-
zionalmente che il modulo a trazione sia nullo. Si dice allora che il mategipteyo
di resistenza a trazione

Per materiali con moduli diversi a trazione ed a compressione la soluzione del
problema delle flessione composta deve essere perseguita per via iterativa in quanto
la determinazione delle propréetli inerzia elastica dipendono dalla conoscenza delle
tensioni normali (per distinguere i comportamenti a trazione ed a compressione ) e la
determinazione delle tensioni normali richiede a sua volta di determinare delle propriet”
di inerzia elastica.

Si tratta dunque di un problema non lineare la cui soluzioregssere perseguita
in completa generalitfacendo ricorso ad un semplice ma brillante metodo iterativo
ideato nei primi anni 1970 dal proMANFREDI RoMANO %6 [20].

L'algoritmo, che si presta naturalmente ad una implementazione in un codice di
calcolo automatico, consiste nei seguenti passi.

e Si considera l'intera sezione trasversale dotata del modulo elastico maggiore tra
quelliatrazione ed a compressione e sivalutano le dilatazioni e le tensioni normali.

¢ Si suddivide la sezione in due parti, quella in cui le fibre sono dilatate e quella
in cui sono contratte, attribuendo a ciascuna di esse il module cheispettiva
competenza.

36 MaNFREDI ROMANO (1941-1988). Ingegnere elettronico a Napoli e professore di Scienza delle
Costruzioni a Napoli ed a Catania, brillante studioso di ingegneria delle strutture.
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e Sivalutano le dilatazioni e le tensioni normali sulla sezione coni moduli modificati.

e Sicalcolano il risultante ed il momento risultante delle tensioni normali rispetto ad
un polo di riferimento. 1l confronto con lo sforzo normale ed il momento flettente
della sollecitazione fornisce I'errore nell’equilibrio.

e Sel'erroree’ superiore ad una prefissata soglia di accettalsilitipete la procedura
dal secondo passo, altrimenti si termina fornendo i risultati.

Le propriet di convergenza dell’algoritmo sono brillanti. Per una sezione di forma
arbitraria la procedura richiede nonupdi una decina di passi di iterazione anche
con una richiesta di precisione dell’ordine dell'uno per mille sulle caratteristiche della
sollecitazione. Siriportano due esempi di soluzioni di sezioni non resistenti a trazione
soggette a pressoflessione deviata. L'algoritmo di verifica e direstituzione grafata
implementato dall’autore con il programmBATHEMATICA di STEPHEN WOLFRAM.

Il primo esempio (figg. 2.9, 2.10) si riferisce ad una sezione quadrata cava in cemento
armato, mentre il secondo (figg. 2.11, 2.&82klativo ad una sezione di forma a T con
due fori rettangolari e priva di armatura metallica. Nel primo esempio la convergenza
e raggiunta in5 passi, nel secondo ifi passi.

Fig. 2.9 sezione totale Fig. 2.10 sezione parzializzata

Fig. 2.11 sezione totale Fig. 2.12 sezione parzializzata
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3. LASOLLECITAZIONE DI TORSIONE

Una travee soggetta #orsionese le forze agenti sulle basi terminali sono equi-
valenti a due coppie uguali ed opposte e con vettore assiale del momento risultante
parallelo all'asse della trave.

i La sollecitazione
2 di torsione

Xy~

Fig. 3.1

La trattazione del problema dell’equilibrio elastico della trave soggetta a torsione
viene svolta nell'ipotesi che il materiale elastico sia omogeneo ed isotropo.
e La soluzione paessere ottenuta assumendo che le sezioni rette subiscano una
rotazione rigidanel proprio piano.
Si denotea’con 0(z) I'ampiezza della rotazione della sezione all’ascissaassunta
positiva se antioraria rispetto al versore dell’'asse della trave.

e La derivatad’(z) della rotazione della sezione rispetto all’ascissa la
curvatura torsionalen angolo specifico di torsione

Si assume che la curvatura torsionale sia
costante e quindi pari alla rotazione relativa
tra due sezioni a distanza unitaria.

Con questa ipotesi, ponend@) = 0, cioé
z a meno di un’inessenziale rotazione rigida, si
ha che
0(z)=0z.
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Le ipotesi alla base della trattazione possono sintetizzarsi come segue.

e Le sezioni rette ruotano rigidamente nel proprio piano.
e La curvatura torsionale costante.

Il primo esempio di soluzione del problema dell’equilibrio elastico della trave
soggetta a torsione dovuto aCouLomB 37 ed € relativa al caso di sezioni circolari
(compatte o tubolari).

3.1. La sezione circolare e a corona circolare
La soluzionee'suggerita dall'ipotesi che la trave si deformi in modo tale che le
sezioni rette subiscono una rotazione rigida attorno nel proprio piano, senza ingobbarsi.

Siindichi allora conR. il tensore ortogonale che ruota ogni vettore del piano della
sezione dir /2 in senso antiorario:

R = ,

e si scelga I'origineO del riferimento levogiro coincidente col centro della sezione.
Si osservi poi che la rotazionB. &€ emisimmetrica e pertanto valgono le relazioni

R=-R'=-R!, detR=1.

37 CHARLES AUGUSTIN DE COULOMB (1736-1806). Nato ad Angouléme in Languedoc da famiglia
benestante ebbe un’ottima educazione prima nella pétale e poi a Parigi. Nel 1970 emmeéll’Ecole du
Génie a MEzieres e dopo circa due anni divenne luogotenente del Corpo del Genio Militare. Dal 1764 al 1772
fu impegnato nella Martinique (indie orientali) nella costruzione del forte Bourbon. Questa esperienza fu
importante per la formazione @iourL.omMB ma gli procuo seri malanni di cui egli soffiper il resto della vita.
Nel 1773, tornato in Francia a Bouchain, presegit’/Académie des Sciences di Parigi il primo lavoro dal
titolo Essai sur une application deggles, de maximis et minindsjuelques prol@mes de statique, relatiés
I'architecturein cui studiava con i metodi del calcolo delle variazioni I'influenza dell’attrito e della coesione
in problemi di statica. Nel 1777 sottopose all’Accademia un altro famoso lavoro sulla bussola magnetica in
cui affron® e risolse il problema della torsione di cilindri sottili e mastome la bilancia torsionale consenta
di misurare le forze con grande precisione. Nel 1779 fu inviato a Rochefort per collaboraie BOHESE
DE MONTALEMBERT hella costruzione di un forte ed ivi idda Théorie des machines simpleise gli valse
il Gran Premio dell’Acadmie des Sciences nel 178ZourowmB fu quindi eletto al’Accademia e si dedic”
completamente alle ricerche di fisica pubblicando 25 memorie sull’eledtiéciti magnetismo tra il 1781
ed il 1806, lavorando in stretto contatto cBwssuT, BORDA, DE PRONY € LAPLACE. A COULOMB €
dovuta la scoperta che nella legge di attrazione tra le cariche elettriche di segno opposto compare I'inverso
del quadrato della distanza, analogamente alla legge di attrazione delle masse formiiatendaN. Nel
1790 ebbe il primo figlio e nel 1797 il secondo HauisE FRANGOISE LE PROUST DESORMEAUX che
poi spo®'nel 1802. Nel 1789, con la rivoluzione I'’Accademia fu chiusa nel 1793 e sostituita dall'Institut de
France doveCouLoMB ento nel 1795. Negli ultimi anni egli si interesslell'organizzazione scolastica in
Francia quale ispettore generale della pubblica istruzione.
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Sia t il versore tangente nel punto = zi + yj alla circonferenza di centr® e
raggio r . Risulta:
t=R-.
r
La trattaziones 'svolta nell’ambito della teoria linearizzata e pertanto il campo di
spostamentiu della sezione puessere espresso mediante la rappresentazione para-
metrica dei cinematismi rigidi

u=0:kxr=02Rr=r02t, Campo vettoriale spostamento

ovvero in componenti

M, u,=—-0'zy,
X uy:&’zx,
u, =0
y
Fig. 3.3

Osservazione 3.1. Aver scelto I'origine O coincidente con il centro della sezione
equivale ad assumere che l'asse della trave contenga il centro di rotazione di ogni
sezione trasversale. | campi di spostamento ottenuti con scelte diverse dell'asse di
rotazione forniscono comungue soluzioni equivalenti in termini di deformazioni e di
tensioni poick’differiscono di un inessenziale campo di spostamenti rigidi. ®

Dall'espressione degli spostamenti si deduce che le seguenti componenti del ten-
sore di deformazione sono nulle

Ou, auy ou,
e‘,ﬁaxfo E?’/iayio szfazf()

0,

Yoy = oy 0w
e cic che,
¢ la dilatazione delle fibre trasversali e longitudirafulla,
¢ lo scorrimento tra le fibre trasversalinullo.
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Le uniche componenti non nulle della deformazione sono quelle che descrivono
lo scorrimentoy, = {v,,,7,, } trale fibre longitudinali e trasversali.

Per semplificare la notazione lo scorrimento aetenotato nel seguito con= (,, 'yy).
Essoe fornito dalle relazioni

B 8u$+% _
=\ "o ) T Y

ou ou
_ Y z — / .
Yy = <—8z + 8y> 0 x

ed in termini vettoriali

Componenti dello
scorrimento

Yy=0kxr=0Rr=r0t.

Le fibre trasversali nella sezione retta che sono tangenti al vettaseno quelle che
subiscono il massimo scorrimento rispetto a quelle longitudinali.

Le fibre ortogonali ay sono quelle per le quali tale scorrimertaullo.

Dal legame elasticor = G~ si deduce che sulla sezione retta agiscono solo
tensioni tangenziali date da:

T=GORr=GO0kxr=rG0't, Tensioni tangenziali

ed in termini di componenti
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= G = —G 9’ )
Te = U2 Y Componenti delle

7, =Gy, =G0z, tensioni tangenziali

Il campo di tensioni tangenziali codeterminato soddisfa

e le condizioni differenziali di equilibrio

T =0

dvr =0,
¢ la condizione di equilibrio al contorno

T7T-n=0.

Infatti la prima condizione differenzialér’ = o) & soddisfatta in quanté’ &
costante mentre la secondalivr = 0) € soddisfatta perehil campo deller ha
divergenza nulla.

Cio si verifica con un calcolo diretto

dvr=7,=G0R;r;,,=G0'R;0,, =G0 R; =GO'trR =0,
doved,, & il simbolo diKRONECKER.

L'annullarsi della traccia tR & conseguenza dell’emisimmetriaRi.

Lelinee diflussodelle- sono circonferenze concentriche e quindirisulta verificata
anche la condizione di equilibrio al contorno

T-n=20,

che esprime il fatto che la superficie lateralscarica.

La soluzione diCouromB € dunque valida solo per sezioni circolari 0 a corona
circolare in quanto, per altre forme del contorno, la sezione retta norgzere
un tubo di flusso delle tensioni tangenziali.

Lo sforzo normale ed il momento flettente sono nulli, essendo identicamente nulle
le tensioni normali agenti sulle sezioni trasversali.

Nella torsionee’ nulla anche la sollecitazione di taglio, in conseguenza della
seguente propriatgenerale.
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Proposizione 3.1. Risultante di un campo solenoidale Si consideri un campo piano
cheé solenoidale in un dominio clieun tubo di flusso per il campo. Allora il vettore
risultante del campe nullo.

Dim. Si noti che sussiste la relazione

dv(r@7)=rdvr+ (gradr) T =rdivr + 7
come si verifica facilmente operando in termini di componenti cartesiane

(7)) =rig 7+,

RN Ji_TiJrT"T”

i '

in quantor, ; = ¢, . Risulta pertanto

R:/TdA :/ div(r® T) —/r divr da=
A A A
:/(r@T)n ds:/r(r-n) ds =o,
DA 9A
essendo peripotesi div=0in A e 7-n = 0 sul contornodA. O

Nella torsione I'unica caratteristica non nuéadunque il momento torcente che
vale

M, = (rXT)-kda:GH'/r(rxt)-k da:GH'/r2 da.
A A A

L'ultima espressione si ottiene osservando che il vettore t ha modulor edé
parallelo e concorde & .

Definendo ilmomento d’'inerzia polare

J =[+"d
p =7 98 Momento d'inerzia polare
A

il momento torcente fornito dalla relazione:
M, =G Jp 9.

Il rapporto tra momento torcente e curvatura torsioralettarigidezza torsionale
della sezione

=GJ, Rigidezza torsionale

K, =

t

M,
9/
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LarelazioneG ¢' = M, /Jp consente di esprimere le tensioni tangenziali in funzione
del momento torcente

M, M,
T=—trt=—kxr=—Rr,
Iy Iy Iy

Nel caso di sezione circolare di ragg (fig. 3.4.a) si haJp = R4/2 , da cui

T_7I'R4r7 Tmaz_,]_rRS'

_2M, 2 M,

ot f 11 @ﬂﬂ‘ [
)/

L

GY (b)

Fig. 3.4
Per la sezione a corona circolare (fig. 3.4.b) siha= 7 (Rj - Rj)/Q e quindi

2‘“41# 21”1&
T = 4 4 L) max 4 4 Re'
m(R! - R)) m(R! - R))

3.1.1. Effetto del rapporto tra spessore e raggio

Nei tubi circolari, anche di notevole spessore, le tensioni tangenziali possono essere
stimate con buona approssimazione determinandone il flusso attraverso una generica

corda.
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Denotando coy = R, — R, lo spessore e cok,, = (R, + R;)/2 il raggio
medio della sezione, juscriversi

4

R~ R = (R - R)(R'+R)=

5\ 2 5\ 2
(Rm+§) +(Rm—§>
2

=20R, (2 R’ + %) —4R*6+ R 6’ =R, 6(4R’ +0°),

= (Re - Ri)(Re + Ri)

da cui R s
T m 2 2
J, == (4R, +07).

Sostituendo nella espressioneM, si ottiene

2
M, =G0 R, (27TR$”+ %) .

Il flusso ¢ attraverso una corda appartenente ad una retta passante per il centro della
sezioneg'pari a

R, +6/2
q= /T(r) dr=G¢ /(Rm +n)dn=G# R, 4.
By

—5/2

Dunque, denotando cof® = wan I'area racchiusa dalla linea media e €idalla
circonferenza di centr@ e raggioR,  , siha

2 2
qmd T
M =2¢q0+—=2q02 14+ — ).
A e ( * 4(2)
Sesi poneM, = 2qf2 e AM = M,— M, dalla precedente espressioneld] si
ha
AM _ no%
M 40

q

/ o0\ _ ¢ 4
Tma.’viGa (Rm+§> - 5 (1+ 2R )

m

Inoltre si ha
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e dunque, posta, = g/éd e At =7, —Tq,Si ottiene

nax

ar _ 0
T, _2Rm'
Perd =R, /2 siha
AM 1 At 1
M, 167 T, 4

Dunque poporsi con buona approssimazione

Mtqu:2q_Q,
q

Tmam = Tq = g :

per tubi circolari di spessore anche non piccolo.

3.2. Sezioni di forma qualsiasi

Se la sezione noe un cerchio o una corona circolare, la soluzion€diuLoMB
non soddisfa le condizioni di equilibrio sul contorno.

Infatti nella soluzione diCouLoMmB le linee di flusso delle tensioni tangenziali
sono circonferenze concentriche. D’altronde la condizione di equilibrio al contorno,
essendo scarico il mantello laterale della trave, richiede che le tensioni tangenziali
siano tangenti al contorno della sezione. Ne consegue che il contorno deve essere
costituito da circonferenze concentriche.

La soluzione dCourLoMB deve essere quindi opportunamente modificata nel caso
di travi la cui sezione retta non sia un cerchio o una corona circolare.

Lidea e quella di cercare una soluzione assumendo che le sezioni rette subiscano
uningobbamentgroporzionale alla curvatura torsionale.

Lo spostamento saquindi somma della componente di rotazione rigida nel piano
e di una componente assiale proporzionale ad una funzione di fofmaramite la
curvatura torsionale.

L'espressione analitica del campo di spostamendonque

u=0:Rr+0 ¢k Espressmne.vettonale
del campo di spostamento

ed in termini di componenti
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u, =—0zy

u, = 0 zx Componenti dello
' spostamento

u, =0 p(z,y)

Lafunzione diformay rappresentaihgobbamento specifiaioé 'ingobbamento
corrispondente ad un valore unitario della curvatura torsionale.

Procedendo in analogia alla trattazione della sezione circolare, si deduce che le
uniche componenti non nulle del tensore di deformazione sono quelle relative allo
scorrimento tra le fibre longitudinali e trasversali

_ (Ou, Ou,\ B 8_@
7"”_<8z+0733>_9( y+8x>

Componenti non nulle

ou,  Ou dp dello scorrimento
_ Y z —_ . e
T = <5z - 8y> =0 <l+3y>
Osservando che
-y Op/0x
[Rr]= , [orade] = :
T dp /0y

il vettore scorrimentoy puo esprimersi nella forma

v =60 (Rr + grady).

Le tensioni tangenziali sono quindi dedotte dal legame elastico

=G~y =G0 (Rr+ grady)

ovvero, in termini di componenti

—qge (%2

r Ox .
Componenti delle

) tensioni tangenziali

d¢
7, =G0 (a—y—Fx

La soluzione del problema della torsione per sezioni non circolari richiede dunque
la determinazione della funzione di ingobbamento specifico) .
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Le condizioni cui deve soddisfare la(r) si deducono imponendo che le tensioni
tangenzialiT soddisfino le condizioni di equilibrio differenziali ed al contorno.

e La condizione
T =0

e banalmente verificata poielil’campo deller si ripete in ogni sezione.

e La condizione di divergenza nulla si traduce nella richiesta che la funzidng
sia armonica. Infatti, essendo dvr = 0 risulta

divr = G¢ (divRr + div gradp) = G0’ Ap =0,

ove A = div grad € I'operatore diLAPLACE.

La condizione di tangenza delke al contorno impone inoltre che

7-n=G0 (Rr+ grady) -n=G6 (Rr-n+ grady -n) =

0 0
cor [ (o))

Orientando la tangente al contorno in modo ¢he R n, si ha che
Rrrn=-r-Rn=-r-t,

e si perviene in definitiva al problema al contorno

Ap=0  armonica
condizione Problema diNEUMANN

gradp -n=r-t al contorno

ovvero, in termini di componenti

32<p 8290
+—==0 V(z,y) € A
oz* 8y2 (z,9)
dp  Jyp dp
et n,=xt,+yt, V(z,y)€0A

dy

dove A e 0A denotano rispettivamente il dominio della sezione e la sua frontiera.
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Il problema posto per la funziong é classico in fisica matematica edoto come
un problemadi NEUMANN

Dalle condizioni di equivalenza statica sulle basi si deduce che lo sforzo normale
ed il momento flettente sono nulli, essendo identicamente nulle le tensioni normali. Lo
sforzo di taglioe' anch’esso nullo poiehsussiste la equivalenza

T:/T da:/ div(r®7')da—/rdiVT da =
A A

A
:/(r@T)n ds :/r(‘r-n) ds =o.
0A oA
Per il momento torcente si ottiene I'espressione

Mt:/(rX‘r)-kda:
A

=G0 /err-kda+ grady x k-r da| =
A A

—_— / — —_——
=G0 Jp+/(yx xy) dal|,
A

avendo utilizzato la relazionér x Rr) -k = r2.

Definendo poi ilfattore di torsione
J J

p _ p

N O Op ’
{Jp +/A (grady x k) rda] {Jp +/A <8_yz_%> da]

I'espressione precedente assume la forma sintetica

GJ, .
M=y
4,

Larigidezza torsionalelella sezione quindi fornita da

q, =

- M, GJ, o _
tT Ty T _qt Rigidezza torsionale
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Simostra ora che il rotore del campo vettoriale delle tensioni tangeaziatitante.
All'espressione del rotore si perviene facendo ricorso alla definizione invariante
del rotore di un campo vettoriale
rotT = 2 axialemigradr .
Valutando infatti il gradiente dir

gradr = G¢' grad(k x r + grady) = GO'(R + grad gradp) ,

si ottiene
emigradr = G ¢ emi(R + grad gradp) = G0'R..

Essendo axidR = k, si deduce che I'espressione del rotere *

Condizione di congruenza
rotr=2axial GO R=2G0 k. della deformaziona elastica
associata aller .

3.3. Il problema di Neumann per I'ingobbamento

Si consideri ora il caso generale, schematizzato in fig. 3.5, in cui la sezione
trasversaleA della trave presenti cavi@ interne.

La frontiera A della sezione pertanto costituita da un contorno esterno e da
n_contorni interni. Si denotarconc, il contorno esterno e con,, ..., c, icontorni
delle cavitl interne (fig.3.5).

La soluzione del problema della torsione richiede di determinare la funzione
di ingobbamento specifico. €ipw essere effettuato risolvendo il relativo problema
di NEUMANN 38 per la funzione d’ingobbamento specifico oppure ricorrendo a for-
mulazioni equivalenti che conducono a problemiDdiricHLET * e di Poisson 4
per la funzione armonica coniugata, comeasauostrato nelle sezioni 3.5 (p. 438) e
3.6 (p. 439).

3 CARL GOTTFRIED NEUMANN (1832-1925). Matematico tedesco figlio d'RANzZ NEUMANN e
professore a Lipsia.

39 JoHANN PETER GUSTAV LEJEUNE DIRICHLET (1805-1859). lllustre matematico tedesco, pro-
fessore prima a Berlino e poi aoBihgen dove prese la cattedraG@liuss alla sua morte nel 1855. Famosi
i suoi contributi alla teoria dei numeri, alle serieldbURIER, all'idrodinamica ed alla teria del potenziale.
Amico di JAcoB! ebbe come alliev&{RONECKER

40 SiMEON-DENIS POISSON (1781-1840). Uno dei maggiori analisti dell'Ottocento e grande fisico
matematico. Fu uno deifondatori della teoria matematica dell’elastitioccup di teoria della propagazione
del calore e diede contributi decisivi alla teoria del potenziale ed alle sue applicazioni all'efetdc#l
magnetismo.
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Laformulazione diun problema @litriCHLET per la funzione armonica coniugata
e la pil conveniente.

Ad essa fanno riferimento le soluzioni esatte, fornite originariamenteadsr
VENANT [1] per la sezione triangolare equilatera e per quella ellittica che saranno
illustrate nella sezione 3.8 (p. 444).

Nella sezione 4 (p. 451) il problema della determinazione delle tensioni tangen-
ziali da torsione vea quindi inquadrato nel contestajgienerale della determinazione
di un campo vettoriale piano in un dominié quando siano assegnati

¢ la divergenza,
e il rotore,
e |la condizione al contorno di flusso locale nullo attraverso la frontiera.

0A=cyUc U...Uc

n

Fig. 3.5

Il problema diNEUMANN per una funzione armonica consiste nell'imporre che la
derivata lungo la normale al contorriy/On assuma un assegnato valgre)
9y
— = grady - n = p(s).
5, = 9rady p(s)
Come saadiscusso nella sezione 4.1 (p. 459), I'esistenza della soluzione del problema
di NEUMANN sussiste se e solo se il dato al contop{e) verifica la condizione

(s) d 0 Condizione necessaria e sufficiente
pls) as = per I'esistenza di una soluzione
04 del problema dINEUMANN.

In tal caso la soluzione tnica a meno di una costante additiva arbitraria.

Nel problema della torsione la funzione armonécBingobbamento specifico ed
il valore al contorno della derivata normaep{s) =r - t.

L'esistenza della funzione ingobbamento specificé dunque assicurata se e solo

se risulta
7{ r-tds=0
A
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E’ facile mostrare che la condizione di esisteazafificata per qualsiasi geometria
della sezione retta. Infatti per ogni linea chiusa si ha che

dr 1 d
fr-t ds-]gr-% ds-§j{£(r-r) ds=0.

Risulta quindia fortiori

j{r-t ds:z %r-t ds=0.
=0
¥

0A

Il problema diNEUMANN per la funzione di ingobbamento specifigpammette per-
tanto una soluzione unica a meno di una costante additiva arbitraria.

Tale costante peraltro inessenziale in quanto rappresenta una traslazione lungo
'asse z dellatrave e dunque non altera il campo di tensioni e deformazioni nella trave.

Osservazione 3.2.E’ da notare che nel formulare la soluzione del problema della
torsione in termini di spostamento siassunto il centro di rotazione della generica
sezione coincidente con I'origin® .

Si pw mostrare che lo stato di tensione e di deformazione non dipende dalla
particolare scelta del centro di rotazione.

Si assuma infatti che il centro di rotazione sia un punto genefice- (z,, y,)
individuato dal raggio vettore,, .

Denotando conp, (r) la nuova espressione dell'ingobbamento, lo spostamento
u si scrive

u, =0 :R(r—r,)+0p,0)k < { u,=0z@-=z,)
Uy, = 0", (z,9)
e lo scorrimento vale
v=0[R(r—r,)+ gradp,(r) ].
Le tensioni tangenziali sono quindi
I
= | 270 —
Ta: - Ge |: ax (y yo) :|
T=G0 [R(r—r)+ gradp, | <

Ty:G&' {aa—g;" + (ac—xa)}
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da cui
dvr =G0 Ay, =0,

T-n=G¢ {% +R(r—r,)) n| =0.

Pertanto il problema, posto in termini ¢, diventa
Ap (r)=0,
{(gradapo—Rro) ‘n=r-t.
Considerando allora la funzione
&(r)=¢,(r) + Rr-r,,

il cui gradientee’
gradé(r) = grady, (r) — Rr

0"

si ha che

{ AL(r) = Ap,(r)=0
gradé(r) ) n=-Rr-n=r-t.
In termini di componenti si ha quindi chgz,y) = ¢, (z,y) + y, 2 — z,y €
Alp,(2,y) +y,2 —2,y] =0,
) + ,w — xy] =t
877, QDU T,y yOJZ Jioy =r .

Le due condizioni precedenti definiscono lo stesso problemrEdiMANN posto in

431

termini della funzioney . Le rispettive soluzioni differiscono quindi di una costante

arbitraria, e cie’
&(r) = p(r) + cost.

Si ha allora
grady, = grady + Rr,,

ovvero, in termini di componenti,

90, _ 0 _ 00, _0¢ .
or oz Yo oy Oy o’

che, sostituita nella espressione i, fornisce la stessa espressione delle tensioni

tangenziali in termini della funzione .
L'espressione della nuova funzione di ingobbamento °

@, (r)=¢(r)+Rr, -r + cost.
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Notando infine che
{(RI‘U-I‘)k:I‘Oxr7
—zRr, =—zkxr, =r, x(zk),

si perviene alla relazione tra i campi di spostameate u, :
u, =u+6r, x(zk+r).

La differenzau, — u consiste pertanto in una rotazione antioraria di ampie#zg

intorno ad un asse di direziong passante per l'origin€ della trave. ]
Si pw pertanto enunciare il seguente risultato.

ione
mo

| campi di spostamento ottenuti con due scelte diverse del centro di rotaz
costituiscono due soluzioni equivalenti in quanto differiscono di un cinematis

rigido inessenziale.

3.4. Funzioni armoniche coniugate
Si consideri un dominioA connesso e generalmente regolare del piano e si de-

notino con
e ¢, il contorno esterno e
e ¢, (i=1,...,n)dli eventuali contorni interni.

Una funzioney : A — R & dettaarmonicase il suo gradienter = grady €

solenoidalee cice
divv=divgradp = A p=0.

Il campo vettorialev, essendo il gradiente di un potenziaérrotazionale

rotv = rot gradp = o,

ed in temini di componenti
v, v P?p %o 0

Y T

or oy - Oz Oy B Oy Ox
Si consideri ora il campo vettoriale* = Rv, ottenuto ruotando i vettori del campo

v di /2 in verso antiorario.
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Si osservi che, essend® isometrica ed emisimmetrica, valgono le relazioni
R=-R'=-R.

Un calcolo diretto mostra che valgono le eguaglianze

divRv=—rotv,

rotRv = divv.

Tali eguaglianze possono essere stabilite anche notando che per ogni sottodominio
P C A, invirtu del teorema della divergenza e del teorem&TbKkES valgono le
relazioni

fv-n ds:?{v*-t ds:/ rotv* da:/din da VP CA,
P P

P P
7{v-t ds:—j{v*-n ds:—/diVV* da:/rotv da VP CA.
oP oP P P

Quindise il campov € solenoidale ed irrotazionale, talesanche il campa™* = Rv
e viceversa.
Sia dunquey : A — R una funzionearmonicacon gradientev = grady .

B Se il dominio A & semplicemente connessbcampo v* = Rwv, in quanto
irrotazionale, ammettanin potenzialey* , che soddisfa leelazione diCAuchY-

RIEMANN
99" _ 9
. or Oy
grady* = R grady <~ 0" By
oy Oz

Poickeé v* & anche solenoidale risulta
Ap* = div grady® = divv* =0,

e dunque il potenziale* & armonico.

B SeildominioA e aconnessione multiplacontiene: cavia interne, I'integrabilia’
del campov* & assicurata se e solo se risultano nulle le circuitaziosi‘diungo
gli n contorni ¢ (7=1,...,n) delle caviti:

fv*-tds:o, i=1...,n.

¥
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Infatti la condizione di integrabilit del campo vettoriale* richiede I'annullarsi
della circuitazione del campo lungo una qualsiasi linea chiusa contenuta nel dominio
di definizione A :

?{v*-t ds=0, VcCA.

c
Poicte il campov* & irrotazionale, applicando il teoremaSiiokEs ad una linea

chiusa che racchiude caaitnterne, si ottiene che la somma delle circuitazioni-tli
lungo la linea chiusa e lungo i contorni delle cavihiternee nulla.

La situazione=esemplificata in fig. 3.6 in cui il sottodominio campito in grigio
ha come bordo le linee chiusec,, ¢, .

rotv = o,

j{v*-t ds=0,
g1
j{v*-t ds =0,
2

j{v*-t da=0, Vec.

Fig. 3.6

Sidenoti con!” il percorso costituito dalla curva chiuga dai bordi dellek < n
cavita che essa racchiude e dalldinee di andata e ritorno che consentono di passare
dalla curvac ai bordi dellek cavita.

Assumendo il percorsd’ come bordo del sottodominiel, campito in grigio
nella fig. 3.6, si poallora scrivere, grazie al teoremaSiioKEs,

k
}l{v*-tds:%v*-tds—&—z V*-tds:/rotv*dazo.
j=1

r c ¢j Ap

L'annullarsi della circuitazione del campeo* lungo i contorni ¢ (j=1,...,n)

delle cavif interne equivale pertanto a richiedere che sia nulla la circuitazione del
campov* lungo una qualsiasi linea chiusa, riducibile o0 meno, contenuta nel dominio
di definizione.
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Tali condizioni, essendos* -t = —v - Rt = v - n = grady - n, possono
equivalentemente esprimersiimponendo I'annullarsi del flusso del canmgitraverso
i contorni ¢ (7=1,...,n) delle cavitl interne

jlgv*-tds:fv-nds:%gradgo-nds:o, ji=1,...,n.
¢j ¢ ¢

Il campov* ammette quindi un potenziale armonigb.

B Lafunzionep*, se esisteg detta funzionarmonica coniugatai ¢ nel senso di
CaucHy 4! -RIEMANN 42,

Riassumendo si ucos concludere.

B Se il dominio A & semplicemente connesso ogni funziopearmonica in A
ammette un’armonica coniugatst unica a meno di una costante additiva.
Seildominio A ha connessione multipla, I'esistenza dell’armonica coniugéta
e subordinata all'annullarsi dei flussi del gradientexdattraverso i contorni delle
cavitd interne:

7{ grady -n ds=0 ji=1,...,n.
¢

3.4.1. Il problema di Dirichlet per 'armonica coniugata

Sia ¢ una funzione armonica soluzione di un problemaNdiumANN definito
dalla condizione al contorno

grady -n =p(s) su 0A.

Come sie visto, I'esistenza della funziong* armonica coniugata dp € assicurata se
il dominio A & monoconnesso.

Se invece il dominioA e pluriconnesso I'armonica coniugata esiste se e sao se *
nulla la circuitazione della funziong sui contorni delle cavit interne;

41 AucusTIN Louts CAUCHY (1789-1857). Professore di matematica &tole Polytechnique, alla
Sorbona ed al Cadige de France. E’ stato uno dei maggiori matematici di ogni tempo.

42 GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826-1866). Allievodi GAuss, succedette BIRICH-
LET come professore di matematica at@igen. Fondamentali i suoi contributi alla geometria differenziale
ed alla teoria delle funzioni di variabile complessa.
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D’altro canto I'esistenza della soluzione del problem&idiumaNN per la funzionep

richiede che
fp(s) ds=0.

0A
Tali condizioni implicano che I'integrale circuitale gi(s) deve annullarsi anche sul
contorno esterno:

fp(S) ds :fp(S) dsfé1 p(s)ds=0.

N 0A ¢

Si pw allora concludere che

Un problema dNEUMANN ammette una soluziong ed esiste I'armonica coniu-
gatap* di ¢ se e solo se i dati al contorno soddisfano le condizioni

j{p(s)ds:o i=0,1,...,n,

(ij

Tali condizioni assicurano che sui contor:gi, j =0,1,...,n sono ben definite le
funzioni
S
w,(9) = [ ) 85,
So0j

in cui s,; individua un punto del contorng—esimo.

Il problema diNEUMANN per la funzionep sitraduce quindi in un problemad
DIRICHLET per I'armonica coniugate* e cicé nel problema di determinare un
funzione armonica con assegnati valori sul contorno.

Infatti dalla relazione
ap*

0s

integrando e ponendbj = cp*(soj) , Si ottiene che sul contorno, si ha

= grady® -t = grady - n = I =p(s),

¢ () = ¢ (5,) +/p(§) ds = ¢"(s,;) +w;(s) = k; +w;(s).

Soj
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Poicke I'armonica coniugatay* & definita a meno di una costante arbitraria, |s
puo assumere nulla la costantg sul contorno esterne, .

Sidenoti quindi conw lafunzione definita sulla frontierd A di A dalle relazioni
w(s) =w;(s) su c¢;, j=0,1,...,n

Se A €& undominio monoconnessb problema diNEUMANN per la ¢ € dunque
equivalente al seguenpeoblema diDIRICHLET per la ¢*

Ap*=0 suA
r=w SugA
Se A € undominio pluriconnesste costantlk ,7=0,1,...,n sideterminano

imponendo che il campo vettoriake = R’ grady* ammetta un potenmale
A tal fine la soluzioney* del problema dDIRICHLET si pone nella forma

n
¢=ﬁ+;@@,

dove
e ¢’ elasoluzione del problema DITRICHLET

Apr=0 inA,
pr=w SUdA,

° 90’;,, j=1,...,n sono le soluzioni deglt problemi diDIRICHLET
Agp =0 inA,
p;=0 suc, ,
= 6 suc, k=1,...,n.
J

Poicte il gradiente dip* e quello di ¢ sono legati dalla relazione diAucHY-
RIEMANN, grady = —R grady*, sui contorni delle cavét interne valgono le con-
dizioni

j{gradw-t ds:j{—Rgradap*-t ds:—%gradgo*-n ds=0 i=1,...,n,

437
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e quindile costantkj , j=1,...,n siottengono come soluzioni del sistema lineare
n
> %grad@-nds k:j:%gradgo:-nds, i=1,...,n.
Jj=1 : :

Le n + 1 funzioni <p;f, j =0,1,...,n sono univocamente determinate in quanto il

problema diDIrRICHLET per una funzione armonica ammette un’unica soluzione per
ogni assegnata condizione sulla frontiera.

3.5. Latorsione come problema di Dirichlet

La teoria delle funzioni armoniche coniugateopapplicarsi al problema della
torsione per trasformare il problemaNiEuMANN per 'ingobbamento specifice in
un problema dDIRICHLET per la funzioneyp* , armonica coniugata dp .

Tale problema risulta di soluzioneyggevole del corrispondente problema di
NEUMANN.

Si ricordi che la funzione d’ingobbamento specifigoé soluzione del problema
di NEUMANN

Ap=0 SuA
gradp n=r-t SUOA
Risultano soddisfatte le condizioni
0 (1 o (1
fr-tdEzj{%(gr-r) ds:%%<§r2> ds=0, j=0,1,...,n.
¢ ¢j ¢
Lafunzioney* armonica coniugata dp pud quindi essere determinata come soluzione

del problema dDIRICHLET

Ap*=0 SUA,
©*(s) = w,(s) + k; suc; j=0,1,...,n,

dove )
ka = O) kj = SD*(S()]) 5 T(Soj)Q bl
()= [t d5 Los, )2 = Lo
UJJS = r S T.Soj 27"8
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Se A e undominio pluriconnessa valori delle costantik:j perj=1,...,n,Si
ottengono risolvendo il sistema lineare discusso alla fine della sezione precedente.

Le tensioni tangenziali possono essere espresse in termini dell’'armonica coniugata
in quanto esse sono funzioni del gradiente dell'ingobbamento e tale gradiente puo essere
espresso in termini del gradiente dell’armonica coniugata.

Dalle relazioni

T=G¢ (Rr+ grady), grady = —R grady*,

si deduce infatti che le tensioni tangenziali si esprimono in funziong diome segue

op*

_ N e

7, =G0 (ay y),
dp*

Ty:G0/<—a—x+(E>

La soluzione del problema della torsione mediante la determinazione della funzione
armonica coniugata sarillustrata, mediante alcuni esempi notevoli, nella sezione
3.8 (p. 444).

T=GO0R(r— grady’) <

3.6. Lafunzione di Prandtl

Il problema della torsione malternativamente essere formulato seguendo un’idea
di PranDTL 3 [6]. A tal fine si introduca la funzione

() =¢*(r) — —r-r Funzione diPRANDTL

e si osservi che

0w _oe
B . or — dx
grady = grady® —r <= %_% B
oy Oy

43 Lupwic PRANDTL (1875-1953). Fisico tedesco, considerato il padre dell’aerodinamica. Ha
insegnato al Universitdi Gottingen dal 1904 al 1953. Fra i suoi collaboratori ed allievi si annoverano
molti noti scienziati qualiACKERET, BETz, BLASIUS, BLENK, BUSEMANN, GORTLER, VON KARMAN,
LUDWIEG, OSWATITSCH, REICHARDT, SCHLICHTING € TOLLMIEN. Le sue idee e pubblicazioni hanno
influenzato I'aerodinamica moderna e la meccanica dei fluidi. Nei settori di ricerca della meteorologia,
dell'laerodinamica, dell’aeroelasticité della plastici le sue idee di base sono ancora di attaalit”
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Sostituendo tale relazione nella espressione dii ottiene

fT:GQ/g—w,
T=-GORgrady <= Y

T, :—Gﬂ/a—w

y ox

Ricordando chey* & armonica e che
1
grad (5 r- r) = gradr =1,
dove I denota I'identi&, si ha infine che
. 1
Ay = Ap* — div grad <§r-r) =-2,

in quanto divl =2.
Pertanto il problema dDIrICHLET nell'incognita ¢* si traduce nel seguente
problema per la funzione

A= -2 Problema diPo1ssoN
Y=0 su ¢, per la
funzione diPRANDTL
=k, suc¢ i=1,...,n

Le costanti di integrazioné; si valutano con considerazioni analoghe a quelle
svolte nel caso del problema DIRICHLET.
La soluzione del problema @oisson * si pone nella forma

w:w()+§kjwj,
2

dove

4 SIMEON-DENIS POISSON (1781-1840). Nacque a Pithiviers in Francia. Inizialmente costretto
dalla famiglia a studiare medicin&,01ssoN comincb a studiare la matematica solo nel 1798 all’Ecole
Polytechnique. | suoi maestliAPLACE e LAGRANCE diventeranno anche amici per la vita. Insegn’
all’Ecole Polytechnique dal 1802 fino al 1808. | suoi lavom rportanti furono dedicati agli integrali
definiti ed allo sviluppo delle serie #iourIER. PoI1SsON ha pubblicato circa 400 lavori di matematica con
applicazioni all’elettricié, al magnetismo ed all’astronomia.
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e la ¢, & soluzione del problema Bio1ssoN con condizioni al contorno omogenee

Pv=20 su 0A

e le ¢, sono soluzioni degliz problemi diDIRICHLET

Ay, =0

¢j:§jk suc, k=1,...,n

Le condizioni di integrabilé per il campo
R gradp® =R (grady +r),

sono

%R(gradw—ﬁ—r)-tds: —jggradw-nds—j{r-ndes:o, i=1,...,n.

Cc;

i Cc;

K3 (3

Si osservi quindi che, denotando cahn I'area dell'i—esima cavi, vale la relazione

%r-nds:/—dinda:—QAi, i=1,....,n,
¢ A;

dove il segno mene dovuto al fatto che, avendo assunto la normalascente dalla
sezione A, sull’ i—esimo contorno interno, essa aantrante nel dominiod, della
cavita.

Il sistema lineare che fornisce le costakn}i e quindi il seguente

i(%grad%-ndé‘) ijQAi_j{ grady, -nds, i=1,...,n.
=1 :

¢
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Le curve di livello della funzione dPRANDTL sono definite implicitamente da

¥ (r) = cost.
e su ognuna di tali curve si ha:
8—¢ =grady -t =0,
Js

e quindi anche

(Rgrady) - (Rt) T n=0 <= 7-n=0.

- ae

Pertanto il vettorer € tangente in ogni punto alla curva di livello della funziope
passante per quel punto, ovvero

Le curve di livello della funzione dPrRANDTL sono linee di flusso delle- .

Il modulo dellaT puo esprimersi in funzione di) osservando che, essenffo
un’isometria, risulta

=G0 | Rgrady | = G¢'| grady | .

Esprimendo il momento torcente in funzionewisi ha

M, :/rXT-k da:/er-rda:
A A

= —GQ’/(Rr) - (R grady)) da = —GG’/ grady - r da =
A

A
=—-G¢ div(¢r) da — [ o divr da
[avtvmr o]

in cui sié fatto ricorso alla relazione diwr) =1 divr + grady - r.
Notando che div = 2 e che per il teorema della divergenza risulta:

[div(wr) da:azwr-nds:jzn:lk:j/r-nds:

C:

J

= f;k}/ divr da =2 ;ijj,
J= A]' J=
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si ottiene I'espressione del momento torcente
n
M, =2G¢ /¢ da+ > kA,
j=1 "
A

e quindi quella della rigidezza torsionale

M n
Kt—e_/t—QG(/w da+j;ijj.>
A

La rigidezza torsionale della sezioagoroporzionale alla somma del volume de
solido di baseA racchiuso dalla funzione e di quello dei cilindri di baseA,
ed altezzakj in corrispondenza delle casit”

Le proprieti della funzioney) consentono di mostrare che il modulo tensione tan-
genzialer attinge il massimo in punti del contorno della sezione [9]. La dimostrazione
fa ricorso a metodi di teoria del potenziale ed in particolare alle prepdieite funzioni
subarmoniche [8].

m ANALOGIA DELLA MEMBRANA

Si consideri il problema dell’equilibrio di una membrana piana sottile
o fortemente tesa con una pretensione uniforivg
o fissata al contorno della sezione retta monoconnessa
e soggetta ad una lieve ed uniforme differenza di pressione tra le due facce.
Siaw(r) lo spostamento trasversale della membrana nel prr¢oA e p I'uniforme
differenza di pressione.
Come mostrato nel Tomo | sezione IV.10 (p. 456), la condizione differenziale di

equilibrio in direzionez ¢ allora ben approssimata da una semplice espressione che,
insieme al legame vincolare al contornopacriversi

— Aw=p/N, SUA,
w=10 SUQA.

Sinotichel[p| = FL™2, [N, = FL™', [Aw] =L"'.

Il problemae perfettamente analogo al problema di valori al contorno posto nella
teoria della torsione per la funzioneRANDTL ).

Tale osservazione costituiscafialogia diPRANDTL 0 della membrana. ]
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3.7. Analogia idrodinamica

Si consideri un recipiente cilindrico che ha una sezione retta costituita da un
dominio monoconnessel e contenente un liquido incomprimibile e non viscoso in
moto stazionario.

Il moto del fluido, come mostrato nel capitolcel yétto dalle condizioni

divv=10 incomprimibilita,
rotv = cost vorticita costante,
v-n=0 flusso nullo attraverso le pareti.

Come saamostrato nellasezione 4 (p. 451), tali condizioni individuano univocamente
un campo vettoriales di classe € (A) nel dominio monoconnessd .

Esse sono perfettamente analoghe a quelle che governano il campo delle tensioni
tangenziali da torsione nella trave SIAINT VENANT avente la stessa sezione retta
monoconnessal . Ne segue che i campt e v sono proporzionali.

Tale analogi& molto utile per avere un’idea qualitativa del’'andamento delle linee

di flusso deller da torsione nelle sezioni monoconnesse.

Le linee di flusso del liquido possono essere facilmente visualizzate mediante un
colorante che ne evidenzi 'andamento.

Dall'andamento di tali linee ppdesumersi anche una stima del valore delle
tensioni tangenziali da torsione. Dove le linee di flusso si addensano il modulo
delle 7 aumenta e viceversa.

All'analogia idrodinamica si fa riferimento per ottenere indicazioni sul’andamento
delle linee di flusso delle tensioni tangenziali da torsione. ]

3.8. Soluzioni notevoli

Si forniscono nel seguito alcuni esempi di soluzione esatta del problema della
torsione.

Il metodo che si esporedovuto &AINT VENANT [1] edé basato sulla propriat”
delle parti reale e immaginaria delle funzioni olomorfe di essere funzioni armoniche
coniugate nel senso AlAUCHY-RIEMANN.

L'idea e quella di considerare funzioni olomorfe del tipo+ iy )™ . Cid consente
di costruire unafunzione armonica che soddisfila condizione al contorpd = 7“2/2
per alcune sezioni di interesse applicativo.

La funzione armonica coniugatadescrive allora I'ingobbamento della sezione
retta.
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3.8.1. Torsione del cilindro ellittico

La parte reale della funzione olomorfa:
(z + iy)2 =2 - y2 + 2izy
e armonica. Tale dunque anche la funzione:
P (ay) = (2" —y") + K

Imponendo la condizione al contorgd = 7'2/2 si ha:

1
' —y) H K =56 )

1 1
(3-¢)# + (3+¢) =¥

che perc® < 1/2 e 'equazione dell’ellisse:

da cui:

a O
:L'2 y?
X K_‘ — + ﬁ =1
a
b
y
Fig. 3.7
dove: " "
a= - b= -
2= ¢ 2 +¢
e dunque:
1a® -0 2 a’ b’

c=- k=
20+ a + b

La funzionep* assume dunque la seguente espressione

¥ 1a> - v 9 9 a’ b’
z, =5 r — R i m—
90( y) 2a2+b2( y) a2+b2

445
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che sostituita nell’espressione=difornisce in componenti

2

a
T, = —2G0/7a2 i b2 Y,
b2
_ /
I momento torcente vale dunque
a’J, + b°J,

M, =[(r,z — 7,y)dA = 2G¢'
A

a® + b’
Osservando poi che i momenti principali d’'inerzia dell’ellisse valgono

rab’ 7a’b
J, = 1 Jy = 1

il momento torcente e la rigidezza torsionale assumono I'espressione

, a’v’ o’ v’
My=rG0 55, ky =mG 5.
’ a”+b ’ a”+b
Il raggio v = (a',3') avente direzione di simmetria coniugata a quella del raggio

r = (x,y) € individuato dalle relazioni

g =-2 = Zx
- by’ y_a7

e pertanto le componenti della tensione tangenziale possono scriversi

b
Ty :2G0/ %1'/7
a”+b
B ., ab
K

Si pw dunque concludere che il vettore ha lungo ogni diametro la direzione del
diametro coniugato.

Le linee di flusso del campo vettoriate sono ellissi omotetiche al contorno. I
modulo del vettorer in un punto P di vettore posizione & proporzionale al modulo
del raggio coniugata* definito dalle coordinate’ e v’ :

2

T =2G0 s, r =2 +y’2.

(l2+b
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N Andamento delle tensioni
TS e tangenziali

Fig. 3.8

Il massimo valore dellar si ha dunque in corrispondenza dell’estrendel diametro
minore dell’ellisse e vale

2
a" b 2M 2M
T =2G¢ = L= t
max aQ —|—b2 7rab2 Ab

dove A = wab e l'area della sezione ellittica.

Per lo studio della deformazione si osserva che la funzippnarmonica coniugata di
©*, ameno di una costante inessenziale vale

a® — b
s TY.

=TI

447

Lingobbamentou, = ¢ ¢(x,y) & positivo nei quadranti dispari e negativo in quelli

pari. Le linee di livello della funzione> sono iperboli equilatere.

Ingobbamento
della sezione
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3.8.2. Torsione del prisma triangolare equilatero

Si consideri la funzione olomorfa: + iy)* = (z* — 3zy°) + i(32°y — 3°).
La sua parte reale fornisce la funzione armonica:

o' (x,9) = c(a” — 3uy”) + k.
Imponendo la condizione al contorgo = /2 si ha:

1
c(m3 — 3xy2) + k= 5(3:2 + y2).

Assumendoc = —1/6a e k = 24”/3 la condizione al contorno diventa:
(z — a)(z — V3y + 2a)(z + V3y + 2a) = 0.

Essa risulta soddisfatta nei puntk,y) che costituiscono il contorno del triangolo
equilatero di altezza 3a rappresentato in fig.3.10 e le tensioni tangenziali sono date

da:
3a
N
_ -2a T‘”:Ga/yx_a
< .- o 22 2;; _ g
]
Yy
Fig. 3.10

Lungo la mediana distesa sull'asse xda & nulla e si ha (fig.3.11):

A et

y
=0 2a
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P -2a
X Diagramma dit

lungo la medianay = 0

yy
Fig. 3.11
I momento torcente vale:
3 4y
M, = gGG g,

ove J, = 3v3a’ @il momento d'inerzia polare del triangolo.

Le tensioni tangenziali si annullano nei vertici e nel baricentro e assumono il valore
massimo nei punti medi dei lati:

3 , 5 M,
Tmaz = §GGO = 5@7{)

le linee di flusso del campo vettoriale sono definite implicitamente dalle relazioni
(fig. 3.12)
1
80*(55»9) - 5 ($2 + y2> = COSta
e le linee di livello della funzione di ingobbamento specifico dalle condizioni (fig.3.12)
3x2y — y3

olx,y) = e = cost .

Si osservi che, a padtdi area, I'albero circolare ha una rigidezza torsion&le mag-
giore di quella, del cilindro ellittico e di quellak’, del prisma triangolare. Infatti

2ab 213
K =——=K K, = K .
e a2+b2 c? t 15 c

Si puw mostrare che, per assegnati valori del momento torcente e dell’area della sezione
retta, I'albero circolare presenta ilyppiccolo valore dellar

max *
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3a

Concavo

X
Convessc?

\>

Fig. 3.12

2a Linee di livello

r' dell'ingobbamento

<
<

y

3.8.3. Effetto d’intaglio
L'incremento del valore delle tensioni tangenziali per effetto diintagli o scanalature
negli alberi a sezione circolare pessere mostrato con un interessante esempio dovuto

aC. WEBER [7]. Si consideri la sezione di fig.3.13 e le due funzioni armoniche
x/r. Da esse puoitostruirsi la funzione armonica

b2

La condizione al contorno grad = r?/2 impone che

b’ +b2 1 5
alr——x —==r
2 2 2

e dunque, in coordinate polari

b? cost vt
a (rcos@ - ) + == T
r 2

2

| S

ovvero



X —IL SOLIDO TRAVE 451

X 9 v Sezione circolare
con intaglio

yY

Fig. 3.13

La condizione al contorno definisce quindi una figura piana costruita mediante due

circonferenze
r==~5
r=2a C0OSH,

come mostrato nella figura 3.14.
Le tensioni tangenziali valgono

7, =GH6 (2a cosh — b) sind,

7,=—G0 (2a cost — b) cost

e dunque
T=G6 (2acosd — b).
Il valore massimo della tensione tangenziale si ha nel punto A dove, per valori suffi-

cientemente piccoli del raggio d’intaglio risulta con buona approssimazione

T  x~2G0a,

max

chee il doppio di quello che si avrebbe nell'albero senza intaglio.

Una analisi generale dei metodi di soluzione del problema della torsione ed esempi
di applicazione possono essere trovati nel libr8 dkOLNIKOFF [9].



452 4—- COMPLEMENTI

4. COMPLEMENTI

Si consideri un dominio pianal con frontiera0A generalmente regolare costi-
tuita da un contorno esterng e dan contorniinternic,, i =1,...,n.

Si premettono le seguenti definizioni

e Il rotore di un campo scalaré di classe ¢(A) & il campo vettoriale
rot{ : = R gradg,
ed in termini di componenti

o€

oy
3
oz

[rot¢] =

e Il rotore di un campo vettoriala: di classe ¢(A) & il campo scalare
rotu := —div(Ru),
ed in termini di componenti

Oou ou

y _ Tz

rotu = .
" oz oy

Un argomento analogo a quello cui sifatto ricorso nel trattare, alla sezione
3.4 (p. 432), la teoria delle funzioni armoniche coniugate, consente di dimostrare il
seguente importante risultato della teoria dei campi vettoriali nel piano.

Proposizione 4.1. Campi piani solenoidali. Un campo vettorialev di classeC!(A)
nel dominio pianoA € il rotore di un potenzialey se e solo sé solenoidale ed ha
flusso nullo attraverso i bordi delle cagiinterne.

divv =0, %v-nds:o sUc i=1,....,n < 3T : v=roty.
.

i
i

Il potenziale) risulta armonico se e solo se il campo & anche irrotazionale.



X —IL SOLIDO TRAVE

Dim. Siav uncampo solenoidale con flusso nullo attraverso i bordi dellexmi#rne.
Il campo v* = R v risulta allora irrotazionale in quanto ret = divv = 0. Inoltre
la circuitazione div* lungo i bordi delle caviinternee nulla poicle, postot = Rn

si ha
%v*-t ds:j{v-n ds=0 sug¢ i=1,...,n.

(1 Ci

Ne consegue chenulla la circuitazione del campeo* lungo ogni curva chiusa i .
Pertantov* ammette un potenziale+) e risulta

v=—-Rv*=R grady = roty.
Viceversa siav = roty per cuiv* = —grady . Dalla relazione

divv = rotv* = —rot grady =0,

si deduce che il campe & solenoidale. Risulta inoltre

%V-n ds :j{v*-t ds :]{g—d) ds =0 perognicurva chiusac C A.
S

Si osservi infine che
rotv = rot roty) = rotR grady = div grady = A,

e dunque il potenziale) € armonico se e solo se il campoe irrotazionale. O

453

Osservazione 4.1.Si noti che nella proposizione 4.1 la condizione posta sul campo

v equivale a richiedere che sia nullo il flusso attraverso ogni curva chiuda iSe il
dominio A & monoconnesso tale condizione equivale a quella di solenaidalit™®

Siponga ora la questione di determinare un campo vettovialeC' (A) soluzione
del problema

divv = o in A4,
P) rotv =0 in A,
ven=r SuUodA.

con o e 3 campi scalari di classe'CA) e v campo scalare di classe¢’ @A) .
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Postov* = Rv e t = Rn risulta

divv*= —rotv,

rotv* = +divv,

Il problemaP equivale quindi a determinare un campo vettoriate= R v soluzione

di
divv* = -3 in A,
P*) rotv* = « in A,
viet=7x SuUodA.

La discussione dei problemi equivalefitie P* pud condursi facendo riferimento
a classici risultati concernenti i problemi al contornd@irRICHLET € di NEUMANN
per I'operatore dLAPLACE.

Il problemalP ammette soluzione se e soloessoddisfatta la condizione

/a da—&—/fy ds=0.
A oA

Se il dominio A € monoconnesso la soluzioaainica.

B Unicita della soluzione

L'unicita della soluzione dei probleni? e P* segue dal fatto che i problemi
omogenei ad essi associati

divv =0 in A, divv* =0 in A4,
P,) rotv=0 in A, P) rotvi=0 in A,
v-n=20 SsuoA. vi-t=0 su dA.

ammettono solo la soluzione banale.
Per mostrarlee ‘sufficiente osservare che i campie v = R v sono entrambi
irrotazionali e solenoidali. Inoltre

e il campo v ha flusso nullo attraverso ogni curva chiusadne quindi€ il rotore
di un potenziale armonicg ,

e il campo v* ha circuitazione nulla lungo ogni curva chiusah e quindi€ il
gradiente di un potenziale armonicg .

Ne segue dunque che

{v = roty) = R grady,

= grady = —grady”.
v* = grady* = —R roty”, grady drads
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Poiche i potenzialip* e v sono definiti a meno di una costante additivéecito porre

Y =—¢".
| problemi P, e P, tradotti in termini del potenziale* assumono la forma di

un problema dDIRICHLET

Ap* =0 in A,
P,

grade* -t =0 SuodA.

Il potenziale ¢* & quindi costante sul contorng = A e pertanto il problema di

DIRICHLET puo scriversi

Ag* =0 in A,
P,)
©* = cost SuUQA.

Il problema diDirRICHLET ammette un’unica soluzione* = cost in A. Ad essa
corrisponde un campe = —R grady* identicamente nullo inA .

B Esistenza della soluzione
Il teorema della divergenza mostra che, affimelsista una soluzione del problema
P, & necessario che il campo scalaresoddisfi la condizione

/a da:/din daz%v-n ds=0.

A A 0A

In [24] & dimostrato un classico risultato di teoria del potenziale doviR@BSON
(cfr. KELLOGG [8]) il quale assicura che I'equazione vettoriale nel piano

Au=dvgradu=v in A,

ammette soluzione per ogni campo vettoriale
Una soluzione particolare costituita dapotenziale logaritmico vettoriale

o () ::—%/v(y) In H day ,
A

dover = ||y — x| & la norma del raggio vettore che unisce i puate y .
Tale soluzione risulta inoltre univocamente definita se si impone che essa soddisfi

le condizioni normali all'infinito

lim 7||us || =0, lim 7%| gradu, | =0.
r—00 r—00
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La soluzione generale dell’equazione vettorial®dissoN € data dalla somma di una
soluzione particolare e di un arbitrario campo vettoriale armonicd in

u=1u,+u,, Au,=o in A,

Dall'identita vettoriale

—rot rotu = div gradu — grad divu Vu € C*(A4),

ricordando chev = A u = div gradu e ponendo

p=dvu,

1 = —rotu,

si ottiene I'espressione delfarmula diHELMHOLTZ per campi vettoriali piani

v = grady + rot .

Valutando quindi la divergenza ed il rotoredied osservando che sussistono le idantit”
divrotyy =0 Ve € C*(A), rotgradg =0 Vo e C*(A),

si deduce che
dvv= Ap,
rotv = rot roty .

Dalla relazione
rot(Ru) = divu, Yuec C'(4),

si deduce quindi che
rot roty) = rot [R grady] = div grady) = Ay Vi € C*(A),

e pertanto in definitiva risulta

Ap=divv,
At = rotv.

La relazione
rotyy) -n =R grady - n = grady - t,
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mostra poi che
v:-n= grady -n+ roty -n = grady - n + grady - t.
Il problemalP € dunque equivalente a

Ap=a« in A,
P) A =0 in A,
grady -n+ grady -t =0 SudA,

Si pongay pari ad una soluzione particolare dell’equazion®dissonN
Ap =a.
Una tale soluzione particolaesfornita dalpotenziale logaritmico

1

Yoo(X) 1= ~5= a(y)In E] day .
A

Il problema@ si riconduce quindi ad un problemalbissSON-DIRICHLET

Ay =p in A,
grady -t = —grady., ' n SudA,

457

Poicte per ipotesi la frontiera del dominid & costituita dal solo contorno esterno

c, = 0A, il teorema della divergenza mostra che il valore al contorno del campo

risulta ben definito se e solo se

fgradw-t ds :f gradp. - n ds :f Ao da:/a da=0.
[N [ A A

Tale condizione e quindi necessaria e sufficiente aféidatsoluzioney del problema

Q di PorssoN-DIRICHLET esista e sia unica a meno di una costante additiva (vedi

sezione 4.1).
Essa dipende dalla scelta della soluzione particolagedell’equazione dPo1s-
SON Ay =a.
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Per ogni scelta dip., il campo vettoriale

v = grady + roty ,

soddisfa le equazioni

dvv=Ap=a« in A4,
rotv= Ay =7 in A,

v:n= grady, -n+ roty -n =10 SuodA.

ed € quindi soluzione del problem®&. Poicte sié mostrato che la soluzione del
problemaP e unica, essa non dipende dalla scelta della soluzione particplgre
dell'’equazione dPoI1SsSON.

Si pw allora concludere.

Proposizione 4.2. Condizione di esistenza ed uniait™ Se il dominio pianoA e
monoconnesso i problemi, tra loro equivalenti,

divv =« in A, divv* = —p3 in A,
P) rotv = 3 in A, P*) rotv* = « in A,
v-n=0 su 0A. vi-t=0 SudA.

ammettono un’unica soluzione se e sol@smddisfatta la condizione

/a da =0,

A

che esprime per, i problen® e P*, rispettivamente I'annullarsi del valor medio della
divergenza e I'annullarsi del valor medio del rotore. O

Una pid semplice ed interessante discussione dei problermaiP* & la seguente.

La soluzione del problem& vé decomposta nella somma delle soluzioni di due
problemi che generalizzano le propeetaratteristiche delle tensioni tangenziali da
taglio e da torsione.
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Tali problemi sono pertantoindicati rispettivamente con le sigleG e TOR e
sono definiti da

dvv=a in A, divv =0 in A,
TAG) rotv =0 in A, TOR) rotv = 3 in A,
v-n=rvy SuodA. v.n=0 sudA.

B ProblemaTAG.

Il campo v soluzione del problem&AG ¢ il gradiente di un potenzialg e cice
sihav = grady. Intermini del potenzialep il problema si traduce in un problema
di POISSON-NEUMANN

Ap =« in A,
PN)

gradp-n=+v  sudA,

che ammette una soluzione unica a meno di una arbitraria costante additiva se e solo
see€ soddisfatta la condizione

/a da+/’y ds=0.

A 0A

Sotto tale condizione la soluzione= grady del problemalTAG € quindi unica.

H ProblemaTOR.

Il campo v ha divergenza nulla e flusso nullo attraverso un qualsiasi tratto del
contorno9A quindi anche attraverso i bordi delle cavititerne. In virtr del teorema
4.1 (p. 453) il campov ¢ il rotore di un potenziale), si ha ci® chev = rot. In
termini del potenziale il problema sitraduce in un problemalio1SsSON-DIRICHLET

Ay =0 in A,
PD)
grady -t =0 su0A,

la cui soluzione dipende dai valori costanti dejlasui contorni che formano la frontiera

di 0A . Potendo assumere nullala costante sul contorno esterno, la solwzionet

del problemdl'OR dipende dai valori costanti delka sui contorni delle cavétinterne.
Se il dominioe monoconnesso la soluzioaeainica.
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4.1. Analogia col problema dell’equilibrio elastico

Un’analogia formale con i problemi di elastostatica consente di dedurre le con-
dizioni di esistenza e uni@tdelle soluzioni dei due classici problemi al contorno
per I'operatore diLAPLACE noti comeproblemaP 01ssON-NEUMANN e problema di
POISSON-DIRICHLET.

L'analogia formale si traduce in una efficace informazione sull’esistenza e
sull'unicita della soluzione.

Infatti la teoria richiede che I'opratore differenziale che governa il problema goda
delle seguenti propriat’

¢ 'immagine sia chiusa,

¢ il nucleo sia di dimensione finita.
Siaallora(H'(£2))? lo spazio diSoBOLEV dei campi vettoriali di quadrato integrabile
sul dominio spaziale di definizione insieme alle derivate prime distribuzionali.

e Nei modelli strutturali continui bidimensionali e tridimensionali le progifn-
damentali dell'operatore cinematico sym grad di avere immagine chiusa in
(H'(£2))® e nucleo di dimensione finita per ogni sottospazio chius@in(£2))?
sideducono dalla celebrataconda diseguaglianzadiorn (vedi Tomo |, sezione
11.6.3 (p. 210))

/ (n sym gradh |’ + |u||2> da > ( gradu |2 + |u2) da,

A A

e Per i problemi diPo1ssoN-NEUMANN e di PoIssoN-DIRICHLET le analoghe
propriet per I'operatore grad sono conseguenza della cladseguaglianza di
POINCARE in H'(A)

2
/|| gradu||® da + (/u ds) 2/(” gradu || + |u||2) da.
A A A

Pit precisamente tali diseguaglianze consentono rispettivamente di dimostrare che gli
operatori

o symgrade L {H'(2)%, £*(2)°},

con s = (d*> + d)/2 dimensione dello spazio dei tensori simmetrici®t e
o grade L {H'(2),L°(2)"}

hanno immagine chiusa e nucleo di dimensione finita.
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B Problema di PoisSON-NEUMANN

Effettuando le identificazioni formali

p=u campo cinematico
grad=B operatore cinematico

I=¢£ operatore elastico

P forze di contatto s@ A

b forze di massa

I'equilibrio elastico del dominioA soggetto a forze di contattp sulla frontiera si
scrive

e = grady congruenza
o=1¢ legame elastico
—dive =b equilibrio di massa

o-n=p SudA equilibrio al contorno

Espressoin termini dello spostamento scalaresso equivale al problemalddisson-

NEUMANN
{ Ap=—-b su A

gradp -n=p su 0A

| cinematismi rigidi conformi per il modello sono i campi a gradiente nullo ecio”
forza della connessione dl, quelli costanti suA .
L'analogia elastica conduce quindi ad affermare che esiste soluzione se e solo se

€ soddisfatta la condizione
/b da +/p ds=0.

A 0A

La soluzioney € in tal caso unica a meno di campi costanti4u
Nel problema della torsione si ha(s) = r(s) - t(s) e dunque la condizione di
esistenza diventa
/r ‘tds=0

0A

ede sempre verificata in quanto

d 1
r-t7£§(r-r).
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B Problema di PoisSON-DIRICHLET

Effettuando le identificazioni formali

P =u campo di spostamenti
grad =B operatore cinematico

I=¢ operatore elastico

P =w cedimenti vincolari swA

b forze di massa

I'equilibrio elastico del dominicA soggetto a cedimenti assegnatisulla frontiera si

scrive
e = grady congruenza
o=1¢ legame elastico
—dive =10 equilibrio di massa

Y =w SudA vincolo cinematico
ed equivale al problema #io1sSON-DIRICHLET

{Aw——b su A
P =w su 0A

| cinematismi rigidi conformi per il modello sono nulli in quanto devono essere campi
costanti sud e nullisudA.

L'analogia elastica conduce quindi ad affermare che esiste un’unica soluzione
per ogni dato.

Nella classe delle funzionp che verificano la condizione al contorno= w su
0A il funzionale energia potenziale totale risulta strettamente convessadai da

1 2
F(p)= 5[ |l grady ||” da—[ by da.
o

A

Nel problemadellatorsione sg & I'armonica coniugata della funzione diingobbimento
specifico risultab = 0 ed inoltre

w=r1r?%/2 sul contorno esterno
w =7?/2+k; suicontorni interni
Sey e lafunzione dPRANDTL risulta b = —2 ed inoltre

{w =0 sul contorno esterno

w = k7 sui contorni interni
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5. LA SOLLECITAZIONE DI TAGLIO E FLESSIONE

Si consideri una trave sulle cui basi terminali agiscono due sistemi di forze stati-
camente opposti, ciascuno avente

e risultante T ortogonale all’asse della travef¢rzo di taglig,

e vettore assiale del momento risultante rispetto al baricentro elaﬂsﬁgp ortogo-
nale all’'asse della travenomento flettenje

Sollecitazione di
\[XT taglio e flessione
MGf_ I k XT

Fig. 5.1

In ogni sezione trasversale si assuma l'origine del sistema di riferimento coinci-
dente con il baricentro elastico.

Le caratteristiche della sollecitazione in ogni sezione trasversale della trave cos
caricata consistono in uno sforzo di taglid costante lungo I'asse della trave ed in un
momento flettente variabile linearmente con la coordinatiella sezione.

Il vettore assiale del momento flettente varia infatti con legge lineare governata
dall’espressione

Mg (2) = Mg;(0) — 2 (k x T).

Derivando rispetto a si ottiene la condizione differenziale di equilibrio
— / _ !
—kxT_MGf, T_kxMGf.

Dalla teoria della flessione si ha che il gradiegtedelle dilatazioni delle fibre della
trave€ dato dall’equazione vettoriale

k x Mg, (2) = Jo(E) g(2) -

Derivando rispetto a si ottiene la relazione tra la derivaggl del gradiente delle
dilatazioni e lo sforzo di taglio

T=J,E)g.
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e La retta passante per il baricentro elastico e parallela allo sforzo di taglo
dettaasse di sollecitazione del taglio

e La retta passante per il baricentro elastico ed ortogonale al gradigndella
derivata delle dilataziore dettaasse neutro del taglio

Se a & un versore ortogonale allo sforzo di tagfd risulta
T-a=(J,(E)g) -a=0.

Dunque le direzionidg’ e di a sonodisimmetria coniugatarispetto all’ellisse d’inerzia
elastica della sezione trasversale.

Osservando che I'asse di sollecitazione del taglastogonale al versora e che
I'asse neutro del taglie ortogonale al vettorg’, dalla geometria delle masse (vedi
sezione IX.2.2 (p. 358)) segue che

B I'asse disollecitazione e I'asse neutro del taglio sono diametri coniugati dell’ellisse
di CuLMANN della sezione trasversale.

Si noti inoltre che
T g'=Jg(E)g) g >0,
e cice che
e ilgradienteg’ della derivata delle dilatazioni ha proiezione positiva nella direzione
della forza tagliante.

5.1. Latrattazione di Jourawski

La trattazione del problema dell’equilibrio elastico svoltaglaiNT VENANT in
[2] (1856) conduce alla formulazione di problemi del tipoRibisson nel dominio
della sezione retta. La soluzione di tale problema si presentagrdua anche per
forme geometriche semplici della sezione trasversale.

Tale circostanza fa preferire, ai fini tecnici, unatrattazione approssimata ditipo ele-
mentare dovutaBR.J. JourRAwSKI* chelasvilupp;, in connessione con la costruzione
dei ponti lignei della linea ferroviaria St Pietroburgo-Mosca, nel periodo 1844-1850.

4 D.J. JourawskI (1821-1891). Nel 1838 entp all'lstituto di Ingegneria della strade e delle co-
municazioni di St Pietroburgo. L'Istituto era stata fondata nel 1809 da ingegneri francesi provenienti dalla
Ecole Polythecnique e dalfecole de Ponts et Chawess di Parigi tra cCUBETANCOURT (che ne fu il primo
direttore),BazaiN e POTIER. Nel 1820 giunsero a St PietroburGo\BRIEL LAME e EMILE CLAPEYRON,
che insegnarono matematica e fisica presso I'lstituto ed aiutarono a progettare molte importanti strutture tra
cui vari ponti sospesi che vennero costruiti in quel tempo a St Pietroburgo. Durante gli stodighwskr
'insegnamento era ormai in mano a docenti russi ed egli ebbe quale professore di matématic@s-
TROGRADSKY. JOURAWSKI si laured nel 1842 anno in cui ininila costruzione della linea ferroviaria St
Pietroburgo-Mosca. A lui venne affidato il compito di progettare il ponte sul fiume Werebia (lughezza 60
metri, 9 campate, altezza dalla superficie dell'acqua 56 metri) che venne realizzato con travi in legno di grande
altezza ed anche da travi composteurawski ided il suo metodo perdetrminare gli sforzi di scorrimento
tra le fibre longitudinale delle travi lignee e per dimensionare i collegamenti metallici tra travi sovrapposte.
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La trattazione diJourAwSKI, pur basandosi su sole considerazioni di equilibrio
alla traslazione lungo I'asse della trave, fornisce valutazioni sufficientemente accurate
ai fini tecnici in molte applicazioni.

Il metodo diJourawsKI consiste nell’imporre la condizione di equilibrio alla
traslazione lungo I'asse della trave di un pezzo di trave di forma cilindrica e con gene-
ratrici parallele all'asse della trave, vedi figura 5.2.

Fig. 5.2

In gergo tecnico il pezzo mudirsi unacarota Taleé€ infatti il nome che si d’
ai provini cilindrici estratti con una fresa a rotazione per campionare terreni o rocce e
calcestruzzi da costruzione per sottoporli a prove di laboratorio.

La condizione di equilibrio alla traslazione consente di valutare il flugsalel
campo vettoriale delle- attraverso una linea chiugad* che racchiuda una parté*
della sezione retta. |l flussg* € positivo se uscente dal dominié* .

Dal teorema della divergenza e dalla condizione differenziale di equilibrio alla
traslazione lungo I'asse della trave si deducfaula diJOURAWSKI

q*z}(r-nds:/diVTda:—/U’da,
It

0A* A*

dove n ¢ il versore della normale uscente dalla frontiétd* del dominio A* .

Osservazione 5.1.Alla formula di JOURAWSKI pud pervenirsi anche direttamente
dalla condizione di equilibrio alla traslazione nella direzion€i una parte di trave di
lunghezza unitaria e di sezione retta coincidente dén

In virtu della simmetria delle tensioni tangenziali, risutta, = 7,, e quindi

zZn

la risultante della distribuzione di tensioni tangenziali sulla pafete lateratpiale al
flusso¢* delle tensioni tangenziali uscente dal domimo.

JourawskI appliad anche il suo metodo ad un’analisi critica del posizionamento dei rivetti di collegamento
delle travi metalliche composte a forma tubolare dei ponti Conway e Britannia costruiti in Inghilterra nel
1845. Il lavoro diJourawskKI, tradotto in francese nel 1856, fu molto apprezzat§ deNT VENANT che

lo usd anche come termine di confronto per la sua soluzione esatta del problema, .
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Denotando conR*(z) la risultante delle tensioni normali di trazione sul dominio
A* allascissaz, I'equazione di equilibrio si scrive

z

R*(z) — R*(0) —l—/q* dz=0.
0

Derivando quindi rispetto all’ascissa si ottiene

OR*
0z

+q =0,

da cui segue che

. _OR" 0 B ,
q__é)z_ aZ/Uda—/oda,

A* A*
chee laformula di JOURAWSKI. [ |

Dallatrattazione della flessione sideduce che la distribuzione delle tensioni normali
o sullasezione trasversale della trave ha andamento lineare rispetto al vettore posizione
p=r+zk.

Essae’infatti lineare sia inc, vettore posizione nel piano della sezione trasversale,
sia in z, ascissa lungo l'asse della trave, in conseguenza del fatto che il momento
flettente varia linearmente con.

Siconsideri oral’equazione differenziale di equilibrio che lega il momento flettente
M, allo sforzo di taglioT':

T=kxM

Gf’
ovvero in componenti
N Vi
T, = MGy,
_ !

L'espressione delle tensioni normali da flessione in funzione del vettore posizione
rispetto al baricentro elastico della sezione trasversd&ta da

o(z)=FEg(z)-r.

Derivando rispetto & e sostituendo nell’espressione del fluggodelle tensioni tan-
genziali da taglio si ottiene

q*:f/Eg’-rda:fg/-/Erda.

A A+
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Dunque la formula dilourawski, che consente di valutare il flusso delle tensioni
tangenziali uscente dall’ared* , assume la semplice espressione

g =-g' - S,(E),

dove

g =J(E)T, Si.(E) :/Erda.
9.

Se gliassiz e y delriferimento sono principali d'inerzia, la matrice 8ii,(E) assume
la forma canonica e dunque

1
1 JGI(E) 0
[Ja(B)] = | ,
VT

ed il flusso delle tensioni tangenzialifornito, in termini di componenti, dalla formula

* __ Tz 9* (E)* TZ/ 9* (E)
T B) e g (B) T

Nel caso di sezione elasticamente omogenea,eediifibre longitudinali aventi tutte lo
stesso modulo dY oung, risulta

S,(E)=ES;, EJJ(E)=J]

e I'espressione del flusso delle tensioni tangenziali assume la forma

¢ =—(I)T-S:,

in cui I'elasticita longitudinale delle fibre non gioca alcun ruolo.

In un riferimento principale si ha

T T,
! JG:zc o JGy Gy
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Nel caso generale, sim il versore parallelo ed equiverso al gradiege e si
ponga

g/:g;nm, T,=T-m, S, =S, m, Jg

o o =J,m-m.

m

Allora si ha che
T,=T-m=J,g-m>0,

m
e quindi
:rm = (JGm ' m) g;n = JGm g;n :

Ne segue che vale la formula

T
x ! x\ L *
4 =-9, (m ' SG) - _Jm SGm .
G

m

Sussiste il seguente risultato analogho a quello dimostrato per la sollecitazione di tor-
sione nella proposizione 3.1 (p. 421).

Proposizione 5.1. Una qualsiasi distribuzione di tensioni tangenziali che soddisfi le
condizioni di equilibrio

diVTZ—U/:—E(Jal(E)T)-r in A,

T-n=0 SUOA,

ha un risultante equipollente & .
Dim. Dalla relazione difr ® 7) = 7 + r div T si deduce che

/Tda :/[div(r@)r) da—rdivr] da=
A A

:/(r@T)ndS +/rE(Jg}(E)T-r) da =
oA

e quindi il risultato. O
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5.1.1. Corda parallela allasse neutro

Si consideri ora la generica sezione retta di una trave omogenea soggetta a taglio e
flessione e si ponga I'ipotesi semplificativa consistente nell’assumere che su ogni corda
parallela all'asse neutro del taglio la componente normale delle tensioni tangenziali
sia costante (fig.5.3).

Si consideri un riferimento cartesiada:, y, z} con I'origine nel baricentro della
sezione retta, I'asse parallelo all'asse della trave, I'asse delte coincidente con
I'asse neutron’ del taglio e I'assey orientato in modo chgy > 0. Ponendo quindi

x=n' G
<
Componenter, costante
su ogni corda parallela
. all'asse neutro del tagliar
y
YV
Fig. 5.3

Per valutare la componente parallela alla corda si osservi che, dalla condizione
differenziale di equilibrio alla traslazione in direzione dell'asse della trave

derivando rispetto ad:, si ottiene la condizione

%1 o, o

x

&’Eé + 8x3y * 0xdz
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Si osservi che le corde parallele all’asse neutre n’ sono linee di livello delles’ in
quanto ortogonali al gradient . Inoltre la componente, della tensione tangenziale
€ con buona approssimazione costante rispetta: adDalla relazione precedente si
deduce pertanto che
o*r, _o

Ox? ’
e cice che lacomponente, dellatensione tangenziale parallela alla corda varia linear-
mente lungo la corda.

Poicle sul contorno la tensione tangenziateha la direzione della tangente, la
conoscenza della componentg normale alla corda consente di valutare, nei punti
estremi della corda, la componente parallela alla corda (vedi fig. 5.4).

Il diagramma si ottiene quindi congiungendo con una retta i valori dellagli
estremi della corda. Ne segue che, se la cemtdogonale al contorno nei punti estremi,
la 7, e nulla su tutta la corda.

Fig. 5.4

Si noti che il valore massimo del flusgg attraverso una corda si ha quando la
corda appartiene all'asse neutro del taglio. Infatti in tal caso

@ — _i ngi‘/ =0
dy Jo, dy ’

in quanto il momento staticcﬂgy € massimo per tale posizione della corda.
Al valore massimo del flussg* puo darsi una semplice espressione considerando
il braccio della coppia interna
B = JGLU

PEE

Gy
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C,
J0 @
x=n' G =— §7¥_ / e & h*
JP @ é
5 c, ©
\J y
Fig. 5.5

Il braccio della coppia interna rappresenta la distanza nella direzianei punti
di applicazione delle risultanti delle’ positive e negative (fig.5.5). Si ha infatti che

T

* _Y
max = h*

Per mostrare il significato geometrico &f , si denotino con

1 2
Je, JG

Y )

i momenti d'inerzia ed i momenti statici rispetto all’asse neutrdei domini A1) ed
A® difig.5.5.
Poiche I'asse neutre baricentrico, si ha che

1), g
S4)+ 86 =85, =0,

e quindi

o) _ (2)
St = St =-S5,
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Pertanto le distanze dall'asse neuttpe d, dei punti di applicazione delle risul-
tanti delle ' positive e negative valgono

/0' y da /ky2 da
g = |Av Ay B _ﬂ
1= = =T o
/ SG,U
o da kyda
AW A
ky? da
2
L = A® B Jé;y)
2 Sé ?
/ kyda Y
A®)

da cui: " o
_JGy + Jgy _ JGy
Sgy Sgy

W =d, +d, =

E’ da notare che se la lunghezza della coedatazionaria in corrispondenza
dell'asse neutro, anche la, ha un massimo per tale posizione della corda. Si ha

infatti che
dr, dq'(y) 1ldg" ¢ ds _

dy “dyoly) sdy  &dy

5.2. La deformabilita a taglio della sezione

La deformazione della trave soggetta a taglio e flesstismnima di quella dovuta
alla flessione e di quella causata dagli scorrimenti associati al taglio.

Quindi la deformazione della trave caratterizzata da rotazioni relative tra le
sezioni per una'di lunghezza, dovute alla curvatura flessionale e da un ingobbamento
delle sezioni, uguale per tutte, come mostrato in figura.

) QVT\ \ry ar

vy
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5.2.1. ll tensore dei fattori di taglio

Nella teoria tecnica della trave siintroduce woorrimento medio equivalenper

unita di lunghezza della trave.
Si assume ci@ che le sezioni rette della trave rimangano piane a deformazione

avvenuta, e slittino I'una rispetto all’altra, coraanostrato in figura.

W Lo scorrimento equivalente associato ad uno sforzo di ta@li@ il vettore n,
appartenente al piano della sezione trasversale, definito dalla peogirfat com-
piere ad un arbitrario sforzo di tagli@* un lavoro virtuale, per uraétdi lunghezza
della trave, pari al lavoro virtuale, compiuto dalle corrispondenti tensioni tangen-
ziali da taglio 7, per gli scorrimenti elastici da taglieye = 7/G indotti dalle
tensioni tangenziali dovute allo sforzo di taglib (vedi fig. 5.6).

T*-n::/r*-

In formule si ha

da.

QlA

Fig. 5.6

Le tensioni tangenziali, variabili da punto a punto nella sezione, sono funzioni lineari
dello sforzo di taglidT’ agente sulla sezione.
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Esse dunque possono essere espresse mediante un campo ted$arjakhe
ad ogni sforzo di taglidT' associa il corrispondente campo di tensioni tangenziali da

taglio
7(r)=II(r) T.

I tensori II(r) hanno quindi la dimensione dell'inverso di un area.

Sia T* un’arbitraria forza tagliante e si ponga = II(r) T*. La condizione di
eguaglianza dei lavori virtuali

T*-n:/r*-édaz/[ ! H(r)T*-H(r)T} da =

(g

in virtu dell’arbitrarietl di T*, fornisce il valore dello scorrimento equivalenge

([

Siintroduca allora Brea elastica a tagliaella sezione, definita da

As :/G(r) da,

A

ed il tensore adimensionale densore dei fattori di taglia@efinito da

' (r) I (r) Tensore dei
=A,| ————* da.
x G/ G(r) : fattori di taglio
A

La cedevolezza a taglidella sezione il tensoreC, definito da

C, = AL . Cedevolezza a taglio
G della sezione

L'inversa della cedevolezzalarigidezza a tagliadella sezione:

Rigidezza a taglio

K =A4.x"'.
s ¢ X della sezione




X —IL SOLIDO TRAVE 475

Il legame elastico tra lo scorrimento equivalengee lo sforzo di taglioT &

X
==T.

Il tensore dei fattori di tagli@ simmetrico e definito positivo.

Inun riferimento principale per il tensore dei fattori di tagjola matrice associata
assume la forma canonica
X, O
[x]=
0 Xy
Gli autovalori positiviy, e X, Sono dettifattori di taglio principali.

In termini di componenti si ha

Xa
nm:_r'zﬂ
AG
Xy
ny:A_GTy

Per una sezione omogenea,eicon moduloG eguale per tutte le fibre, si ha
A, = G A edunqgue il tensore dei fattori di tagléodefinito dalla relazione

{ T(r) =I(r)T,

(XT)-T*:A/T-T*da con () = TI(r) T

A
e valgono le formule
n=2X7T x:A/HT(r)H(r)da
GA ™’

Il tensore dei fattori di taglio fornisce una misura adimensionale della disunirmit’
della distribuzione delle tensioni tangenziali da taglio nella sezione.

Tale caratterizzazione discende dalla proprigei fattori di taglio principali di
essere maggiori dell’'urat’

Per mostrarlo si fa ricorso al seguente risultato propedeutico.

Lemma5.2. Diseguaglianza del valor medio quadratico.Sia = un campo vettoriale
di quadrato integrabile nel dominiol. Allora vale la diseguaglianza

1 1 1
— . > — e
A/T Tda_A/Tda A/’rda,

A A A

ed il segno di eguaglianza sussiste se e solo se il campo vettari@eostante.
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Dim. Ladiseguaglianza diAuCcHY-SCHWARZ stabilisce che sa € un campo vetto-
riale di quadrato integrabile nel dominid risulta

2
(/T-ada) g/‘r-rda/a-ada7
A A A

dove il segno di eguaglianza sussiste se e solo se i camgpia sono proporzionali.
Assumendo allora il campa costante e pari all’integrale del campo

a:/rda,

A

H/Tda SA/T-Tda
A A

con il segno di eguaglianza se e solo se

si ottiene che

4 2

3

‘/Tda
A

e Cice se il campo vettoriale e costante. O

Si pw ora dimostrare il risultato concernente i fattori di taglio principali.

Proposizione 5.3. Autovalori del tensore dei fattori di taglio. Gli autovalori del
tensore dei fattori di taglio sono maggiori dell’'uait

Dim. Sia T un autovettore del tensore dei fattori di taglioleil corrispondente
autovalore:
xT=AT.

In virtu della proposizione 5.1 (p. 468) la risultante delle tensioni tangenziali da taglio
e uguale alla forza tagliante e eio”

/TdazT.

A

Allora dalla definizione del tensore dei fattori di taglio e dal lemma 5.2 si ha che

)\HT||2:(XT)-T:A/T-Tda > | TIF,
A

dover =TII(r)T. Quindi A > 1 con A = 1 se e solo se il campe & costante.
Notando quindi che un campo di tensioni tangenziali da taglio, avendo divergenza non
nulla, non pw'essere costante, si deduce che deve esseré . O
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5.2.2. La sezione rettangolare

Siconsiderila sezione rettangolare omogeneadifig. 5.7. Latrattazione svoltanella
sezione 5.1.1 (p. 468) mostra che le tensioni tangenziali agenti sulle corde parallele
all'asse neutro del tagliac = n’ sono dirette secondg e dipendono solo dalla
coordinatay . Essendo

H N\1[(H B [ H? BH?
S*:—B —_— - — — = —— | — — 2 J:
y (2+y)2<2 y) 2(4 y) AT

la formula diJourawsKI fornisce

T(y):—_T”Sy 67, (H? 2
y BJ, BH? '

Fig. 5.7

Applicando la formula dello scorrimento equivalente:

tenendo presente che la direziopeessendo un asse di simmetegaprincipale per il
tensore dei fattori di taglio, si ottiene I'espressione

T 6\ ? 6 T,
_ v o7 e _Y 2y
ni‘/_G<BH3)/<4 y)de 5GA

2

Il fattore di taglio principalexy vale dunques/5 .
Poicle nella formula le dimensionB e H giocano un ruolo simmetrico, anche
il fattore di taglio principaley, vale 6/5.
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5.2.3. LasezioneaC

Siconsiderila sezione omogeneadifig. 5.8 soggetta ad unaforzatagliante parallela
all'anima (assey).

b L'asse x del riferimento baricentricoe
di simmetria ortognonale e quindi principale
i 18, 1 d'inerzia. Ne segue che I'asse neutro del taglio
| T coincide con l'asse delle:. 1l momento statico
x=n ||V h sulle ali e sull’anima risulta rispettivamente
X CETCRREEEE
; h
S, =¢&65, 0<E<D,
e +Iél - h 1
5y S;(f):b61§+62§§(hf§), 0 <&< h,

Fig. 5.8

Il flusso delle tensioni tangenziali ha dunque andamento lineare sulle ali e parabolico
sull’anima.

In figura 5.9¢ riportato il diagramma del flusso delle tensioni tangenziali, in figura 5.10

e tracciato invece il diagramma dei valori medi delle tensioni tangenziali sulle corde.

LT
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5.3. Il centro di taglio

La proposizione 5.1 (p. 468) assicura che qualsiasi campo di tensioni tangenziali
che soddisfi le condizioni di equilibrio

dvr=—0'=-EJ](E)T) - r inA,
T-n=0 SUdA,
ha un risultante equipollente® .

L'asse centrale del campo delie ¢ la retta parallela & di equazione
M, =k-(rxT)=T-Rr,

dove M, e il momento torcente scalare rispetto al baricentro

MGtzk-/rxrda.
A

llvalore di M., puo essere variato ad arbitrio aggiungendo un campo da torsione
che verificano cie le condizioni

divr =0 SuUA,
T-n=0 SUJA,

/Tdazo.

A

Si vuole ora mostrare che

B per ogni assegnata geometria della sezione retta, esiste un@uaébsuo piano,
dettocentro di taglig che gode della seguente propaiet”

Un campo di tensioni tangenziati che soddisfa le equazioni di equilibrio

divr=—0'=-EJ'T-r sud,
T-n=0 SUdA,

O

ed il cui momento risultante rispetto@ e nullo, risulta ortogonale ad ogni camp
di deformazioni~ da torsione, nel senso ckentllo il lavoro virtuale mutuo:

/T-'ydazo.

A
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La dimostrazione ctondotta con riferimento ad una trave omogenea.
Si consideri un tratto unitario di trave (vedi fig.5.11) soggetto a:

e (sistema 1) uno sforzo di tagli@®’; con retta d’applicazione passante [ger
e (sistema 2) un momento torcenid,, ,

e si valuti il lavoro virtualeL,, compiuto dalle tensioni tangenziati del sistema 1
per gli scorrimentivy, del sistema 2.

Sistema 1 Sistema 2

W,
-M, k M k
T><|(AZ <

Fig. 5.11

Sia 9’2 e la curvatura torsionale nel sistema 2.

Ricordando I'espressione dello scorrimenjoda torsione in funzione della cur-
vatura torsionale’ , il lavoro mutuo si scrive

L, = 6’2/7'1 -(Rr + grady) da =
A

=40, /(er)-'rldaJr/Tl-gradgpda
A A

Dalla relazione
div(pr) =9 divr 4+ 7 gradp,

si ottiene che

/7'1 - grady da :/ div (¢ 7)) da —/<p divr da=
A A A

:/gp‘rl-nds +/<p(Ja1T1-r)da:Tl-Jél/rgoda,
DA A A

inquantor; -n =0 sudA. Siha poi

Mg, = (rXTl)-kda:/(er)-Tlda,
A

S
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ed inoltre
Mg, =T, Rrg,

in cui r, € il vettore posizione del centro di taglio rispetto al centro geomettico

In definitiva si ha che

L,=0,T,- RrC+J51/wda , V@, VT,.
A

Ricordando cheR~! = R’ = —R,, la posizione del centro di tagli¢’ & data da

rC:RJEI/rcp da.
A

Segliassix e y sono principali d’inerzia le coordinate del centro di taglio sono dunque

1
xC:——/ygodA,
JGy A

1
yC:—i——/m(pdA.
JG:):
A

La determinazione del centro di taglio presuppone la soluzione del problema della
torsione per la sezione considerata.

E’ facile verificare che se la sezione retta ammette un asse di simmetria ortogonale
il centro di taglioe un punto di tale asse.

Dunque, se esistono due assi di simmetria ortogonale, il centro di taglio coincide
con la loro intersezione e @acon il baricentro della sezione retta.
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XI - LE TRAVI CON PARETI SOTTILI

1. SEZIONI SOTTILI

Una sezione sottil@ caratterizzata dall'avere I'area addensata lungo unaio pi’
curve del suo piano.

Una sezione sottile mpensarsi dunque composta da un nuntedotratti ognuno
dei quali generato da un segmento, di spessore anche variabile, che trasli mantenendosi
sempre ortogonale alla direzione di traslazione.

La curva generata dai centri dei segmenti si diivea mediadella sezione.

In corrispondenza di ogni punto della linea media, il segmento ad essa ortogonale
ed avente gli estremi sulla frontiera della sezione si diadlda La lunghezza della
corda, che vemindicato cond , definisce lospessorédocale della sezione.

Denotando cori la lunghezza di ogni tratto, 'ipotesi alla base della trattazione
delle travi con pareti sottile, richiede che risuitil << 1.

| punti di diramazione della linea media si diconodi della sezione ed il loro
numero si denoterconn .

Il grado di connessiondella sezione pari al numero minimo di sezionamenti
longitudinali che effettuano una separazione della linea media in parti disgiunte.
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Le sezionimonoconnessa dicono anche sezioaperte

Le sezionipluriconnessei dicono invecehiuse

Le sezioni chiuse biconnesse sono anche dez@ni tubolari

Le sezioni chiuse con grado di connesione maggior@ dsono dettesezioni
multicellulari.

I numerom di maglie della sezione pari dal grado di connessione diminuito di
una unig.

(@) (b) (©)

a) sezione aperta (monoconnessa)
Fig. 1.1 b) sezione tubolare (biconnessa)
¢) sezione pluriconnessa (tre volte connessa)

| versori della tangente e della normale alla linea media sono denotati rispettiva-
mente cont ed n ed orientati in modo ché =k x n = Rn.

Si definisca un sistema di ascisse curvilifg?, s} in ogni tratto. La linea media
puo allora esprimersi nella forma parametrica= r(s) .

Nel sistema di riferimento avnte per ascissa corrente lungo la linea media della
sezione ed ordinate localmente dirette lungo le corde, le posizioni dei punti della sezione
sono espresse da (fig.1.2)

r(s,n) =r(s) +nn(s)

Le coordinates ed n sono in generaleoordinate curvilinee

L'analisi dello stato di tensione e di deformazione nelle travi a parete sottile pu’
condursi con una trattazione approssimata che consente di ottenere risultati da validit”
adeguata alle esigenze delle applicazioni anche in casi in cui le ipotesi alla base della
teoria della trave dbAINT VENANT non sono soddisfatte.

La trattazionee svolta nell'ipotesi di materiale elastico isotropo ed omogeneo.

e le tensioni normalic dovute alla sollecitazione di sforzo normale e flessione sono
valutate con la teoria dVAVIER.

La descrizione del campo delle tensioni tangenzialelle sezioni rette basata
sull'ipotesi che lagenerica sezione retta subisca, oltre agli spostamenti dovuti allo sforzo
normale e allaflessione, unarotazionerighida) attorno ad un asse paralleloaquello
baricentrico della trave, ed un ingobbamento, somma di quello dovuto alla torsione e
di quello dovuto al taglio, definito da una funziongz, y, z) .
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Fig. 1.2

Il campo di spostamenti puguindi scriversi

u, = —0(2)y + u{,

Componenti dello

— f
Yy 0(z)= + Uy spostamento

u, =w(x,y,2)+ u£

Le componenti con I'apicegf sono quelle dovute allo sforzo normale ed alla flessione.
Poicle esse non provocano scorrimeffi e 7, » questi sono dati da

Ou, Ou, , ow
T T gy + Ox :_ye(z)+8_x’
Componenti dello

scorrimento

0
ty |, Ou 0 (2) ow

Yy z

,Yy:&z ay_x Z+8y

ovvero in termini vettoriali

~v=6Rr+ gradw.

Operando con il rotore ed osservando che rot grad o, siottiene la condizione

necessaria di congruenza:
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Il legame elasticor = G~ consente di tradurre le relazioni precedenti in termini di
tensioni tangenziali

7 = G(0'Rr + gradw),

or or
t = y_ =z - 2 9/ .
rotr = - By GO'(z)
Le condizioni di equilibrio impongono che
dvr =—-0'=—-Eg -(r—r,) nellasezione,
n=0 sul contormno Condizioni di
Ton= ’ equilibrio
T= ‘]G(E) g

La propriet di tangenza delle- al contorno ed il ridotto spessore della sezione
conducono ad assumere che, con buona approssimazianasiieli una generica corda
siano ad essa ortogonali.

Dall'espressione della tensione tangenzialén funzione delle coordinate curvi-
linee longitudinali e trasversals ed n:

T=7t+7n0,
osservando che, = 0 e ponendor, = 7, si ottiene che

T=7¢t.

Fig. 1.3
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Si puw allora esprimere il rotore delle tensioni tangenziali in termini delle coor-
dinate curvilinees ed n e trascurare I'effetto della curvatura della linea media della
sezione data la piccolezza dello spessore rispetto al raggio di curvatura.

Si ottiene quindi

oty 07000
T=%n  8s  on

=2G0(2),

da cui si evince che:

Le tensioni tangenziali variano linearmente lungo la corda.

Il flusso deller attraverso la corda di spessodeall’ascissa curvilineas vale
pertanto (v. fig.1.4):

/2 6/2
q(s) = /T(ﬂ,s) “tdn = /T(ms) dn = 7(0, s) 0.
—6/2 —6/2

Fig. 1.4

Il valore dellar al centro della corda pari al valore medio delle sulla corda
edé dato dal rapporto tra il flusso e lo spessore

q
7(0,8) =7, = 5
La variazione del flusso lungo la linea medidornita dalle condizioni di equilibrio.
Osservando infatti che il flusso attraverso una qualsiasi porzione di corgoito; si

applichi il teorema della divergenza alla porzione di sezigife) compresa tra le due
corde di asciss@ ed s (fig. 1.5).
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A(s)

Fig. 1.5

Denotando corv; il valore medio dio’ lungo la corda, si ha che

S s

q(s)fq(O) :/ diVTdAzf\/U;’L(Sds:7/g'§d5_

A(s) 0 0

Poicle o' varia linearmente sulla corda, il valor medid & pari al valore cher’
assume sulla linea media.

Derivando rispetto ad si ottiene
d
d—z =—0'§(s).

Ne segue che il flussq(s) e stazionario in corrispondenza della corda il cui punto
medio appartiene all'asse neutro del taglio.

Si deduce ora un semplice risultato di carattere geometrico.
Si consideri il tratto di sezione sottile di fig.1.6. Denotando edhraggio vettore
di un punto della linea media, essendx t diretto seconddk, si ha che

rxt=lk-(rxt)k.
Inoltre, essenda = k x n, risulta
rxt=[k-rx(kxn)]k=[(kxr)-(kxn)]k=(r-n)k.

Applicando il teorema della divergenza al triangoloide campito in grigio in fig. 1.6 (a)
ed osservando che

e divr=2,
e il prodotto scalarer - n € nullo lungo i lati rettilinei,

si ottiene

S S

/rxt ds:k/r-n ds =2 £2(s) k.

0 0
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L'area (2(s) tratteggiata in fig. 1.6 (a dettaarea settorialerelativa al poloO
ed al settore{0, s} della sezione sottile.

Derivando si ottiene
o 1
—— =_-r-n.
0s 2
Tale formula po'essere dedotta per via elementare osservandb ehe - n € 'altezza

del triangolo di base infinitesimals ed area df2(s) difig. 1.6 (b).

Fig. 1.6

Per dedurre I'espressione della variazione dell'ingobbamento lungo la linea media,
siconsideri untratto ditrave compreso tra due sezioni trasversali poste a distanza unitaria
e due sezioni longitudinali in corrispondenza dei valfij s} dell’ascissa curvilinea.

Si pw procedere in due modi alternativi.

H Primo metodo.

Si osservi preliminarmente che, essende- 7t e v = 7/G, risultay = vt
cony =7/G.

Si denoti conw(s) la restrizione della funzione di ingobbamento alla linea media
della sezione sottile. Dall’espressione dello scorrimento

~v=6Rr+ gradw,
ponendot = k x n = Rn si deduce che

0
y=v-t=0Rr-t+ gradw-tzg/r.njLa_I:’
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e cice che

1o}
oy —¢ron=——@r-n.

Os Go

Integrando lungo la linea media nell'intervall@, s} si giunge alla formula

S

w(s) —w(0) = [ — da—20(s)¢ :/% ds — 2 92(s) 0.

Hm Secondo metodo.

Si applichi il principio dei lavori virtuali considerando qualistema degli sposta-
mentiil tratto di trave di fig.1.7 e qualsistema delle forzquello di fig.1.8 in cui s’
postow = wk. Il sistema delle forze tostituito da

e un campo di forze per uritdi lunghezza, costanti e tangenti alla linea media delle
sezioni sottili di estremd, e di intensi 'pari ag*,

e un campo di forze per uratdi lunghezza dirette secondo I'asse della trave, agenti
sulle facce dei sezionamenti longitudinali con verso opposto ed indgresitag” .

Tale sistema di forze in equilibrio con il campo di tensioni tangenziali aventi flusso
q* attraverso le corde della sezione.

Sistema
degli spostamenti

Fig. 1.7
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Sistema
delle forze

Fig. 1.8

I momento rispetto ad del flussoy* € pari a
M, :/rxq*~tds:2(2(s)q*k,

e dunque, denotando com(s) la funzione ingobbamento lungo la linea media, il
principio dei lavori virtuali fornisce

q* [w(s) —w(0) + 2 92(s) 9'} :/ % v da,
A(s)
e cice, essendoda = § ds:

w(s)—w(0)+m(s)9':/GL /GL
A(s) 0

B |l campo delle tensioni tangenziali in una sezione sottile si considera come somma
di due campi complementari

¢ le T datorsione caratterizzate dalle condizioni
dvr=0,
{ rotr =2G0'(z),
e le 7 dataglio caratterizzate dalle condizioni

{divr = -0,
rotm =0.
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1.1. Le tensioni tangenziali da torsione

Le tensioni tangenziali da torsione soddisfano le equazioni

dvr =0 suA4, o o
Equilibrio Condizioni sulle
T-n=0 suda, tensioni tangenziali
da torsione
rotr =2G0'(z). Congruenza

Esse impongono che il campo vettoriale dellsia solenoidale (c@a divergenza
nulla) ed a rotore costante e che la sezione sia un tubo di flusso per il campo delle
tensioni tangenziali.

Dall'annullarsi della divergenza e dalla condizione di tangenza al contorno, in
virtu del teorema della divergenza, si deduce che il flusso attraverso la generica corda
e costante in ogni ramo della sezione sottile. Infatti risulta

q(s) — ¢q(0) :/ divrdA=0.
A(s)

La determinazione della distribuzione delte da torsione in una sezione sottile
si conduce utilizzando la soluzione di tre tipologie fondamentali di geometria della

sezione:
1) itubi sottili,
2) lesezioni sottili aperte a spessore costante

3) lesezioni multicellulari

1.1.1. | tubi sottili

La soluzione approssimata del problema della torsione per sezioni tubolari sottili
e dovuta ak. BREDT [1].

Si consideri una sezione sottile tubolare come in fig.1.9. Il flusso delle tensioni
tangenzialie costante e rappresenta la risultante peawtitunghezza lungo la linea

media.
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Fig. 1.9

Le caratteristiche della sollecitazione valgono dunque:
d
R:?{qt ds:q?{t ds:qj{d—r ds=o,
S

Mt:%rxqt ds:q}{r-n dsk=2q¢ 0k,

ove {2 & I'area racchiusa dalla linea media.
La sollecitazione2 'dunque una coppia torcente ed il valore medio delke dato da

7 (s) = % = #g(s) . Prima formula diBREDT

La rigidezza torsionaleé<, = M, /6" della sezione tubolare si ottiene imponendo
una condizione di congruenza sullingobbamentodella linea media della sezione
sottile. Si supponga infatti di effettuare un sezionamento longitudinale nella trave.

Dall'espressione dellingobbamento, imponendo che i lembi del sezionamento
longitudinale non subiscano spostamenti longitudinali relativi in corrispondenza della

linea media, si ha che
' q 1
2020 = _Gj{—(i(s) ds.

Esprimendo quindiil flusso in funzione del momento torcente mediante la prima formula

di BREDT, Si ottiene
M, 1
206 = t —— ds.
¥=3qa 7{5(5) ds
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Si perviene casalla seguente espressione deitpdezza torsionale

4§22
7{ d Seconda formula dBREDT
- S

Nel caso di spessore costante la formula si semplifica in

402
K,=G 15,

ove [l € lalunghezza della linea media.
Il valore dell'oscillazione dellar lungo la corda rispetto al valore medko °

B _Ond /6 qo
AT—T7naI—Tm—E§—2G9§ 20 5ds

e, nel caso di spessore costante

At 1§ A

T 20 2

ove A =1/ él'area della sezione sottile.

1.1.2. Le sezioni sottili aperte con spessore costante

Si consideri ora la sezione rettangolare sottile di figura 1.10. Il flusso delle
da torsione, essendo costante lungo la linea media e nullo sulle corde terminali che
appartengono al contorno della sezioneasarlo su ogni corda.

L'andamento delle linee di flusso delteé suggerito dall’analogia idrodinamica
edeé indicato in fig.1.10:
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Escludendo le zone terminali della sezione, esse sono rettilinee e parallele al lato mag-
giore del rettangolo. Sulle corde non prossime agli estremi si ha dunque:

() _ oy
o 2G 0 (2)
da cui, osservando ch€0) = 7,, = ¢/ = 0 si ha:
7(n) =2G0'(2)n.

Per calcolare la rigidezza torsionale si considera la sezione come l'insieme di in-
finiti tubi di flusso elementari (fig.1.11), a ciascuno dei quat ppplicarsi la trattazione

effettuata per i tubi sottili.

In

In

-

Fig.

1.11

-

Applicando allora la prima formula drREDT al generico tubo di flusso elementare si

ottiene l'aliquota elementare di moment

o torcente:

dM(n) =282(n)dq(n) =202(n) 7(n)dn,

ove(2(n) = 21 n & l'area racchiusa dal t

ubo di flusso.

Sostituendo I'espressione fi(n) e quella precedentemente ricavataper) ed

integrando si ha:

)

g
2

2 3
M, :/dM(n) — 8GO ()] [n? dn=GO(2) %
0 0
e dunque:
163 3M,
K, =G KR 0" = Glci% 5 Formule per_la
. sezione sottile
6 M, 3 M, rettangolare
T(TL) - 1(53 maxr = 152
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Siconsideri ora una generica sezione sottile aperta di spessore costante come in fig.1.12.

L'andamento delle linee di flusso deke
/5 da torsione='con buona approssimazione
coincidente con quello che si avrebbe
in una sezione rettangolare sottile avente
eguale larghezza e spessore.
Latrattazione esposta sipdunque
applicare al caso generale.

Fig. 1.12

1.1.3. Le sezioni multicellulari

Si consideri una sezione sottile multicellulare del tipo di quellaindicatain fig.1.13.

Fig. 1.13

In ogniramodella sezione il flusso delle da torsiones costante e la somma dei flussi
uscenti da ognimodoe nulla.

Si denoti con cort il numero dei rami, com il numero dei nodi.

Un insieme di magliee indipendentese ciascuna di esse contiene un ramo |di
propria esclusiva pertinenza.
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Un insieme massimale di maglie indipendantinabase di maglie

Tutte le basi di maglie sono costituite dallo stesso numerali maglie e tale
numeroe pari al grado di connessione del reticolo, aumentato di una.unit’

Le incognite del problema sono

e i ¢ flussi nei ramj
e il valore della curvatura torsionalé .

Esse devono soddisfare le seguenti equazioni.

B n — 1 equazioniindipendenti che esprimono I'annullarsi del flusso totale uscente
da ogni nodo.
Esse equivalgono ad imporre I'equilibrio del nodo alla traslazione in direzione
longitudinale

Z q]:o i:1,2,...,n_1,
JjeJ()

dove q denota il flusso nelj-esimo tratto, considerato positivo se uscente dal
nodoi, e j varia nellinsiemeJ (i) degli indici dei tratti afferenti al noda .

B La condizione di equilibrio che impone al momento torcente risultante dei flussi
di eguagliare il momento torcente agente sulla sezione

t
]2:31 rxg;tds= M,

J

dove l'integralee esteso alla linea media dgt-esimo tratto.
e m condizioni di congruenza sulle maglie

%T(S)dSZQGQjel, i=1,2,...,m.
j
Infatti, supponendo di effettuaren sezionamenti longitudinali nella trave

senza renderla sconnessa, i lembi dei sezionamenti non devono subire,
nellingobbamento della sezione, alcuno scorrimento relativo.

Poicle sussiste la relazione
m+4+n=t+1,

il numero delle incognite pari al numero delle equazioni indipendenti. ed il sistema
lineare ammette una ed una sola soluzione.

In effetti per risolvere il problema conviene operare in modo diverso.
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A tal fine si definiscano
e m flussi di magliain corrispondenza di una base di maglie.

In ogni maglia della base il flussopari a quello che compete al ramo di sua esclusiva
pertinenza.

Tutti i flussi di maglia sono assunti positivi con lo stesso verso di rotazione.

| flussi nei rami si ottengono come somma algebrica dei flussi di maglia nelle due
maglie che hanno in comune quel ramo.

Le condizioni di equilibrio nei nodi risultano pertanto identicamente soddisfatte.

Le condizioni di congruenza si impongono in modo approssimato considerando
solo gli spostamenti longitudinali della linea media della sezione sottile.

Siano gy, ...,q,,, i flussi di maglia, assunti tutti positivi nello stesso verso, ad
esempio antiorario (fig.1.14). Il flusso nel generico ramo appartenente alle maglie
j edatoda

qij =9q;, — q]' .
q; 7 4;; J q;
Fig. 1.14

Le condizioni di congruenza dell'ingobbamentoper le m maglie indipendenti

si scrivono:
/ 1 m 1 .
2G 2.0 2]{7'(5) ds = g, j[—ds -3 q, /—ds i=1,...,m,
5 o 5
in cui

¢ nella sommatoria si assume cliet i,

e il pediceij indica che l'integrale ‘esteso al tratto comune alle maglie j e si
assume nullo se esse non hanno un tratto in comune.

Il sistema lineare din equazioni indipendenti

2G 0 = ¢ j{gds —jz::lqj /g ds i1=1,...,m,
ij

i

consente di calcolare e incognite ' = g; /0.
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Risolvendo il sistema lineare di ordine cos ottenuto per un arbitrario valore di
¢’ si ottengono i rapporty, /60" .

Ilmomento torcentel/,; relativo al flusso di maglia, sivaluta mediante la prima
formula diBREDT

M, =2q, %,

77

ove {2, & l'area racchiusa dalla linea media délesima maglia.
I momento torcente totale dato da

i=1

M, = ZMt'i =2 Zqui =20 Z(‘L*Q) .
i=1 i=1 1 )
Pertanto laigidezza torsionalelella sezione multicellularefornita dalla formula
K, =2 Z:l<q:()2) ,

da cui si ottengono le espressioni dellavatura torsionalee deiflussi di magliadelle
tensioni tangenziali

Osservazione 1.1.Si noti I'analogia formale del sistema di equazioni di congruenza
con il sistema di equazioni d{iIRcHHOFF per la determinazione della distribuzione
dell'intensifa di corrente in una rete elettrica resistiva.

L'analogia consiste nell'identificare
e 2G (2.0 con laforza elettromotriceelativa alla magliai
e 1/4 con laresistenzger unifi di lunghezza,
e ¢, conlintensit di correntenella magliai .

Tale analogia ha suggerito il metodo di calcolo dei flussi delle tensioni tangenziali
in termini di flussi di maglie. [ ]
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1.1.4. Le sezioni sottili composte

Si consideri una sezione sottile composta da un insiersezioni sottili semplici
e cicé da sezioni sottili appartenenti ad una delle tipologie per le gudiiponibile una
soluzione approssimata.

Cio significa che la sezione puessere suddivisa, mediante sezionamenti ide-
ali, in un insieme dip sezioni senza che 'andamento delle linee di flusso, suggerito
dall'analogia idrodinamica, venga sostanzialmente alterato.

La curvatura torsionale [a stessa per tutte le sezioni semplici che compongono la

sezione e quindi valgono le relazioni

M=K 6 i=12...p,

dove
e M, rappresenta l'aliquota di momento torcente sulla seziergsima,
e K, &larigidezza torsionale della sezioieesima,

e ¢’ &lacurvatura torsionale della trave.

L'equilibrio globale richiede che il momento torcente totale sia pari alla somma di quelli
agenti sulle singole sezioni semplici
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Larigidezza torsionale della sezione compastpindi pari alla somma delle rigidezze
torsionali delle sezioni semplici che la costituiscono

M
Kf:a_/t:,ZKi'

I momento torcente agente sulla singola sezione semplice si ottiene quindi con la
formula di ripartizione:

M, = M,

glks

t

Si possono allora considerare separatamente le singole sezioni semplici, ognuna
soggetta all’aliquota di momento torcente che le compete.

Il rapporto K; /K, ha dunque il significato déoefficiente di ripartizionelel
momento torcente tra le varie parti semplici in elstata scomposta la sezione.

1.2. Le tensioni tangenziali da taglio

Le tensioni tangenziali da taglio soddisfano le equazioni

dvr = -0’ suA o L
Equilibrio Condizioni sulle
T-n=0  sudA tensioni tangenziali
da torsione
rotr =0 Congruenza

Esseimpongono che il campo vettoriale detl@bbia pozzi costituiti dalla rapidit”
di variazione della tensione normale lungo I'asse della trave e sia a rotore nullo. La
sezione deve inoltre essere un tubo di flusso ter il campo delle tensioni tangenziali.
Infatti I'annullarsi del rotore deller equivale alla condizioné’(z) = 0, essendo

rotr = 2G0'(2) = 0.

Poiclg inoltre
or

an’
ne segue che le- sono costanti lungo la generica corda e dunque giauivere

rotr =
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Dalla condizione differenziale di equilibrio
dvr=—0o'=-Eg -r=-J;'T)r,

si evince che 'andamento del flusso delle tensioni tangenziali da tagljoin un ramo
della sezione sottile dato da

q(s9) —q(s1) = — | divrds= —/0'/(8) 5(s)ds = —/E(S(s) g -r(s)ds=
) S1

A(s1,82 S

= —/Eé(s) r(s)ds-g' = —ES;(s1,s2) & =

S1

= — SG(Sl, 82) . (Jal T) N

dove A(sy,s2) eiltratto di sezione sottile compreso trale ascisse s, € S,(s1, 52)
e il relativo momento del primo ordine rispetto al baricentro.

La derivata del flusso ha I'espressione

= —0'(s)d(s) = —0(s)Eg -x(s) = —d(s) (J;'T) -x(s).

Se gli assiz e y sono principali d’inerzia, le relazioni precedenti si scrivono in
termini di componenti

T T
q(s2) —q(s1) = — <J; SGa:(SlaSQ) + J_y SGy(SlaSQ)> )
12 o0 (J e g2 w0)

Si osservi che in particolare

Il campo di flussiq(s) delle tensioni tangenziali da taglio dipend
linearmente dal vettord della forza tagliante e dal gradiengg
delle ¢'.
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1.3. Le sezioni sottili aperte

Si consideri la sezione sottile aperta riportata in fig.1.15.

Fig. 1.15

Se O e un origine dell'ascissa curvilinea, dall'espressione

U —5'(5)6(5) = ~3(s) B’ x(s) — 3(s) (35 T) x(s)

a(s) — q(0) = — / ES()g r(6) de = —Eg -Sy(s) = —(IT) - Sys).

dove S, (s) il momento statico del tratto di sezione compreso tra le ascissd s
valutato rispetto al baricentro della sezione.

Se l'origine O coincide con un estremo della linea media della sezione sottile
aperta risultag(0) = 0 e dunque

q(s) = —(J5'T)-S(s).

Osservazione 1.2.Tenendo conto che i flussj(0) e ¢(!) in corrispondenza delle
corde estreme sono nulli e ricordando I'espressione della derivata del flusso rispetto
alla ascissa curvilinea, si ha che

l l

R:/TdA :/q(s)t ds :/q(s)§ ds = gr
s
A 0 0

!
:/6r(g’-r) ds = /(r®r)6 ds| g = J.g' =T.
0
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L'ultima uguaglianza si ricava dalla relazione:

l

/(r@r)zS ds:/(r®r) da=J.

0 A

Si é cos verificato che il risultanteR. delle tensioni tangenzial da taglioe uguale
allinterazione tagliante. ]

1.4. Le sezioni sottili tubolari

Si consideri la sezione tubolare sottile riportata in fig.1.16.

Fig. 1.16

Scelta a piacere un’origin® dell'ascissa curvilinea, integrando I'espressione

Y o/()3(s) = ~5(s) B x(s) = ~0(s) (3 T) - x(s),

si ha che

dove S, (s) € il momento statico del tratto di sezione compreso tra le asoisse s
valutato rispetto al baricentro della sezione.
Se il riferimentoe principale d’inerzia, si ha, in termini di componenti

T, T,
L S, (s)+ =+ Say (s)

q(s) —q(0) = — | ==
J(}z JGy
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Per determinare il valore del flusso delle tensioni tangenzid@l) all'ascissa di
riferimento, si effettua un sezionamento longitudinale nella sezione tubolare in cor-
rispondenza dell'ascissa= 0.

Si denoti cong,(s) = ¢(s) — ¢(0) la distribuzione del flusso delle tensioni tan-
genziali da taglio nella sezione sottile aperta @ttenuta.

La condizione di congruenza impone I'eguaglianza dell'ingobbamento in cor-
rispondenza dei lembi estremi del taglio. Tenendo present&'che), si ha

da cui si deduce che

S
%50((3)) as
q(0) = — " —.
%@ ds
Se lo spessore costante I'espressione si specializza in

1

q(0) = -7 q,(s) ds.

1.5. Le sezioni sottili multicellulari

Si consideri una sezione sottile multicellulare soggetta a taglio.

La determinazione del flusso delle tensioni tangenziali da taglio si consegue ren-
dendo aperta la sezione mediante un numero di sezionamenti longitudinali pari al nu-
mero massimale di maglie indipendenti.

In ogni maglia di una base di maglie costituitastaelementi, si effettua quindi un
sezionamento longitudinale in corrispondenza del tratto di propria esclusiva pertinenza.

Un esempicefornito in fig. 1.17.
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Si calcola cosla distribuzione del flussg(s) nella sezione resa aperta.

Per ristabilire la congruenza dell’ingobbamento ai lembi dei sezionamenti si ag-
giunge un insieme di flussi di magli@ che, avendo risultante nulla, comportano solo
una traslazione dell'asse centrale della sollecitazione, lasciando inalterato lo sforzo di
taglio risultante.

In ogni ramo dellai—esima maglia il flusso totake dato da

q(s) + a4, — g,

dove j # i e l'indice della maglia che ha in comune con la magligesima il ramo in
guestione.

| flussi ¢. si determinano imponendo la condizione che sia nullo lo spostamento
longitudinale relativo in corrispondenza dei lembi di ogni sezionamento longitudinale:

a(s) +4; 4. IR
f S T2 qf‘./ 5 =0

i ij

e cicé

g fﬁds fjg;(i)qj /%S)ds _f%ds,

7 i 1

Si ottiene cosun sistema lineare din equazioni indipendenti negth incogniti flussi
di maglia g; .

Esso consente divalutare in modo univoco i flussi di maglia e quindi la distribuzione
delle tensioni tangenziali da taglio.

1.6. Il centro di taglio delle sezioni sottili
Siano ¢,(s) e g¢,(s) i flussi delle tensioni tangenziali in corrispondenza delle
sollecitazioni tagliantiT, e T, .
Il flusso corrispondente alla generica sollecitazione
T = ¢,T, +¢,T,,

e dunque dato da
a(s) = ¢1q,(s) + ¢y 45(s) -
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Sia C e il punto di intersezione degli assi centrali dei campi delle tensioni tan-
genziali cui corrispondono i flussj, e ¢, , e cia il punto del piano della sezione retta
rispetto al quale nullo il momento risultante di entrambi i sistemi di forze.

Per la lineari& delle equazioni cardinali della statica, esseddp = M, = 0
segue che

M =c¢ M +c,M, =0,

e cice il momento risultante del sistema di forze corrispondente al flyéspé nullo.
Dunque I'asse centrale del sistema di forze corrispondente ad un qualsiasig{ugso
di tensioni tangenziali da taglio passa per il puito

Il punto C & il centro di tagliodella sezione.

m |l centro di taglioe quindi definito come il polo rispetto al quale deve essere nullo
il momento torcente affin@hfisulti nulla la curvatura torsionale.

La posizione del centro di taglio si determina pertanto imponendo che sia nullo il
momento risultante rispetto @ del flusso di una qualsiasi distribuzione di tensioni
tangenziali da taglio.

L'equazione che definisce il vettore posiziong del centro di taglio rispetto al
baricentro elastice guindi la seguente:

l

/(r(s) —rc) x t(s) g(s)ds = 0,

0

in cui ¢(s) & il flusso delle tensioni tangenziali in equilibrio con uno sforzo di taglio
T agente sulla sezione.
Moltiplicando scalarmente pdt ambo i membri dell’'equazione precedente si ha

l l

/rcxt-kq(s)ds :/rxt-kq(s) ds.

0 0

Ponendon = k x t risultar x t = —(r - n) k e dunque si ha che il raggio vettore
che unisce il baricentro al centro di taglio si determina con la condizione

l l

/.rC-nq(s)ds :/r-nq(s) ds.

0 0

Il centro ditaglio dipende solo dalla geometria della sezione retta e quindi I'espressione
precedente puessere formulata in termini di sole caratteristiche geometriche.

Nelle prossime sezioni questa riformulazione viene esplicitata nei due casi di
sezioni sottili aperte e multicellulari.
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1.6.1. Il centro di taglio delle sezioni sottili aperte

Sostituendo nella formula precedente I'espressione del flusso delle tensioni tan-
genziali da taglio nelle sezioni sottili aperte

q(s) = —ESq(s) - g,
il primo membro si scrive

l [
/ (re x t(s)) - kg(s) ds = / (xc - n(s)) ESg -] ds =
0 0

l

= /(E Sc(s)®@n(s)) ds| rc- g,

0

ed il secondo membro diventa

l

/(r(s)xt(s)) kq(s /ESG® (s)ds| - g
0

0

Dunque il sistema lineare che fornisce la posiziagedel centro di taglice™

1.6.2. Il centro di taglio delle sezioni sottili multicellulari

Se la sezione sottile multicellulare, il flusso in ogni ramo della-esima maglia
e dato da
qa(s) +q;, — g,
dove j # i € l'indice della maglia che ha in comune con la magligesima il ramo in
guestione.

Poiclg il flusso deller da taglio da sezione apegalato da
qa(s) = —Eg'-S¢(s),

i flussi di magliag,,7 =1,...,m daaggiungere al flussg(s) si possono scrivere

¢, =FEq,-g.
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Il sistema lineare di ordinen che fornisce i flussi di maglia diventa allora

Il flusso in un rameepari a

E <_SG(S) +q; — q]-) 'g/ .
| flussi vettoriali q, hanno per componenti in un riferimento cartesiano i fussi scalari
associati rispettivamente a gradiegti diretti secondo gli assi del riferimento.

Definendo il flusso vettoriale in ogni ramo dellaesima maglia mediate la for-
mula

a(s) = =Sq(s) +q, — q;,

dove j # i e l'indice della maglia che ha in comune con la magligesima il ramo in
guestione, e sostituendo nella condizione che individua il centro di taglio, si ha che

l l

e nis) al)ds = [x5)-n(s) ats) ds,

0 0

e quindi il sistema lineare che fornisce la posiziage del centro di taglio rispetto al
baricentroe’

l

1
Ja@ (s ds | re = [(s) n(s) ats) ds.

0 0

1.7. ll tensore dei fattori di taglio per sezioni sottili

In corrispondenza di due sforzi di tagli® e T* si considerino i corrispondenti
campi di tensioni tangenziali da taglio e 7*.
e Lo scorrimento medio da taglig in una sezione trasversale della traefinito
dalla proprie&’ di eguaglianza tra il lavoro virtuale dello sforzo di taglly per
lo scorrimenton ed il lavoro virtuale del campo di tensioni tangenziali da taglio
T* per il campo di scorrimenti elastici dovuti alle tensioni tangenziali

l

. ¢ q
™ .n=| L 21
=] 5 Gs

0
Nelle prossime sezioni questa formula viene esplicitata nei due casi di sezioni

sottili aperte e multicellulari.

0 ds,
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1.7.1. ll tensore dei fattori di taglio per sezioni sottili aperte

Sostituendo nella espressione dello scorrimento medio da taglio la formula del
flusso delle tensioni tangenziali da tagljodovuto allo sforzo di taglidI’

q(s) = =I5 T -Sg(s),

si ottiene che
1

o= [[35T80(9)] [35T86(9)] 5 ds =

o

l

| 7Su(s) ®8.(s) .
* 1 G G 1 *
T - J_ /—5 ds| I3'T, VT

Ql=

0
L'arbitrarieta di T* mostra che lo scorrimentg vale
n— X
GA
Il tensore dei fattori di taglioxy ha I'espressione

l
S S
X:AJ(—;1 /Mds J'.

T.

) G
0

Si noti che il tensore dei fattori di tagli® adimensionale.

1.7.2. Il tensore dei fattori di taglio per sezioni sottili multicellulari

La determinazione del tensore dei fattori di taglio per una sezione sottile multi-
cellulare si conduce in modo perfettamente analogo a quanto visto per le sezioni sottili
aperte, tenendo pecconto del fatto che il flusso delle tensioni tangenziali da taglio
dovuto allo sforzo di taglidT' & espresso dalla formula

q(s) =I5 T q(s),

dove

a(s) = —Sg(s) +aq, —q;.

Il tensore dei fattori di tagliox ha quindi I'espressione
l
_ o411 a(s) ® q(s) -1
x=AJ, /fds Jo .

0
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1. INTRODUZIONE

L'energia accumulata da un solido lungo un percorso di deformazione in campo
elastico viene integralmente restituita quando il percorso viene chiuso lungo un cam-
mino qualsiasi che ripristini lo stato deformativo iniziale. Il verificarsi di uno scosta-
mento pu 0 meno sensibile della risposta meccanica di un materiale da quella del
modello ideale di comportamento elasteedovuto a fenomeni di dissipazione di ener-
gia che rendono irreversibile il processo di deformazione.

Atali fenomeni sifa riferimento come comportamenti ultra-elastici di un materiale.

| comportamenti ultraelastici possono essere schematicamente raggruppati sotto il
profilo qualitativo in classi tipologiche che individuano comportamenti plastici, viscosi,
viscoelastici, etc.

Ai fini applicativi & pep indispensabile stabilire con esattezza quale sia la classe di
comportamento cui appartiene ciascun materiale in funzione dello stato termodinamico
in cui si trova e delle azioni alle quadisoggetto durante un processo di deformazione.

Sperimentalmente si verifica che ogni materiale, in funzione del tipo e dellientit”
dei valori delle variabili di stato e di processo, quali ad esempio sforzi, temperatura,
velocita di deformazione, presenta propaiehe lo fanno appartenere ad una delle classi
ideali prima citate.

Ad esempio, I'acciaio si comporta elasticamente sotto I'azione di stati tensionali
di intensifl limitata ed a temperature non eccessive ma presenta un comportamento
viscoelastico per effetto di vibrazioni di bassa ampiezza ed alta frequenza. L'agciaio °
poi caratterizzato da una visca@siton lineare ad alte temperature e da un comportamento
viscoplastico se sottoposto ad elevate vetditdeformazione.

L'analisi delle propried” meccaniche, elettriche e termiche dei materiali richiede
inoltre di indagarne la composizione fisico-chimica ed in particolare la natura delle
forze di legame tra le particelle elementari, le strutture microscopiche di aggregazione,
la presenza di difetti ed impudte la loro dinamica in presenza di campi di sforzi e di
variazioni di temperatura.

E’ questo il campo di indagine della Scienza dei Materiali che, fondata su presup-
posti teorici e sperimentali propri della Chimica e della Fisica, ha il compito di fornire
metodi e criteri all'Ingegneria dei Materiali per la previsione del comportamento dei
materiali nello svolgimento delle svariate funzioni cui sono chiamati dalle applicazioni
e per la progettazione di nuovi materiali quali aggregati, compositi e polimeri.



514 2-PROVA DI TRAZIONE

2. PROVA DI TRAZIONE

Si descrivono le caratteristiche principali del comportamento meccanico dei ma-
teriali metallici cos'’come si osservano sperimentalmente su di un provino soggetto,
nella zona di misura, ad uno stato tensionale monoassiale ed omogeneo.

La provaditrazione monoassiale viene effettuata mediante una macchina costituita
da un basamento e da una traversa mobile chesparrere attraverso due guide laterali
solidali al basamento.

Nelle macchine idrauliche il movimento della traversa viene attuato mediante
un martinetto azionato da una pompa. La vebbalt 'spostamento della traversa °
controllata da un apposito dispositivo automatico pilotato da un trasduttore che misura
lo spostamento trasformandolo in un segnale elettrico. Un programma analizza il
segnale inviando gli opportuni comandi alla pompa per conseguire la legge oraria di
spostamento programmata. La prova avviene quintdifarmazione controllata

Nelle macchine ad azionamento meccanico il movimento della traeedrsaece
ottenuto mediante la rotazione di viti senza fine azionate da un motore elettrico oppor-
tunamente pilotato. La prova avviene dunguieéormazione imposta

Lo spostamento della traversa mobile genera un allungamento del provino ed una
cella di carico posizionata in corrispondenza della mezzeria della traversa provvede a
quantificare I'enti&’ del carico applicato.

Il provino oggetto della sperimentazione ha una geometria comunemente detta a
coda di rondine In particolare esse costituito da due parti.

¢ Un tratto centrale in cué compreso itratto utile [, chee a sezione costante e di
lunghezza prestabilita. Ad esempio, per un provino metallico di sezione circolare,
le norme UNI stabiliscono che il tratto utilg non siainferiore a 5 volte il diametro.

e Letesteovvero le estremit del provino realizzate in modo da essere ammorsate
dalla macchina di prova.

Questa particolare forma garantisce che lo stato tensionale nel tratto di misura si possa
ritenere con buona approssimazione monoassiale ed omogeneo.

Infatti le zone di ammorsamento del provino in cui la distribuzione delle tensioni
e piu complessa risultano sufficientemente lontane dal tratto utile di misura.

In queste condizioni lo stato tensionale monoassiale generata dal darica
direzione parallela all'asse del provino ed un valore nominale paria F'//A, dove
A, denota l'area iniziale della sezione retta del provino.

Un estensimetro posizionato in corrispondenza del tratto utile consente di valutare
localmente la dilatazione nella zona soggetta allo stato tensionale monoassiale.

Invia alternativa, misurato I'allungament diun tratto utile di provino mediante
un opportuno trasduttore, il valore nominale della dilatazione longitudinalengo
I'asse del province definito dal rapporte = Al/l, dovel, € la lunghezza iniziale
del tratto utile.

Diagrammando la tensione di trazione in funzione della dilatazione si ottiene un
diagrammao — ¢ che, nel caso di un provino metallico, presenta I'aspetto caratteristico
illustrato in fig. 2.1.
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Latensione nominaleladilatazione nominalsono quindi definite con riferimento
alle dimensioniiniziali4, ed !, del provino. Il relativo diagrammeadettadiagramma
ingegneristico Vengono anche adoperate le definizioni di tensione e dilatazione in
termini di dimensioni correnti del provino. Linsione vera allora definita come
rapportoo, = F'/A tra la forzaF' e l'area attualeA della sezione trasversale e la
dilatazione attuale2 il rapportos, = Al/l tra l'allungamento Al e la lunghezza
attuale!. Nel diagramma possibile distinguere alcuni tratti caratteristici che saranno
descritti in maniera dettagliata nel seguito.

o= F A
B A(}
op | E
on LN R |
op f | A
[ P ‘ o
\
\
\
R Al

[0

Fig. 2.1
B Fase elastica
Tutti i materiali presentano, almeno in una prima fase del processo di carico, un

comportamento elastico in cui la dilatazione subita a partire da uno stato vergine viene
interamente recuperata una volta che il carico viene rimosso (vedi fig. 2.2).

o A
E
O'Ef —————— °
P
Op + — —
1) >

Fig. 22 o <op
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Al crescere del carico il leganeedi tipo lineare (tratto OP) fino ad un valore della
tensione indicato sul diagramma comg e dettotensione limite di proporzionaht

Pero < o, esiste un coefficiente di proporzionalitra tensione e dilatazione
(modulo diYouna). Alcuni materiali presentano per > o, un comportamento
elastico non lineare (tratto PE) fino ad un livello di sforzo paw a dettotensione
limite di elastici&. In regime elastico, sia lineare che non lineare, durante la fase di
scarico si ripercorre esattamente la curva seguita durante la fase di carico.

La tensiones definisce un valore di frontiera tra il comportamento elastico e
guello plastico e pertanto anche dettansione di plasticizzazior(@ ingleseyield
stressda cui la notazione alternativa, ). Nella pratica sperimentale tensione di
plasticizzazioné definita come il valore della tensione monoassiale che produce una
assegnata dilatazione permanente.

B Fase plastica

Per valori della tensione maggiori di; il materiale non ha pila capaci di re-
cuperare interamente la dilatazione subita ma solo I'aliquota elastica. La deformazione
irreversibile che subisce il materiadedettadeformazione plastica

Il termine plasticoderiva dal grecar\aoozwr che significa modellare, plasmare
e per comportamento plastico si intende il verificarsi di deformazioni permanenti che
non si annullano quando viene rimossa la causa che le ha prodotte.

La fig. 2.3 mostra come, superataédasione limite di elastict, in fase di scarico
la curva non coincida con quella percorsa in fase di carico ma consista in una retta
parallela al tratto elastico lineare.

Lintersezione tra questa retta e I'asse delleestituisce il valores” di dilatazione
residua. La differenza tra la dilatazione corrispondente al livello di tensiqpeag-
giunto in fase di carico e la dilatazione residtfafornisce il valore della deformazione
elastica recuperata.

Fig. 23 o > op
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B Incrudimento

Per un breve tratto della curva a partire da questo valore si verifica uno scorrimento
plastico del materiale a carico quasi costante e il diagramma presenta, a meno di qualche
oscillazione dovuta ad instabditdella macchina di prova, un andamento pressoch’
orizzontale (vedi fig. 2.1).

Alla fine di questo tratto la curva inizia nuovamente a crescere, determinandosi un
incrudimentdwork hardeningdel materiale. A partire da questo valore dellatensione il
materiale oppone alla deformazione plastica unaresistenza maggiore di quella esercitata
subito dopo lo snervamento.

La spiegazione di questo tipo di comportamento risiede nelle trasformazioni che
si verificano a livello microscopico nel materiale durante la deformazione.

Nella sezione 3 (p. 521) verranno brevemente descritti i meccanismi microscopici
responsabili dei fenomeni di scorrimento plastico che si generano nel reticolo cristallino.

Se il provino, dopo essere stato sottoposto ad una tensigne> o ,viene
scaricato e quindi nuovamente caricato, esso si defarmeialmente seguendo una
legge lineare ed il nuovo limite di elastiai€ superiore ar; .

La deformazione plastica comporta quindi un incremento della tensione limite di
plasticizzazione.

oY

Fig. 2.4 Incrudimento

m Effetto Bauschinger

Quando ad uno stato tensionale monoassiale di trazione segue uno scarico e quindi
uno stato monoassiale di compressione, il diagrammas € lineare (trattoQ) — C')
fino ad un puntoC' cui corrisponde una tensione di compressiepeminore in valore
assoluto rispetto ag,. Il percorso di carice quindi individuato dai puntO, E, Q, C'.
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Tale fenomeno di trascinamento del tratto elastico, noto in letteratura efbeti®
BAUSCHINGER 0 | & illustrato in fig. 2.5.

oA

(TQ

opl———

\/

™

C
o -0p
— %

Fig. 2.5 EffettoBAUSCHINGER

B Comportamento perfettamente plastico

| fenomeni di incrudimento sono praticamente assenti in un materiale che presenta
un comportamentelastico-perfettamente plastico

Nel diagrammao — ¢ di questi materiali si evidenzia, alla fine del tratto elastico,
un plateauorizzontale che termina in corrispondenza della deformazione di rottura.
Lungo questo tratto orizzontale si verifica un flusso plastico che comporta sensibili
aumenti della deformazione a stato tensionale sostanzialmente costante.

In corrispondenza di carichi ciclici si determina un ciclo di isteresi la cui area
fornisce il valore dell’energia per uaitli volume dissipatain ogniciclo (fig. 2.6).

46 JoHANN BAUSCHINGER (1834-1893). Professore di Meccanica al Politecnico di Monaco dal 1868
fino al 1893; nello stesso periodo fu Direttore del Laboratorio di Prove Meccaniche sui Materiali da egli
stesso istituito. Nel 1884 organizd primo Congresso Internazionale sui Materiali. Nell'arco della sua vita
si & occupato principalmente dei fenomeni connessi alla deformazione plastica nei metalli; in particolare ha
osservato come varia il valore del limite elastico di un materiale quando questo viene sottoposto a riscalda-
mento, a raffreddamento o a cicli di carico. Relativamente ai carichi cilgtato il primo a rilevare e a
descrivere una sorta di effetto di isteresi che successivamente ha preso il suo nome.
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g

™ V

-op

Fig. 2.6 Materiale elastico-perfettamente plastico

B Rottura

Superato il limite di plasticizzazione la curva— £ cresce in maniera monotona
fino ad attingere un massimo per poi decrescere fino ad un punto in corrispondenza del
guale si determina la rottura del provino.

Le coordinate di tale punto sono rispettivamente dégfermazione di rottura
etensione di rotturas, (fig. 2.1).

Quando la tensione supera il punto di massimo la deformazione cessa di essere
omogeneamente distribuita lungo il tratto utile del provino ed inizia a localizzarsi in una
zona limitata per effetto di un fenomeno di instabilitovuto alle imperfezioni presenti
nel reticolo cristallino quali vacanze o inclusioni di particelle di soluto.

Il fenomenoe caratteristico della rottura duttile dei provini metallici nella prova a
trazione monoassiale e prende il nometdizione(in inglesenecking.

In reald anche in stato di deformazione omogenea si verificano concentrazioni
di deformazione plastica in regioni molto poco estese ma I'effettoidetlidimento
(work hardening blocca tali fenomeni di localizzazione.

In queste zone, a causa dell'incrudimento del materiale, la tensione necessaria
a proseguire la deformazione plastica diventa subiogbévata di quella applicata e
quindi iniziano a deformarsi le zone immediatamente adiacenti. In tal modo lo stato
deformativo si propaga lungo il provino.

All'aumentare del carico, quando I'incrudimento non halgi Capaci di opporsi
allo sviluppo della deformazione plastica, nella zona debole si verifica la strizione.

Lungo quest'ultimo tratto della curva — ¢ la tensione nominale decresce. Nella
sona di strizione si verifica invece un incremento locale della tensierze
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La concentrazione della deformazione produce infatti una notevole riduzione
dell’area della sezione resistente.

L'inversione nella pendenza della curva non si verifica dinque se il diagraanma °
tracciato riportando in ordinate la tensiorerain luogo di quella nominale; in tal caso
le curveo, — ¢ e o, — ¢, sono crescenti fino a rottura.

i Nella provaditrazione, durante il processo di
i deformazione plastica di un materiale duttile,
i sono visibili sulla superficie del provino dei
1 segni trasversali che indicano le direzioni di
scorrimento plastico e prendono il nome di
i linee diLUDERS.
i Lungo tali linee, approssimativamente
i inclinate a 45° rispetto all’asse del provino,
l b la tensione tangenziakemassima.

Linee di
/ scorrimento

PRIMA FASE SECONDA FASE

W Duttilit"a e fragilita

La duttilita di un materialemisura la capaci di subire notevoli deformazioni
plastiche prima di giungere a rottura.

Un materiale duttile pertanto caratterizzato dalla capacitassorbire e dissipare
energia nel corso della deformazione plastica.

Un materiale duttilepresenta una resistenza alla separazione maggiore di quella
allo scorrimento plastico almeno fino a quando I'incrudimento dovuto alla deformazione
plastica non provoca un’inversione di tendenza.

Si verifica allora laottura duttilee la separazione avviene in corrispondenza della
massima riduzione di sezione del provino per effetto della strizione.

Un materiale fragilenon ha invece capaeitdi dissipare energia di deformazione
plastica e si rompe repentinamente senza subire grandi deformazioni.

La rottura per i materiali fragili segue quasi immediatamente la fase elastica e si
manifesta in maniera improvvisa e catastrofica.

Nella rottura fragile e la separazione si pwerificare in corrispondenza di una
gualunque sezione trasversale del provino.

| parametri che intervengono nella determinazione delle condizioni che provocano
la rottura dipendono fortemente dalla velagiti deformazione e dalla temperatura.

Laresistenza allo scorrimento ad esempio aumenta con 'aumentare dellaavelocit’
di deformazione e con il diminuire della temperatura.
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Cio spiega peraluna barra di metallo messere piegata come un materiale duttile
sotto un carico lentamente crescente, mentre la stessa barra sirompe senza deformazioni
plastiche apprezzabili se il carieoapplicato molto rapidamente.

In conclusione ad alte veloeitdi deformazione e a basse temperature il rapporto
tra resistenza allo scorrimento e resistenza alla separazione diventa magdioczel di
materiale subisce una transizione da duttile a fragile.

3. ASPETTI MICROSCOPICI

La descrizione del comportamento dei materiali richiede sia I'analisi del com-
portamento rilevato sperimentalmente su provini sia la conoscenza dei meccanismi di
deformazione del materiale a livello microscopico. E’ dunque importante tener conto
delle informazioni fornite dalla fisica dello stato solido, in particolare dalla fisica dei
cristalli. Nel seguito si forniscono alcuni elementi essenziali sulla struttura microsco-
pica dei materiali con particolare riferimento ai materiali metallici.

3.1. La struttura cristallina

| corpi materiali a livello microscopico sono costituiti da aggregati @imeno
ordinati di particelle che possono essere atomi 0 molecole. L'ordine presente nella
struttura interna puestendersi a zone piuttosto limitatedine a corto raggip oppure
a regioni pu estesedrdine a lungo raggid.

In questo secondo cas@ossibile individuare unzella unitariao cristallite, i cui
vertici sono occupati da atomi o molecole, che ripetuta identicamente nelle tre direzioni
dello spazio, permette di generare l'inteeticolo cristallino.

Percristallo siintende una matrice tridimensionale di particelle la cui disposizione
spazialeeregolare. La dimensione dei cristalli dipende dalle condizioni presenti all'atto
dellaformazione del solido a partire dal fuso. In particolare essa siriduce all'aumentare
della velocitl di raffreddamento.

Tutte le strutture cristalline sono generate dalla ripetizione nello spazio di celle
unitarie le cui geometrie possono variare in un ambito limitato. In particolare sono
sette i tipi di geometrie da cui derivano tutti i sistemi cristallini. La diversa disposizione
delle particelle all'interno delle celle permette di effettuare un’ulteriore distinzione tra
i reticoli che complessivamente risultano esséde Essi costituiscono i cosiddetti
reticoli di BRAVAIS 47 .

47 AucusTE BRAVAIS (1811-1863). Fisico francese si interessli astronomia, meteorologia, fisica,
botanica e cristallografia. Ufficiale navale, partecgpdiverse spedizioni scientifiche in Algeria ed in Lap-
ponia. Fu professore di astronomia a Lione (1841) e poi di fisica al’Ecole Polytechnique (1845)aed entr’
all’Académie des Sciences nel 1854. Indipendentementé.BaC. HESSEL e dal.. FRANKENHEIM,
mosto in modo rigoroso, 'esistenza dei 14 reticoli tridimensionali cristallini che portano il suo nome.
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| solidi policristallini sono costituiti da aggregati di una moltitudine di singoli
cristalli (o grani) variamente orientati e separati da interfacce dzatei dei grani

I materiali metallici hanno una struttura policristallina e solidificano generalmente
in una delle forme cristalline riportate in fig. 3.1.

NN

N0

cubica corpo centrato cubica facce centrate esagonale compatta

Fig. 3.1

Come sivede dalla figura, le prime due forme cristalline hanno una struttura cubica
ma un diverso posizionamento degli atomi all’interno della cella.

La terza forma cristallina ha invece una geometria a prisma esagonale.

Il ferro allo stato puro, ad esempio, cristallizza a temperatura ambiente in un
reticolo cubico a corpo centratfe(ro « o ferrite). Oltre i 900°C la fase a reticolo
cubico a corpo centrato si trasforma in una fase a reticolo cubico a facce cefiemate (

v oaustenitg

La trasformazione perfettamente reversibile solo se la veladitraffreddamento
e tale da permettere la diffusione degli atomi all’interno del reticolo.

Un tipico esempio di irreversibikt della trasformazione fornito dal raffredda-
mento di uracciaio eutettoidic@ ciceé una soluzione interstiziale del carbonio nel ferro
in cui la percentuale in peso del carboei.77 .

A temperature superiori @00°C' la struttura reticolare del ferre cubica a facce
centrate ed al centro di ogni cellapresente un atomo di carbonio in posizione inter-
stiziale. A temperature pibasse la struttura reticolare termodinamicamentstabile
e quella cubica a facce centrate.

In queste condizionila solubititdel carbonio all'interno del ferro siriduce notevol-
mente.

Se il raffreddamento si spinge sott@$0°C' ede condotto molto velocemente gli
atomi di carbonio non hanno il tempo di diffondere all’interno del reticolo.

48 WiLLIAM CHANDLER ROBERTS-AUSTEN (1843-1902). Metallurgistainglese, nel 1882 eamella
Zecca di Stato come chimico e sperimentatore. | suoi studi sulle tecnologie per la fabbricazione delle monete
gli fecero ottenere un posto di professore di metallurgia alla Royal School of Mines. Il sutniifmduction
to the Study of Metallurgfu pubblicato in 6 edizioni tra il 1891 e il 1908. Nel 1885 egli adattcognome
aggiuntivo in onore dello ziNATHANIEL AUSTEN .
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D’altra parte gli atomi del ferro non hanno la possihiliti raggiungere le corrette
posizioni reticolari. Ne deriva una forte distorsione della cella unitaria che diventa
tetragonale a corpo centrato.

La struttura che si ottiene dettamartensitica’’ ed € metastabile, oisignifica
che aumentando di poco la temperatura vengono riattivati i meccanismi diffusivi ed il
reticolo tende alla configurazione di equilibrio stabile.

Lamartensite caratterizzata a livello macroscopico da elevata durezza e faagilit”
Cio é dovuto alla struttura interna caratterizzata da elevati stati tensionali.

In un materiale metallico sollecitato al @i i una soglia limite, le dislocazioni
presenti nel reticolo cristallino attivano meccanismi di scorrimento cristallografico: i
piani del reticolo tendono infatti a scivolare uno sull’altro.

All'interno di un reticolo€ possibile individuare una serie di piani cristallini alcuni
dei quali sono di massimo addensamento.

Su questi piani si possono individuare le direzioni di massimo impacchettamento
dette anchdirezioni di scorriment@ direzioni di slittamentoSono queste le direzioni
lungo le quali tendono a muoversi le dislocazioni.

In fig. 3.2 sono mostrati tre piani cristallografici di scorrimento per i tre reticoli
caratteristici dei materiali metallici.

1% X,
E C
°
E ]
l \
l [}
|
B _, \\ B_,
A X2 A Xz
A-/ A/
X1 X1
piani di slitamento direzioni di slittamento

Fig. 3.2

La giacitura dei piani cristallografiei Convenientemente individuata mediante gli
indici di MILLER *°

Gli indici di MILLER sono i reciproci degli interi che misurano in wmitfistallo-
grafiche le intercette del piano sugli assi cristallografici della cella unitaria.

49 ApoLF MARTENS (1850-1914). Metallurgista tedesco. Dopo gli studi di ingegneria meccanica
si dedio alla sperimentazione dei materiali da costruzione. Fu un pioniere nell'uso del microscopio come
strumento pratico per I'analisi dei metalli. Assunto un posto di professore pabbtiestoHandbuch der
Materialienkundeche ricevette grande considerazione nel settore.

% WiLLiam HALLOWES MILLER (1801-1880). Cristallografo inglese, pastinsieme aBRAVAIS i
maggiori contributi alla cristallografia del diciannovesimo secolo. Lefficiente sistema di individuazione dei
piani cristallograficie'solo uno dei suoi risultati.
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Per il sistema esagonaehche conveniente considerare un sistema di quattro assi
di riferimento, tre nel piano di base ruotati 2lir/3 ed il quarto ad essi ortogonale.

Intal caso gliindici corrispondenti sono deéttdici di MILLER-BRAVAIS € godono
della proprie# caratteristica che la somma dei primi tre indicero.

Ad esempio i piani indicati in fig. 3.2 sono individuati, i primi due dagli indici di
MIiLLER (1,1,0) e (1,1,1) ed il terzo dallindice dMILLER (0,0,0) o dall'indice
di MILLER-BrAvaIs (0,0,0,00).

Lungo le direzioni di massimo impacchettamento le forze di coesione assumono
valori molto elevati e la loro entit’ chee inversamente proporzionale alla distanza
interatomica, fornisce una misura del modulo di elastitdngitudinale (modulo di
Youna) del materiale.

Per questo motivo il modulo d&fouNG dipende dalla temperatura; allaumentare
della temperatura le distanze interatomiche aumentano e il modulo diminuisce.

3.2. Forze dilegame

Le forze di coesione presenti nel reticolo cristallino dipendono dal tipo di legame
primario presente tra gli atomi. | legami possono essere forti o deboli.

| legami deboli(detti anche legami diaAN DER WaALs ! ) sono dovuti alla
formazione di dipoli elettrici per effetto dello spostamento delle orbite elettroniche
attorno ai nuclei.

Esempi caratteristici sono forniti dagli atomi aigon quando vengono posti in
adiacenza, dalle molecole polari 8O che si legano tramite flonte a idrogened i
legami secondari tra le catene di polietilene formate da celle di etilene concatenate da
legami covalenti. legami fortipossono essere di tre tipi.

¢ |l legame covalentsi stabilisce tra due atomi che presentano piccole differenze di
elettronegativis'se non addirittura nulle come accade nel caso in cui i due atomi
sono uguali. Esso consiste nella condivisione di uno, due o tre coppie di elet-
troni (doppietti elettronici ognuno dei quali viene attratto in maniera maggiore
dall’atomo pii elettronegativo. Se i due atomi non sono perfettamente uguali si
genera un momento di dipolo dovuto alla distribuzione asimmetrica delle cariche
e il legame si dicgolare La polari del singolo legame non implica necessaria-
mente che la molecola nel suo complesso sia polare.

¢ |l legame ionicai stabilisce tra due atomi che presentano grosse differenze di elet-
tronegativitl e pw essere visto come I'estrapolazione di un legame covalente molto
polare in cui i doppietti elettronici sono completamente spostati verso I'atomo pi”
elettronegativo. Gli elettroni non sono propriamente condivisi ma vengono com-
pletamente trasferiti da un atomo all’altro.

5l JOHANNES DIDERIK VAN DER WAALS (1837-1923). Metallurgista tedesco. Dopo gli studi di
ingegneria meccanica si dedialla sperimentazione dei materiali da costruzione. Fu un pioniere nell’'uso
del microscopio come strumento pratico per I'analisi dei metalli. Assunto un posto di professoreilibblic”
testoHandbuch der Materialienkundghe ricevette grande considerazione nel settore.
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¢ Il legame metallica differenza dei primi due noa un legame esclusivo tra due
atomi ma coinvolge contemporaneamente tutti gli atomi del reticolo e per questo
motivo si definiscalelocalizzato Gli elettroni degli atomi metallici sono legati ai
rispettivi nuclei in maniera molto debole e sono quindi liberi di muoversi creando
una sorta di nube elettronica che circonda e tiene uniti i nuclei positivi.

Durante il raffreddamento di un fuso, per effetto di un’instabitérmodinamica dovuta
all'abbassamento di temperatura, siformano aggregati di atomeddttioni(clustes).

Superata una dimensione critica caratteristica, gli embrioni diventano nuclei di
cristallizzazione e continuano ad accrescersi fino alla completa solidificazione.

La crescita di ogni cristalle tuttavia indipendente da quella degli altri.

Cio significa che quando la trasformazione giunge a termine la struttura iterna
costituita da una moltitudine di cristalli orientati in maniera differente con superfici di
separazione che possono essevegpineno coerenti.

Nonostante I'apparente disomogeneitorientazione completamente casuale dei
grani, sommata ad un numero elevatissimo di grani peaudiitolume, consente di
ritenere che il materiale sia macroscopicamente omogeneo ed isotropo.

Le superfici di separazione tra i grani cristallini dette anobeli dei granicosti-
tuiscono delle zone in corrispondenza delle quali il reticolo presenta discoatit@ite
difetti superficiali

All'interno del reticolo sono presenti anche altri tipi di difetti che possono essere
puntualio lineari e la cui esistenza l[egata a fattori di ordine energetico.

3.3. Vacanze e difetti interstiziali

| difetti puntualicoinvolgono singoli atomi del reticolo e si possono classificare in
due tipologie (vedi fig. 3.3)

e vacanze

o difetti interstiziali

interstiziale
00 o
@x@:x o Una vacanzae caratterizzata
."?‘lﬂl‘l dalla mancanza di un atomo in
$:0:0:0: @ una posizione reticolare mentre
.‘%’5’5" un difetto interstiziale caratter-
CHS ‘l.l.l izzato da un atomo che occupa
.‘.l.‘.‘. una posizione diversa da un sito
vacanza reticolare.

Fig. 3.3
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Alla presenza di un difetto puntuadesempre associato uno stato tensionale locale,
di compressione nel caso di un interstiziale, di trazione nel caso di una vacanza.

Anche le soluzioni solide, sostituzionali ed interstiziali, possono essere viste al
livello microscopico come un reticolo all'interno del quale sono stati indotti difetti
puntuali in maniera regolare.

Le soluzioni solide sostituzionadi ottengono per sostituzione di un certo numero
di atomi del reticolo con atomi differenti.

Essi generano localmente uno stato tensionale di compressione se I'atomo sosti-
tutivo & piu grande di quello proprio del reticolo, di trazioneespid piccolo.

Le soluzioni solide interstizialono invece caratterizzate dalla presenza di atomi
che si trovano in posizione interstiziale ad intervalli regolari.

La combinazione di una vacanza e di un difetto interstizaaldettadifetto di
FRENKEL °2 .

Nei reticoli ionici la mancanza di uno ione negativo e del rispettivo ione positivo
e dettodifetto diSHOTTKY  (vedi fig. 3.4).

Nei reticoli ionici infatti i difetti sono sempre accoppiati per mantenere inalterata
la neutralitl del reticolo.

Non dovendo verificarsi shilanciamenti di cariche, la mancanza di uno ione nega-
tivo comporta infatti sempre la mancanza del rispettivo ione positivo.

difetto di Schottky

difetto di Frenke

Fig. 3.4

Il numero didifetti puntualieé una funzione crescente della temperatura e tende a
zero quando la temperatura tend6d .

| difetti puntuali sono pertanto sempre presenti a temperatura ambiente e nelle
comuni condizioni operative. La creazione di difetti punteatiovuta alla vibrazione
degli atomi nella struttura cristallina.

52 Jacov FRENKEL (1894-1952). Fisico russo ha portato contributi significativi in molti campi tra cui
la fisica dello stato solido, I'elettrodinamica e la geofisica. Sebbene il suo nome sia citato principalmente in
relazione al tipo di difetto strutturale dei cristalli da lui scoperto e studiato, i maggiori contributi sono stati
da lui apportati nel campo del ferromagnetismo.

53 WALTER HANS SHOTTKY (1886-1976). Fisico tedesco, figlio di un eminente matematico. Oltre
ad identificare e a studiare il difetto nelle strutture cristalline che prende il suo nome, ha scoperto I'effetto
di emissione termoionica. Esso consiste nell'incremento della corrente di elettroni che lascia una superficie
metallica riscaldata a seguito all’applicazione di un campo elettrico.
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Quando la temperatura aumenta I'energia cinetica delle vibrazioni aumenta e con
essa aumenta la probakdlithe gli atomi abbiano sufficiente energia per generare difetti
puntuali. La distribuzione dVIAXWELL-BOLTZMANN °*

P x exp(—AE/kT),

fornisce la probabila di trovare una molecola che abbia una energia che supet&/di
I'energia media corrispondente alla temperatura assdluta

In accordo con tale distribuzione il rapporto tra numero di difefj;.y; ed il
numero di sitingy; nel cristalloe fornito dallalegge diARRHENTUS

htet _ ¢ exp(—Egitetro/ K1)
Nsiti

dove Eieto € I'energia di attivazione di un difetto & € la costante dBOLTZMANN
(paria13.8 x 1072*J/K) e C & una costante da determinarsi.

La legge diARRHENIUS & convenientemente rappresentata in scala semilogarit-
mica in quanto in tale riferimento il diagramneacostituito da una retta. Bastano due
prove sperimentali a temperature diverse per caratterizzare completamente la legge.

Le vacanze ed i difetti interstiziali si diffondono nel materiale con un flusso gov-
ernato dalldeggi di diffusione diF1ck

e Laprima legge diF'ick esprime il flusso della specie che si diffonde in funzione
del gradiente della relativa concentrazione:

J = D grade,

doveJ e il vettore del flusso della specie che diffonde ¢ ladiffusivita o costante
di diffusionee ¢ & il campo scalare che misura la concentrazione della specie che
diffonde.

e Laseconda legge di'ick lega la variazione temporale della concentrazione della
specie che si diffonde al gradiente del flusso:

de .
i —divJ.

» Lupwic EDWARD BOLTZMANN (1844-1906). Fisico austriaco il cui nome associato a molti
risultati scientifici della fisica del diciannovesimo secolo. La costante che porta il suo nome gioca un ruolo
centrale nell’enunciato in termini statistici della seconda legge della termodinamica.

% SVANTE AUGUST ARRHENIUS (1859-1927). Chimico svedese che ha potato molti contributi alla
chimica fisica tra cui la prova sperimentale della legge esponenziale che porta il suo nome.

% ApoLr Eucen Fick (1829-1901). Medico tedesco che introdusse le leggi della diffusione nei suoi
studi sul flusso del sangue.
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La seconda legge diick € una legge di bilancio in assenza di sorgenti volumetriche
ed in forma integrale si scrive (Tomo |, sezione 11.12.4 (p. 283))

d
T ch:—/J-nda.
Q N

Si noti anche la perfetta analogia tra la prima leggE'wik e la legge di trasmissione
del flusso di calore second@UuURIER (Tomo |, sezione 11.12.3 (p. 282)).

L'analogia trai modelli di conduzione termica e di diffusione di una specie consiste
nelle seguenti corrispondenze.

temperatura 6 <= concentrazione ¢,
flusso di caloreh <= flusso della specid,

conducibilid k& <= diffusivita D,

Le leggi diF1ck conducono alla seguente equazione differenziale alle derivate parziali
di tipo parabolico

de .
pri —div (D grade) ,

che nel caso diffusivit’D costante si scrive

de
—=-DA
dt “

con A operatore diLAPLACE.
La diffusividi D aumenta con la temperatura secondo una legge che costituisce
I'esempio pu noto di equazione dARRHENTUS

D = D, exp(—q/kT),

incui D, e un fattore caratteristico del materiale;e I'energia di attivazionger il
moto di un difetto.

e Nel caso di un difett_o interstiziale I'energip_é I’epergiaEmoto_deli_difettO richie;ta
per il moto di quel difetto nella struttura cristallina. Tale energia non coincide con
I'energia Eisqo di attivazione del difetto.

¢ Se il difetto€ una vacanza, I'energi@ & la somma dell’'energid,qio-gel-difetto
richiesta per il moto della vacanza e dell'enerdig;., necessaria per la for-
mazione della vacanza.
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3.4. Dislocazioni

| difetti lineari, noti comedislocazionj interessano porzioni di reticolo che con
buona approssimazione si possono considerare monodimensionali.

Le dislocazioni si determinano durante la solidificazione di solidi cristallini, in
seguito ad addensamento di vacanze.

Si possono distinguere due tipi di difetti lineari:

e |e dislocazioni a spigol@ dislocazioni di bordqedge dislocationjse
e le dislocazioni a viteo dislocazioni elicoidal{screw dislocations

W Dislocazioni di bordo

Le dislocazioni di bordo sono caratterizzate dalla mancanza di un intero semipiano
di atomi; in figura 3.2 'mostrata la traccia di tale semipiano.

Ad eccezione di una regione approssima-
tivamente cilindrica contenente la linea
trasversale da cui si diparte il semip-
iano mancante, il reticolo non risente
della presenza della dislocazione. Esso
mantiene intatta la sua regolardl di so-
prae al disotto dellalinea didislocazione.

Fig. 3.5 Dislocazione di bordo

Per avere un’idea dell'ordine di grandezza del difetto strutturale si valuta dentit”
del vettore diBURGERS.

Il vettore diBURGERS °7 rappresenta il vettore spostamento necessario a chiudere
il circuito intorno al difetto.

In un cristallo perfett@ possibile, a partire da una posizione reticolare, tracciare un
circuito rettangolare che si chiude sul punto di partenza se il numero di passi effettuati
lungo due direzioni parallele lo stesso.

57 JOHANNES MARTINUS BURGERS (1895-1981). Fluidomeccanico olandese-americano. Sebbene la
sua carriera altamente produttiva fu centrata su problemi di aerodinamica ed idrodinamica, nel 1940, a seguito
degli studi effettuati prima sulla struttura reticolare degli aggregati policristallini e poi sui moti dislocativi,
pubblicd un famoso contributo relativo alla definizione dell’eatiti una dislocazione e noto nella scienza
dei materiali come vettore @3 URGERS.
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Quandoe’ presente una dislocazione di bordo invece, per chiudere un circuito
intorno al difettoe necessario effettuare un numero di passi diverso lungo due direzioni
parallele che sitrovano rispettivamente su lati opposti rispetto alla linea di dislocazione.

Il vettore che consente di chiudere correttamente il circaitdettovettore di
BURGERS.

Infig. 3.6€ mostrato che, nel caso di dislocazione di bordo, il vettoRRdiGERS
e ortogonale alla linea di dislocazione.

Lo stato tensionale che circonda una dislocaziembastanza complesso, sono
infatti presenti tutte le componenti di sforzo sia normali che di taglio.

In particolare gliatomi che sitrovano al di sopra della linea di dislocazione sono sot-
toposti a compressione mentre quelli che giaciono al di sotto sono sottoposti a trazione.

A
A

Fig. 3.6 Dislocazione a spigolo
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Fig. 3.7 Dislocazione a vite
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W Dislocazioni a vite

Le dislocazioni a vite derivano la propria denominazione dalla tigistorsione
elicoidaledel reticolo intorno alla linea di dislocazione.

In questo caso il vettore URGERS € parallelo alla linea di dislocazione (vedi
fig. 3.8). Lo stato tensionale intorno al difetto non presenta componenti normali ma
solo sforzi di taglio.

Esiste inoltre tutta una serie di dislocazioni miste che derivano dalla combinazione
didislocazionidibordo e dislocazioni avite. |l vettoraBliRGERS associato a ciascuna
di esse ha direzione e verso che dipendono dalla disposizione spaziale delle dislocazioni
semplici che la compongono.

La struttura atomica che circonda il difettodifficilmente visualizzabile. Allo
stesso modo lo stato tensionale generato da una tale distorsione del reticolo si presenta
molto complesso.

B Meccanismi di deformazione plastica

Le dislocazioni rivestono un ruolo molto importante nella deformazione plastica
dei materiali cristallini e sono responsabili della riduzione dello sforzo che teoricamente
sarebbe necessario a deformare plasticamente il reticolo.

Il calcolo dello sforzo massimo teorico cleepossibile applicare senza che si
verifichi uno scorrimento plastico tra due piani cristallini si effettua ipotizzando che,
nella direzione dello sforzo applicato, tutti i legami si rompano contemporaneamente
(vedi fig. 3.8).

Piano di scorrimento

Fig. 3.8

In real@d lo scorrimento si verifica sempre attraverso il moto delle dislocazioni.

Come mostrato schematicamente in fig. 3.9 la presenza delle dislocazioni rende
sufficiente rompere un legame alla volta per mettere in moto il meccanismo di defor-
mazione plastica.
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Fig. 3.9 Moto della dislocazione

Una stima approssimata del valore della tensione reale necessaria a deformare
plasticamente il reticole fornita dallarelazione diPEIERLS *® -NABARRO *° :

r:Gexp{ _QM]

(1-v)b

dove a rappresenta la distanza interplanare gquella interatomica (fig. 3.6).

Dalla relazione dPEIERLS-NABARRO Si deduce che le dislocazioni tendono a
muoversi lungo i piani maggiormente distanziati tra loro e@dimgo i piani di massimo
addensamento atomico.

| piani di massimo addensamento sono datini di scorrimento

I legami tra gli atomi appartenenti a piani distinti di scorrimento sono molto deboli
e quindi pii facilmente scindibili se sottoposti a sforzo.

5 RupoLpH ERNST PEIERLS (1907-1995). Nato a Berlino da famiglia ebrea stodisica nucleare
sotto la guida dWERNER HEISENBERG. Nel 1929 formub'la teoria delle cariche positive per interpretare
la conduttivil termoelettrica nei semiconduttori. Rifugiatosi in Inghilterra ingeBisica all’'Universia di
Birmingham dove svolse ricerche di fisica atomica demies CHADWICK € OTTO FRISCH.

59 Frank NaBarro. Nato a Londra ha studiato alle Univeesiti Oxford, Bristol e Birmingham. E’
membro della Royal Society of London, Medaglia di platino del British Institute of Materials e membro
fondatore dell’Accademia delle Scienze in Sud Africa. La sua principale attiviticerca ha riguardato i
processi microscopici che sono alla base della resistenza dei metalli e delle leghe.
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Sui piani di scorrimento si possono poi individuare le direzioni di massimo impac-
chettamento lungo le quali le dislocazioni si muovono in maniera preferenziale essendo
minori le distanze interatomiche.

| piani di scorrimento sono individuati dalla linea di dislocazione e dal vettore di
BURGERS.

Per questo motivo le dislocazioni a vite hannojpdssibilie di movimento rispetto
a quelle di bordo.

Infatti mentre nelle dislocazioni a spigolo il vettoreBURGERS e la linea di dis-
locazione sono ortogonali, in quelle a vite le due direzioni sono parallele e individuano
un fascio di piani lungo i quali la dislocazione@muoversi.

La possibilie di spostarsi da un piano all’altro consente alla dislocazione di ag-
girare facilmente gli ostacoli presenti nel reticolo come ad esempio un’inapurtia
particella di precipitato (meccanismo dioss slippin, ne consegue una maggiore
deformabiliel plastica del materiale.

Una famiglia di piani cristallografici di scorrimento e di direzioni di scorrimento
ad essi associate costituiscesistema di scorrimento

I meccanismi di deformazione plastica si attivano quando la tensione tangenziale
sul piano di scorrimento raggiunge il limite di elastit’

In corrispondenza di questo valore si attivarsistemi di scorrimento primari

Aumentando la temperatura si attivano anchistemi di scorrimento secondari
edé questo il motivo per cui ad alte temperature i valori di sforzo in corrispondenza dei
quali inizia la deformazione plastica sono notevolmenteljaissi.

Quando la tensione raggiunge il valore di snervamento, le dislocazioni che si sono
formate durante la prima fase della deformazione plastica, iniziano a muoversi ognuna
all'interno del proprio grano.

Tale meccanismo non richiede un incremento dello sforzo da applicare almeno
fino a quando le dislocazioni non incontrano il bordo del grano.

Il superamento di un ostacolo di tale eatiichiede uno sforzo piélevato di quello
necessario al movimento del difetto all'interno del proprio grano.

Il materiale, a partire da questo momento, si presenta sempnmegistente alla
deformazione plastica.

L'aumento della densitdi dislocazioni che si determina man mano che prosegue la
deformazione plastica, produce un ulteriore aumento della resistenza allo scorrimento.

Le dislocazioni infatti iniziano ad interagire tra loro attraverso i propri stati ten-
sionali o addirittura si intersecano dando luogo ai cosidgatiti di ancoraggidjogs).
L'insieme di questi fenomeni determin@ncrudimentodel materiale.

Nei materiali metallici la tensione limite di elast&i€ il valore di snervamento
tendono in pratica a coincidere in quanto il numero di dislocazioni presenti all’atto del
consolidamento del fuse gia sufficientemente elevato.

Le interazioni tra le dislocazioni sono pertanto abbastanza forti da determinare
subito un incremento dello sforzo e quindi I'incrudimento si verifica alla fine della fase
elastica.
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B Legge di Schmid

In una prova di trazione monoassiale sia= F/A la tensione principaley
I'angolo tra I'asse del provino e la normale ad un piano di slittamento preferenziale e
¥ I'angolo tra I'asse del provino e una direzione di massimo addensamento nel piano
di slittamento.

Latensione tangenziale risolt@efinita come

T = o COSyp COSY

rappresenta la componenente sul piano di slittamento della tensione monoassiale di
trazione (vedi fig. 3.10). La definizione di tensione tangenziale risolt rjaresa
nella sezione Xlll.4 (p. 556).

Nel 1924E. ScumID ha osservato che lo scorrimento in un monocristallo avviene
guando la tensione tangenziale risolta supera un valore critico. Tale eadaratteris-
tico di ogni materiale, una volta fissata la temperatura.

Da quanto detto emerge che la deformazione plastica non altera localmente la
struttura del reticolo il quale rimane indifferente al processo deformativo anelastico.

Una diretta conseguengahe I'anisotropia, essendo una caratteristica fisica legata
esclusivamentealla geometria del reticolo, rimane inalterata.

La deformazione elastica al contrario, distorce localmente il reticolo alterandone
I'ordine strutturale.

Ne segue che una disposizione reticolare ordinata all'interno di un solido non
assicura che non sisia verificato alcun effetto deformativo: dietro una strutturareticolare
inalterata si painfatti nascondere un meccanismo anelastico attivo.

Fig. 3.10
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1. PREMESSA

Il limite caratteristico di primo snervamento di molti materiali policristallini con
comportamento macroscopico di tipo isotropo, quali I'acciaio, I'alluminio e varie leghe
metalliche, po'essere valutato con la sola prova di trazione semplice.

Nella prova di trazione si induce in un provino cilindrico uno stato di tensionale
che, nella prevedibile zona di snervameretd, tipo monoassiale. La prova di trazione
consente di determinare il valore della tensione principale che corrisponde allo snerva-
mento del materiale. Se lo stato tensionale in un punto di una struttura costituita dallo
stesso materiale nanmonoassiale, la valutazione del coefficiente di sicurezza rispetto
allo snervamento richiede di stabilire un criterio di confronto. Analoghe considerazioni
sussistono per altre situazioni limite, quali quelle che comportano la rottura di alcuni
materiali fragili.

Per materiali con comportamentouptomplessa@ in generale necessario effet-
tuare un insieme di prove di laboratorio per poter determinare i valori caratteristici dei
parametri significativi che caratterizzano lo stato limite del materiale. Lindividuazione
di tali parametrie’ tra i compiti pu ardui della meccanica delle strutture edtato
ed e ancora oggetto di ricerche sia teoriche che sperimentali. Risposte tecnicamente
soddisfacenti sono state fornite per importanti classi di materiali di interesse ingegner-
istico; esse sono compendiate nella formulazione di criteri, detéri di resistenza
Tali criteri, basati sia su risultanze sperimentali sia su indicazioni fornite dalla model-
lazione della struttura microscopica del materiale, consentono di individuare I'insieme
dei parametri maggiormente significativi per la determinazione dello stato limite del
materiale e di progettare le prove sperimentali per la loro valutazione.

Nel seguito si fornisce un quadro sintetico dei principali criteri di snervamento e
di rottura cui fa ricorso I'ingegneria delle strutture. Sono prima illustrati i criteri che
si applicanoa materiali con comportamento ultraelastico di tipo isotropo, distinguendo
quelli piu idonei a descrivere il comportamento di materiali fragili da quelli che sono
adottati per prevedere il comportamento di materiali metallici duttili. Siillustra poi un
criterio per materiali con comportamentoultraelastico di tipo anisotropo sviluppando
una applicazione al caso di compositi con struttura ortotropa. In effetti il comporta-
mento duttile o fragile dipende anche dalla scala dimensionale dell’elemento strutturale
considerato. Questo importante aspetto del comportamento ultraekstieeemente
illustrato nella sezione finale del capitolo.
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A LeEoNARDO % (vedifig. 1.1) sono dovute le prime ricerche di meccanica dopoil
Medio Evo. LEONARDO si interese della resistenza di fili metallici soggetti a trazione
e ditravi appoggiate o incastrate. Le not&.doNARDO costituiscono le testimonianze
di un primo tentativo di applicare la statica per calcolare le sollecitazioni nelle strutture
ed i primi esperimenti per determinare la resistenza dei materiali strutturali.

MS5- Firenze

Fig. 1.1 Leonardo Fig. 1.2 Galileo

% 1EoNARDO DA VINCI (1452-1519). Nato a Vinci (Firenze) nel 1452, figlio naturale del notaio
PIERO € di una contadina, fu accolto in casa del padre che non aveva avuto figli legittimi dai primi due
matrimoni. Dal 1467 al 1476 approfonid sua formazione artistica presso la bottega\dekroccHIO a
Firenze, interessandosi anche di matematica, meccanica e ingegneria. Nel 1482 fu chiamato a Milano da
Lupovico 1. Moro; durante il soggiorno milanese si ocaugegli allestimenti scenici per gli spettacoli
teatrali della corte, oltre a dipingere alcuni dei suoi capolavori (la Vergine delle rocce e I'Ultima cena). Dopo
la caduta diLupovico nel 1499,LEONARDO lavoro presso varie corti italiane: Mantova, Venezia, Firenze,
Roma. Durante questi anni dipinse capolavori come la Gioconda. Nel 1517cdtoeito di FRANCESCO
T alavorare per la corte francese. Gli fu assegnato il castello di Cloux vicino alla reggia di Amboise; trascorse
gli ultimi anni immerso negli studi, tra gli onori della corte. M@€él 1519 a Cloux, AMboiSE.EONARDO
amava definirsi "'omo sanza lettere”: conosceva superficialmente il latino, ignorava completamente il greco
e aveva appreso la maggior parte delle sue cognizioni attraverso i volgarizzazioni delle opemgoptanti
e con l'aiuto di amici, il matematico e filosofBacioL! ed il medicOMARCANTONIO DELLA TORRE.

Si interese’di meccanica, fisica, anatomia, filosofia naturale e ¢asoid enorme quanditdi appunti (si
calcolano 5000 fogli). Oltre agli appunti tecnici e ai progetti di tratlaipNARDO scrisse anche numerosi
apologhi, aforismi e favole che testimoniano un gusto arguto e uno stile vivace. Giunto a noi grazie alla
compilazione dell'allievd*raNCESCO MELZI che si bas sui materiali del maestro, Trattato della pittura

e l'unica opera organica; si tratta di un grandioso tentativo di coordinare ogni scienza, ogni filosofia, ogni
riflessione sulla scienza e sulla vita all'interno dell’'ottica e delle esigenze del pittore.
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La storia moderna della resistenza dei materiali inizia nel XVII secolo con I'opera
di GALILEOGALILEI 9! (fig. 1.3, 1.4).

DIALO G O DISCORSI
GALILEO GALILE] LINCEO DIMOSTRAZIONI

MATEMATICO SOPRAORDINARIC MATEMATICHE
DELLO STVDIO DI FISA. intorno 4 due nuone fCicnze
E Fibofifoy ¢ Marematico primario del Accencndi alla
SERENINGIMO Mecanica & i Movimsnri Locars,
GR.DVCADITOSCANA. defsigmar
. i cusiteo piosmate fi il GALILEO GALILEI LINCEO®,
Dioue ne i congee }_o:uul_gl”r:gloma ¢ {1 difcorre Fil ¢ Matcmatico prmasie del Seceni
P Grand Duca di Tolcana.

MASSIMI SISTLMI DEL MONDO

TOLEMAICO, E COPERNICANG, Convma Appemiice del cawtrs digrawiss & adcwsns Solids.

“Protouends indoern; onte e ragionr Filofafiche, ¢ Natarali
ranfe por Suna , guani fer laltra parte

VILEGL

IN LEIDA,
Appreflla gli Elfevirii, m, b, ¢ xxxvi,

MDONEXIL
T CUN LICLNZA Db SFPOAJU,

Fig. 1.3 Fig. 1.4

Nelle figure che seguono sono riportati alcuni suggestivi diseg@irdiiLEO che
testimoniano la tipologia delle problematiche affrontate.

61 GALILEO GALILEI (1564-1642). GALILEO GALILEI nacque a Pisa il 15 febbraio 1564 GauLia
AMMANNATI e VINCENZIO GALILEI, entrambi appartenenti alla media borghesi@&NceNzIO, nato a
Firenze nel 1520, ex liutista ed ex insegnante di musica, in passato era entrato in conflitto con la tradizione
classica che attribuiva la consonanza tra tutti i suoni al controllo delle proporzioni numeriche ed aveva
proposto idee proprie al riguardo. Era quindi ferrato in matematica, ma, intuendo le difficatiche che
la professione di matematico presentava, spinse il figlio a studiare medicina proprio come un loro avo, quel
GALILEO BonaruTi che nel XV secolo si era distinto nell’esercizio dell'arte medica ed in onore del quale un
ramo della famiglia aveva preso il nome@hLILEI. GALILEO comp'i primi studi di retorica, grammatica e
logica nel monastero camaldolese di Vallombrosa edentar parte dell'ordine come novizio. La decisione
non po€ che contrariar® INCENZIO, il quale, nutrendo appunto ben altri progetti per il figlio, lo fece tornare
a Pisa ed iscrivere a Medicina. | corsi della faaolertevano sUzALENO e sui libri di scienza naturale
di ARISTOTELE, che costituirono i principali oggetti di critica da parte del giovane Galileo, sempre pi’
attratto dalla matematica e dalla filosofia e sempre meno produttivo in veste di studente di medicina. Nel
1583 vi fu il suo incontro coi®sTiLIO Riccr, un matematico allievo dCARTAGLIA. RIccI era aggregato
alla corte di Toscana e teneva le sue lezioni in volgare, come in volgare era scritto il téstodbDE su
cui basava i suoi corsi. Si trattava infatti della traduzion®&diicoLO TARTAGLIA, il quale, a differenza
delle versioni latine, aveva chiarito la discrepanza esistente tra la teoria delle proporZibmbdsso e
quella dell'aritmetica medievale, chiarimento che si ivédhdamentale per la formazione @ALILEO.

Le prime indagini nel campo della fisica lo portarono, tra I'83 e I'86, a determinare il peso specifico dei
corpi tramite un congegno chiamato ’bilancetta’, simile ad un utensilérgiiso presso i mercanti orafi.
Nell'88 diede anche una prova di erudizione letteraria con delle leziddixsure tenute presso I'’Accademia
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fiorentina. Nell'89, nonostante non si fosse laureato, grazie alla stima ed alla fama che si era guadagnato
presso certe frange del mondo accademico ottenne la cattedra di Matematica all’Undid?&#, un lavoro

che gli assicu 'indipendenza economica dal padre. A P@aLiLEo rimase 3 anni, durante i quali scopr’

la legge di caduta dei gravi con i suoi famosi esperimenti. Ma il periodeereno e fruttuoso della sua

vita lo pass’come insegnante di matematica presso I'UnivarditPadova, dove si trasferel 1592 e dove

rimase per 18 anni. durante i suoi primi anni a Pad@va.iLeo fu straordinariamente attivo e le sue lezioni
attirarono tanti studenti anche stranieri che infine dovette far lezione in un’aula capace di ontenere 2000
persone. A Padova contiau suoi studi di meccanica e di astronomia, nel’ambito della quale ablracci’

la teoria copernicana. Nel 1594 scrisse il famoso tratBetia Scienza MeccanicaDal 1609 comina’

a perfezionare ed usare il cannocchiale come strumento per le osservazioni astronomiche einenoostru®
capace di un ingrandimento di 36 volte. |l cannocchiale non era un’invenzigheldi.Eo (artigiani olandesi

e italiani ne avevano giapprontati diversi tipi) ma i miglioramenti che lo scienziato vi apparaugurarono
I'epoca delle grandi scoperte astronomiche, di cui lo stéssoiLEr diede annuncio nebidereus Nuncius
(Ragguaglio astronomico) del 1610. | 4 maggiori satelliti di Giove, le montagne ed i crateri della Luna, le
macchie solari, furono fenomeni fino ad allora sconosciuti che destarono meraviglia ed ammirazione tanto
nel mondo accademicd(EPLERO riconobbe e confermlimportanza delle scoperte @iALILEI), quanto

in certo ambiente politicoosmo pE MEDICT lo nomind matematico dello studio di Pisa EKRDIANDO

1T pE MEbict lo protesse), ma anche ostruzionismo ed astio da parte delle gerarchie ecclesiastiche (in
particolare del cardinalBELLARMINO) e degli aristotelici. Nel 1616 il Sant'Uffizio mise all'indice sia la
cosmologia copernicana, sia le operéhiLILEO, che fu convocato a Roma per giustificare le sue opinioni.

Qui il suo tentativo di difendere le concezioni astronomiche copernicane (e le proprie), sostenendo che non
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Nell'opera di GALILEO [1] & anche ideata la formulazione di un criterio di re-
sistenza per materiali fragili che saitlustrato nella sezione 3 (p. 552).

fossero offensive nei confronti della Bibbia, venne respinto e lo scienziato fu intimato a non professarle
pit. GALILEO continw tuttavia ad approfondire ed ampliare i suoi studi e, nel 1623, compose in volgare il
Saggiatorenel quale polemizzava con il padre ges@razio Grasstriguardo alla natura delle comete ed

a problemi di ordine metodologico. Sempre nel '23 shboglio pontificioUrRBANO VIII, un BARBERINI

che si era dimostrato disponibile nei suoi confronti, tanto che proprio all’ex cardinale, spirito illuminato ed
aperto ai discorsi scientificiz ALILEO aveva dedicato il Saggiatore. Nel 1632 pubbiicDialogo sopra i 2
massimi sistemi del mongdan testo fondamentale per la scienza moderna ifkewiiLEO, Sotto un’apparente
neutralil, dava risalto all’astronomia copernicana a discapito di quella tolemaica. A causa dell'influenza di
alcuni padri gesuitiUrBaNO VIII ebbe allora un’involuzione e, nel 1633,ALILEO venne processato a
condannato al carcere a vita dal Sant'Uffizio, una pena da caeigatarsi solo abiurando le sue teorie. Il
carcere a vita fu co€ommutato in isolamento, ceALILEO sconb prima nel palazzo dell’Arcivescovado

di Siena e poi nella sua villa di Arcetri dove egli visse gli ultimi otto anni dedicandosi alla scrittura del suo
famoso libroDiscorsi e dimostrazioni intorno a due nuove scienke fu poi pubblicato daglELzZEVIRIT

a Leida nel 1638. Mara Firenze I'8 gennaio 1642, circondato da pochi allievi e nella quasi totalececit”
GALILEO GALILEI € stato formalmente assolto dall'accusa di eresia solo nel 1992, trecentocinquanta anni
dopo la sua morte.
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2. CRITERIISOTROPI

La formulazione di un criterio di resistenza tende a stabilire, per una assegnata
classe di materiali, quali siano le caratteristiche dello stato tensionale che contribuiscono
significativamente a determinare il verificarsi di fenomeni ultraelastici di rottura fragile
o di plasticizzazione. Nel seguito tali fenomeni ultraelastici saranno indicati col nome
generico difenomeni di crisi

La formalizzazione di un criterio di resistenza si effettua mediante la definizione
di funzioni di crisi.

B Unafunzione scalare di crigk una applicazione

f:sym(\V;V)— R,

che ad ogni stato tensionalB € Sym(V ; V) associa lo scalar¢(T) € & che
definisce urgrado di pericolosia dello stato tensionale.

La forma analitica delléunzioni scalari di crisie fortemente condizionata dal requisito
di indifferenza materialePrecisamente si ha che

Proposizione 2.1. Isotropia della funzione di crisi. Una funzione scalare di crisi
f:8ym(V; V) — R deve essere isotropa e éideve soddisfare la condizione

VT € Sym(V: V),
R CE I RV

di invarianza sotto I'azione del grupp®rth(V ; V) delle isometrie.

Dim. Si consideri un processo dinamico e due osservatori O* @nOnoto rigido
relativo. Gli osservatori O e Omisurano in ogni istante gli stati tensionali

T € Sym(V; V), T =QTQ! € Sym(V; V),

ruotati, uno rispetto all'altro, di un’isometria propri@ € Orth*(V; V) pari alla
rotazione istantanea di O rispetto ad .altro canto il valore dello scalare indicatore
del grado di pericolosittdeve essere lo stesso per entrambi gli osservatarogniporta
che la funzione di crisi deve esséngariantesotto I'azione del gruppo Orth(V ; V)
delle rotazioni:

VT e Sym(V; V),
T) = TQ"
JT)=7QTQ. vQ e Orth*(V; V).

Si osservi ora chg—-Q) T(—Q”) = QT Q” e che, seQ € Orth(V; V) & una
isometria, allora una delle isometr{&, —Q} & unarotazione (isometria propria). La
condizione di invarianza df : Sym(V; V) — R sotto I'azione del sottogruppo delle
rotazioni Orth*(V ; V) & pertanto equivalente a quella di isotropia. O
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B Piu in generale untunzione scalare di cri2 un’applicazione
f:8ym(V; V) x " — R,

che ad ogni stato tensional® € Sym(V; V) e ad ognin-upla di parametri
scalari caratteristici del materiale associa lo scala(®&,p,,...p,) € R che
definisce urgrado di pericolosia dello stato tensionale.

La dimostrazione della proposizione 2.1 mostra che anche le funzioni scalari di crisi di
guesto tipo devono essere funzioni isotrope dello stato tensionale.

Esempi di funzioni scalari isotrope del tipp: Sym(V; V) — R sono forniti
dagli invarianti scalari di un tensore simmetrico.

La terna deglinvarianti principali & costituita dalle funzioni scalari

I : Sym\V;V)— R, k=1,2,3,

che associano ad ognitens@ec Sym(V ; V) la corrispondente terna dei coefficienti
del polinomio caratteristico

det(T — AI) = -\ + I, (T) N> + L,(T) A + I,(T) .
Gli invarianti principali sono quindi definiti da

L(T) =Ty + Ty, + Tyy = tr (T),

13 1
L(T) =5 3 (T, = T,T,) = 5[ (1) - (rD)?
I,(T) = detT.

E’ facile verificare che gli invarianti principali sono funzioni isotrope.o@bnsegue
dalla proprie&’di invarianza del polinomio caratteristico rispetto al gruppo OrthV)
delle isometrie. Infatti si ha che

det( QT QT —\I) =det(QT QT —AQIQ") =
= detQ det(T — A1) detQ” =
=det(T - AI), V Qe Orth(V;V).
Siaora{d,,d,,d,} una base principale ortonormale @i e siano
o, Sym(V; V) — R, k=1,2,3,
i relativi autovalori definiti dalle relazioni

Td, =0,(T)d,, k=1,2,3.
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Le funzionio, : Sym(V; V) — R sono anch’esse isotrope in forza della projarigit”
invarianza del polinomio caratteristico rispetto al gruppo QvthV).

Le relazioni tra i coefficienti di un polinomio e le sue radici mostrano che gli
invarianti principali hanno le seguenti espressioni in termini degli autovalori

L(T) =0y + 0, + 03,
I)(T) = —(0y053 + 030, + 0, 0,),
I4(T) = 0, 0503,

La rappresentazione dei criteri di resistenza per materiali isogdmsata sul
seguente risultato.

Proposizione 2.2. Rappresentazione delle funzioni scalari isotropeUna funzione
scalare f : Sym(V; V) — R e isotropa se e solo se esiste una funzigneR?® — R
tale che

f(T) = ¢(01(T); 05(T); 05(T)), VT e Sym(V;V),

con ¢(o,, 0,,04) invariante rispetto ad un’arbitraria permutazione degli argomenti.

Dim. Se vale la formula rappresentazione, l'isotropigfdi Sym(V; V) — R € una
diretta conseguenza dell'isotropia degli autovaleyi: Sym(V; V) — R.

Si assuma viceversa che: Sym(V; V) — R sia isotropa. Bisogna dimostrare
che, per ogniT, S € Sym(V ; V), sussiste I'implicazione

{0,(T); 05(T); 04(T)} = {0,(S); 0,(S); 05(S)} = f(T) = f(S).

Atalfine si osservi che se gli autovaloridl, S € Sym(V ; V) coincidono, sussistono
le rappresentazioni spettrali

3 3
T=)> o0,d ®d,, S=>0,e®e,.
i=1 i=1

Sia quindiQ € Orth(V ; V) lisomeria che porta la base ortonormale,i = 1,2,3
nella base ortonormale, ,i = 1,2, 3. Ne segue che, essendo

e, =Qd;, = ei®ei:(Qdi>®(Qdi):Q(di®di)QT’ Vie{l,2,3},

risulta S = QT Q. Lisotropia di f : Sym(V;V) — R assicura allora che
f(S) = /(T).

Linvarianza di ¢(o,, 0,,0,) rispetto ad un’arbitraria permutazione degli argo-
menti € poi conseguenza del fatto che scambiare di posto due autovalori equivale a
ruotare il tensorel di 7/2 attorno all’asse principale associato al terzo autovalore.
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La proposizione 2.1 ed il teorema di rappresentazione 2.2 assicurano che una
funzione di crisif : Sym(V; V) — R & composta da una funziore: #* — R e da
unaterna dinvarianti scalaricostituita dagli autovalori relativi ad una base ortonormale
di autovettori.

Tale terna di invarianti ppéssere sostituita da una qualsiasi altra terna di invarianti
indipendenti, quale ad esempio quella dagliarianti principali

f(T) = ¢(1,(T); I,(T); I3(T)), VT e Sym(V; V).

Infatti se le terne degli invarianti principali dI’, S € Sym(V; V) coincidono, ai
due tensori corrisponde la stessa equazione caratteristica e dunque lo stesso insieme di
autovalori.

Gli invarianti scalari possono anche essere espressi in termini ideglianti
fondamentalo momenti

I, : Sym(V; V) — R, k=1,2,3,
definiti da
I,(T) :=tr(T), I,(T) :=tr(T?, T,(T) :=tr(T%.
Infatti dalle espressioni di,(T), I,(T) e dal teorema dAYLEY ®* -HAMILTON &3
TP+ [(T)T* + L(T) T+ [,(T)I=0, VTelL{V;V},

si deducono le relazioni

1,(T) = § [T,(T) - T;(T)]
L(T) = ¢ [2T,(T) - 3T,(T) T,(T) + T,(T)").

I momenthanno le seguenti semplici espressioni in termini degli autovalori
L(T)=0,4+0y+ 0y,
IL(T) = af +O’§ —I—J§,

I,(T) :af—f—ag’—l—ag’.

62 ARTHUR CAYLEY (1821-1895). Professore di matematicaa Cambridge, amico e collega del matema-
tico SYLVESTER, € considerato il creatore della teoria delle matrici.

63 WiLLiAM RowaN HAMILTON (1805-1865). Professore di matematica al Trinity College di Dublino
e considerato il pi grande fisico e matematico inglese ddpowToN. Noto particolarmente per la scoperta
dei quaternioni, per aver fondato I'ottica geometrica e per le ricerche di dinamica.
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Denotando coril', la parte deviatorica del tensof®, definita da

1
T,=devI =T +n(T)I, #(T)=-5tT,

ed osservando che per definiziohgT ,) = tr (T,) = 0, dalle formule precedenti si
deducono le espressioni defivarianti deviatorici

J,(T) :=I,(Tp) = I,(T,) =0,
T(T) = L(Tg) = L T,(T) >0,
J5(T) : = I3(Tp) = % I,(Tp)

B Un criterio di resistenzaisotropo si esprime analiticamente considerando una
famiglia difunzioni scalari di crisi

[(T), acA,

m Un dominio di resistenz& definito assegnando una corrispondente famiglia di
insiemi di livello:
f(T)<k,, acA.
m Un criterio di resistenza sempligedefinito da un’unica funzione scalare di crisi.
B Latensione ideal@ssociata ad una funzione di crigi: Sym(V; V) — R & la

funzione scalarer,y : Sym(V ; V) — R definita dall'identigl
VT e Sym(V; V),

f(T) = foig(T)d @ d), {VdeSQ(l).

In altri termini latensione ideal@ il valore della tensione principale di uno stato
tensionale monoassiale cui corrisponde lo stesso valore della funzione di crisi.

Lisotropia della funzione di crisif : Sym(V; V) — R assicura che la definizione
di tensione ideale ben posta in quanto il valore della funzione di ceslio’stesso

in corrispondenza di ogni stato tensionale monoassiale, aphtiénsione principale
0iq(T) . Infatti, sed € V & un versore, un qualsiasi altro versore si garivere come

Qd con Q € Orth*™ (V; V) e l'isotropia assicura che

flog(T)(Qd) ® (Qd)) = f(oig(T)Q(d®d) Q") =
= f(og(T)d®d), VQe€ Orth(V;V),
dove sie fatto ricorso all'ident#’

Qd®d)Q" =(Qd)®(Qd).
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Un criterio di resistenza sempliégeconvenientemente espressso mediante la rela-
tiva tensione ideale

m |l dominio di resistenzeorrispondente alla tensione monoassiale di efjs¢ R &
costituito dallinsieme di livelloo,, dellafunzione dicrisif : Sym(V; V) — R,
e cice dall'insieme definito da

K(f,o,) :={T e Sym(V;V) : 04(T)<o,}.

La famiglia degli insiemi di livello associata alla funzione: Sym(V; V) — R &
'unione disgiunta degliinsiemi dilivello al variare del valore dellatensione monoassiale
dicrisi o, € R.
e Due funzioni di crisisono equivalenti se generano la stessa famiglia di insiemi
di livello. A funzioni di crisi equivalenti corrisponde la stessa funziosmesione
ideale

| criteri di resistenza isotropi possono essere rappresentati da domini di resistenza nello
spazio delle tensioni principaligpazio diHAIGH-WESTERGAARD [20], [21].

Nello spazio diHAIGH-WESTERGAARD ad ogni punto{s,, o,,0,} corrisponde
una famiglia di stati tensionafQ T Q” | Q € Orth*(V; V)} che possono ottenersi
I'uno dall’altro tramite unarotazione di unaterna principale ortonormale cui corrisponde
la terna di tensioni principal{o,, 0,, 05} .

Nello spazio diHAIGH-WESTERGAARD Si possono individuare seestantiin
ciascuno dei quali sussiste tra le tensioni principali una relazione del tipo

032 09 20y .

In ciascuno di essi la frontiera del dominio di resistenza ha la stessa forma.

La proprieti di invarianza rispetto allo scambio di due qualsiasi tensioni principali
implica inoltre che per determinare la forma dell'intera superficie lirnigfficiente
conoscerne solo la porzione contenuto in un semi-sestante.

Se la funzione di crisi dipende solo dallo stato tensionale il dominio di resistenza
puod essere definito effettuando una prova di trazione semplice per determinare il valore
della tensione ideale di crisi.

Quando invece la funzione di crisi dipende anche da un insieme di parametri
scalari caratteristici del materiale, per definire il dominio di resistenr@cessario
effettuare una molteplia@t'di prove sperimentali in quanto la determinazione degli
incogniti parametri scalari richiede un pari numero di prove indipendenti.

Nel caso di materiali comomportamento anisotrope funzioni di crisi devono
dipendere, oltre che dallo stato tensionale, anche da un insieme di parametri tensoriali
che descrivono il particolare tipo di anisotropia del materiale.

Un criterio di resistenza anisotropo formulatoRlabpNEY HILL € illustrato nella
sezione 4.4 (p. 569) insieme al criterio BsAI1-HILL, che€ la specializzazione del
criterio di HILL a materiali con comportamento ortotropo e fornisce uno strumento
efficace per definire il dominio di resistenza di materiali compositi.
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2.1. Rappresentazione nel piano deviatorico

Dette oy, (T) € 0,(T) le tensioni principali massima e minima relative allo stato
tensionaleT , € conveniente introdurre i parametri [35]

om(T) + om(T)
2 b

(™ o)

p(T) =
r(T) =

rispettivamente ascissa del centro e raggio del massimo cerchiodR.

W La tensione principale intermedig (T) puo essere allora individuata tramite il
parametro diLoDE definito, perr(T) > 0, da

—p(T
N(T)::T con [u| <1,

essendd ¢,(T) — p(T) | < r(T).

Viceversa, assegnati i parametried » > 0 le tensioni principali massima, minima ed
intermedia sono data da

Nello spazio diHAIGH-WESTERGAARD Sia {a,, a,,a,} il riferimento ortonormale
relativo alle coordinate principafic,, o,, 04} . ll vettore posizioner, a, +0,a,+0,a,
rappresenta quindi la classe di equivalenza degli stati tensionali aventi quali valori
principali {0, 0,,0,} .

Stante I'invarianza delle funzioni di crisi di un materiale isotropo, per rappresentare
la frontiera del dominio di resisteneeconveniente considerare nello spazidldicH-
WESTERGAARD UNn nuovo riferimento ortonormale, ruotato rispetto a quello canonico
{a,,a,,a,} edavente uno degli assi diretto lungo la trisettrice

1
d:ﬁ(al+ag+ag)7

del primo quadrante del riferimento canonico.
Il nuovo riferimento {a}, aj,a}}, assumendo che il versoeg sia diretto lungo
la trisettrice g individuato dalla rotazione

a’ =Qa, =Qua,, k=123,
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rappresentata nel riferiment@a, , a,,a,} dalla matrice ortogonale

R S U U
V2 V6 V3

1 1 1
QI=1"v2 V% V3
0 _¥2 L

I V3 V3

Siano {07, 0}, 05} le coordinate nel riferimentda;, aj, a;} .

m |l piano deviatoricoo piano = che nel riferimento{a, , a,,a,} ha equazione
o, +0oy,+0o3=0,

nel nuovo riferimente rappresentato dalla condiziong = 0.

W Le sezioni del dominio di resistenza con piani paralleli a quello deviatorico sono
dettesezioni diMELDHAL.

Se il criterio€ indipendente dall'invariante lineare dello stato tensionale, le sezioni di
MELDHAL sono tutte coincidenti tra loro poiehl dominio di crisi€ un cilindro con
generatrice parallela all'asse idrostatico.

Al parametro diLODE si puw dare una semplice interpretazione geometrica cal-
colando la pendenza di una retta che passa per I'origine e forma nel piano deviatorico
{aj,a}} unangolo antiorari@ con 'asse coordinata; cui corrisponde lar

Sia infatti IT

max*

O=1-dod,

il proiettore ortogonale sul pano deviatorico e si osservi che 'assiseca il sestante
{-ITa,,ITIa,} eche I'assea; ha la stessa direzione e verso opposto alla proiezione
ITa, dellassea, sul piano deviatorico.

Ad una terna di coordinate principafir, , 0,,0,} corrisponde la terna di coordi-
nate {0}, 0;,0,} secondo la legge controvariante governatg @4’ , cos'che

1 1 0 01— 0
oy V2 V2 o1 V2
B o V7 I I I e S RV I
2 N V3 2 V6 V33
* 1 1 1 o, +o0,+ 0.
. —_— —_— — a. 1 2 3
’ V3 V3 V3 ’ V3
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Ricordando la definizione del paramentoIdbDE ed osservando che nel sestante
{-ITa,,ITa,} risulta o, > o, > 0,, si hache

p=—V3tand, —m/6<0<7/6.

Larelazione vale in tutti i sestanti a patto di ridefinire I'angélin modo che in ognuno
di essivaritra—7/6 e 7/6.

In ogni sestante la frontiera del dominio nel piano deviatogisonimetrica rispetto
alla bisettrice del sestante.

Ne segue che la funzione di crisi deve essere una funzione pari del parametro di
LoDE e quindi dell’angolod .

Per rappresentare una sezion®diLpHAL della superficie limite basta quindi far
variare I'angolod tra 0 e /6.

La rappresentazione nel piano deviatorcitiustrata nella figura 2.1. Si noti che
nel sestantg —ITa,, ITa, } I'ascissao; € proporzionale al raggio .

Fig. 2.1  Rappresentazione nel piano deviatorico.
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Precisamente si ha che
1
9= %(01_%)2 E(UM _Um):‘/ir-

Dunque in ogni sestante

¢ le linee ar costante sono segmenti ortogonali alla bisettrice del sestante
¢ le linee ayu costante sono radiali.

L'analisi delle rappresentazioni degli stati tensionali nel piano deviatorico dello
spazio diHAIGH-WESTERGAARD pud essere completata considerando un ulteriore
riferimento {a}*,a}",a;"}, cona;* = d.

Il riferimento {a}*,a}",a;"} si ottiene ruotando il riferimentdaj, aj, a;} di
7/6 in senso antiorario attornod.

Fig. 2.2 Rappresentazione nel piano deviatorico.
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La matrice di trasferimento dal riferimento canoni¢a,, a,,a,} al riferimento
{a]",a;",a;"} & la matrice ortogonale

_ﬁ 0 L_
V3 V3
= 1 1 1
Q=17 i s
S .
V6 Ve Vsl

Si osservi che il versora;* € propozionale al vettorél a, .
Precisamente, essentldI a, || = \/2/3, risulta

*%k 3
a; = \/;Hal.

Il versorea;™ e pertanto disteso lungo la frontiera di un sestante (vedi fig. 2.2).

Ad una terna di coordinate principaji,, 0,, o, } corrisponde la terna di coordi-
nate {c**, 0**,o3*} secondo la legge controvariante governatd @’ , cos'che

1% 9%
o | =10 % _% 9y | = %(02_03)
oy % % % 73 %(%*%*%)

Nel piano deviatorico risultar, + o, = —0o, .
Dunque, essenda, = oy, in entrambi i sestantl e VI a cavallo dell'asse;”
ed osservando che

v2 1 V3
V3 V6 V2
si conclude che /3
o (T) = 7; oy (devT).

Nel piano deviatorico sussiste quindi la propaiet’

e e rette ortogonali ai raggi che delimitano i sestanti sono i luoghi di ogni ses-
tante in cui la tensione normale massima dovuta alla componente deviatorica
€ costante.
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3. CRITERI PER MATERIALI FRAGILI

| criteri di resistenza per materiali fragili esprimono condizioni per la formazione
ed il propagarsi di fratture. | piSemplici fanno riferimento a funzioni scalari di crisi i
cui valori sono i massimi delle tensioni normali o delle dilatazioni elastiche.

Per materiali con diverso con diverso comportamento a trazione e compressione
le funzioni scalari di crisi sono espresse dai valori sono i massimi e miin delle tensioni
normali o delle dilatazioni elastiche.

3.1. Criterio della massima tensione normale

Il criterio della massima tensione normaldeato deG aLiLEO % [1] e formulato
daRANKINE % nel 1868, assume quale parametro determinante la crisi il valore del
massimo modulo della tensione normale nel punto al variare della giacitura.

Per formulare il criterio con riferimento a materiali con diverso comportamento a
trazione e compressione, si considerino le funzioni

Omax: SYM(V; V) — R, Omin : SYm(V; V) — R,
definite da
T) = max{(Tn) -n|n € S*(1)},

Tmax(

Omin(T) = min{(Tn) -n|n € S$*(1)}.
In termini di tensioni principali si ha che

omax(T) = Lr:nl%?g o,(T), Omin(T) = LQ'Q?) o,(T).

E’ facile verificare che le funzionb,,, € —o,, SONO convesse ed in particolare
sublineari (positivamente omogenee e subadditive) in quanto

Omax@T) = a o (T), Va>0,
Omax( Ty + Ty) < 0madTy) + omax(Ty) . VT, Ty € Sym(V; V).

Gli insiemi di livello di 0,4, € —0in SONO pertanto insiemi convessi.

64 GaLILEO GALILEI (1564-1642), Discorsi su due nuove scienzeeida 1638.

65 WiLLIAM JOHN MACQUORN RANKINE (1820-1872). Nato ad Edinburgo, ingegnere ferroviario e
scienziato, fu professore di ingegneria civile e di meccanica a Glasgow.
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Il criterio di resistenzee ‘isotropo, in quanto tali sono le funziomi,(T) per
i+ = 1,2,3 che forniscono le tensioni normali relative ad un riferimento principale.
Dunque

T T
Tmax QT Q") = lr:nlaQ)g o(QTQ") = Zr:nla;g 0,(T) = omax(T) -
Denotando cowr” e o le tensioni di crisi monoassiali a trazione ed a compressione,
la condizione di ammissibiktdello stato tensionale si scrive

UiJa(T) = omax(T) < 0:,
i=1,2,3.
Ui:j(T) = omin(T) = o,
[ldominio diresistenza convessoin SyrfV ; V) inquantointersezione di due insiemi
convessi.
Nello spazio delle tensioni principali il dominio di resisteredelimitato da sei
piani, a due a due paralleli, di equazione

o. <o

+
7 o

)

i=1,2,3.

o, >0 .
L 0

3.2. Criterio della massima dilatazione

I criterio della massima dilataziongroposto daGrRASHOF nel 1878, assume,
guale parametri determinanti la crisi la massima e la minima dilatazione elastica.
Per materiali linearmente elastici le funzioni di crisi sono dunque

emad(C; T) = max{(C[T]n) n|ne S*(1)},
emin(C; T) = min{(C[T]|n) -n|ne S5*(1)}.

dove C € Sym(Sym(V; V); Sym(V; V)) & il tensore di deformabibitelastica.

Per esplicitare la richiesta di indifferenza materiale si consideri il tensore di de-
formabilita eIastica(CQ ruotato di Q, rispetto aC, con Q € Orth™(V; V). I
tensoreC, e definito dall'identi&

ColQTQ"]=QC[T|Q", ¥V Te Sym(V;V),
ed associa quindi, al tensore ruotato, il ruotato del tensore immagine tr@mite

Si ponga
Q=QxQ.
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Le principali proprie&’del prodotto tensoriale quadrato sono riportate nella sezione
I.4 (p. 26). Larelazione tra il tensore di deformabilglasticaC ed il suo ruotataC,
si pw scrivere in forma sintetica

Cq=0CQ".

Detta f(C; T) la funzione di crisi, il principio di indifferenza materiale richiede che
sia

f(C; T)=f(QCQ"; QTQ"), VTe Sym(V;V),

e cice che la funzione di crisi sia un invariante simultanedde di T .
Tale propriedé soddisfatta dalla funzione di crisi del criterio@rAsHOF. Siha
infatti che

emad@CQT; QT QT) = max{(QC[Q"QTQ"]Qn) - (Qn) |ne S*(1)} =

= max{(QC[Q"QT]Qn) - (Qn)|ne S*(1)} =

max{(Q"Q)C[T]n) n|ne S*(1)} =

=max{(C[T]n)-n|ne S*(1)} = enan(C; T),
essenddQ’ Q = 1. Sinoti che la linear# del legame elastico non gioca nessun ruolo
nella dimostrazione. Analogamente si procedeqgh(C; T).

Seilmateriale elasticamente isotropo, le funzioni di crisi del criteriGaiASHOF
sono espresse, in termini di tensioni principali, da

dove E ¢ il modulo diYounc e v € il rapporto diPo1ssoN.
Analogamente pek,, . Le condizioni di ammissibild dello stato tensionale si
scrivono quindi

Jig(T) =FEeqa(T) <o’

0 b

04g(T) = Eeqn(T) > 0.

Nello spazio delle tensioni principali il dominio di resistenza corrispondente ai valori
di soglia o—j e o e dunque delimitato da sei piani a due a due paralleli di equazione

(14+v)o,—v(o,+0,+05) <o),

i=1,2,3.
(I+v)o,—v(o,+0,+0y) >0,



556 4 - CRITERI PER MATERIALI METALLICI

3.3. Criterio del potenziale elastico

Nel 1885E. BELTRAMI % formulo in [10] un criterio di crisi in cui assumeva quale
indice di pericolosi dello stato tensionale il valore puntuale del potenziale elastico
complementare.

Una analoga proposta fu poi fatta BaP. HA1GH nel 1919 [17].

Per materiali linearmente elastici la funzione di cesi

dove
C e sym(Sym(V;V); Sym(V;V)),

e il tensore di deformabikit elastica.

La richiesta del principio di indifferenza materiadesoddisfatta. L'energia di
deformazione elastica non dipende infatti dall’osservator® éncjjuanto la funzione
di crisi del criterio diBELTRAMI € un invariante simultaneo dei tensdtie T':

f@CQT: QTQ) = (@C[QTQTQ): (QTQT) =
- @C[Q7QT)): (@T) =

(C[T]): T = f(C; T).

N | =

= 2@ QC[T]): T=

Si noti che la lineard 'del legame elastico non gioca nessun ruolo nella dimostrazione.

Latensione ideale del criterio BiELTRAMI dipende dalla componente idrostatica
dello stato tensionale. €€ in disaccordo con le risultanze degli esperimenti condotti
per la determinazione dei domini di plasticizzazione di materiali metallici duttili. La
questione sardiscussa in dettaglio nella prossima sezione.

4. CRITERI PER MATERIALI METALLICI

Le ricerche sperimentali, in particolare quelle condotteBitancaman 7 negli
anni 1940, hanno messo in evidenza che i fenomeni di plasticizzazione nei materiali
metallici policristallini non sono influenzati dal valore della componente sferica (o
idrostatica) dello stato tensionale [30].

% Bueenio BeLTRAMI (1835-1900). Professore di matematica a Bologna ed in altre Uniwrsit®
italiane. ConRUDOLF OTTO SIGISMUND LIPSCHITZ (1832-1903) e ELWIN BRUNO CHRISTOFFEL
(1829-1900) fu un prosecutore dell'opera (RIEMANN.

7 Pproy WiLLiams BripaMAN (1882-1961). Fisico statunitense che per le ricerche nel campo
della fisica delle alte pressioni ha ottenuto il preMioBEL nel 1946.
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Tali osservazioni sono in accordo con I'analisi della struttura microscopica del ma-
teriale e con leggi che governano il movimento delle dislocazioni nel reticolo cristallino.

Gli scorrimenti tra piani cristallografici preferenziali avvengono infatti essenzial-
mente per effetto delle azioni tangenziali agenti su tali piani, e risultano indipendente-
mente dal valore delle azioni normali.

Piu precisamente in ogni cristallo esistono piani preferenziali di slitamento, co-
incidenti con le giaciture in cui le distanze interatomiche sono minori, ed in ogni piano
di slittamento esistono direzioni preferenziali di slittamento, aventi la direzione lungo
la quale le distanze interatomiche sono minori.

In una prova di trazione monoassiale in direzione del vergbsia o la tensione
principale e siap I'angolo tral'asse del provino e la normale ad un piano di slitamento
preferenziale & I'angolo tra I'assed del provino ed una direzione di slittamento
preferenziale individuata da un versarenel piano di slittamento.

Allora la tensione sul piano di slittamento preferenzele °

c(d®d)n=0(d-n)d =o cospd.

La componente tangenziale di tale tensione nella direzione di slittamento preferenziale
e allora data da

T =0 COSpd - s = o COSp COSH .

Nel 1924E. ScaMiD ha osservato che lo scorrimento in un monocristallo avviene
guando laensione tangenziale risolta

T = 0 COSyp COoSH.

supera un valore critico. Tale risultato, confermato da molti esperingeent{o come
legge diScHMID.
Per quanto detto, i criteri di plasticizzazione dei materiali metallici policristallini
assumono che la funzione di crisi dipenda dalla parte deviatorica dello stato tensionale.
Nel seguito si illustrano i pi importanti criteri di plasticizzazione e si illustrano
le relative rappresentazioni nello spazio delle tensioni principali.

| criteri deviatorici ammettono tutti una rappresentazione alternativa in due di-
mensioni in quanto la dipendenza dalle tensioni principati pasere espressa dalle
differenze

oy — 0y, 0y — 03, 03— 0.
Ora la differenzas, — o, puo essere scritta
o, —0y=—(03—0,)— (0y—03),

e pertanto il criterio di resistenza p@essere rappresentato in un piano i cui assi hanno
per ascisser, — o, € 0, — 0, .
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4.1. Criterio di Tresca-Saint Venant

Un criterio di resistenza materiali metallici policristallini fu pubblicato dall’in-
gegnere francesERESCA in una serie di note a partire dal 1864 [3], [4].

| risultati di TRESCA erano basati su di una lunga serie di esperimenti condotti
per valutare il carico da applicare per estrudere i metalli attraverso trafile di differenti
forme.

TRESCA ossero che la plasticizzazione del materiale aveva luogo quando la
tensione tangenziale massima raggiungeva un valore ben definitop pratbabil-
mente influenzato dal pigenerale criterio di plasticizzazione formulato per i terreni da
CouLowMsB nel 1773 in [2] e che sarillustrato nella sezione 6.1 (p. 579).

SAINT VENANT, dovendo esaminare la nota ci@ESCA aveva presentato alla
Accademia di Francia nel 1868 [5], si interesd problema della deformazione plastica
dei metalli duttili e pubblionel 1870 un lavoro in cui formalle equazioni fondamentali
della plastici& sotto I'ipotesi che il flusso plasti@piano ed avviene a volume costante
guando la massima tensione tangenziale attinge un valore limite [8].

Il suo lavoroe contemporaneo alle ricercheldi. LEvy [9], che estese il modello
al caso tridimensionale assumendo che il tasso di deformazione plastica fosse propor-
zionale al deviatore degli sforzi.

SAINT VENANT trattd anche il problema della deformazione plastica di alberi
circolari soggetti a torsione, di travi a sezione rettangolare soggetti a flessione e di
cilindri circolari cavi soggetti a pressione interna.

Una criterio analogo a quello d'RESCA-SAINT VENANT fu proposto daJ.J.
GUEsT nel 1900 in [12], [28].

Per formulare il criterio dT'RESCA-SAINT VENANT si denoti conS?(1) la sfera
bidimensionale di raggio unitario nello spazio euclidge si consideri la norma del
vettore tensione tangenziale

T(T,l’l) c= H T(T71’1) ” ’

dove ) )
I7(T,n) |* = || Tn|* - (Tn - n)*.

La funzione di crisi del criterio dTRESCA-SAINT VENANT-GUEST Si scrive allora

f(T) = 7-max(T) = ng}?}é) T(T, n) .

L'isotropia della funzione di crisé di immediata verifica in quanto
7(QTQ",Qn)* = QTQ"Qn |’ - ¢(QTQ",Qn)* =
=1QTn |’ - o(T,n)* = | Tn|* - o(T,n)* = 7(T,n)".
Ne segue che

f(QTQ") = max 7(QTQ",n)= max r(T,n) = f(T).
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E’ conveniente esprimere la massima tensione tangenziale in funzione delle ten-
sioni principali. A tal finee’comodo far ricorso alla rappresentazion&HRr da cui
si evince in modo immediato che la massima norma della tensione tangenpafe °
alla semidifferenza tra la massima e la minima tensione principale. Si ha dunque

1
Tmax = 5 max{ o, — a,|, |0y — 0y, oy — | },
ovvero
1
Tmax = (loy = oyl + oy — oy + oy —0y])
Al criterio di TRESCA-SAINT VENANT corrisponde dungue k&nsione ideale
Oig=0M — Om =27,
ed in termini di tensioni principali

Oig = max{ loy — oyl |oy — o3|, |0y — 4] } =

(|01_‘72|+|‘72_‘73|+|‘73_01|)'

N | =

Il dominio di resistenza associato al criterickiREsca e individuato dalla condizione

Tmax(T) < T, < Uid(T) < 0, = 2To — T(T) < Tos
dove 7, ¢ il valore limite della tensione tangenziale in stato tensionale di puro taglio e
o, €ilvalore limite della tensione normale in stato tensionale monoassiale. Sinoti che
larelazioneo, = 27, & conseguenza del fatto che in uno stato tensionale monoassiale
la massima tensione tangenzialpari alla med della tensione principale di trazione.

Nello spazio diHAIGH-WESTERGAARD la superficie diTRESCA € un cilindro
con asse parallelo alla retta idrostatica.

Ricordando che le rette a(T) costante sono, in ogni sestante, ortogonali alla
bisettrice del sestante, si deduce che la proiezione della superficie di plasticizzazione
relativa al criterio diTrRESCA sul piano deviatorico, ortogonale all’asse idrostatio,
un esagono regolare i cui vertici giacciono sulle proiezioni degli agsia, , a, sul
piano deviatorico, vedi fig. 4.1. Le ascisse lungo le proiezioni degli assi principali sul
piano deviatorico sono denotate cef), o, ag .

Dalla trattazione svolta nella sezione 2.1 (p. 547), si deduce che le intersezioni
del cilindro con le proiezioni degli assi del riferimento canonig® , a,,a,} hanno
distanza dall’'origine pari a
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Ora la massima tensione normale della componente deviatorica in una prova monoas-
siale con tensione principale, € pari a

2
e quindi risulta
0'1 (T) = ﬁ O'o .

L'esagono dil'rREsCA interseca quindi le proiezioni degli assi del riferimento canonico
in punti situati su di una circonferenza di raggig2/3 o, .

A

2

- .y

Fig. 4.1 Criterio di Tresca

Nel piano coordinato con gliassi, —o, e 0,—0, lasuperficie di plasticizzazione
di TREscA assume la forma di un esagono irregolare come mostrato nella fig. 4.2, dove
o, denota la tensione monoassiale di snervamento del materiale.

A 03_01

0,—0.
g, 2 -3

Fig. 4.2 Criterio di Tresca
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4.2. Criterio di Maxwell-Huber-von Mises

Il criterio di plasticizzazione enunciato per primo MBAXwWELL e formulato poi
indipendentemente dd.T. HUBER nel 1904 e d&. voN MISES nel 1913, e ripreso
poi daH. HENCKY nel 1928,e suscettibile di enunciati diversi che conduconmzer”
funzioni di crisi isotrope tra loro equivalenti. Il lavoro M.T. HUBER [14], scritto in
polacco, ricevette attenzione solo circa vent'anni dopo la pubblicazione.

Nelle varie forme che assume il critegadetto

e criterio delpotenziale elastico complementare di for(@aC. MAXWELL-M.T.
HUBER),

e criterio dell'invariante quadratico del deviatore degli sfor® (von MISES),
e criterio dellatensione tangenziale ottaedrgl&. NADAI),
e criterio delvalor medio quadratico della tensione tangenziale

Le diverse formulazioni sono illustrate in dettaglio nelle sezioni seguenti.

Lavalidita di tale criterio di plasticizzazione per materiali metaltistata verificata
mediante molti esperimenti di laboratorio.

Una prima serie di esperienze fu condotta nel 1926AdalL.oDE che, su sug-
gerimento diA. NaDAI, sottopose a prove di trazione e di pressione interna provini
tubolari di ferro, rame e nickel.

Una ulteriore verifica sperimentale fu condotta nel 1931Gdh TAYLOR e H.
QUINNEY su provini tubolari sottili di alluminio, rame e acciaio dolce soggetti atrazione
e torsione.

Entrambe le campagne di prove consentivano di generare stati tensionali bias-
siali con vari rapporti delle tensioni principali. L'accordo tra i risultati delle prove di
laboratorio e le previsioni del criterio dilAXWELL-HUBER-VON MISEs (MHM) fu
soddisfacente.

Tra le esperienze condotte per verificare I'affidaditi€i criteri di plasticizzazione
si ricordano quelle condotte con grande accuratezZd darisonN nel 1940.

4.2.1. Criterio del potenziale elastico di forma

Il primo enunciato del criterie dovuto &V AXWELL % che lo comunio per lettera
all'amico WiLLIAM THOMSON (LORD KELVIN).

L'idea di MAXwELL fu quella di decomporre I'energia elastica come somma di
due parti, I'energia volumetrica e quella di forma e di attribuire a quest’ultima il ruolo
di parametro di pericolostdello stato tensionale.

68 yaMmEs CLERK MAXWELL (1831-1879). Fisico matematico scozzese, allievo con I'anilear del
Trinity college di Cambridge dove poi fu il professore di fisica e prageHENRY CAVENDISH laboratory.
Straordinari furono i suoi contributi alla teoria dell’elettromagnetismo (Electricity and Magnetism, 1873),
all'ottica, alla teoria dell’elasticét ed alla teoria cinetica dei gas (teoria\dk X WELL-BOLTZMANN).
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La proposta diMAXWELL divenne nota alla comuritScientifica solo dopo la
pubblicazione delle sue letterd&ELvVIN.

Nel 1904 in [14]M.T. HUBER propose una modifica del criterio BELTRAMI.
I modello di HuBER distingueva due casi a seconda che la componente sferica dello
stato tensionale fosse di trazione o di compressione. Nel primo caso proponeva di
assunere quale funzione di crisi il potenziale elastico complementare di forma e nel
secondo caso tutto il potenziale elastico complementare come propd3to.tdrAMI.

Decomponendo lo stato tensionale nelle aliquote sferica e deviatorica

1
T = devT —#n(T) I, w(T):—gtrT,

si perviene alla seguente decomposizione dell’energia elastica

1 R 2 VU o

2((CT).T—2 i [Tl E(trT) =
_ 1 2 3 9
= | devT |+ = p(T)?,

dove k = E /(1 — 2v) € il modulo volumetrico. La funzione di crisi quindi

f(T) = m” devT ||”.

4.2.2. Criterio dell'invariante quadratico del deviatore degli sforzi

Una teoria della resistenza dei materiali metallici isotrepstata formulata da
R. voN Mises % nel 1913 [16]. |l criterio divoN Mises assume quale indice
di pericolosiai dello stato tensionale l'invariante quadratico del deviatore dello stato
tensionale. Per tal motivo il criteri@ anche dettariterio dell'invariante J, .

%9 RiCHARD VON MISES (1883-1953). Nacque a Lvov allora sotto la dominazione austriaca, ora in
Ucraina. Dopo aver frequentato la Technische Hochschule di Vienna come2d®07 il dottorato a Briinn
(ora Brno nella repubblica Ceca) e nel 1908 I'abilitazione all'insegnamento di costruzione di macchine. Fu
quindi professore di matematica applicata a Strasburgo dal 1909 al 1918. Durante la prima guerra modiale
fu pilota dell'aviazione austro-ungarica. Alla fine della guerra inseiginddinamica e aerodinamica alla
Technische Hochschule di Dresda e nel 1919 divenne direttore del nuovo Istituto di Matematica Applicata
dell’'Universita di Berlino Nel 1921 fond il Zeitschrift fir Angewandte Mathematik und Mechadiilcui
divenne editore. Dopo 'avvento del Nazismo si trasfeima in Turchia e poi nel 1944 negli Stati Uniti
alla Harvard University dove divenne Gordon-McKay Professor di Aerodinamica e Matematica Applicata.
RICHARD VON MISES ha fornito contributi in molte aree scientifiche tra cui la meccanica, la fluidodinamica,
I'aeronautica, la statistica e la teoria della probadbdidve formub’la teoria della frequenzalimite, poi superata
come teoria di base dall’'approccioldoLmMoGoRroV fondato sulla teoria della misura.
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Il criterio & descritto dalla funzione di plasticizzazione
1 9 1 2
f(T) :=J,(T) = 3 tr[(devT)’] = 3 | devT ||”.
Si noti che risulta

2J,(T) =tr[(T+x(T)1)?] = | T|* + 27(T)tr T + 37(T)? =

2 2 1 2 1
=TI = 5 (1) (D) 4 5 (D)’ = | T - 5 (T

Per esprimere il secondo invariante del deviatore delle tensioni in termini delle

tensioni principali si consideri nello spazio #1AIGH-WESTERGAARD il punto
{0,,0,,0,} rappresentativo di uno stato tensionale deviatoflgp, cos'che

trTp=0,+0,+0,=0.
Ponendoo, = —(0, + 0,), la distanza dall'originel = || T || & data da
d* = HTDH2 = (O’%—FO’S—I—O’;) :af—&—ag+(al—|—a2)2 :2(0'%—!—0;—&—0102).

D’altro canto si ha che

BT = S I To I =5 [(o — 03" + (7, = 0)* o+ (o — 7] =

_ 1.2 2 2 . .
= [01+02+03 0,09 — 0,05 0301].

In termini delle tensioni principali la tensione ideale si scrive

oig(T) := \/Li \/(01 —0y) + (0 —03)* + (03— 0,)? =

_ 2 2 2 _ _ _
—\/01—1—02—1—03 0,09 — 0503 — 030 .

Risulta pertanto

0ig(T) = V3 /Jo(T) = V/3/2(| Tp | -



564 4 - CRITERI PER MATERIALI METALLICI

Nello spazio dHAIGH-WESTERGAARD il dominio di plasticizzazione droN MISES
e un cilindro avente per asse la retta idrostaticaelhe trisettrice del primo ottante.

Essendo
0iq(T) =/3/2d,  d=+/2/3 0,4(T) = V2,/J,(T),
il cilindro di voN MISES ha sezione circolare con raggio pari a

d=+/2/30,,

dove o, & la tensione monoassiale di snervamento (vedi fig. 4.3).

0,-03
O3
00
O 0,-0g
Fig. 4.3 Fig. 4.4
t0,-03
O3
00
0, 0,-0g
Fig. 4.5 Fig. 4.6

Nel piano individuato dagli assi, — o, e 0, —o, lasuperficie di plasticizzazione
diventa un ellisse (vedi fig. 4.8).
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Sia {e,,e,,e;} € unriferimento ortonormale.
Per uncstato tensionale di puro taglioel pianoe,, e, , risulta

7 0
0 0
00
DunqueT = devT e sihache

T =Vv2r, J(T) =7,  oy(T)=+37.

La tensione tangenziale di snervamento per stato tensionale di puro taglio e la tensione
normale di snervamento per stato tensionale di trazione monoassiale sono dunque legati
dalla relazione
0-0
-

o:\/g'

Dunque il cilindro divoN MIisEs ha sezione circolare con raggio pari a

d:\/%aozx/i%.

| domini di TRESCA e divoN MISES sono sovrapposti nelle figg. 4.5 e 4.6.
In un sestante del piano deviatorico la tensione idealesBsptivere

O’id(T) = % [(UM _Um)2 + (UM _UI)2 + (Um _UI)2]1/2 _
:% [4T2+(1_M)2T2+(1—|—,u)27“2}1/2:

=(T) /3 + p(T)2.

Cid mostra esplicitamente la dipendenza del criterbldies dal paramentro dL.ODE
e cice dalla tensione principale intermedia. Si osservi che

e Perivalori u(T) = £1 del paramentro dLODE, si ha che
Uid<T) =2r(T),

e dunque le tensioni ideali del criterio @irREscA e del criterio divoN MISES
coincidono.

Tale coincidenza si evidenzia nei punti di contatto tra 'esagofitrdisca ed il cerchio

di MisEs in corrispondenza dei raggi che delimitano i sei sestanti del piano deviatorico.
Nel 1924M.T. HUBER [14] ha interpretato il criterio dM1SES osservando che

l'invariante quadratico del deviatore dello stato tensioralen’ parametro equiva-

lente all’energia elastica complementare di forma, riprendendol'@ea originaria

di MAXWELL.
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4.2.3. Criterio della tensione tangenziale ottaedrale

A NADAI [27] &€ dovuta I'osservazione che il criterio doN MISES pud essere
espresso in termini del parametemsione tangenziale ottaedrafgy; .

Permostrarlo si consideri una base ortonormale principadled,, d,} esiindichi
con n uno degli otto vettori di componenti

1
n= ﬁ(idl?id%idii)

i cui piani ortogonali sono le facce di un ottaedro regolare.
In corrispondenza di uno stato tensiondlela tensionet ,; su tali pianie data da

1
ton(T) = 3 (£0,d, £0,dy, £ 03dy).

La tensione normale coincide con la tensione sferica fednita dalla relazione
1 1
oot(T) = 3 (0, +0y+0y) = 3 I(T).

La norma della componente tangenziale °

1 1
o) = [ (07403 +03) = 3 01+ 0 =

— 2 2 2 2
=3 (0} + 03+ 03 — 0,0y — 0,03 — 030,) .
edé dettatensione tangenziale ottaedrale

Se si confronta I'espressione djy; con gquella del secondo invariantg della
parte deviatorica dello stato tensionale sbmoncludere che

ran(T) = 2 /2T,

La tensione ideale coincide ovviamente con quella del criteriadi MiSES.

4.2.4. Criterio della tensione tangenziale media quadratica

Una formulazione del criterio di plasticizzazionewdin MISES che ne fornisce
una interpretazione statistica consiste nell’assumere che il parametro di crisi sia il valor
medio quadratico della norma della tensione tangenziale.

Questa formulazione del criterio di plasticizzazionevdin MISES & senz’altro
da privilegiare in quanto fornisce una chiara motivazione della scelta della funzione di
crisi.
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Infatti nei materiali metallici, secondo la leggeStiuMmiD, lo slittamento plastico
avviene quando la tensione tangenziale risolta attinge un valore critico. Negli aggregati
policristallini, per effetto dell'orientamento casuale dei gramaturale assumere che
lo sviluppo macroscopico delle deformazioni plastiche, si attivi quando il valore medio
guadratico della norma della tensione tangenziale attinge un valore critico.

Il valor medio quadratica della norma della tensione tangenzaltefinito
dall'espressione

Tmg(T) 1= ﬁ 7%(T,n) da.
(1)
dove

72(T,n) = | Tn|” — (Tn-n)2.

Poicle la parte sferica dello stato tensionale natubgo a tensioni tangenziadi lécito
sostituire il tensorél’ € Sym(V ; V) con la sua parte deviatoricd,, = devT, cos’
che

1 2
2 - — .n)?
2 T) = = /[||TDn|| (Tpn - n)*| da.
s

Si definiscano quindi il valor medio quadratico della norma del vettore tensione devia-
torica

1 2
2 L
tmg(To) = /HTDUH da,
s200)

ed il valor medio quadratico della tensione normale deviatorica

1
2 o 2
Umq(TD) = /(TDn ‘n)” da.

S%(1)
Si pw allora scrivere
Tﬁnq(T) = t?nq(TD> - Urznq(TD) :

Per calcolarea;q(TD) si osservi preliminarmente che, post@\) = An, risulta

2 1 2
JiTori?av =5 [ITon| da.

B3 (1) 5%(1)
Allora, invocando la simmetria dT" ed il teorema della divergenza, si ha che

/||TDn||2da :/TDr-TDnda:/TZDr-nda:
S2(1) S%(1) S%(1)

- 47
; 2 2 2
7/ div [TDr] dv f/trTD dv = —3 trTD.

B(1) B(1)
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Dunque
1
2 2
tmq(T) =3 trTg.

Per calcolareqfnq(TD) si fa ricorso al teorema della divergenza che fornisce

/(TDn-n)2 da:/(TDn®TDn)n-nda:
S2(1) S(1)

:/(TDr®TDr)r-nda:
S(1)

:/ div [(Tpr ® Tpr)r| dv.
B(1)
Si osserva poi che
d[(Tpr @ Tpr)r|[h] = (Tph @ Tpr)r+
+ (Tpr ® Tph)r+
+ (Tpr® Tpr) h.
Essendo quindi
si conclude che
d[(Tpr ® Tpr)r] = (Tpr-r)Tp +2(Tpr @ Tpr).
Valutando la traccia e tenendo conto ch& 'y = 0, si ottiene che
div [(Tpr @ Tpr)r] = 2| Tpr |*.

Quindi
2 2 2 2 87 9
(Tpn-n)*da= 2 || Tpr|| dv:§ | Tpn|| da:?trTD.
S%(1) B*(1) 5%(1)
In definitiva 5
Omg(T) = G U Tp .
Ne segue che
1 2 1
2 2 2 2 2 2
qu(T) = tmq(TD) — Umq(TD) = §tr TD — §trTD = § trTD .

Ricordando che/,(T) = ; tr T§ si puo concludere che

ng() = 5 T = 5 1o | = %7/ (T) = - (D).
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4.3. Criterio di Schleicher

Un criterio che tiene conto della differente resistenza a trazione ed a compressione
fu proposto nel 1926 dacHLEICHER [26] mediante una modifica del criterio doN
MISES.

Detti 0" e o ivalori assoluti delle tensioni limite a trazione ed a compressione
monoassiale, itriterio di SCHLEICHER assume quale dominio limite I'insieme di
livello zero della funzione di crisi

Perot = o = o, lafunzione di crisi diventa
F(T) =3J,(T) =0,

ed il criterio diSCHLEICHER collassa in quello dvoN MISES.

4.4, Criterio di Hill

R. HiLL in [29] ha formulato un criterio di snervamento di materiali metallici
in cui la funzione di crisie’il massimo modulo della tensione normale dovuta alla
componente deviatorica dello stato tensionale.

Si tratta quindi di una modifica del criterio GIALILEO-RANKINE in cui si tiene
conto del fatto che le sollecitazioni di tipo idrostatico non inducono fenomeni di plas-
ticizzazione nei metalli.

La funzione di crisi detriterio di HiLL & data daf (T) = max{f,,(T), f,.(T)}
dove

£u(T) = low = 3 (om + 1 +om)]

F(T) = [ (0w + 0y + o) o]
Effettuando il cambiamento di variabili
oM =p+r,
Om =P —T,
o =p+tpur.

I'invariante lineare di tensione si scrive

tr(T)=oy+o+o,=3p+pur.
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Dunque

Julrp) = [erT*p*gr] :T[l’g]’
fm,(r’ﬂ) = [p+§7"7p+7’] :r[1+§] .

Si pw concludere che la funzione di crisi ha I'espressione

r[1-£] per—1<u<o,

r(1+%] per 0<p<1,

Nel criterio diHILL la funzione di crisi dipende dunque dalla tensione principale inter-
media tramite il parametro dioDE.
In umo stato tensionale monoassiale con tensione principalsulta = —1 e
p=r=0/2. Dunque
1

frm=o—5 0=

g.

[SUAR )

La tensione ideale associata al criteriddiL € dunque data da

gr[l—g] per—1<u<0,
oig(r, p) = 3 1
srli+3] per 0<p<t,

Per i valori u = +1 del parametro dLODE si ha che

aid(r,,u) =

ed il valore della tensione ideale del criterioliLL coincide con quella relativa al
criterio di TRESCA (vedi sezione 4.1 (p. 557)).

Nello spazio diHAIGH-WESTERGAARD il dominio di HiLL € un cilindro avente
per asse la retta idrostatica.

In figura 4.7 sono riportati le tracce nel piano deviatorico dei domirfiiglisca,
VvON MISES e HiLL. La costruzione degli esagoni @irREsca e di HILL € una diretta
conseguenza delle propredelle rappresentazioni nel piano deviatorico illustrate nella
sezione 2.1 (p. 547),
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Hill Tresca

H=+1

Fig. 4.7

5. CRITERI PER MATERIALI ANISOTROPI

Un criterio di resistenza anisotrogostato formulato d&opNEY HILL in [29].

La struttura formale del criterie analoga a quella del criterio BIELTRAMI in
quanto la funzione di cri® un forma quadratica dello stato tensionale.

Il tensore rappresentativo della forma quadratica, che nel critefRedirr A M1
descrive la cedevolezza elastica del materiale, nel critefioidi € invece definito dalle
caratteristiche ultraelastiche del materiale.

Nel seguitae presentata la formulazione generale del criterididi. ede illustrata
la sua specializzazione a materiali con comportamento ultraelastico di tipo ortotropo
nota come criterio di'sAI-HILL.

Il criterio di Tsa1-HILL fornisce uno strumento efficace per definire il dominio di
resistenza di materiali compositi.

5.1. Criterio di Hill per materiali anisotropi

Si richiamano preliminarmente le seguenti notazioni per gli spazi dei tensori del
guarto ordine.

Sym(V) :

Sym(Sym(V; V); Sym(V;V)),

Lin(V) := Lin(Lin(V;V); Lin(V;V)).
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Nel criterio di HiLL la funzione di crisi
f:Sym(V) x Sym(V; V) — R,

e una forma quadratica nello stato tensiorille Sym(V ; V) associata ad un tensore
del quarto ordine, simmetrico e positivo

A e Sym(V), (AT): T>0, VT e Sym(V;V),

che, in virti delle simmetrie maggiori € minori, &l componenti indipendenti.
Il criterio crisi di HILL & dunque espresso dalla condizione

f(A;T):%(AT):Tgl.

Il tensore A definisce le proprietdi invarianza della funzione di crisi.

Osservazione 5.111 criterio di voN MISES & un caso particolare del criterio HiLL.
Sia infatti 7, la tensione tangenziale di snervamento per stato tensionale di puro
taglio e si ponga
A=t dev= L (11—1 (I®I)>
IR A |
dovel =1Ix1I é/lidentitdin Lin(V).
Si ha allora che

1 1 2
A:T)= — devT : devT = — || devT||".
FAsT) =5 777 | devT |

La condizione di crisi del criterio dil1LL diventa allora

1
e siritrova la condiziong/J,(T) < 7, del criterio divoN MISES. u

5.2. Criterio di Tsai-Hill

Il criterio di TsAI-HILL € la specializzazione del criterio HiiLL per materiali
con comportamento ultraelastico di tipaotropo[33].

Pit precisamente il criterio di'sa1-HILL si deduce dal criterio diliLL assumendo
che il tensore di crisiA sia ortotropo e che la funzione di crisi non dipenda dalla
componente idrostatica dello stato tensionale.

Devono dunque essere soddisfatte le seguenti condizioni.



XIll — CRITERI di RESISTENZA 573

e Esisteunaternaortonormafe,,e,,e,} in V cheindividua tre piani di simmetria
ortogonale per il tensore di crigi .

e La funzione di crisi si annulli pe =1, e cice sia
1
fAA;T) = 3 (AT): I=0.

La positivita della funzione di di crisi assicura che il valore nidlan punto di minimo
assoluto per la forma quadratica e dunque che il gradiente della forma sia nullo. La
funzione di crisi si annulla dunque se e solo se

AT=0.

La prima condizione implica che nel riferimenfe, , e,, e, } la matrice rappresentativa
del tensore di crisi nella notazione WbIGT sia

_Allll A1122 A1133 0 0 0 7
A1122 A2222 A2233 0 0 0
[A] _ A&1133 A2233 A3333 0 0 0 7
0 0 0 Ay O 0
0 0 0 0 Ayy O
L 0 0 0 0 0 Ayl

Dunque le componenti distinte non nulle del tensore di crisi sonauad pi

La seconda condizione si traduce nella richiesta che nel riferimgsjtce,, e, }

si abbia
Aijkkzo, Vi,j=1,2,3,
dove si intende una sommatoria sull'indice ripetute= 1,2, 3.

In conseguenza della propréeti ortotropia, 3 di queste6 condizioni, e pre-
cisamente quelle per+# j risultano identicamente soddisfatte essendo nulli i blocchi
3 x 3 fuoridiagonale. Il numero delle componenti indipendenti del tendgogedunque
9 —3 =6. Ponendo

A,,,=B+C, =-C,

1122
311 — -B

A3333:'0‘4’3’ 3

A A
A2222 =C+A, A2211 =-C, A2233 =-A,
A , A
Aggs =D, A3131 =, A
la funzione di crisi del criterio d'sAI-HILL Si scrive
f(A? T) =A (Tzz - T33)2 +B (Tu - T33)2 +C (Tn - T22)2+

2 2 2
+4(DT, + ET, + FT,).
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Il criterio di T'sa1r-HiLL trova soddisfacente riscontro sperimentale per materiali
compositi, quali ad esempio letroresinain stato piano di tensione.

Si consideri infatti uncompositodi vetroresina con le fibre dirette lungo l'asse
materialee, [36]. Sottoponendo il provino a trazione e compressione in direzione
assialee, , in direzione trasversale, ed ataglio nel piande,, e,} sideterminano le
corrispondenti tensioni di crisi'( trazione,” compressione)

o/ =150ksi, o, = —150ksi,
oy = 4ksi, o, = —20Kksi,
T, = 6.

dove ksi sta per kilopound per square inch e sith&si = 6.895 N/ mm? =
6.895 MPa e qundil MPa= 0.145ksi, essendo

1 pound= 4.448 newton e 1inch=25.4 mm.

Lisotropia trasversa del provino implica cti, = 0 e T, = T,; = 0 ed inoltre che
B =C ed E = F'. llcriterio di TsA1-HiLL si scrive dunque

F(&; T) =AT; + B (T}, + (T — Tpy)*) + 4 BT}, =
=(A+B)T; +2BT  —2BT T, +4ET},.
La prova a taglio nel piande,, e, } fornisce la condizione
f(A;T)=4ET, =4E7> =1,
e dunque
1
N 472"
La prova di trazione in direzione dell’asse materialeimpone che
f(A;T)=2BT’ =2B(s])* =1,
e quindi
- 1
2 (o)
Infine dalla prova di trazione in direzione trasversalesi ha che

fAT)=A+B)T, =(A+B)(c)) =1,

e pertanto
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Si sottoponga a prova di rottura monoassiale un provino cilindrico con I'asse del cilindro
che forma un angol@ con la direzione delle fibre.
Detta T, la tensione monoassiale di trazione o di compressione, si ha che

T, =T,, cos’d,
T,, =T,, sin®0,

T, =T, sind cosf.

I criterio di T'sa1-HiLL fornisce allora la condizione di crisi

T < b cos’d + S sin*g + (i - L) sin%0 cos@} .
()2 (05)? T2 (of)? ’

per la prova di trazione ed una analoga per la prova di compressione.

In fig. 5.1 sono riportate in scala lineare-logaritmica le curve limiti relative alle
prove di trazione (curva inferiore) e di compressione (curva superiore) in funzione
dell'angolo # tra I'asse delle fibre e quello dello sforzo monoassiale di trazione o
compressione.

150 150

lo0 100

I 70

Y
X
kL1
X
1Y
b Y
3
L

o \'\ 50

=0 \ 0

=
e W ™ il
15 e = 1=

— ——
'\._‘L "h-___‘-_‘__ __'"—___-E"
o™
10 \\ 10
-‘-h-l-_‘-—h__l___‘_
L . . . . . .
i 20 40 60 &0

Fig. 5.1

La rispondenza del criterio con i dati sperimentaboddisfacente sia a trazione
che a compressione.
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6. CRITERIO DI MOHR-CAQUOT

Un criterio di resistenza basato su di una funzione scalare di crisi che dipende dalla
componente sferica dello stato tensionale diventa necessario quando si voglia descrivere
il comportamento di materiali quali le roccie, le terre ed i conglomerati che presentano
un comportamento marcatamente differente a trazione ed a compressione.

Un modello di comportamento che coglie gli aspetti essenziali dei fenomeni di
rottura di tali materiali consiste nell'assumere che la crisi puntuale si verifica quando
trala norma del vettore tensione tangenziale e la tensione normale sussiste unarelazione
critica su almeno una giacitura di normatec S?(1).

Se la definizione della relazione critieda stessa per tutte le giaciture il criterio
di crisi cos formulato€ isotropa

Infatti unarotazioneQ € Orth*(V; V) dello stato tensional@ € Sym(V; V)
che lo trasforma nel tensol®@ T Q7 € Sym(V; V) non altera il criterio di crisi in
guanto non modifica I'insieme delle coppie costituite dalle tensioni normali e dalle
norme delle corrispondenti tensioni tangenziali.

Si consideri infatti, in corrispondenza di un stato tensioriBleuna giacitura di
normalen € S%(1).

La tensionet = Tn ha componenti normale e tangenziale date da

o(T,n) = (Tn) ' n, 7(T)n)=Tn—o(T,n)n.
Dunque, denotando la norma del vettore tensione tangenziale con
7(T,n) :=[[7(T,n) |,

risulta
7(T,n)’> = || 7(T,n) [|> = | Tn > — o(T,n).

Allora, se Q € Orth™ & un’arbitraria rotazione, in corrispondenza dello stato tensio-
nale ruotatoQ T Q" sulla giacitura di normaléQn si ha
o(QTQ",Qn)=(QTQ"Qn)-Qn = (Tn) -n=o(T,n),
7(QTQ",Qn)* = QTQ"Qn |’ - ¢(QTQ",Qn)* =
=1QTn |’ - o(T,n)* = | Tn|* - o(T,n)* = 7(T,n)".

Dunque la coppia di valor{s(T,n), 7(T,n)} siritrova sulla giacituraQn .

La relazione critica, essendo la stessa per tutte le giackutenvenientemente
descritta nel semipiano diloHr (si veda [38] sezione IIl.4 (p. 343)).

Si consideri a tal fine un riferimento cartesiano in cui sull’asse delle aseisse °
riportato il valore o della tensione normale su una generica giacitura e sul semiasse
positivo delle ordinatee Tiportato il modulor = || 7| del corrispondente vettore
tensione tangenziale.
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m || criterio di crisi di Monr " [13] consiste nell'imporre che lo stato tensionale
sia tale che le coppi¢r(T,n),s(T,n)} soddisfino una condizione del tipo

7(T,n) < g(o(T,n)), Vne S*1),

doveg : ® — R* & unafunzione positiva, continua, monotona decrescente e che
si annulla per un valore finito dell’'argomento.

Nel semipiano dMoOHR la rappresentazione effettuata da un osservatore solidale al
versore normalen € S?(1).
La condizione di crisi si scrive dunque

T < g(o).

L'equazione
T=g(0),
rappresenta una curva nel semipiand/thHr che€ detta lacurva di crisi

Uno stato tensionale ammissibile se la condizione di crisiverificata su ogni
giacitura e cie se i tre semicerchi principali dloHr relativi allo stato tensionale
giacciono entro il dominio delimitato dalla curva di crisi nel semipiandIdiar.

e Lacurvadi crisi pp’dunque essere determinata sperimentalmente come inviluppo
di cerchi principali diMOHR di crisi.

Il criterio di MonR fu ulteriormente analizzato e perfezionato@aquoT ™' e perco
e anche dettariterio di MoHR-CAQUOT. La curva di crisi nel semipiano diloHr
fu detta daCAQuoT curva intrinsecadel materiale.

Il criterio & per tal motivo anche dettwiterio della curva intrinseca

Per esprimere il criterio dMoOHR-CAQUOT in termini di tensioni principali si
denotino I'ascissa del centro ed il raggio del cerchio massimo nel semipidioik
con

p= Tmax 1 Tmin 7
2

%max — 9min

5 .
Una coppia(c, 7) € un punto di tangenza di un cerchiodioHRr alla curva di crisi se
sono verificate le seguenti tre condizioni.

T =

™ Orro Mour (1835-1918). Ingegnere e professore al Politecnico di Stoccarda. Fu un pioniere della
progettazione di strutture metalliche in Germania. Per primo apf#itinee d’influenza in ingegneria delle
strutture.

"1 ALBERT CaqQuoT (1881-1978). Ingegnere francese, laureato alla Ecole Polythecnique ed alla
Ecole Nationale des Ponts et Chaeess nel 1905 inipila carriera di ingegnere civile dello Stato. Per
mezzo secole stato considerato il maggior ingegnere della Francia. La suaafratica e scientifica ha
spaziato dall'aviazione alla meccanica dei terreni, dall'elastieitesistenza dei materiali alle strutture in
conglomerato armato ed al drenaggio urbano.
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e La condizione dMOHR-CAQUOT:

e L'equazione del cerchio principale 8ioHR di centro(p, 0) e raggior :

(U—p)2+7—2:7‘2,

che in forma paramentrica si scrive

o=p+71rCOS2,

T=rsin2a,

dove « @ I'angolo tra la direzione della normaie € S*(1) e la direzione della
massima tensione normale nel fascio relativo al cerchio principale considerato.

¢ La condizione di tangenza del cerchioMdioHRr alla curva di crisi che si scrive

o — ——T@
p= do’

Infatti la curva di crisie la frontiera dell'insieme di livello zero della funzione
¥(o,7) e dunque la normale al dominio deve essere parallela al gradiente di
(o, 7), dato da

d
grady(o,7) = {~ 22,1}

D’altra parte il raggio del cerchio tangente nel pudta 7} ¢ il vettore di com-
ponenti

{0 - D, T} )
e deve essere proporzionale al gradiente @, 7) .

Eliminando la coppigo, 7) delle tensioni normale e tangenziale da queste tre equazioni
si ottiene unarelazione tra e r che, espressa in termini di tensioni principali, fornisce
la funzione di crisi del criterio di resistenza.

Si noti che tramite la conoscenza dei punti di tangenza del semicerchiodr
alla curva intrinseca, il criterio di resistenza dionr-CAaQuoT consente di deter-
minare l'inclinazione della giacitura di crisi rispetto alle direzioni principali relative
alla massima e minima tensione principale.

In particolare, se la curva intrinseca ha curvatura nulla in corrispondenza del
vertice, e cie all'intersezione con I'asse delle, uno stato monoassiale di trazione
genera linee di frattura non ortogonali alla direzione di trazione.
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Si noti inoltre che nel criterio di resistenza BMlOHR-CAQUOT sono prese in
considerazione solo le tensioni principali massima e minima.

Per una ampia disanima sulla teoria della curva intrinseca e sui criteri di resistenza
che da essa discendono si veda [35].

o (o C Om o

Fig. 6.1 Criterio di Mohr-Caquot

6.1. Criterio di Coulomb-Mohr

L'espressione del criterio doHR puo essere facilmente esplicitata in termini di
invarianti scalari nel caso in cui la funziongeé lineare.

In tal caso infatti essa definisce nel piandioHR un cono diCouLomB delim-
itato dalla retta

T=glo)=c—po.
Essendor > 0 I'ascissa deve appartenere alla semirette ¢/ .

cr

2a

Om (o C oM o

Fig. 6.2 Criterio di Coulomb-Mohr
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| parametri caratteristici deriterio di CouLoMB-MOHR SONO
e ¢ > (0, coesione del materiale
e (p, angolo di attritq
e 1 = tanyp, coefficiente di attrito

Si consideri il cerchio dMoHR tangente alla bilatera @fouLomB.
La rappresentazione parametrica del cerehio °

o =p+r cos2a, T =17 Sin2«,

in cui « e l'angolo tra la normale al piano di crisi e la direzione principale di trazione
massima. La condizione di tangereza °

O—D=uUT.
Sostituendo nella equazione parametrica del cerchio si ha che
r COS2a = pr Sin2

e quindi che
p = tany = cot 2.

Dunque
c0S2a. = siny,

20=1/2—-¢ = .
/ 7 { Sin2a = coSyp .

L'equazione paramentrica del cerchio tangentgiindi

o =p-+1r COSyp,
T =1 Sinp.

Sostituendo nellacondizione@obuLoMB 7 = c—(tany) o, siperviene allarelazione
r+ p Sinp = ¢ CoSy.

In termini di tensioni principalio;, ¢ = 1,2,3, la condizione di ammissibibit di
CouLoMB-MOHR Si scrive pertanto

rp#a}x{ |0, — ;| + (0, +0;) sing } <2ccosp.

Se I'angolo di attritee’nullo (¢ = 0), il criterio di CouLoMB-MOHR si specializza in
quello diTRESCA-SAINT VENANT.
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Per fornire un’espressione del criteriodburL.oMB-MOHR in termini degli in-
varianti principali si osservi che sg € la tensione principale intermedia risulta

(om—0) + (o —0) +2(o +0m+0)) =3 (o +0p) -
Dunque la condizione di crisi del criterio MoHR-COULOMB
(oM — 0m) + (o + o) Sing < 2c¢ cosy.
Si puwo riscrivere

1

(oM — om) + 3

: 2 .
3 (opm —o0y) + (o6 — 7)) Sinp < 2¢ cosp — 3 L(T) sine.

Il primo termine, dipendendo solo da differenze tra tensioni principaliiha funzione
isotropa del deviatore degli sforzi e dunque degli invariahtiT') e J,(T).

Il criterio di CouLoMB-MOHR € pertanto un elemento particolare della famiglia
di criteri descritti da equazioni del tipo

f(Jy(T), J5(T)) = a = B I,(T),

con «, B € R costanti scalari caratteristiche del materiale.

6.2. Criterio di Drucker-Prager

Alla stessa famiglia appartiene il criterio proposto nel 1952daCKER €
PRAGER [31] cui si perviene combinando quellidourLoMB-MOHR e divON MISES.

Il criterio di DRUCKER-PRAGER assume quale dominio limite I'insieme di livello
zero della funzione di crisi

dove 7, & il valore limite della tensione tangenziale in stato tensionale di puro taglio.
La superficie limite nello spazio diiAIGH-WESTERGAARD € Un cono circolare
il cui asse coincide con la retta idrostatiea = o, = o, € la cui semiampiezzapari
a tan'(g).
Infatti la distanza del vertice del cono dall’'origine dello spazio si ottiene ponendo
o, =0, =0, = t/+/3 e valutando la condizione limite.
EssendoJ,(T) = 0 e I,(T) = /3¢, dalla condizione limite si deduce che
I'ascissat, del vertice del cono, misurata lungo la retta idrostatctale che

Bt, = \/57'0.
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Sul piano deviatorico, essendf(T) = 0, la condizione dIDRUCKER-PRAGER
coincide con quella droN MISES

Come mostrato nella sezione 4.2.2 (p. 562), Il raggio del cerchio intersezione del cono
con il piano deviatorice pari a

d=2/J,(T) =V2r,.

Ne segue che la pendenza delle generatrici del ectata dal/t, = 3.

7. STATI TENSIONALI SPECIALI

In molti problemi di interesse applicativo lo stato tensiorett tipo particolare e
cid comporta che i criteri di resistenza assumono forme speciali.

Nel seguito si descrivono brevemente le espressioni assunt da diversi criteri nel
caso di stati tensionali equibiassiali, piani e del tip&diNT VENANT nelle travi.

7.1. Stati tensionali equibiassiali

Uno stato tensionale equibiassiake caratterizzato da una tensione principale
doppia e da una semplice.

Tale€ ad esempio lo stato tensionale che si cerca di realizzare nella prova triassiale
nella meccanica delle terre.

Si pw quindi porre

0'1 = 0'2 = 0.
La tensione ideale del criterio diRESCA €
0ig(T) =2r(T) = |o — a4/,

e coincide con la tensione ideale del criterid\lisEs chee data da
1
7alT) := (D) V34 HTP = 5[0~ o) + (g —0P = o — 03]

Tale coincidenza peraltro conseguenza del fatto che il parametioabk ha valore
assoluto unitario. Infatti, come osservato nella sezione 4.2.2 (p. 562), dalla condizione
| 1(T)| =1 segue che

r(T)+/3+ u(T)2 =2r(T).

Anche i criteri di CouLoMB-MOHR e di DRUCKER-PRAGER assumono la stessa
espressione formale.
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7.2. Stati tensionali alla Saint Venant

Nellateoria dellatrave (BAINT VENANT lo stato tensionale fappresentato dalla
tensione sulla sezione trasversale e dunque da una componente normale e due
componenti tangenzialr, e 7 . Sipw assumere poichesig, =0 e, =7.

Le tensioni principali sono allora date da

o o\?2 9
n=5+y(3) +

_c (U)2+2
0'2—2 2 T,

o,=0.

7.2.1. Criterio di Tresca

Il dominio di TRESCA € pertanto individuato dalla condizione

O’ 2
(3) +7 <.
che in termini di tensione ideale si scrive
0ig(T) =vVo?+412 <27 =0,.

Per uno stato tensionale monoassiale, quale quello che si ha in una trave soggetta a
sforzo normale contrato, la tensione ideale vale quindi

O'Id(T) =0.

Per uno stato tensionale di puro taglio, quale quello che si ha in una trave soggetta a
torsione, la tensione ideale vale invece

O'Id(T) =27.

Secondo il criterio divoN MISES la tensione tangenziale limite in puro tagi@unque
minore della tensione normale limite a trazione o0 a compressione secondo un fattore

V2 1.41.
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7.2.2. Criterio di von Mises

Nella teoria della trave la tensione ideale del criteriovdiN MISES assume
I'espressione

1
0(T) = —51/(01 —0,) +0} 03 = \Jo? 408 — 0,0, =
V2

LG ] () ) e v

2 2 2 2

Per uno stato tensionale monoassiale, quale quello che si ha in una trave soggetta a
sforzo normale contrato, la tensione ideale vale quindi

O'Id(T) =0.

Per uno stato tensionale di puro taglio, quale quello che si ha in una trave soggetta a
torsione, la tensione ideale vale invece

0ig(T) = V37.
Secondo il criterio divoN MISES la tensione tangenziale limite in puro tagi@unque

minore della tensione normale limite a trazione o a compressione secondo un fattore
V3~ 1.73.
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apporto superficiale di entropia, 3 cedevolezza elastica, 13, 85, 172, 175, 228, 249
apporto volumetrico di entropia, 3 cedevolezza elastica al contorno, 233
approssimazione, errore di, 305 cedevolezza elastica efficace, 230
approssimazioni interne, 306 cedevolezza elastica tangente, 14
area elastica, 346 cedevolezza secante, 175

area elastica a taglio, 474 cedimenti vincolari, 234

area settoriale, 488 cedimenti, forze equivalenti, 235
armonica, 426 cella unitaria, 521

armonica coniugata, 435 centro, 347

asse della trave, 379 centro dei pesi, 347

asse di sollecitazione, 397 centro di sollecitazione, 400

asse di sollecitazione del taglio, 463 centro di taglio, 479, 507

asse neutro del taglio, 463 centro elastico, 394

asse neutro della flessione, 391 centro relativo, 362

assemblaggio, 196 chiuso, funzionale, 105
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ciclica, monotonia, 100, 101

cinematico, operatore, 126

cinematismi di prova, 142

cinematismi discreti rigidi, 298
cinematismo di collasso, 140

cinematismo libero, 140

cluster, 525

co-rotazionale,derivata, 9

coefficiente di attrito, 580

coefficiente di ripartizione, 501

coesione del materiale, 580

cofattore, 359

collasso, moltiplicatori di, 143

collasso, tipologie di, 140

complementare, energia, 144, 150
complementare, energia elastica, 19
complementare, formulazione, 250
complementare, formulazione mista, 248
complementariet, condizione di, 158
comportamento anisotropo, 547
comportamento elastico, 13

composito, 573

compressione, 386

concavo, funzionale, 111

condizione di complementarit158
condizione di congruenza elastica, 233, 241
condizione di congruenza elastica primale, 236
condizione di coniugio, 158

condizione di consistenza, 317

condizione di consistenza #iRAGER, 159
condizione di ellitticit, 51

condizione di equilibrio elastico, 233, 241
condizione di equilibrio elastico primale, 236
condizione di integrabilé di VOLTERRA, 123
condizione inf-sup, 244, 284, 292
condizione LBB, 304

condizione variazionale di ammissibljt238
condizione variazionale di congruenza, 235
condizione variazionale di equilibrio, 235
condizione variazionale di equilibrio dinamico, 54
condizioni normali all'infinito, 455
configurazione, 316

configurazione naturale, 322

congruenza, condizione variazionale, 235

coniugata di funzione armonica, 435
coniugate, direzioni, 357
coniugati, potenziali, 107

coniugio second@'ENCHEL, 108
coniugio second& oung, 109
coniugio tra funzioni convesse, 108
coniugio, condizione di, 158
coniugio, relazione di, 107, 357
connessione diEvI-C1viTa, 325
connessione multipla, 433
connessione, grado di, 483

cono, 96

cono convesso normale, 134

cono delle normali, 134
conservativia, 21

conservativig, propriet di, 99
conservativo, legame, 15
consistenza, condizione di, 317
continuo diCaucny, 319

continuo diCOSSERAT, 320
convessi stretta, 115

convesso, funzionale, 104
convesso, insieme, 96

convettiva, derivata, 11

corda, 483

costante di diffusione, 527
costante di viscosat 162

covalente, legame, 524

crisi, curva di, 577

crisi, fenomeni di, 542

crisi, funzione scalare di, 542
cristallite, 521

cristallo, 521

criteri di resistenza, 537

criterio dell'invariante.J,, , 562
criterio della curva intrinseca, 577
criterio della massima dilatazione, 554
criterio della massima tensione normale, 553
criterio di crisi diMOHR, 576
criterio di plasticizzazione, 164
criterio di resistenza, 546

criterio di resistenza semplice, 546
criterio di BELTRAMI, 555

criterio di CouLoMB-MOHR, 579
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criterio di DRUCKER-PRAGER, 581 difetto di FRENKEL, 526

criterio di GALILEO-RANKINE, 553 difetto diSHOTTKY, 526

criterio di GRASHOF, 554 differenziale, 10, 317

criterio diHiLr, 569, 571, 572 diffusione, leggi diF'ick, 527

criterio di MAXWELL, 562 diffusivita, 527, 528

criterio diMoHR-CAQuOT, 577 dilatazione attuale, 514

criterio di NADATI, 565 dilatazione nominale, 514

criterio di SCHLEICHER, 569 direttori, 212

criterio di TRESCA-SAINT VENANT, 557 direzione, 90

criterio di Tsa1-HivLL, 572 direzione principale d'inerzia, 357

criterio divoN MIsEs, 562 direzioni coniugate, 357

curva di crisi, 577 direzioni di scorrimento, 523

curva intrinseca, 577 direzioni di slittamento, 523

curvatura flessionale, 411 diseguaglianza del valor medio quadratico, 475
curvatura torsionale, 416, 424, 499 diseguaglianza della dissipazione, forma ridotta, 4

diseguaglianza dCAUCHY-SCHWARZ, 75
diseguaglianza dCLAusIUS-DUHEM, 3

definizione positiva, 15 diseguaglianza dPOINCARE, 460
deformabiliei flessionale, tensore di, 395 dislocazioni, 528

deformata elastica, 53 dislocazioni a spigolo, 528
deformazione, 227 dislocazioni a vite, 529
deformazione controllata, 514 dislocazioni di bordo, 528
deformazione di rottura, 519 dislocazioni elicoidali, 529
deformazione elastica, energia di, 18 dissipazione intrinseca, 4
deformazione imposta, 514 dissipazione plastica, 157
deformazione libera di collasso, 140 dissipazione termica, 4
deformazione linearizzata, 227 dissipazione virtuale, 142
deformazione plastica, 156, 516 dissipazione viscoplastica, 164
deformazioni elasticamente ammissibili, 228, 229 distorsione elicoidale, 531
deformazioni tangenti libere, 300 distorsione equivalente, 236
densit di entropia, 3 distorsioni, forza equivalente alle, 52
derivata co-rotazionale, 9, 10 divario della deformazione, 320
derivata convettiva, 11 domini di ammissibili, 126
derivata da destra, 158 domini efficaci, 21, 96

derivata diJAuMANN, 9, 10 dominio di resistenza, 546
derivata diLIE, 9 dominio efficace, 103

derivata diOLDROYD, 11 dominio monoconnesso, 437
derivata diTRUESDELL, 11 dominio pluriconnesso, 437, 438
derivata unidirezionale, 116 doppietti elettronici, 524
deviatorico, piano, 549 dualita secondd'ENCHEL, 108
diagramma ingegneristico, 514 dualita tra funzioni convesse, 108
difetti lineari, 528 duttile, materiale, 520

difetti puntuali, 525, 526 duttile, rottura, 520

difetti superficiali, 525 duttilita di un materiale, 520
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eccentricig, 401

edge dislocations, 528

effetto, 517

effetto d'intaglio, 450

efficace, carico, 52

efficaci, vincoli elastici al contorno, 233
elastica, cedevolezza, 85, 249
elasticamente ammissibili, deformazioni, 228
elasticamente congruente, 51

elasticamente inefficaci, campi di sforzo, 228
elasticifi isotropa, 26

elasticifi strutturale ellittica, 243

elasticiel tangenziale, modulo di, 37

elastico, legame generalizzato, 101
elastodinamico, problema, 54

elastostatica, 53

elementi, 196

elicoidali, dislocazioni, 529

ellittica elasticil strutturale, 243

ellitticita, condizione di, 51

ellittica, proprie& di, 231

embrioni, 525

energia complementare, 50, 144, 150
energia complementare della struttura, 152
energia complementare, elastica, 19
energia complementare, forma bilineare, 255
energia complementare, funzionale, 256, 274
energia di attivazione, 528

energia di deformazione elastica, 18, 122
energia di deformazione, forma bilineare, 247
energia elastica, 322

energia elastica complementare, 19, 122
energia elastica della struttura, 122, 152
energia interna, tasso di incremento, 1
energia libera dHELMHOLTZ, 5

energia potenziale, 50, 144, 150

energia potenziale elastica, 322

energia potenziale, funzionale, 246

entropia, 3

entropia, densitdi, 3

entropia, tasso di incremento, 3

epigrafo, 104

equazione canonica, 358

equazione scalare del moto, 89

equazione vettoriale del moto, 89
equilibrio dinamico, condizione di, 54
equilibrio elastico generalizzato, 126
equilibrio elastico, problema del, 51
equilibrio, condizione variazionale, 235
equilibrio, operatore di, 126
equivalente, distorsione, 236
equivalente, forza attiva, 236

errore di approssimazione, 303, 305
errore di interpolazione, 305
esperienze dBRIDGMAN, 556
estensione canonica, 324
estensione, proprietdi, 128
estrazione, matrice di, 221

famiglia di potenziali, 149

famiglia invariante, 29

fattore di torsione, 427

fattori di taglio principali, 475

fattori di taglio, tensore dei, 474
fenomeni di crisi, 542

ferrite, 522

ferro o, 522

ferro 7y, 522

fibrato tangente, 316

flessione composta, 400

flessione deviata , 399

flessione retta , 399

flessione semplice, 398

flessione, asse della, 391

flessione, modulo di resistenza a, 404
flessione, piano di, 391

flettente, momento, 387

fluidita, 162

flussi di maglia, 499

flusso, 316

flusso di deformazione plastica, 156
fondamentale, trinomio, 106

forma bilineare dell’energia elastica, 52
forma bilineare energia complementare, 255
forma bilineare energia di deformazione, 247
forma bilineare non degenere, 182
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forma ridotta della diseguaglianza della dissipazione, 4
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formula diHELMHOLTZ, 456

formula diJourawskI, 465, 469
formula diKoszur, 325

formulazione complementare, 250
formulazione ibrida complementare |, 268, 275
formulazione ibrida complementare 11, 271, 276
formulazione ibrida primale |, 261, 263, 275
formulazione ibrida primale Il, 265, 275
formulazione mista complementare, 248
formulazione mista primale, 236, 274
formulazione primale, 245

formulazioni ibride, 260

formulazioni ibride complementari, 260
formulazioni ibride primali, 260

formule di trasporto, 355

forza attiva equivalente, 236

forza elettromotrice, 499

forza equivalente alle distorsioni, 52
forze ammissibili, 50

forze dissipanti, 55

forze reattive discrete, 298

forze reattive, sottospazio delle, 237
forze, metodo delle, 81

fragile, materiale, 520

fragile, rottura, 520

frontiera relativa, 132

fune, 319

funzionale chiuso, 105

funzionale concavo, 111

funzionale convesso, 104, 105
funzionale di interdizione, 157, 164
funzionale di supporto, 111

funzionale misto primale, 245, 274
funzionale proprio, 109

funzionale sublineare, 104
funzione armonica, 426, 432
funzione armonica coniugata, 435
funzione di flusso, 164

funzione scalare di crisi, 542
funzioni di forma, 179

funzioni olomorfe, 444

generalizzato, legame elastico, 101
geometria delle masse, 345
germe, 317

grado di connessione, 483

grado di iperstaticit, 80

grado di labilig, 80

grado di pericolosd, 542

grafico di una relazione, 96
grafico regolare, 110

grani, 521

grani, bordi dei, 525

gruppo di simmetria materiale, 29

ibrido complementare, funzionale I, 269
ibrido complementare, funzionale Il, 271
ibrido primale, funzionale, 275

ibrido primale, funzionale I, 264

ibrido primale, funzionale II, 266
immagine chiusa, 229

immagine inversa, 113

funzionale diHELLINGER-REISSNER, 148, 245, 274 implicito, schema, 156

funzionale diHu-WasHizu, 150

funzionale energia complementare, 256, 274
funzionale energia potenziale, 246, 274
funzionale ibrido complementare |, 269, 276
funzionale ibrido complementare I, 271
funzionale ibrido primale, 275

funzionale ibrido primale |, 264

funzionale ibrido primale I, 266

funzionale indicatore, 111

funzionale inferiormente semicontinuo, 105
funzionale misto complementare, 254, 274

incrementale, plastiat 158
incrudimento, 517, 519
indicatore, funzionale, 111
indici di MILLER, 523

indici di MILLER-BRAVAIS, 524
indifferente, 8

indifferenza, 378

indifferenza materiale, 542
indifferenza, principio di, 378
inerzia polare, momento di, 421
inf-convoluzione, 113
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inf-sup, condizione, 244, 284, 292
inferiormente semicontinua, 117
inferiormente semicontinuo, funzionale, 105
influenza, linee di, 64

ingegneristico, diagramma, 514
ingobbamento, 424

ingobbamento specifico, 425, 428
insieme affine, 96

insieme convesso, 96

insieme delle variazioni, 132

insieme di livello, 546

insieme lineare, 96

intaglio, effetto di, 450

intensig di corrente, 499

interdizione, funzionale di, 164

interne, approssimazioni, 306
interpolazione lineare, problema di, 179
interpolazione, errore di, 305

legame conservativo, 15

legame covalente, 524

legame elastico, 322

legame elastico generalizzato, 21
legame elastico lineare, 124
legame elastico, stabiitdel, 13
legame elastico, stretta monotonia del, 13
legame invariante, 29

legame ionico, 524

legame metallico, 524

legami deboli, 524

legami elastici generalizzati, 101
legami forti, 524

legge di normalia, 157

legge diARRHENIUS, 527

legge diScumID, 557

leggi di diffusione diFick, 527
lemma diCEa, 310

invariante quadratico del deviatore degli sforzi, 56llemma diZoRN, 98

invariante, famiglia, 29
invariante, legame, 29

invarianti deviatorici, 545
invarianti fondamentali, 545
invarianti principali, 543, 544
invarianti scalari, 544
invarianza, proprietdi, 105, 106, 317
inviluppo affine, 132

ionico, legame, 524

iperpiani di supporto, 131
iperpiano di separazione, 136
iperpiano di separazione propria, 136
ipoelasticitl, 7

ipotesi di piccoli spostamenti, 49
irrotazionale, 432

irrotazionale, velocd, 87

isocora, veloch, 87

isoentropico, processo, 4
isomorfismo quoziente, 185
isotermo, processo, 4

isotropia elastica, 26

iterazione, operatore di, 120

LBB, condizione di, 304

liberi, parametri vincolari, 216
linea media, 483

linearizzata, teoria, 49, 227
linee di influenza, 64

linee diLUDERS, 520

localita, assioma di, 6
localmente convesso, 116
longitudinale, onda, 90
longitudinale, velocd, 87

maggiore, simmetria, 24

maglie indipendenti, 496

mappe multivoche, 21, 96
martensite, 523

massima dissipazione, principio di, 157
massimale, monotonia, 97
massimalid, proprie& di, 97

materiale duttile, 520

materiale elastico all@’aucny, 16
materiale elastico all&RrEEN, 15
materiale elastico second®rEEN, 315
materiale fragile, 520

materiale iperelastico, 6, 315
materiale monoclino, 42
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materiale ortotropo, 43

materiale trasversalmente isotropo, 43
materiali emitropi, 30

materiali ipoelastici, 7

materiali isotropi, 29

materiali selotropi, 29

matrice dei cofattori, 360

matrice di estrazione, 221

matrice di rigidezza parametrica, 212
matrice di rotazione, 209

matrici diHAAR, 182

membrana, 319

membrana, analogia della, 443
messa in carico semplice, 59
metallico, legame, 524

metodo degli spostamenti, 66, 81, 195
metodo delle forze, 81, 196

metodo iterativo, 174

minima energia potenziale, 83
minimax, 246, 255

minore, simmetria, 23

misura di deformazione diREEN, 319, 320
misura di deformazione finita, 317
misura di deformazione tangente, 317
misura locale di deformazione, 322
misure compatibili, 318

modello di flusso plastico associato, 157
modello discretizzato, 297

modulo di elasticié'tangenziale, 33, 37
modulo di resistenza a flessione, 404
modulo volumetrico, 34

moltiplicatore, 157

moltiplicatori di collasso, 143
momenti, 545

momenti di ordine0, 1,2, 392
momento d’inerzia polare, 421
momento di ordinek , 346

momento flettente, 387, 463
momento principale d'inerzia, 357
momento statico, 348

momento statico elastico, 346
momento torcente, 387

monoclino, materiale, 42
monoconnesse, 483

monoconnesse, sezioni, 484
monotonia ciclica, 100
monotonia massimale, 97
monotonia, proprietdi, 96, 97
monotono non crescente, 125
monotono non decrescente, 125
multicellulari, sezioni, 484

necking, 519

neutro, asse del taglio, 463
neutro, asse della flessione, 391
nocciolo d'inerzia, 367
nodali, parametri, 70

nodi fissi, schema a, 70

nodi spostabili, schema a, 70
nominale, dilatazione, 514
nominale, sforzo, 514
norma, 105

norma del residuo, 175
normale, sforzo, 386
normalig, legge di, 157

omoentropico, processo, 4

onda longitudinale, 90

onda progressiva sinusoidale, 90
onda trasversale, 90

onda, operatore di, 87

onde di taglio, 90

onde diRAYLEIGH, 92

onde primarie, 90

onde secondarie, 90

onde superficiali, 92

onde volumetriche, 90

operatore cinematico, 126
operatore d'onda, 87

operatore di addizione, 120
operatore di assemblaggio, 196
operatore di equilibrio, 126
operatore di iterazione, 120
operatore di rigidezza, 173
operatore di rigidezza elastica, 50, 51, 230
operatore dLLAPLACE, 426
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operatore strutturale, 237, 288

operatori di assemblaggio elementare, 196
operatori di connessione, 210

operatori ridotti, 236

ordine a corto raggio, 521

ordine a lungo raggio, 521

ortotropo, materiale, 43

ottaedrale, tensione tangenziale, 566

potenza meccanica compiuta, 1

potenziale di deformazione elastica, 230
potenziale elastico, 12, 231, 322

potenziale elastico complementare, 12, 228
potenziale elastico complementare di forma, 561
potenziale logaritmico, 456

potenziale logaritmico vettoriale, 455
potenziale viscoplastico, 162

potenziale, energia, 144, 150

potenziali complementari, 102

potenziali coniugati, 107

prima costante elastica HiamE, 33

prima legge diF'ick, 527

primale, condizione di congruenza elastica, 236
primale, condizione di equilibrio elastico, 236
primale, formulazione, 245

parametri cinematici nodali, 198
parametri di forza, 212

parametri nodali, 70

parametri standard, 219

parametri vincolari liberi, 216, 219
parametri vincolari schiavi, 216, 218

parametro diLODE, 548
parentesi dL1E, 325

parentesi dMAcAULAY, 163
passo finito, visco-plastict 156
pericolosi#, grado di, 542
peso, 345

primale, formulazione mista, 236, 274
primo principio della termodinamica, 1
primo teorema dCASTIGLIANO, 153
principali, fattori di taglio, 475

principi di stazionariet, 144

principio del flusso di calore, 2

piano 7, 549 principio della massima dissipazione, 157
piano deviatorico, 549 principio di conservazione delle sezioni piane, 390
piano di flessione, 391 principio di indifferenza materiale, 6, 331

piano di simmetria, 42

piano neutro, 391

piccole deformazioni, 11
piccoli spostamenti, 11
plasticia associata, 157
plastici@ incrementale, 156, 158
plastici@ perfetta, 156
plasticia standard, 157
plasticizzazione, limite di, 517
plastico, 516

pluriconnesse, 484
pluriconnesse, sezioni, 484
polare, 368

polari@a, 367

polinomi di HERMITE, 71, 182
polinomio interpolante, 181
polo, 367

positivamente omogenea, 116
postulato dHELMHOLTZ, 5

principio di reciproci, 59-61
principio di GREENBERG, 171
principio di HiLy, 157

principio di KIRCHHOFF, 53

principio di PRAGER-HODGE, 171
privo di resistenza a trazione, 414
problema dell’equilibrio elastico, 51
problema di interpolazione lineare, 179
problema diPoisson, 428

problema diPo1SsoN-DIRICHLET, 459
problema diSAINT VENANT, 377
problema diDIRICHLET, 428, 437, 438
problema dINEUMANN, 426, 428, 438
problema elastico lineare, 233

problema elastico misto primale, 242, 288
problema elastico misto primale discreto, 301

problema elastodinamico, 54
problema misto, 233
problema misto primale, 237



596 INDICE ANALITICO

problemaP 01SSON-NEUMANN, 459 resistenza, 499

procedura di montaggio, 196 resistenza a flessione, modulo di, 404
processo adiabatico, 4 resistenza a trazione, 159, 414
processo evolutivo, 316 reticolo cristallino, 521

processo isoentropico, 4 rette, sezioni, 380

processo isotermo, 4 riferimento cartesiano locale, 198
processo omoentropico, 4 rigidezza a taglio, 474

propriet di complementariaf 183 rigidezza elastica, 14, 173

propriet di ellittica, 231 rigidezza elastica della struttura, 245
propriet di estensione, 128 rigidezza elastica tangente, 14, 328, 332
propriet di identificazione, 182 rigidezza tangente, 101, 315, 327
proprieti di invarianza, 105, 106, 317, 331 rigidezza tangente elastica, 338
proprietl di massimalda; 97 rigidezza tangente geometrica, 328, 332, 339
proprieg di minimo, 107 rigidezza torsionale, 421, 427, 493, 499
propriel di monotonia, 96, 97 ripartizione, coefficiente di, 501

propriel di monotonia massimale, 97 risposta elastica, 52

propriet di proiezione, 184 rottura duttile, 520

propriet di reciprocit, 64 rottura fragile, 520

propriet di semiellitticiel, 228 rottura, deformazione di, 519

propriet di sottodifferenziabili; 106 rottura, tensione di, 519

proprio, funzionale, 109
punto di sella, 246, 254

punto fisso, 174 scalare, equazione del moto, 89
puntuali, difetti, 525, 528 scatola di montaggio, 196
puro taglio, stato tensionale di, 564 schema a nodi fissi, 70

schema a nodi spostabili, 70
schema implicito, 156

raffinamento, 99 schiavi, parametri vincolari, 216

raggi coniugati d'inerzia, 358 scorrimento medio da taglio, 509

raggi principali d'inerzia, 358 scorrimento medio equivalente, 473
rapporto diPoIssoN, 32 scorrimento visco-plastico, 166
reciprocig, principio di, 59, 61 scorrimento, sistema di, 533

reciprocit, propriea di, 64 screw dislocations, 529

regolarizzazione dei potenziali, 108 seconda costante elasticaldimi, 35
regole di complementariat 86 seconda diseguaglianzaldDbrN, 460
relazione, 101 seconda legge diick, 527

relazione di compatibilé,; 318 secondo principio della termodinamica, 2
relazione di coniugio, 107 secondo teorema @iASTIGLIANO, 152
relazione diricorrenza, 174 sella, punto di, 246, 254

relazione diCAUCHY-RIEMANN, 433 semiellitticita, proprie' di, 228

relazione diPEIERLS-NABARRO, 532 seminorma, 104

relazione elastica generalizzata, 125 seminorma in energia elastica complementare, 229
relazione non lineare, 172 semplicemente connesso, 433

relazioni diFENCHEL, 107 sestanti, 547
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sezione sottile, 483 spazio degli sforzi, 126

sezioni diMELDHAL, 549 spazio delle deformazioni tangenti, 126

sezioni multicellulari, 484, 496 spazio delle forze, 126

sezioni piane, principio di conservazione, 390 spazio diHAIGH-WESTERGAARD, 547

sezioni rette, 380 spigolo, dislocazioni a, 529

sezioni sottili aperte, 494 spinta, 10, 317

sezioni trasversali, 380 spinta di un campo tensoriale, 317

sezioni tubolari, 484 spinta inversa, 317

sforzi conformi elasticamente ammissibili, 255 gpostamenti ammissibili, 50, 235

sforzi discreti in autoequilibrio, 298 spostamenti conformi elasticamente amm., 230
sforzi discreti in autoequilibrio, 299 spostamenti conformi elasticamente ammissibili, 247

sforzi elasticamente inefficaci, 228, 229
sforzi in equilibrio con forze ammissibili, 127
sforzo coniugato, 318

sforzo di taglio, 386, 463

sforzo elasticamente efficace, 230

sforzo normale, 386

sforzo normale centrato, 400

sforzo normale eccentrico, 400

simmetria maggiore, 24

simmetria minore, 23

simmetria,piano di, 42

sistema degli spostamenti, 490

sistema delle forze, 490

sistema di forze equivalente alle distorsioni, 52
sistema di scorrimento, 533

spostamenti congruenti con deformazioni ammissibili, 126
spostamenti elasticamente ammissibili, 261
spostamenti rigidi, 49

spostamenti, metodo degli, 66
spostamento assiale, 411

spostamento tangente, 316

spostamento trasversale, 411
spostamento virtuale, 316, 332
spostament&iREEN-regolare, 227

stabilia del legame elastico, 13, 228
stabilia del legame elastico dei vincoli, 231
stabilia della risposta elastica, 13
standard, plastict, 157

stato locale di sforzo, 322

stato piano di tensione, 382

stato tensionale di puro taglio, 564

stato tensionale equibiassiale, 582

stretta convessf 115

stretta monotonia, 115

stretta monotonia del legame elastico, 13
strettamente convesso, 115

sistemi di forze ammissibili, 142
sistemi di scorrimento primari, 533
sistemi di scorrimento secondari, 533
snervamento, limite di, 517

soglia di plasticizzazione, 164
solenoidale, 432

solidi policristallini, 521

sollecitazione, asse di, 397 strettamente monotono, 115
sollecitazione, piano di, 397 strizione, 519

soluzioni solide interstiziali, 526 struttura geometrica locale, 316
soluzioni solide sostituzionali, 526 struttura locale, 323
sottodifferenziale locale, 116, 117 strutturale, operatore, 237, 288
sottodifferenziale regolare, 117 strutture semplici, 80
sottodifferenziali, 106 sublineare, 116

sottospazi lineari delle variazioni, 140 sublineare, funzionale, 104
sottospazio delle forze reattive, 237 superficiali, onde, 92
sottostrutture, 196 supplementari topologici, 183

spazio cinematico, 126 supporto, iperpiani di, 131
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tagliante, sforzo, 386

taglio, centro di, 479

taglio, onde di, 90

taglio, tensore dei fattori di, 474

tangente, rigidezza, 315

tangente, spostamento, 316

tasso di calore apportato, 1

tasso di incremento dell’energia interna, 1
tasso di incremento di entropia, 3
temperatura assoluta, 3

tensione di plasticizzazione, 516
tensione di rottura, 519

tensione ideale, 546, 559

tensione limite di elasticit, 516

tensione limite di proporzionadt 515
tensione limite di elasticit, 516

tensione nominale, 514

tensione tangenziale ottaedrale, 561, 565, 566
tensione tangenziale risolta, 534, 557
tensione vera, 514

tensore acustico, 91

tensore centrale d'inerzia, 355

tensore centrale d’inerzia geometrica, 403
tensore dei fattori di taglio, 474, 510
tensore di deformabiktflessionale , 395
tensore di microcurvatura, 320

tensore dEULER, 348

tensore diP10oLA, 7

tensore diP10LA-KIRCHHOFF, 7

tensore momento d’inerzia, 348

tensore momento d’inerzia elastico, 346
tensore, tensore di, 348

teorema dell'immagine chiusa, 75
teorema diCLAPEYRON, 57

teorema diCLAPEYRON generalizzato, 152
teorema dMENABREA, 154

teorema diR1Tz, 306

teorema dROCKAFELLAR-MOREAU, 118
teorema dSTOKES, 434

teorema fondamentale dell'analisi limite, 140
teoria geometricamente linearizzata, 227
teoria linearizzata, 49, 227

teoria tecnica della trave, 390
termodinamica dei continui, 1

termodinamica, primo principio, 1
termodinamica, secondo principio, 3
tipologie di collasso, 140

torcente, momento, 387

torsione, 416

torsione, fattore di, 427

trasformata dLEGENDRE, 5, 20, 107
trasformata dLEGENDRE-FENCHEL, 22
trasformazione dLEGENDRE, 108, 230
trasformazione rigida, 330

trasporto, formule di, 355

trasversale, onda, 90

trasversale, veloat 87

trasversali, sezioni, 380
trasversalmente isotropo, materiale, 43
tratti, 483

travature, 179

travature piane, 179, 195

trave diSAINT VENANT, 377

trave diTIMOSHENKO, 321

trave, asse della, 379

trave, teoria tecnica della, 390
trazione, 386

trazione, non resistente a, 414
trinomio fondamentale, 106

tubi sottili, 492

valor medio quadratico della tensione tangenziale, 561

valor medio quadratico, diseguaglianza del, 475
variabili interne, 5

variazioni, sottospazi lineari delle, 140
varief base, 316

varief di RIEMANN, 325

velocit, 90

veloci@a irrotazionale, 87

velocita isocora, 87

velocita longitudinale, 87

velocita trasversale, 87

vetroresina, 573

vettore assiale curvatura, 321

vettore diBURGERS, 529

vettore scorrimento, 321

vettoriale, equazione del moto, 89
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vincoli e cedimenti nodali, 211 volumetriche, onde, 90
vincoli elastici al contorno efficaci, 233 vorticita, 411

vincoli elastici lineari, 231

virtuale, spostamento, 316

visco-plasticia, 156 work hardening, 517, 519
visco-plasticia al passo finito, 156

visco-plasticié con incrudimento, 156

viscositl, 156 yield stress, 516

vite, dislocazioni a, 529
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