
INDICE

PREMESSA

I – INSIEMI E FUNZIONI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1. INSIEMI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2. RELAZIONI ED APPLICAZIONI . . . . . . . . . . . . . . . 3

3. SPAZI TOPOLOGICI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

3.1. Insiemi compatti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

3.2. Applicazioni continue e limiti . . . . . . . . . . . . . . . . 7

II – SPAZI VETTORIALI DI DIMENSIONE FINITA . . . . . 11

1. SPAZI DI DIMENSIONE FINITA - BASI . . . . . . . . . . . . 11

1.1. Notazione indiciale. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2. OPERATORI LINEARI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.1. Prodotto di operatori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.2. Nucleo ed immagine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3. PRODOTTO INTERNO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4. CAMBIAMENTO DI BASE . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

5. TRACCIA E DETERMINANTE . . . . . . . . . . . . . . . . 23

6. ISOMETRIE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

7. AUTOVALORI ED AUTOVETTORI . . . . . . . . . . . . . . 25

7.1. Sottospazi invarianti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

7.2. Ampliamento complesso . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

7.3. Prodotto tensoriale e rappresentazione spettrale. . . . . . . . . 32

8. MATRICI DI HAAR E DI GRAM . . . . . . . . . . . . . . . 32

9. SPAZI VETTORIALI TRIDIMENSIONALI . . . . . . . . . . . 34

III – ALGEBRA MULTILINEARE . . . . . . . . . . . . . . . 37

1. FORME INVARIANTI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1.1. k-forme, funzioni determinante ed invarianti . . . . . . . . . . 37

1.2. Spazi e basi duali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

1.3. Funzioni determinante duali . . . . . . . . . . . . . . . . . 41



vi INDICE

2. ALGEBRA TENSORIALE . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.1. Tensori metrici . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.2. Forme di volume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.3. Prodotto tensoriale. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.4. Espressioni dei tensori metrici . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.5. Operazioni di contrazione. . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.6. Prodotto interno tra tensori . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.7. Forme esterne. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.8. Stella di Hodge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

2.9. Prodotto di Gibbs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

2.10. Prodotto vettoriale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2.11. Tensore cofattore. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

IV – VARIETA’ DIFFERENZIABILI . . . . . . . . . . . . . . 67

1. VARIETA’ MODELLATE SU �n . . . . . . . . . . . . . . . . 67

2. CARTE ED ATLANTI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3. RANGO E PUNTI CRITICI . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

4. SPAZIO TANGENTE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.1. Derivazioni puntuali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
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PREMESSA

Questo Tomo Zero `e l’avanguardia di un opera in due volumi (Tomi I e II) dedicata
ad una presentazione moderna dei principi e dei metodi della Scienza delle Costruzioni.

Ho ritenuto utile raccogliere in questo volume propedeutico nozioni e risultati di
matematica che trovano applicazione in meccanica delle strutture, con l’intendimento
di fornire al lettore una panoramica di concetti e di metodi, presentati anche in modo
originale, che possa essere consultata nel corso della lettura dei Tomi I e II.

La selezione di argomenti prescelti comprende sia nozioni elementari che risultati
più specialistici ed avanzati. Le parti pi`u impegnative sono dedicate a chi `e interessato
ad approfondire le tematiche strutturali che richiedono una base matematica di maggior
spessore.

La presentazione dei risultati classici `e organizzata in modo da proporre spesso
le dimostrazioni come problemi posti al lettore, fornendo i riferimenti bibliografici
essenziali per consentirne la soluzione.

Napoli, settembre 2001 Giovanni Romano





I – INSIEMI E FUNZIONI

1. INSIEMI

Si richiama preliminarmente il significato dei simboli adottati.

simbolo significato

∈ appartiene a

: = definito da

: tale che

| che soddisfa la propriet`a

∀ per ogni

∃ esiste un

⇐⇒ equivale a

⇒ implica che

Sia X un insieme edA , B sottoinsiemi diX .
Il complementodi B rispetto aA è l’insieme definito da

A\B : =
{
x ∈ X : x ∈ A , x �∈ B

}
,

Si dice anche cheA\B è la differenza diA e B e si leggeA menoB .

Si scrive inoltre

• A ⊆ B se ogni elemento diA appartiene anche aB (A incluso inB ).
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• A ⊂ B seA ⊆ B e A �= B (A incluso inB in senso stretto).

Sia F una famiglia di sottoinsiemi di un insiemeX .
Allora si dice

• unione della famigliaF l’insieme⋃
A∈F

: =
{
x ∈ X | ∃ A ∈ F : x ∈ A

}
,

• intersezione della famigliaF l’insieme⋂
A∈F

: =
{
x ∈ X | x ∈ A ∀A ∈ F

}
.

Il simbolo | significache soddisfa la proprietà,

Valgono le relazioni
A ∩

⋃
B∈F

B =
⋃
B∈F

(A ∩ B) ,

A ∪
⋃
B∈F

B =
⋂
B∈F

(A ∪ B) ,

e le formule diDe Morgan 1

A\
⋃
B∈F

B =
⋂
B∈F

(A\B) ,

A\
⋂
B∈F

B =
⋃
B∈F

(A\B) .

La definizione degli insiemi basate sulle propriet`a dei loro elementi `e delicata. A tale
proposito si noti un famoso paradosso diRussell 2

Paradosso diBertrand Russell (1901)

• Sia S l’insieme definito da

S : =
{
A | A è un insieme eA �∈ A

}
.

Allora S ∈ S ⇒ S �∈ S e S �∈ S ⇒ S ∈ S .

1 Augustus De Morgan (1806-1871). Professore di matematica all’University College di Londra,
logico matematico ed algebrista.

2 Bertrand Arthur William Russell (1872-1970). Gallese di nascita e nipote diLord John
Russell che fu primo ministro sotto la reginaVittoria. Studiò al Trinity College di Cambridge, fu
condannato ed imprigionato per attivit`a contro la guerra a causa delle sue idee pacifiste. Per tale motivo
dovette lasciare il Trinity College. Ottenne il Premio Nobel per la Letteratura nel 1950. Insieme aKurt
Gödel, è considerato il maggior studioso di logica del XX secolo ed `e stato uno dei fondatori della logica
matematica.
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2. RELAZIONI ED APPLICAZIONI

SianoX e Y due insiemi. Si dice

• insiemeprodotto cartesianodi X e Y l’insieme X × Y delle coppie ordinate
{x,y} con x ∈ X e y ∈ Y ,

• grafico di una relazioneR tra X e Y un sottoinsieme del prodotto cartesiano
X × Y .

Una relazioneR è detta

• riflessivase {x,x} ∈ R ,

• simmetricase {x,y} ∈ R ⇒ {y,x} ∈ R ,

• antisimmetricase {x,y} ∈ R, {y,x} ∈ R ⇒ x = y ,

• transitivase {x,y} ∈ R, {y, z} ∈ R ⇒ {x, z} ∈ R .

Una relazioneR è detta

• di equivalenzaseè riflessiva, simmetricae transitiva,

• d’ordine parzialeseè riflessiva, antisimmetricae transitiva.

Una relazione d’ordine parziale su un insiemeX è detta unordine totaleo ordine
linearese per ogni{x,y} ∈ X si ha {x,y} ∈ R oppure{y,x} ∈ R .

Osservazione 2.1.Un insieme parzialmente ordinato `e detto uninsieme direttose vale
la condizione

a ,b ∈ X ⇒ ∃ c ∈ X : a ≺ c , b ≺ c .

La nozione di insieme diretto consente di definire il limite generalizzato di una mappa
(eventualmente multivoca) definita su di un insieme diretto.

Un esempio classico `e l’integrale diRiemann 3 (vedi [17], par. IV,2).

Il grafico di una relazione traX e Y è ungrafico funzionalein X × Y se

{x,y1} ∈ R ,

{x,y2} ∈ R

}
⇒ y1 = y2 .

Un grafico funzionale `e anche dettoapplicazione, funzione, mappa, trasformazione,
operatoreda X in Y , denotato conT : X → Y e definito da

y = T(x) ⇐⇒ {x,y} ∈ R .

Si definiscano quindi

3 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). Allievo di Gauss, succedette aDirich-
let come professore di matematica a G¨ottingen. Fondamentali i suoi contributi alla geometria differenziale
ed alla teoria delle funzioni di variabile complessa.
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• il dominiodi T : X → Y

domT : =
{
x ∈ X | ∃ y ∈ Y : {x,y} ∈ R

}
,

• l’ immagineo codominiodi T : X → Y

Im T : =
{
y ∈ Y | ∃ x ∈ X : {x,y} ∈ R

}
,

• l’ immagine inversao controimmaginetramite T : X → Y di un sottoinsieme
S ⊆ Y

T−1(S) : =
{
x ∈ X | T(x) ∈ S

}
.

L’applicazioneT : X → Y è

• iniettivase
T(x1) = y

T(x2) = y

}
⇒ x1 = x2 ,

• suriettivase
∀y ∈ Y ∃ x ∈ A : T(x) = y .

In tal caso si dice che l’applicazioneT : X → Y è daX su Y .
Una applicazione iniettiva e suriettiva suX in Y è detta unacorrispondenza

biunivocatra X e Y .

SianoA1 e A2 sottoinsiemi diX e T : X → Y un’applicazione daX in Y .
Allora

A1 ⊆ A2 ⇒ T(A1) ⊆ T(A2) .

e si ha che
T(A1 ∩ A2) ⊆ T(A1) ∩T(A2) ,

T(A1 ∪ A2) = T(A1) ∪T(A2) .

SeB1 e B2 sono sottoinsiemi diY risulta

B1 ⊆ B2 ⇒ T−1(B1) ⊆ T−1(B2) ,

T−1(B1 ∩ B2) = T−1(B1) ∩T−1(B2) ,

T−1(B1 ∪ B2) = T−1(B1) ∪T−1(B2) ,

ed inoltre
B1 ⊆ B2 ⇒ T−1(B2 \B2) = T−1(B2) \T

−1(B1) .

Per ogniA ⊆ X e B ⊆ Y si ha inoltre che

T(T−1(B)) = B ∩T(X ) ,

T−1(T(A)) ⊇ A .

• Un’applicazioneT : X → � a valori realiè detta unfunzionale.
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3. SPAZI TOPOLOGICI

Unospazio topologicòe una coppia{X , T } costituita da un insiemeX e da una
famiglia T di sottoinsiemi diX , detti gli insiemi apertidi X , tale che

• l’insieme vuoto∅ e l’insiemeX sono aperti,

• l’unione di ogni famiglia di aperti `e un aperto,

• l’intersezione di ogni famiglia finita di aperti `e un aperto.

La famiglia T è detta unatopologiasu X .

I complementari degli aperti sono gliinsiemi chiusie pertanto

• l’insieme vuoto∅ e l’insiemeX sono chiusi (e aperti),

• l’unione di ogni famiglia finita di chiusi `e un chiuso,

• l’intersezione di ogni famiglia di chiusi `e un chiuso.

Per semplicit`a spesso uno spazio topologico `e denotato dal solo insiemeX omettendo
di indicare esplicitamente la topologiaT .

Si danno le seguenti definizioni.

• Un intorno apertodi sottoinsiemeS non vuoto diX è un insieme aperto che
contieneS .

• Un intornodi S è un insieme che contiene un intorno aperto diS .

• Un intorno di un elementox ∈ X è quindi un sottoinsieme diX che contiene
un aperto cui appartienex .

• Un sistema fondamentale di intornidi S ⊂ X è una famiglia di intorni diS tale
che ogni intorno diS contiene un elemento della famiglia.

• Si dicebase della topologiaT un sottoinsiemeB ⊂ T tale che ogni aperto di
T è l’unione di elementi diB .

• Un elementox ∈ X è unpunto limiteo di accumulazionedi un insiemeA ⊆ X
se ogni intorno dix contiene almeno un elemento diA\{x} .

• Un elementox ∈ A è unpunto isolatodi A ⊆ X se nonè di accumulazione per
A .

• L’ aderenzadi un insiemeA ⊆ X è l’insieme degli elementi diX il cui intorno
contiene almeno un punto diA .

• La chiusuraA di A è l’intersezione dei chiusi che contengonoA .

• L’ interno
◦
A di A è l’unione degli aperti contenuti inA .

• La frontiera frA di ∂A di A è l’insieme degli elementi diA che non appar-

tengono ad
◦
A e cioè ∂A = A ∩ (X \A) . Dunque∂A è chiuso.

• Un sottoinsiemeS ⊆ X è dettodensoin X se la sua chiusuraS in X coincide
con X .
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Valgono le seguenti propriet`a

• Un insiemeA ⊆ X è aperto se e solo se contiene un intorno di ogni suo punto.

• Un insiemeA ⊆ X è chiuso se e solo se contiene i suoi punti di accumulazione.

SiaS è un sottoinsieme non vuoto diX . La topologia diX induce suS una topologia,
detta latopologia relativasu S , costituita dall’intersezione degli aperti diX con S .

Lo spazio topologico cos`ı generato si denota ancora conS e viene detto un
sottospazio topologicodi X .

• Ogni proprietà di uno spazio topologico{X , T } che dipende solo dalla topologia
T è detta unaproprietà topologica.

Le proprietà topologiche in{X , T } sono quindi quelle che possono essere espresse
compiutamente in termini degli insiemi aperti (o degli insiemi chiusi) di{X , T } .

Una topologia `e dettaseparante(o di Hausdorff 4 ) se soddisfa il seguente

Assioma di separazione diHausdorff

• per ogni coppia{x1,x2} di punti distinti di X esiste un coppia di aperti
disgiunti {O1,O2} tali che x1 ∈ O1 ,x2 ∈ O2 .

Unospazio topologico linearèe uno spazio lineare in cui `e definita una topologia
rispetto alla quale le operazioni lineari sono continue.

Un sottoinsiemeY di uno spazio topologicoX è dettolimitato seè assorbito da
ogni intornoU di o ∈ X , cioè se∃ α > 0 : B ⊆ αU .

3.1. Insiemi compatti

Il classico teorema diBolzano 5 -Weierstrass 6 assicura che

da ogni successione limitata in�n è possibile estrarre una sottosuccessione con-
vergente.

4 Felix Hausdorff (1868-1942). Matematico tedesco cui si devono contributi fondativi della mode-
rna topologia.

5 Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848). Prete, matematico e filosofo
boemo cui sono dovuti concetti fondativi per l’Analisi moderna. Anticip`o il concetto di successione con-
vergente indipendentemente formulato daCauchy 4 anni dopo, e pose le basi per la teoria dell’infinito
sviluppata poi daCantor.

6 Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897). Matematico autodidatta. Professore
all’Università di Berlino insieme aKummer ed aKronecker E’ a ragione considerato il fondatore
dell’Analisi moderna. Suoi allievi famosi furonoCantor, Engel, Frobenius, Hölder, Hurwitz,
Killing, Klein, Lie, Minkowski, Mittag-Leffler, Schwarz eSofia Kovalevskaya.
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Questo fondamentale risultato ha motivato l’introduzione del seguente concetto di com-
pattezza, dovuto aM. Fréchet 7

• Uno spazio topologicoX è dettosequenzialmente compattose da ogni successione
è possibile estrarre una convergente.

Ai matematici sovieticiP.S. Alexandrov 8 e P.S. Urysohn 9 è dovuto invece
il moderno concetto di compattezza di un insieme in uno spazio topologico, motivato
dall’astrazione del seguente teorema diBorel 10 .

Proposizione 3.1. Teorema diBorel. Siano I ⊂ � un intervallo chuso e limitato
e J una famiglia di intervalli aperti la cui unione contieneI . Allora esiste una
sottofamiglia finita diJ la cui unione contieneI .

Una famigliaF di sottoinsiemi di uno spazio topologicoX è detta unricoprimento
di X se

X ⊆
⋃
A∈F

A .

Se gli insiemi inF sono aperti,F è detto unricoprimento aperto.
Se la famigliaF è finita, F è detto unricoprimento finito.

• Uno spazio topologicoX è dettocompattose ogni ricoprimento aperto ammette
un sottoricoprimento finito.

• Uno spazio topologicoX è dettolocalmente compattose ogni punto dello spazio
ha un intorno compatto.

• Sia S un sottoinsieme di uno spazio topologicoX .

Allora:
S compatto⇒ S chiuso ed inoltreX compatto eS chiuso⇒ S compatto .

3.2. Applicazioni continue e limiti

SianoX e Y due spazi topologici.

• Un’applicazioneT : X → Y è dettacontinua nel puntox ∈ X se per ogni
intorno V di T(x) esiste un intornoU di x tale cheT(U) ⊆ V .

• Un’applicazioneT : X → Y è dettacontinuaseè continua in ogni punto diX .

7 Maurice René Fréchet (1878-1973). Eminente matematico francese allievo diHadamard che
ha portato contributi fondativi alla topologia ed alla teoria degli spazi astratti. Importanti anche i contributi
portati alla statistica, alla probabilit`a ed al calcolo.

8 Pavel Sergeevich Alexandrov (1896-1982). Illustre matematico russo cui sono dovuti fon-
damentali contributi alla moderna topologia. Allievo diEmmy Noether e di Hilbert a Göttingen, di
Brouwer ad Amsterdam e diLuzin edEgorov a Mosca

9 Pavel Samuilovich Urysohn (1898-1924). Collega ed amico diAlexandrov, morı̀ prema-
turamente durante una nuotata nell’atlantico sulla costa francese.

10 Emile Borel (1871-1956). Uno dei principali matematici francesi del XX secolo.
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Proposizione 3.2. Applicazioni continue. Un’applicazione T : X → Y con
domT = X è continua se e solo se

i) A aperto inY ⇒ T−1(A) aperto inX ,

ii) A chiuso in Y ⇒ T−1(A) chiuso in X .

iii) T(A) ⊆ T(A) ∀A ∈ X .

Un’applicazioneT : X → Y è dettaaperta(chiusa) se

A aperto (chiuso) inX ⇒ T(A) aperto (chiuso) inY .

Si diano ora le seguenti definizioni.

Un’applicazione biettiva e continuaT : X → Y tale cheT−1 : Y → X è
continuaè detta unomeomorfismotra gli spazi topologiciX e Y .

Un omeomorfismo `e un’applicazione sia aperta che chiusa.

Dalla proposizione 3.2 si deduce che duespazi topologici omeomorfiX e Y
hanno le stesse propriet`a topologiche in quanto esiste una corrispondenza biunivoca tra
gli insiemi aperti dei due spazi.

Si dice che un’applicazioneT : X → Y halimite y ∈ Y nel puntoxo ∈ domA ,
o che tende ay ∈ Y per x tendente axo ∈ domA , se l’applicazioneT : X →
Y definita da

T(x) =
{

T(x) se x ∈ domT ,
y se x = xo ,

è continua nel puntoxo . Si scrive allora

lim
x→xo

T(x) = y ,

ovvero
x→ xo ⇒ T(x) → y .

La continuità di una applicazioneT : X → Y in un puntox ∈ domT ⊆ X puo
anche essere espressa imponendo che

lim
x→xo

T(x) = T(xo) .

Per il limite di una successione si adottano le notazioni

lim
n→+∞

xn = xo ,

oppure
n →∞ ⇒ xn → xo .
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Se T : X → Y tende ay ∈ Y nel puntoxo si scrive

lim
n→+∞

T(xn) = y ,

oppure
xn → x∞ ⇒ T(xn) → T(x∞) .

SianoX e Y due spazi topologici lineari.

Un’applicazioneT : X → Y è dettalineareseè

• additiva: T(x + y) = T(x) + T(y) ∀x,y ∈ X ,

• omogenea:T(αx) = αT(x) ∀x ∈ X , α ∈ � .

• Un’applicazione lineareT : X → Y che instaura una corrispondenza biunivoca
tra X e Y è detta unisomorfismo.

• Un’applicazione lineareT : X → � a valori realiè detta unaforma lineareo un
funzionale lineare.

• Un’applicazioneT : X × Y → � a valori reali che sia separatamente lineare
rispetto ax ∈ X e y ∈ Y è detta unaforma bilineareo unfunzionale bilineare.

Analogamente si definisce unaforma multilineare.

• La restrizione di una forma bilineareT : X × X → � alla diagonale diX × X
definita da

diagX : =
{
{x,x} ∈ X × X

}
è detta unaforma quadraticao unfunzionale quadratico.

Analogamente si definiscono le forme cubiche, etc., di ordinen .

Si notino le seguenti propriet`a delle trasformazioni continue. (vedi ad es. [26]).

Proposizione 3.3. Continuità e limitatezza. SianoX e Y spazi topologici. Allora
ogni applicazioneT : X → Y lineare e continua mappa un qualsiasi insieme limitato
di X in un insieme limitato diY , e ciòe

B limitato in X ⇒ T(B) limitato in Y .

Proposizione 3.4. Continuità e compattezza. SianoX e Y spazi topologici. Allora
ogni applicazione continuaT : X → Y mappa un qualsiasi insieme compatto diX
in un insieme compatto diY , e ciòe

A compatto inX ⇒ T(A) compatto inY .
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Principi di estensione
SianoX e Y spazi metrici conf, g ∈ C(X ;Y) funzioni continue e siaA
un sottoinsieme denso inX , cioè tale cheA = X . Allora

• estensione delle eguaglianze:

i) f(x) = g(x) ∀x ∈ A ⇒ f(x) = g(x) ∀x ∈ X ,

• estensione delle diseguaglianze:

ii) f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ A ⇒ f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ X .

Per dimostrare l’implicazionei) basta osservare che dalla continuit`a di f−g segue
che il sottoinsieme(f − g)−1(o) ⊆ X è chiuso. Essendo poiA ⊆ (f − g)−1(o) ⊆ X
risulta A = (f − g)−1(o) = X . Analogamente si dimostra laii) .

La proprietà di compattezza consente di individuare una classe di operatori lineari
tra due spazi normatiX e Y che godono di importanti propriet`a.

• Un operatorelineare L : X → Y è compattose per ogni successione limitata
{xn} ⊂ X la successione{Lxn} ⊂ Y ammette una sottosuccessione convergente
in Y .



II – SPAZI VETTORIALI DI
DIMENSIONE FINITA

Si definiscespazio vettoriale(o lineare) un insiemeV di elementi, dettivettori,
su cuiè definita una struttura algebrica costituita dalle operazioni lineari

i) addizione tra vettori: a + b , a ,b ∈ V ,

ii) moltiplicazione tra uno scalare ed un vettore: α a , α ∈ � , a ∈ V ,

con le propriet`a usuali (� è il campo dei numeri reali).

Un sottospazio vettorialeo sottospazio lineareS ⊆ V è un sottoinsieme diV
chiuso rispetto alle operazioni definite inV e cioè tale che le operazioni lineari definite
in S diano luogo a risultati appartenenti aS .

Dati due spazi vettorialiU e V la funzione(detta anchemappa, applicazione,
operatore,trasformazione) A:U → V è linearese soddisfa le propriet`a

A(αu) = αA(u) (omogeneit`a)

A(u + v) = A(u) + A(v) (additività)

Se V ≡ � e cioè i valori sono numeri reali, l’operatore `e anche detto unaforma.
Un operatore lineare biunivoco si dice unisomorfismo.

Esercizio

• Verificare che, dati due spazi vettorialiU e V , l’insieme degli operatori lineari

A : U → V costituisce uno spazio vettoriale rispetto alle operazioni lineari

definite da

i) addizione tra operatori:(A + B)u = Au + Bu , ∀u ∈ U ,

ii) moltiplicazione tra uno scalare ed un operatore:

(αA)u = α (Au) , α ∈ � ,u ∈ U .

Lo spazio degli operatori lineariA : U → V è denotato da L
{
U ; V

}
.

Un operatore lineare tra due spazi vettoriali finitamente generabili ed aventi la
stessa dimensione costituisce untensoredel secondo ordine.
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1. SPAZI DI DIMENSIONE FINITA - BASI

Si dicegeneratore finitoun insieme finito di vettori{e1, e2, . . . , en} tale che ogni
vettoreu ∈ V si può scrivere come combinazione lineare di tali vettori, e cio`e

u = u1 e1 + u2 e2 + · · ·+ un en .

Se esiste un generatore finito lo spazio si dice didimensione finitao finitamente
generabile.

Si definiscebaseogni generatore minimale e cio`e tale che una sua parte propria
non può essere un generatore.

La dimensionèe il numero di vettori di ogni base (tutte le basi hanno infatti lo
stesso numero di vettori).

Ogni vettore pu`o esprimersi in maniera univoca come combinazione lineare dei
vettori di una base.

Fissata una base{e1, e2, . . . , en} per uno spazio vettorialeV di dimensionen
il vettore numerico

[u ] =


u1
u2
...

un

 ,

si dice il vettore dellecomponentidi u rispetto a tale base.
La corrispondenza tra i vettori di uno spazio vettoriale ed i vettori delle componenti

rispetto ad una base `e lineare e biunivoca (`e dunque un isomorfismo).

isomorfismoV

dim V = n

u = vettore numerico
    delle componenti

[ u ]

�n

Sia �n lo spazio vettoriale numerico costituito dallen-uple ordinate di numeri
reali. La dimensione di�n è n , come pu`o rilevarsi osservando che glin vettori

1
0
...
0

 ,


0
1
...
0

 , . . . ,


0
0
...
1


costituiscono una base, detta la base usuale di�n .

E’ da notare che le componenti di un vettore numerico rispetto alla base usuale
sono proprio i numeri dellan-upla che costituisce il vettore.
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1.1. Notazione indiciale

Per snellire le formule si adotter`a nel seguito la convenzione, dettadell’indice ri-
petutoo di Einstein 11 , secondo la quale in un’espressione algebrica su ogni termine
in cui è presente due volte lo stesso indice va effettuata una sommatoria facendo variare
l’indice nel suo insieme di variazione.

Ad esempio si ha che

ui ei =
n∑

i=1
ui ei .

Si introducono inoltre i seguenti simboli:

• Simbolo odeltadi Kronecker 12 :

δij =

{
1 sei = j

0 sei �= j

• Simbolo oalternatoredi Ricci 13 :

εijk =


0 sei, j, k non sono tutti distinti

1 se{i, j, k} è una permutazione pari di{1, . . . , n}
−1 se{i, j, k} è una permutazione dispari di{1, . . . , n}

11 Albert Einstein (1879-1955). Nato a Munich da famiglia ebrea, studi`o violino dai 6 ai 13
anni. Nel 1894 la famiglia si trasfer`ı a Milano, ma egli condusse gli studi a Monaco e poi a Zurigo presso
la Eidgenössische Technische Hochschuledove ebbe come collegaMarcel Grossmann (1878-1936).
Nel 1900 consegu`ı l’abilitazione all’insegnamento della matematica e della fisica, ma non riuscendo a trovare
posto in una Universit`a andò a lavorare a Berna in un ufficio brevetti, dove rimase fino al 1909. Nel 1905
consegu`ı il dottorato dell’Università di Zurigo con la tesiOn a new determination of molecular dimensions
che dedic`o a Grossmann. Nello stesso anno pubblic`o 5 lavori, dedicati alla teoria dei quanti diMax
Planck, alla teoria speciale della relativit`a, all’equivalenza tra massa ed energia ed alla meccanica statistica
di Ludwig Boltzmann e Josiah Gibbs. Nel 1908 divenne lettore all’Universit`a di Berna e l’anno
successivo professore di fisica all’Universit`a di Zurigo. Nel 1911 ottenne la cattedra all’Universit`a Karl-
Ferdinand di Praga. Nel 1912 ebbe la cattedra alla Eidgenössische Technische Hochschule di Zurigo. Nello
stesso anno con l’aiuto dell’amico matematicoMarcel Grossmann iniziò laformulazione della teoria
generale della relativit`a facendo ricorso al calcolo tensoriale diGregorio Ricci-Curbastro eTullio
Levi-Civita. Nel 1914 gli fu offerto un posto alla Accademia delle Scienze Prussiane ed una cattedra
senza doveri didattici all’Universit`a di Berlino. Nel 1915 dopo alcune false partenzeEinstein completò la
versione finale della teoria della relativit`a generale, gioiendo del fatto che aveva convinto della correttezza
delle sue ideeHilbert eKlein. Solo una settimana primaHilbert aveva infatti fornito la formulazione
corretta delle equazioni della relativit`a generale. Nel 1921Einstein ricevette il Premio Nobel per il suo
lavoro del 1905 sull’effetto fotoelettrico. Nel 1935 si trasfer`ı a Princeton e nel 1940 divenne cittadino degli
Stati Uniti. L’ultima sua lettera fu indirizzata aBertrand Russell per dare l’adesione ad un manifesto
per la pace.
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Esercizio

• Dimostrare che valgono le seguenti relazioni:

1) δijaj = ai

2) εijkεhjk = 2 δih

3) εijkεipq = δjpδkq − δjqδkp

2. OPERATORI LINEARI

Siano U e V due spazi vettoriali rispettivamente di dimensionen ed m ed
A : U → V un operatore lineare.

AU V

dim U  = n

u v =Au

dim V  = m

[A]

[v] = [A][v]u

�m
�n

12 Leopold Kronecker (1823-1891). Di ricca famiglia ebrea prussiana fu allievo diKummer al
liceo e poi diDirichlet eSteiner all’università di Berlino dove conobbe ancheJacobi eEisenstein
che influenzarono i suoi interessi in matematica. Nel 1856Kummer, Borchardt, Weierstrass e
Kronecker furono insieme a Berlino anche seKronecker non aveva una posizione fissa all’Universit`a.
Le sue ricerche riguardarono la teoria dei numeri, la teoria delle equazioni algebriche, la teoria dei determinanti
e quella degli integrali. Nel 1860 fu eletto all’Accademia di Berlino. Nel 1868 rifiut`o la cattedra di matematica
a Göttingen per restare a Berlino e divenne membro dell’Accademia di Parigi. Dal 1870 i rapporti con gli
altri matematici si deteriorarono poich`e egli era convinto che la matematica dovesse limitarsi a considerare
numeri interi ed un numero finito di operazioni. Fu strenuo oppositore delle idee diHeine, Cantor e
Dedekind. Nel 1884 fu eletto membro della Royal Society of London.

13 Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925). Allievo di Enrico Betti (1823-1892) e di
Ulisse Dini (1845-1918) alla Scuola Normale Superiore di Pisa e professore di fisica matematica
all’Università di Padova. In quattro note del periodo 1888 e 1892 svilupp`o i fondamenti del calcolo dif-
ferenziale assoluto su variet`a n-dimensionali. A questi risultati ed a quelli ottenuti dopo il 1900 con l’allievo
Tullio Levi-civita (1873-1941) fece ricorsoAlbert Einstein (1879-1955) per formulare la teoria
generale della relativit`a.
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L’operatore lineare[A ] : �n → �m definito da

[A ] [u ] = [Au ] , ∀ [u ] ∈ �n ,

è dettomatricedi A rispetto alle basi

{e1, e2, . . . , en} di U , {a1,a2, . . . ,am} di V .

Se U ≡ V la matrice diA può essere individuata fissando un’unica base.
I valori di un operatore lineare sono noti se si conoscono le immagini dei vettori

di una base

Au = u1 Ae1 + u2 Ae2 + · · ·+ un Aen = uj Aej .

Dunque esprimendo i vettoriAej in termini dei vettori della base{ai}

Aej = Aijai ,

si ottiene

Au = uj Aej = uj Aij ai = vi ai ,

da cui si deduce che

vi = Aijuj .

Pertanto laj-esima colonna della matrice[A ] associata all’operatoreA rispetto alle
basi {ei} ed {ai} , contiene ordinatamente le componenti del vettoreAej rispetto
alla base{ai} . La matrice[A ] ha in tal casom righe en colonne.

E’ immediato notare che le colonne di[A ] coincidono con le immagini dei vettori
della base usuale in�n .

Con riferimento alla figura seguente, le colonne della matrice[A ]


A11 A12

A21 A22

A31 A32


sono le immagini dei vettori della base usuale di�2 , e rappresentano le componenti
rispetto alla base{a1,a2,a3} delle immagini dei vettori della base{e1, e2} .
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AU V

dim U  = 2 dim V  = 3

[A]

e1

0 1
1 0

,{ }
0
1

[A] = A22

A32

A12

1
0

[A] = A21

A31

A11

e2

Ae2

Ae1

a1

a2

a3

�3�2

L’immagine [y ] ∈ �m del vettore numerico[x ] ∈ �n tramite una matrice
[A ] : �n → �m si ottiene dunque come combinazione lineare delle colonne di[A ]
e cioè

[y ] = [A ] [x ] ⇐⇒ yk = Akixi i = 1, 2, . . . , n k = 1, 2, . . . , m .

2.1. Prodotto di operatori

SianoU , V e W tre spazi lineari edA : U → V e B : V → W due operatori
lineari. Si definisceoperatore prodottodi A e B l’operatoreAB : U → W tale che

ABu = A (Bu) .

Esercizio

• Siano{ei} , {aj} e {bk} tre basi rispettivamente diU , V e W ed A e

B due operatori lineari. Siano inoltre[A ] la matrice associata adA rispetto

alle basi{ei} e {aj} e [B ] la matrice associata aB rispetto alle basi{aj}
e {bk} . Verificare che la matrice[AB] associata all’operatore prodottoAB
rispetto alle basi{ei} e {bk} è data dal prodotto matriciale righe per colonne

[A ] [B ] di [A ] per [B ] , e che si ha

(AB) ij = A ik B kj .
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2.2. Nucleo ed immagine

L’insieme dei vettoriu ∈ U tali che Au = o si dice il nucleodi A e si denota
con KerA .

AU V

0
0

Ker  A

L’insieme delle immagini dei vettori diU tramite A si dice l’immaginedi A e
si denota con ImA .

U V
Im  AA

0

Esercizio

• Dimostrare cheKerA e Im A sono sottospazi diU e di V rispettivamente,

e cioè che il risultato di una qualsiasi operazione lineare effettuata tra elementi

appartenenti aKerA appartiene ancora aKerA ed analogamente perIm A .

KerA e ImA sono dunque spazi vettoriali ed `e lecito considerarne la dimensione:

n(A) = dim KerA si dicenullità di A

r (A) = dim ImA si dicerangodi A

Sussiste la seguente relazione fondamentale:

n(A) + r (A) = dim U = n .

Esercizi

• Dimostrare il risultato precedente. Il procedimento `e esemplificato in figura, nel

caso in cui dimU = 3 , n(A) = 2 , r (A) = 1 .
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U V

dim U  = 3

e2

e3

e1

Ker  A

Ae3

Im  A

0=Ae2=Ae 3

• Discutere l’equazione lineareAx = b osservando come essa ammette soluzio-

ne se e solo seb ∈ Im A e l’insieme delle soluzioni `e costituito dalla variet`a

lineare

xo + KerA conAxo = b .

Osservare cheKerA è l’insieme delle soluzioni dell’omogenea associata

Ax = o

Il risultato è esemplificato in figura.

U VA

xo

xo+Ker A

0
b

Ker A

3. PRODOTTO INTERNO

Una funzione che ad ogni coppia ordinata di vettori(u,v) di uno spazio vettoriale
associa un numero realeu . v si dice unprodotto internose:

u . u > 0 peru �= o (positività)

u . v = v . u (simmetria)

(u + v) . w = u . w + v . w (additività)

(αu) . v = α(u . v) (omogeneit`a)

Brevemente pu`o dirsi che un prodotto interno `e una forma bilineare (cio`e lineare rispetto
ad entrambi gli argomenti), simmetrica e definita positiva.

Corrispondentemente si dicenorma(o lunghezza) di un vettore il numero reale

‖ u ‖ = (u . u)1/2 ≥ 0 .
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Esercizi

• Dimostrare che:

u . v = 0 , ∀v ⇒ u = o .

• Dimostrare che sussiste ladiseguaglianza diCauchy-Schwarz

| u . v | ≤ ‖ u ‖ ‖ v ‖

e che si ha eguaglianza se e solo seu e v sono proporzionali. Si suggerisce di

partire dalla diseguaglianza:

‖ u + λv ‖ ≥ 0 ∀u,v ∈ V ∀λ ∈ � .

• Dimostrare ladiseguaglianza triangolare

‖ u + v ‖ ≤ ‖ u ‖+ ‖ v ‖.

u

u+v

v

Due vettori si diconoortogonalise il loro prodotto interno `e nullo:

u . v = 0 .

Se W è un sottospazio diV si denota conW⊥ il complemento ortogonaledi W ,
cioè l’insieme dei vettori diV ortogonali a tutti i vettori diW .

Esercizi

• Dimostrare cheW⊥ è un sottospazio, cheW⊥⊥ = W e che:

dim W + dim W⊥ = dim V.

• Dimostrare che ad ogni funzione linearef : V → � corrisponde un vettore

a ∈ V tale che

f(x) = a . x ∀x ∈ V

(si pongaa = f(e)e con e ∈ [ Ker(f)]⊥ ed‖ e ‖ = 1) .
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• Dimostrare che ad ogni forma bilineareb(u,v) su V corrispondono due ope-

ratori lineari A e AT , detti aggiunti tra loro, tali che

b(u,v) = (Au) . v = u . (ATv) , ∀u,v ∈ V .

• Dimostrare che se[A ] è la matrice associata all’operatoreA : U → V
rispetto a due basi ortonormali{ei} di U e {aj} di V la matrice [AT ]
associata all’operatore aggiuntoAT coincide con la matrice trasposta[A ]T di

[A ] , cioè si ha che

[AT ] = [A ]T .

• Dimostrare che sussistono le seguenti propriet`a:

1) [O ] = O (operatore nullo)

2) IT = I (operatore identit`a)

3) (A + B)T = AT + BT

4) (αA)T = αAT α ∈ �
5) (AT )T = A

6) (AB)T = BTAT

7) (A−1)T = (AT )−1

Per dimostrare l’ultima propriet`a conviene porre

I = AA−1 ed IT = (A−1)TAT .

Teorema 3.1. Sussistono le relazioni di ortogonalità

KerA = [ Im AT ]⊥ , KerAT = [ Im A ]⊥

Dim.

u ∈ KerA ⇐⇒ Au = o ⇐⇒ Au . v = u . ATv = 0 ∀v ∈ V ⇐⇒
⇐⇒ u ∈ [ Im AT ]⊥ .

La seconda eguaglianza si dimostra in modo analogo.

Da tale teorema e dalla relazioneW⊥⊥ = W , valida per un qualsiasi sottospazio
di dimensione finita, si ricava immediatamente il seguente:

Corollario 3.2. Sussistono le relazioni di ortogonalità

Im A = [ KerAT ]
⊥

, Im AT = [ KerA ]⊥ .
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Dim. Basta prendere i complementi ortogonali di ambo i membri nel teorema prece-
dente.

In conseguenza di tale risultato la condizione di esistenza di una soluzione della
equazione lineare

Ax = b ,

può esprimersi imponendo cheb ∈ [ Ker(AT )]⊥ e cioè che sia ortogonale a tutte le
soluzioni dell’equazione omogenea:

ATx = o .

Esercizi

• Mostrare che ogni operatore lineare pu`o decomporsi univocamente nella somma di

uno simmetricoS ed uno emisimmetricoE

A = S + E conS = ST edE = − [E ] ,

e che risulta

S =
1
2
(A + AT ) E =

1
2
(A−AT ).

• Mostrare che se dimV = n ogni insieme din vettori a due a due ortogonali `e una

base (detta ortogonale); se in pi`u ogni vettore ha norma unitaria e cio`e si ha

ei
. ej = δij

la base si dice ortonormale.

• Mostrare che, assumendo come prodotto interno in�n il prodotto interno usuale

consistente nella somma dei prodotti degli elementi corrispondenti dei vettori e cio`e

[u ] . [v ] = ui vi i = 1, 2, . . . , n,

l’aggiunta di una matrice[M ] : �n → �m è la trasposta, quella cio`e che si

ottiene scambiando le righe con le colonne.

• Mostrare che il prodotto interno di due vettori `e uguale alla somma dei prodotti delle

componenti omonime ripetto ad una base ortonormale.

• Mostrare che ogni matrice associata ad un operatore simmetrico [emisimmetrico]

rispetto ad una base ortonormale `e anch’essa simmetrica [emisimmetrica].
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4. CAMBIAMENTO DI BASE

Per determinare la corrispondenza tra matrici associate ad una funzione lineare
rispetto a basi diverse si consideri il seguente schema

AU V
dim U  = n

u v =Au

dim V  = m

[u]' [v]' =[A]'[u]'

[A]'

{ei} { ai}{e'i} { a'i}

[A]

[Q][P]

[ v] = [ A ] [ u]

�n �m

[u]

�n
�m

dove con{ei} e {ei
′} e rispettivamente{ai} e {ai

′} si denotano rispettivamente due
coppie di basi diU e V . Si deduce che

[A ]′ = [Q ]−1 [A ] [P ] .

Le matrici quadrate[P ] : �n → �n e [Q ] : �m → �m sono invertibili e quindi
costituiscono degliisomorfismi. Esse sono dettematrici di trasferimento[P ] da {ei}
a {ei

′} e [Q ] da {ai} a {ai
′} .

La tabella di[P ] è determinata dai vettori delle basi{ei} e {ei
′} .

Si consideri infatti l’operatore lineare invertibileP (isomorfismo) che ai vettori
della base{ei} associa ordinatamente quelli della base{ei

′}

Pei = ei
′ i = 1, 2, . . . , n.

La matrice[P ] è la matrice associata aP rispetto alla base{ei} :

Pek = P i
k ei = ek′ .

Infatti, seu = ui ei = uk
′ ek

′ si ha

u = uk
′ Pek = Pik uk

′ ei ,
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e dunque

ui = Pikuk
′ ⇐⇒ [u ] = [P ] [u ]′ .

Le colonne di[P ] sono dunque le componenti dei vettori della base{ei
′} rispetto alla

base{ei} .
Se U ≡ V la formula di trasformazione della matrice[M ] nel passaggio da

{ei} a {ei
′} si scriverà in particolare

[M ]′ = [P ]−1 [M ] [P ] .

5. TRACCIA E DETERMINANTE

Si consideri la matrice quadrata[M ] : �n → �n .
Si definiscetraccia o invariante linearedi [M ] la somma degli elementi della

diagonale principale:

tr [M ] = M 11 + M 22 + · · ·+ Mnn = Mii i = 1, 2, . . . , n.

Esercizio

• Verificare le seguenti propriet`a della funzione traccia:

tr ([M ] 1 . . . [M ] n) = tr ([M ] i+1 . . . [M ] n [M ] 1 . . . [M ] i))

tr ([M ] 1 + [M ] 2) = tr [M ] 1 + tr [M ] 2 (additività)

tr (α [M ]) = α tr ([M ]) (omogeneit`a)

tr [M ] = tr ([M ]T )
tr I = n

Si ha allora che, se[M ]′ = [P ]−1 [M ] [P ]:

tr [M ]′ = tr ([P ] [M ] [P ]−1) = tr ([P ]−1 [P ] [M ]) = tr ([M ]).

Si definisce traccia di un operatore lineareA ∈ L
{
U ; U

}
la traccia di una

qualsiasi matrice associata adA .
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Esercizi

• Verificare che nello spazio vettorialeL
{
U ; V

}
degli operatori lineari daU in

V si può definire il prodotto interno

A : B = tr (ATB) ∀A,B ∈ L
{
U ; V

}
.

La norma diA sarà dunque

‖A ‖ = (A : A)1/2 = ( tr ATA)1/2 .

• Siano [A ] e [B ] le matrici associate agli operatoriA,B ∈ L
{
U ; V

}
rispetto a due basi ortonormali{ei} di U e {aj} di V . Verificare che il

prodotto internoA : B è pari alla somma dei prodotti delle componenti omonime

di [A ] e [B ], cioè che risulta

A : B = AijBij .

• Verificare cheI : A = tr A.

• Verificare che per ogni coppia di operatoriS simmetrico eE emisimmetrico

risulta:S : E = 0.

• Mostrare che ogni operatoreA può essere univocamente decomposto in una parte

sferica sphA ed una deviatoricadevA con tr devA = 0 e sphA =
(1/n)(tr A)I.

Verificare inoltre che per ogniA risultaI : devA = 0

• Verificare cheA : B = AT : BT .

Il determinantedi una matrice quadrata[M ] di ordine n è definito da

det [M ] =
∑

(sgnπ)Mπ(1)1 Mπ(2)2 . . .Mπ(n)n ,

dove la sommatoria `e estesa a tutte le possibili permutazioniπ e la funzione segno `e
definita da

sgnπ =

{
1 seπ è pari

−1 seπ è dispari.

Principali proprietà della funzione det :

1) det [ I ] = 1
2) det([M ] 1 [M ] 2) = det [M ] 1 det [M ] 1

3) det([M ]−1) = ( det [M ])−1

4) det(α [M ]) = αn det [M ] α ∈ �
5) det [M ] = 0 ⇐⇒ r ([M ]) < n

6) det [M ] = det [M ]T
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Si ha dunque

det [M ]′ = det([P ] [M ] [P ]−1) = det [P ] det [M ] det [P ]−1 = det [M ] .

Si definisce determinante di un operatore lineareA il determinante di una qualsiasi
matrice associata adA .

6. ISOMETRIE

Un operatore lineareR sullo spazio lineareU si dice unaisometriase vale una
delle seguenti propriet`a:

i) ‖ Ru ‖ = ‖ u ‖ ∀u ∈ U (invarianza della norma)

ii) Ru . Rv = u . v ∀u,v ∈ U (invarianza del prodotto interno)

iii R−1 = RT

Esercizi

• Dimostrare che le propriet`a i) , ii) e iii) sono equivalenti.

• Dimostrare chedetR = ±1 .

Una matrice quadrata[M ] : �n → �n isometrica si dice ortogonale.

Esercizi

• Mostrare che una matrice quadrata `e ortogonale se e solo se, considerata come

matrice di trasferimento, trasforma basi ortonormali in basi ortonormali.

• In base al risultato precedente mostrare che le righe e le colonne di matrici ortonor-

mali costituiscono basi ortonormali rispetto al prodotto interno usuale.

La formula di trasformazione di una matrice[M ] da una base{ei} ortonormale
ad un’altra{ei

′} anch’essa ortonormale si scrive dunque

[M ]′ = [P ]T [M ] [P ] .

7. AUTOVALORI ED AUTOVETTORI

Un vettoree ∈ U si dice un autovettore dell’operatore lineareA se

Ae = λe e �= o λ ∈ �.
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Il moltiplicatore λ si dice l’autovalore associato ade . L’insieme degli autovalori di
A si dice anche lospettrodi A .

Per determinare gli autovalori e gli autovettori si nota che la propriet`a caratteristica
si può riscrivere nella forma

(A− λI)e = o .

Il nucleo di(A− λI) è detto l’autospazio associato aλ e contiene vettori non nulli se
e solo se

r(A− λI) < n ⇐⇒ det(A− λI) = 0 .

Il primo membro di tale equazione, detta l’equazione caratteristicadi A , è un poli-
nomio di gradon in λ .

Se [A ] è una qualsiasi matrice associata adA l’equazione caratteristica pu`o
scriversi equivalentemente

det([A ]− λI) = 0 .

Esplicitando si ha

(−λ)n + J1(A)(−λ)n−1 + · · ·+ Jn−1(A)(−λ) + Jn(A) = 0 ,

dove Ji(A) (i = 1, 2, . . . , n) è pari alla somma dei minori principali di ordinei della
matrice [A ] .

Il teorema fondamentale dell’algebra assicura che vale la fattorizzazione

(−λ)n + J1(A)(−λ)n−1 + · · ·+ Jn−1(A)(−λ) + Jn(A) =
n∏

i=1

(λi − λ) ,

dove λi sono le radici del polinomio caratteristico nel campo complesso, contate cias-
cuna un numero di volte pari alla rispettiva molteplicit`a algebrica. Si ha quindi che

det([A ]− λI) = (λ1 − λ)(λ2 − λ) · · · (λn − λ) ,

e gli invarianti hanno le espressioni

J1(A) = M11 + M22 + · · ·+ Mnn = λ1 + λ2 + · · ·+ λn =
n∑

i=1
λi = tr (A)

J2(A) = λ1λ2 + · · ·+ λn−1λn =
∏
i<j

λiλj i, j = 1, 2, . . . , n

Jn(A) = λ1λ2 · · ·λn =
n∏

i=1
λi = det(A).

I coefficienti Ji(A) (i = 1, 2, . . . , n) si dicono gli invarianti dell’operatoreA in
quanto risultano indipendenti dalla particolare matrice[A ]scelta. L’invariante di ordine
1 è dettoinvariante lineareo traccia. L’invariante di ordinen è il determinante.
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Se n = 3 si ha
J1(A) = λ1 + λ2 + λ3 ,

J2(A) = λ1 λ2 + λ1 λ3 + λ2 λ3 ,

J3(A) = λ1 λ2 λ3 .

Per l’invariante quadraticoJ2(A) sussiste la relazione

J2(A) = 1
2

[
( tr A)2 − tr (A2)

]
.

Infatti

1
2
[( tr A)2− tr (A2)] =

1
2
[(λ1 + λ2 + λ3)

2− (λ2
1 + λ2

2 + λ2
3)] = λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1.

Si ha quindi che

det(A− λI) = −λ3 + tr Aλ2 − 1
2
[( tr A)2 − tr (A2)]λ + detA .

Esercizio

• Mostrare che seλ è un autovalore diA , λk è un autovalore diAk = A · · ·A
( k volte).

7.1. Sottospazi invarianti

Un sottospazioW di U si diceinvarianterispetto all’operatore lineareA se

u ∈W ⇒ Au ∈W.

Esercizio

• Dimostrare che seW è invariante rispetto adA , W⊥ è invariante rispetto ad

AT . Dimostrare che seW è invariante rispetto adA ed A è invertibile, W
è invariante rispetto adA−1 .

Un operatore lineare si dicenormaleseAAT = ATA.

Esercizi

• Dimostrare che seW è un autospazio diA e A è normale,W⊥ è invariante

rispetto adA .

• Verificare che operatori lineari simmetrici, emisimmetrici, isometrici sono normali.
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7.2. Ampliamento complesso

Dato uno spazio vettoriale realeU si definisceampliamento complessodi U lo
spazio vettorialeX sul campo complessoC costituito dai vettori

x = u + iv u,v ∈ U (i unità immaginaria),

e con le operazioni lineari

x + y = (u + iv) + (a + ib) = (u + a) + i(v + b)
ξx = (α + iβ) (u + iv) = (αu− βv) + i(βu + αv) ,

dove
y = a + ib a,b ∈ U

ξ = α + iβ ∈ C.

Si denoter`a con ξ∗ = α − iβ ∈ C il complesso coniugato diξ = α + iβ ∈ C ed il
vettorex∗ = u− iv si dice ilcomplesso coniugatodi x = u + iv .

Il prodotto internou . v in U induce suX il prodotto interno◦ definito da

x ◦ y = x . y∗ = (u + iv) . (a− ib) = u . a + v . b− i(u . b− v . a)

con le seguenti propriet`a

1) x ◦ y = (y ◦ x)∗ simmetria coniugata

2) x ◦ x = ‖u‖2 + ‖v‖2 > 0 sex �= o definizione positiva

3) (x + z) ◦ y = x ◦ y + z ◦ y additività

4) (ξx) ◦ y = ξ(x ◦ y) omogeneit`a

Indicando conξ∗ è il complesso coniugato diξ , segue che

x ◦ (ξy) =
[
(ξy) ◦ x

]∗
= ξ∗(y ◦ x)∗lξ∗x ◦ y,

e dunque chex◦y è una forma lineare rispetto al primo argomento e lineare coniugata
rispetto al secondo.

Esercizi

• Mostrare che seA è un operatore lineare suX si ha:

(ξA)T = ξ∗AT .
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• Mostrare che:

(u + iv) ◦ (a + ib) = 0

(u + iv) ◦ (a− ib) = 0

 ⇐⇒ u .a = v .b = u .b = v .a = 0 .

• Mostrare che una base{ei} con i = 1, 2, . . . , n di U è anche una base per

X .

• Mostrare che seA è un operatore lineare suX e seA è normale, simmetrico,

emisimmetrico e unitario, tale `e anche il suo ampliamento complesso.

Se λ + iµ è l’autovalore diA associato all’autovettoreu + iv , cioè

A(u + iv) = (λ + iµ)(u + iv) ,

si ha che Au = λu− µv ,

Av = µu + λv .

Dunque il sottospazio diU generato dau e v è invariante rispetto adA ed è di
dimensione 1 o 2 aseconda cheu e v siano o meno paralleli. Si ha inoltre che

A(u− iv) = (λ− iµ)(u− iv) .

Se in particolareµ = 0 si ha Au = λu ,

Av = λv
.

e dunqueλ è un autovalore diA su U con autospazio di dimensione1 o 2 a seconda
che u e v siano o meno paralleli.

Teorema 7.1. Se A è un operatore normale suX esiste una base ortonormale di
autovettori.

Dim. Se A è normale suX si ha che

Ax = ξx ⇐⇒ ATx = ξ∗x .

Infatti

‖Ax‖2 = Ax ◦Ax = ATAx ◦ x = AATx ◦ x = ATx ◦ATx = ‖ATx‖2 ,
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e dunque, essendo
(A− ξI)T = AT − ξ∗I ,

si ha
‖(A− ξI)x‖2 = 0 ⇐⇒ ‖(AT − ξ∗I)x‖2 = 0.

Inoltre autovettori associati ad autovalori distinti sono ortogonali tra loro in quanto

Ax1 = ξ1x1

Ax2 = ξ2x2

 ⇐⇒ ξ1(x1 ◦ x2) = Ax1 ◦ x2 = x1 ◦ATx2 =

x1 ◦ ξ∗2x2 = ξ2(x1 ◦ x2)

che seξ1 �= ξ2 , implica
x1 ◦ x2 = 0 .

Ora l’equazione caratteristica diA ammette almeno una radice nel campo complesso
e dunque esiste un autovettorex1 di A in X .

Se W 1 è il sottospazio diX generato dax1 , risultandoW 1 invariante rispetto
ad A , ed essendoA normale tale sar`a ancheW⊥

1 . La restrizione diA a W⊥
1 è

ancora normale e dunque per iterazione si giunge al risultato.

Esercizi

• Mostrare che:

- Se A è simmetrico eAx = ξx allora ξ = ξ∗ ,cioè ξ è reale.

- SeA è emisimmetrico eAx = ξx allora ξ = −ξ∗ , cioè ξ è immaginario.

- Se A è isometrico eAx = ξx allora | ξ | = (ξξ∗)1/2 = 1 .

Dunque un operatore simmetricoA su U ha autovalori tutti reali ed esiste una
base ortonormale diU costituita da autovettori diA .

Se {e1, e2, . . . , en} è una base diU costituita da autovettori dell’operatoreA ,
la matrice associata adA rispetto a tale base `e data da:

[A ] = diag(λ1, λ2, . . . , λn) =


λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0

...
...

.. .
...

0 0 . . . λn

 ,

dove λ1, λ2, . . . , λn sono gli autovalori diA corrispondenti rispettivamente agli au-
tovettori e1, e2, . . . , en . Infatti

Aei = Akiek = λiei ⇒ Aki = λiδik .
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Si noti che nell’ultimo termine non va effettuata la sommatoria rispetto adi .

Se R è un’isometria essa ammette autovalori di modulo 1 e dunque del tipo:

ξ = ±1 reali ⇐⇒
{

Au = +u

Ae = −e

ξ = exp(±iα)
complessi

coniugati
⇐⇒

{
Av = cosαv − sinαw

Aw = sinαv + cosαw

⇐⇒



u . e = 0

v . e = 0

v . u = 0

w . e = 0

w . u = 0

v . w = 0

.

Se {e1, e2, . . . , en} è una base ortonormale diU costituita da autovettori di
R associati agli autovalori reali±1 , o dalla parte reale e quella immaginaria degli
autovettori associati agli autovalori complessi e coniugatie±iα , la matrice associata ad
R sarà dunque del tipo a blocchi

I
−I

cosα −sinα
sinα cosα

...

 ,

dove I = diag(1, 1, . . . , 1) e −I = diag(−1,−1, . . . ,−1) .

Dunque l’isometriaR gode delle seguenti propriet`a

• lascia invariati i vettori dell’autospazio associato all’autovalore1 ,

• produce una riflessione dei vettori dell’autospazio associato all’autovalore−1 ed
una rotazione di ampiezzaα dei vettori del sottospazio invariante bidimensionale
associato agli autovalori complessi e coniugatie± i α .

Se−1 nonè un autovalore diR , si ha che detR = 1 e l’isometriaR è detta propria,
altrimentiè detta impropria.

Nello spazio tridimensionale, essendo dimU = 3 , se α �= 2 k π , con k intero,
una isometria propriaR rappresenta una rotazione di ampiezzaα attorno ad un asse
fisso individuato dall’autospazio monodimensionale associato all’autovalore unitario.

Si noti inoltre che seR è una isometria anche−R è una isometria.
Essendo det(−R) = (−1)n detR con n = dim U , il cambiamento di segno

trasforma una isometria propria in una impropria e viceversa sen è dispari.
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7.2. Teorema di decomposizione polare.SeF è un operatore lineare edetF �= 0
esso pùo decomporsi nei prodotti

F = RU = VR (decomposizione polare)

doveU e V sono operatori lineari simmetrici e definiti positivi:

Ue . e > 0 Ve . e > 0 ∀ e ∈ U − {0}

edR è un’isometria.

Dim. Esiste infatti una base ortonormale costituita da autovettori dell’operatore simme-
trico e definito positivoFTF , la cui matrice rispetto a tale base `e diag(λ1, λ2, . . . , λn)
dove λi > 0 sono gli autovalori diFTF .

L’operatoreU = (FTF)1/2 è quindi definito come quello rappresentato rispetto
alla base principale dalla matrice diag(λ1/2

1 , λ
1/2
2 , . . . , λ1/2

n
) .

La definizione diV = (FFT )1/2 è analoga.

Esercizi

• Dimostrare cheR = FU−1 = V−1F è un’isometria e che la decomposizione

è unica.

• Mostrare che gli operatoriU e V hanno gli stessi autovalori e che seui e vi

sono autovettori corrispondenti diU e V si ha:

vi = Rui.

7.3. Prodotto tensoriale e rappresentazione spettrale

Sia U uno spazio vettoriale con prodotto interno ea , b due vettori diU .
Il prodotto tensorialea⊗ b è l’operatore lineare definito dall’identit`a

(a⊗ b) e = a(b . e) ∀ e ∈ U .

In termini di componenti rispetto ad una base ortonormale{ei} (i = 1, . . . , n) si ha

(a⊗ b)ij = (a⊗ b)ej
. ei = (a . ei)(b . ej) = aibj i = 1, 2, . . . , n.

Se A è un operatore simmetrico,{ei} è una base diU costituita da autovettori diA
e λi sono i corrispondenti autovalori, sussiste la rappresentazione

A =
n∑

i=1
λi (ei ⊗ ei) ,

detta anche larappresentazione spettraledi A .
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8. MATRICI DI HAAR E DI GRAM

Siano {ai} e {bi} ( i = 1, 2, . . . , n ) due arbitrarie n-uple di vettori diU e sia
{ei} ( i = 1, 2, . . . , n ) una base ortonormale diU .

Si considerino quindi gli operatori lineariA e B definiti da

Aei = ai , Bei = bi i = 1, 2, . . . , n .

e le funzioni determinante{
∆{ai} = ∆{a1, . . . ,an} = detA ,

∆{bi} = ∆{b1, . . . ,bn} = detB .

Si noti che le funzioni determinante sono indipendenti dalla particolare scelta della base
ortonormale{ei} di U .

La matrice quadrata[H ] il cui generico elemento `e dato da

Hij = ai
. bj

è detta lamatricedi Haar 14 associata allen-uple di vettori{ai} e {bi} di U .
Risulta

Hij = ai
. bj = Aei

. Bej = Akiek
. Bsjes = AkiBsjδsk = AT

ik
Bkj,

e dunque
[H ] = [A ]T [B ] .

Di conseguenza si ha che

det [H ] = det([A ]T [B ]) = det [A ]T det [B ] = det [A ] det [B ] .

La matrice diHaar è dunque non singolare se e solo se len-uple di vettori {ai} e
{bi} sono linearmente indipendenti.

La matrice simmetrica[G ] definita da

Gij = ai
. aj i, j = 1, 2, . . . , n

è detta lamatricedi Gram 15 associata ai vettori{ai}.
Si ha dunque che

det [G ] = det([A ]T [A ]) = ( det [A ])2 ≥ 0.

Pertanto det[G ] = 0 se e solo se detA = 0 e cioè se e solo se i vettori{ai} non
costituiscono una base.

14 Alfréd Haar (1855-1933). Matematico ungherese allievo diHilbert a Göttingen. Fond`o
insieme aF. Riesz l’Università e la Scuola di Matematica a Szeged.

15 Jorgen Pedersen Gram (1850-1916). Matematico danese puro ed applicato. Lavorando nella
compagnia di assicurazioni Hafnia si interess`o di probabilità e di analisi numerica. I suoi maggiori contributi
alla matematica pura sono nel campo dell’algebra e della teoria dei numeri.
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Esercizio

• Mostrare che se{ai} è una base diU il prodotto interno tra due vettorix,y ∈ U
in termini di componenti rispetto alla base{ai} si scrive

x . y = Gij xi yj = [G ] [y ] . [x ] = [G ] [x ] . [y ]

dove[G ] è la matrice di Gram della base{ai} , [x ] e [y ] sono i vettori delle

componenti dix e y . Il punto denota sia il prodotto interno inU che quello

usuale in�n .

9. SPAZI VETTORIALI TRIDIMENSIONALI

Sia {ei} (i = 1, 2, 3) una base ortonormale edu e v vettori di uno spazio
vettorialeU di dimensione 3.

Il prodotto vettorialeu× v è definito da

(u× v)i = εijk uj vk .

Sia Ω un operatore emisimmetrico suU . Il vettore ω definito dalla identit`a

Ωa = ω × a ∀a ∈ U ,

si dice ilvettore assialeassociato all’operatoreΩ, e si scrive

ω = axialΩ.

La funzione axial `e biunivoca. In termini di componenti si ha

Ωej = Ωij ei = ω × ej = (ω × ej)i ei = (εikq ωk δjq) ei = εikj ωk ei ,

e dunque
Ωij = −εijk ωk ,

ed esplicitamente

[Ω ] =


0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 .

Viceversa si ha:

εijk Ωjk = −εijk εjkq ωq = −εijk εqjk ωq = −2 ωi

e cioè

ωi = −1
2

εijk Ωjk ,

ed esplicitamente

[ω ] =

∣∣∣∣∣∣∣
ω1

ω2

ω3

∣∣∣∣∣∣∣ =
1
2


Ω32 −Ω23

Ω13 −Ω31

Ω21 −Ω12

 .
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Esercizio

• Mostrare che
a× b = −b× a

(a× b) . a = (a× b) . b = 0 .

Se a e b sono vettori non nulli diU , il coseno dell’angoloα tra a e b si
definisce mediante il prodotto interno:

cosα =
a . b

‖ a ‖ ‖ b ‖ .

Cio è lecito in quanto la disuguaglianza diSchwarz assicura che| cosα | ≤ 1 .
Si noti ora che

‖ a× b ‖2 = (εijk aj bk) (εipqap bq) = (δjp δkq − δjq δkp) aj ap bk bq =

= aj aj bk bk − aj bk ak bj = ‖ a ‖2 ‖ b ‖2 − (a . b)2,

e dunque:

| sinα | = (1− cos2α)1/2 =
‖ a× b ‖
‖ a ‖ ‖ b ‖ .

Il prodotto esternoa ∧ b è l’operatore emisimmetrico associato al vettore assiale
−(a× b) e cioè

a× b = −axial(a ∧ b) = −2 axial emi(a⊗ b)

ed in termini di componenti

(a ∧ b)ij = εijk εkrs ar bs

od esplicitamente

[a ∧ b ] =


0 a1b2 − a2b1 a1b3 − a3b1

a2b1 − a1b2 0 a2b3 − a3b2

a3b1 − a1b3 a3b2 − a2b3 0

 .

Sia R una isometria propria diU ( detR = 1 ) che non coincida con l’identit`a e
{e1, e2, e3} una base ortonormale diU rispetto alla qualeR assume la forma canonica

[R ] =


1 0 0

0 cosα −sinα

0 sinα cosα

 .
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Sia Ω = 1
2(R−RT ) = 1

2 (R−R−1) la parte emisimmetrica diR

[Ω ] =


0 0 0

0 0 −sinα

0 sinα 0

 .

Il vettore ω = axialΩ appartiene al sottospazio monodimensionale invariante rispetto
ad R detto l’asse della rotazione. Infatti `e immediato verificare che

ω = (sinα) e1.

Si ha dunque
| sinα | = ‖ ω ‖

ed essendo inoltre
tr R = 2cosα + 1,

si ha

cosα =
1
2
( tr R− 1).

Il segno di sinα (e dunque diα ) è determinato dall’orientamento diω rispetto
ad e1 .
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1. FORME INVARIANTI

Le nozioni introdotte precedentemente possono essere estese e completate facendo
ricorso alla teoria delle forme multilineari.

1.1. k-forme, funzioni determinante ed invarianti

Una funzione scalare (a valori reali) su di un campo vettorialeV di dimensione
n è detta unaformaseè lineare, e cio`e additiva ed omogenea.

Considerando il prodotto cartesianoV k = V × V×, . . . × V ( k copie di V )
con k ≤ n una funzione scalaref : V k → � è unaforma k-lineare seè lineare
separatamente in ogni argomento.

L’insieme delle formek-lineari costituisce lo spazio vettoriale Lk(V,�) di di-
mensionenk .

• Una forma multilineareè alternante sef(v1, . . . ,vk) cambia segno quando due
qualsiasi argomenti sono scambiati di posto.

La funzionef è detta unaforma multilineare alternantedi ordine k su V o anche
una k-formasu V .

Dalla proprietà di alternanza segue che

• se due argomenti sono uguali il valore dellak-forma f è nullo,

• se un argomento dipende linearmente dai rimanenti, lak-forma f assume il valore
nullo.

Le n-formesi dicono di ordine massimo in quanto ogni forma di ordinek > n risulta
identicamente nulla in virt`u della propriet`a di alternanza.

Le n-forme su uno spazioV di dimensionen sono detteforme di volumeo forme
di volumee saranno denotate col simboloµ .

Si denoti conSn il gruppo delle permutazionisu n elementi e cio`e l’insieme delle
biiezioni σ : {1 . . . n} → {1 . . . n} con la struttura di gruppo indotta dall’operazione
di composizione. Tale gruppo ha ordine pari an! .

Unapermutazionèe dettapari odisparirispettivamente se si pu`o ottenere da quella
fondamentale mediante un numeropari o disparidi scambi di elementi.
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Sia inoltre sgn(σ) : Sn → {−1, 1} la funzione segnodefinita da

sgn(σ) =

{
+1 se σ è pari,

−1 se σ è dispari.

Essa gode della propriet`a

sgn(σ1 ◦ σ2) = sgn(σ1) sgn(σ2) .

• La proprietà di alternanza equivale ad assumere che per ogniσ ∈ Sn si abbia

µ(uσ(1), . . . ,uσ(n)) = sgn(σ) µ(u1, . . . ,un) .

Un risultato fondamentale `e il seguente16 (vedi p.e. [7], [10]).

Proposizione 1.1. Proprietà delle forme di volume. Le forme di volume suV
formano uno spazio vettoriale di dimensione1 . Una funzione determinante non banale
si annulla se e solo se l’insieme degli argomentiè linearmente dipendente.

Dim. Se {e1, . . . , en} è una base diV si pongaui =
n∑

k=1
α k

i ek .

Vale allora la formula

µ(u1, . . . ,un) =
∑
σ

ασ(1)
1 . . . ασ(n)

n
µ(eσ(1), . . . , eσ(n) ) ,

e quindi

µ(u1, . . . ,un) = µ(e1, . . . , en)
∑

σ∈Sn

sgn(σ)ασ(1)
1 . . . ασ(n)

n
.

Ne segue che una funzione determinante `e identicamente nulla se si annulla in cor-
rispondenza di una base.

Se µ e µ sono forme di volume, conµ non banale, risultaµ = λ µ . Infatti

µ(u1, . . . ,un) = µ(e1, . . . , en)
∑

σ∈Sn

sgn(σ)ασ(1)
1 . . . ασ(n)

n
,

ed il risultato segue ponendoλ = µ(e1, . . . , en) / µ(e1, . . . , en) .

16 Contributi importanti alla teoria dei determinanti furono portati daJames Joseph Sylvester
(1814-1897). Ebreo inglese, emigr`o negli Stati Uniti dove insegn`o alla John Hopkins University dal 1876
e poi ad Oxford dal 1884. Fu l’iniziatore della ricerca matematica negli U.S.A.Sylvester è noto per aver
formulato la Legge d’Inerzia delle forme quadratiche (1852). La prima dimostrazione della Legge d’Inerzia
è dovuta aJacobi nel 1857.
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Le forme di volume definiscono i dueorientamenti di uno spazio vettorialedi
dimensione finita. Ci`o si persegue suddividendo le forme di volume non banali in due
classi di equivalenza indotte dalla relazione

µ1 ∼ µ2 se µ1 = λ µ2 , λ > 0 .

Sia V uno spazio vettoriale tridimensionale,A ∈ L
{
V ; V

}
un operatore lineare

e µ una funzione determinante non banale. Si consideri quindi le forme di volume

µ1
A

(u1,u2,u3) : = µ(Au1,u2,u3) + µ(u1,Au2,u3) + µ(u1,u2,Au3) ,

µ2
A

(u1,u2,u3) : = µ(Au1,Au2,u3) + µ(u1,Au2,Au3) + µ(Au1,u2,Au3) ,

µ3
A

(u1,u2,u3) : = µ(Au1,Au2,Au3) .

Gli invarianti principali J1(A), J2(A), J3(A) dell’operatoreA ∈ L
{
U ; U

}
sono

definti in termini della funzione determinante dalle relazioni

µ1
A

= J1(A)µ ,

µ2
A

= J2(A)µ ,

µ3
A

= J3(A)µ .

e sono detti rispettivamente

• J1(A) l’ invariante lineareo traccia tr (A) ,

• J2(A) l’ invariante quadratico,

• J3(A) l’ invariante cubicoo determinantedet(A) .

Gli invarianti principali sono i coefficienti delpolinomio caratteristicoassociato allo
operatoreA . Infatti, sviluppando per multilinearit`a, si ha[

det(A− λ I)
]
µ(u1,u2,u3) = µ((A− λ I)u1, (A− λ I)u2, (A− λ I)u3) =

=
[
−λ3 + λ2 J1(A) + λ J2(A) + J3(A)

]
µ(u1,u2,u3) .

Un famoso risultato dovuto aA. Cayley 17 eW.R. Hamilton 18 stabilisce che

Proposizione 1.2. Teorema di Cayley-Hamilton. Ogni operatoreA è radice del
suo polinomio caratteristico −A3 + J1(A)A2 − J2(A)A + J3(A) = O .

17 Arthur Cayley (1821-1895). Professore di matematica a Cambridge, amico e collega del matema-
tico Sylvester, è considerato il creatore della teoria delle matrici.

18 William Rowan Hamilton (1805-1865). Professore di matematica al Trinity College di Dublino
è considerato il pi`u grande fisico e matematico inglese dopoNewton. Noto particolarmente per la scoperta
dei quaternioni, per aver fondato l’ottica geometrica e per le ricerche di dinamica.
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In modo analogo vengono definiti gli invarianti di un operatore lineare su uno
spazio lineareV di dimensionen considerando per1 ≤ k ≤ n il sottoinsieme delle
permutazioni

Sk,(n−k) ⊂ Sn

tali che σ(1) < . . . < σ(k) e σ(k + 1) < . . . < σ(n) , con S(0),n = Sn,(0) : = Sn .

Si definisce quindi per1 ≤ k ≤ n

µk
A

(u1, . . . ,un) : =
∑

σ∈Sk,(n−k)

sgn(σ) µ(Ae σ(1), . . . ,Ae σ(k), e σ(k+1), . . . , e σ(n)) .

Rispetto ad una base{e1, . . . , en} la matrice dell’operatore lineareA ∈ L
{
V ; V

}
è denotata conM(A) edè definita da

Aei = Mk
i ek .

Risulta allora

µ(e1, . . . ,Aek, . . . , en) = Mk
k µ(e1, . . . , ek, . . . , en) ,

µ(Ae1, . . . ,Aen) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ) M 1
σ(1) . . . Mn

σ(n) µ(e1, . . . , en) .

e dunque

tr (A) =
n∑

k=1
Mk

k ,

detA =
∑

σ∈Sn

sgn(σ) M 1
σ(1) . . . Mn

σ(n) .

I termini a secondo membro sono per definizione la traccia ed il determinante della
matriceM(A) . Si ha quindi che

tr A = tr M(A) , detA = detM(A) .

e cioè tutte le matrici simili associate ad un operatore lineare al variare della base hanno
la stessa traccia e lo stesso determinante. Tale risultato sussiste anche per gli altri
invarianti. In generale per1 ≤ k ≤ n l’invariante Jk(A) risulta pari alla somma dei
minori principali di ordinek :

Jk(A) =
∑

τ∈Sk

∑
σ∈Sk,(n−k)

sgn(τ) sgn(σ) M
τσ(1)

σ(1) . . . M
τσ(k)

σ(k) .

Per ogniA ∈ L
{
V ; V

}
e B ∈ L

{
V ; V

}
si ha

det(AB)µ(u1, . . . ,un) =µ(ABu1, . . . ,ABun) = ( detA) µ(Bu1, . . . ,Bun) =
=( detA) ( detB) µ(u1, . . . ,un) ,
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e dunque

det(AB) = ( detA) ( detB) = det(BA).

Dall’espressione della traccia in termini di una matrice associata si deduce che vale la
proprietà

tr (AB) = tr (BA) .

Infatti si ha che

tr (AB) = tr M(AB) =
n∑

k=1
M k

k
(AB) =

n∑
k,j=1

M j
k
(A)M k

j
(B) =

=
n∑

k,j=1
M k

j
(B)M j

k
(A) =

n∑
j=1

M j
j
(BA) = tr M(BA) = tr (BA) .

1.2. Spazi e basi duali

Siano

• V uno spazio lineare di dimensionen e {e1, . . . , en} una base diV ,

• V ′ lo spazio dualedelle forme lineariu∗ ∈ L
{
V ; �

}
su V .

Le forme {e1, . . . , en} di V ′ definite dalle condizioni

〈 ei , ej 〉 = δi
j j = 1, . . . , n ,

costituiscono una base diV ′ cheè detta labase dualedi {e1, . . . , en} .
Ne segue cheV e V ′ hanno la stessa dimensione.
Postou = ui ei e u∗ = ui e

i le componentiui e ui possono ottenersi mediante
i prodotti scalari

〈 u , ei 〉 = ui , 〈 u∗ , ei 〉 = ui i = 1, . . . , n .

Si consideri una trasformazione della base da{e1, . . . , en} a {e1, . . . , en} definita
dalla matrice

ei = Qk
i ek .

Risulta allora

u = ui ei = uk ek = Qi
k uk ei ⇒ ui = Qi

k uk .

La legge di trasformazione delle componenti `e quindicontrovarianterispetto a quella
dei vettori di base.

Per una formau∗ ∈ V ′ la legge di trasformazione `e invece

u∗i = 〈 u∗ , ei 〉 = 〈 u∗ , Qk
i ek 〉 = Qk

i u
∗
k .

La legge di trasformazione delle forme lineari `e quindicovarianterispetto a quella dei
vettori di base.
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1.3. Funzioni determinante duali

Nello spazio{V,g} si ponga

vI = {v1, . . . ,vn} ,

con I = {1, . . . , n} multiindice di ordinen di interi crescenti.
Analogamente nello spazio{V ′,g∗} si scriveuI = {u1, . . . ,un} .

La matrice diHaar associata allen-uple di vettoriuI = {u1, . . . ,un} ⊂ V ′ e
vI = {v1, . . . ,vn} ⊂ V è definita dalla relazione

H i
j(u

I ,vI) = 〈 ui , vj 〉

La funzione detH(uI ,vI) è multilineare alternante nei suoi argomenti e quindi `e il
prodotto di dueforme di volume dualiµ∗(uI) e µ(vI) tali che

µ∗(uI) µ(vI) = det H(uI ,vI) .

SianoA ∈ L
{
V ; V

}
e A′ ∈ L

{
V ′ ; V ′} operatori lineari duali

〈 v∗ , Au 〉 = 〈 A′v∗ , u 〉 ∀u ∈ V ∀v∗ ∈ V ′ .

Risulta allora

µ∗(A′u1, . . . ,A′un)µ(u1, . . . ,un) = det(〈 A′ui , uj 〉) = det(〈 ui , Auj 〉) =

=µ∗(u1, . . . ,un) µ(Au1, . . . ,Aun) ,

e quindi segue che det(A′) = det(A) .

2. ALGEBRA TENSORIALE

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione finita eV ′ lo spazio duale. Si denoti
con u ∈ V e u∗ ∈ V ′ gli elementi dei due spazi.

Un tensore doppiòe una forma bilineare su uno degli spazi prodotto

V × V , V ′ × V , V × V ′ , V ′ × V ′ .

Si adotti nel seguito la seguente notazione di tipo musicale (� bemolle,� diesis)

a�� ∈ Bil {V, V } , b�� ∈ Bil {V ′, V } , c�� ∈ Bil {V, V ′} , d�� ∈ Bil {V ′, V ′} .
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Ad ogni tensore doppio si associa una coppia di operatori lineari duali tramite le identit`a:

a��(u,v) = 〈 u , A��v 〉 con A�� ∈ L
{
V ; V ′}

a��(u,v) = 〈 (A′)��u , v 〉 con (A′)��∈ L
{
V ; V ′}

b��(u∗,v) = 〈 u∗ , B��v 〉 con B�� ∈ L
{
V ; V

}
b��(u∗,v) = 〈 (B′)��u∗ , v 〉 con (B′)��∈ L

{
V ′ ; V ′}

c��(v,u∗) = 〈 v , C��u∗ 〉 con C�� ∈ L
{
V ′ ; V ′}

c��(v,u∗) = 〈 (C′)��v , u∗ 〉 con (C′)��∈ L
{
V ; V

}
d��(u∗,v∗) = 〈 u∗ , D��v∗ 〉 con D�� ∈ L

{
V ′ ; V

}
d��(u∗,v∗) = 〈 (D′)��u∗ , v∗ 〉 con (D′)��∈ L

{
V ′ ; V

}
Si dice di tipo

(
p
q

)
un tensorep volte contravariante eq volte covariante. Dunque

• a�� ∈ Bil {V × V } è untensoredue volte covariante o di tipo
( 0

2

)
,

• d�� ∈ Bil {V ′ × V ′} è untensoredue volte contravariante o di tipo
( 2

0

)
,

• b�� ∈ Bil {V ′ × V } è un tensore mistouna volta controvariante ed una volta
covariante o di tipo

( 1
1

)
,

• c�� ∈ Bil {V × V ′} è un tensore mistouna volta covariante ed una volta con-
trovariante o di tipo

( 1
1

)
.

Analoga nomenclatura si applica in generale ai tensori definiti come forme multilineari
sul prodotto cartesiano din spazi vettoriali del tipoV o V ′ .

2.1. Tensori metrici

Nello spazio vettorialeV si consideri un prodotto interno e cio`e una forma bilin-
eare simmetrica e definita positivag ∈ L2(V ; �){

g (u,v) = g (v,u) ∀u,v ∈ V

g (u,u) ≥ 0 , g (u,u) = 0 ⇒ u = o .

Il tensoreg ∈ Bil {V, V } è detto iltensore metricodello spazio{V,g} .
Ad essoè associato un operatore lineareG ∈ L

{
V ; V ′} simmetrico e definito

positivo, tale che

〈 Gu , v 〉 = 〈 u , Gv 〉 = g (u,v) ∀u,v ∈ V .
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Proposizione 2.1. Teorema di rappresentazione. Il tensore metrico induce un
isomorfismoµ ∈ L

{
V ′ ; V

}
che associa ad ogni vettoreu∗ ∈ V ′ dello spazio

duale il vettoreµ(u∗) ∈ V tale che

〈 u∗ , v 〉 = g (µ(u∗),v) ∀v ∈ V .

Dim. Se {ei} è una base ortonormale di{V,g} si pongaµ(u∗) = 〈 u∗ , ek 〉 ek .
Essendog (ei, ek) = δik , risulta

g (µ(u∗), ei) = 〈 u∗ , ek 〉g (ek, ei) = 〈 u∗ , ei 〉 ,

e dunque l’eguaglianza vale per ogniv ∈ V .

L’isomorfismoµ ∈ L
{
V ′ ; V

}
induce nello spazio dualeV ′ un prodotto interno

definito da
g∗ (u∗,v∗) : = g (µ(u∗),µ(v∗)) .

I tensori metrici sono rispettivamente detti

• g = g�� tensore metricocovariante,

• g∗ = g∗�� tensore metricocontravariante.

Si noti che risulta

〈 Gµ(u∗) , v 〉 = g (µ(u∗),v) = 〈 u∗ , v 〉 ∀v ∈ V , ∀u∗ ∈ V ′ ,

g (µG (u),v) = 〈 G(u) , v 〉 = g (u,v) ∀v ∈ V , ∀u ∈ V ,

e dunqueGµ = I ∈ L
{
V ′ ; V ′} e µG = I ∈ L

{
V ; V

}
per cui

µ = G−1 ∈ L
{
V ′ ; V

}
, G = µ−1 ∈ L

{
V ; V ′} .

Ne segue che

g∗ (u∗,v∗) = g (µ(u∗),µ(v∗)) = 〈 Gµ(u∗) , µ(v∗) 〉 = 〈 u∗ , µ(v∗) 〉 .

Dunque l’isomorfismoµ = G−1 ∈ L
{
V ′ ; V

}
è l’operatore associato al tensore

metrico g∗ (u∗,v∗) .

Si consideri

• nello spazio{V,g} una base{ei , i = 1, . . . , n} ortonormale rispetto al prodotto
interno g ,

• nello spazio duale{V ′,g∗} una base{ei , i = 1, . . . , n} ortonormale rispetto al
prodotto internog∗ .

Allora
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• la base{µei , i = 1, . . . , n} di V è ortonormale in{V,g} edè in dualità con la
base{ei , i = 1, . . . , n} di V ′ ,

• la base{Gei , i = 1, . . . , n} di V ′ è ortonormale in{V ′,g∗} edè in dualità con
la base{ei , i = 1, . . . , n} di V .

Basta infatti osservare che

g∗ (Gei,Gek) = 〈 Gei , ek 〉 = g (ei, ek) = δik ,

g (µei,µek) = 〈 µei , ek 〉 = g∗ (ei, ek) = δik .

In uno spazio con prodotto interno{V,g} l’isomorfismo esistente tra gli spazi
duali V e V ′ consente di correlare i tensori doppia�� , a�� , a�� , a�� mediante formule
del tipo

a�� (u,v) = a�� (µ−1u,v) ∀u ∈ V ∀v ∈ V ,

a�� (u∗,v∗) = a�� (u∗,µv∗) ∀u∗ ∈ V ∀v∗ ∈ V .

Si noti che, con la notazione introdotta in questa sezione, l’operatore lineareG =
µ−1 ∈ L

{
V ; V ′} e l’isomorfismo µ ∈ L

{
V ′ ; V

}
associati al tensore metrico

g ∈ Bil {V ; V } si scrivonoG�� e µ�� .
E’ immediato verificare che valgono le regole di trasformazione

G�� A�� = A�� , G�� A�� = A�� , µ�� A�� = A�� , µ�� A�� = A�� ,

A�� G�� = A�� , A�� G�� = A�� , A�� µ�� = A�� , A�� µ�� = A�� .

Ne consegue che

G�� A�� µ�� = A�� , µ�� A�� G�� = A�� ,

G�� A�� G�� = A�� , µ�� A�� µ�� = A�� .

Poichè B�� ∈ L
{
V ; V

}
e B�� ∈ L

{
V ′ ; V ′} è possibile definire latracciadei tensori

doppi misti

tr (b��) : = tr (B��) = tr ((B′)��) ,

tr (c��) : = tr (C��) = tr ((C′)��) .

Si noti che risulta

tr (A��) = tr (G�� A�� µ��) = tr (µ�� G�� A��) = tr (I�� A��) = tr (A��)

e quindi anche tr(a��) = tr (a��) .
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2.2. Forme di volume

Nello spazio{V,g} si ponga

uI = {u1, . . . ,un} ,

con I = {1, . . . , n} multiindice di ordinen di interi crescenti. Una funzione deter-
minanteµ(uI) ènormalizzatase risulta

µ(uI) µ(vI) = detG(uI ,vI) ,

dove G(uI ,vI) è la matrice definita da

Gij(uI ,vI) : = g (ui ,vj) .

In {V,g} l’operatoreA∗ ∈ L
{
V ; V

}
aggiuntodi A ∈ L

{
V ; V

}
è definito dalla

identità
g (v,Au) = g (A∗v,u) , ∀u ∈ V , ∀v ∈ V .

Se A′ ∈ L
{
V ′ ; V ′} è l’operatore duale diA ∈ L

{
V ; V

}
risulta

g (v,Au) = 〈 Gv , Au 〉 = 〈 A′Gv , u 〉 ,

g (A∗v,u) = 〈 GA∗v , u 〉 = 〈 GA∗G−1Gv , u 〉 ,

e dunque la non singolarit`a di G ∈ L
{
V ; V ′} implica che

A′ = GA∗G−1 .

Risulta quindi

det(A∗) = det(A′) = det(A) .

Sia µ una funzione determinante normalizzata, e si consideri la matrice diGram

Gij(uI) : = g (ui ,uj) .

associata allan-upla di vettoriuI = {u1, . . . ,un } ⊂ {V,g} .
Sussiste la relazione

µ(uI)
2 = detG(uI) .

Pertanto la lista di vettoriuI = {u1, . . . ,un } ⊂ {V,g} è linearmente indipendente
se e solo se la corrispondente matrice diGram è non singolare.
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In uno spazio orientato{V,g} si dice:

forma di volumela funzione determinante normalizzata che in corrispondenza di
ogni base ortonormale in{V,g} positivamente orientata assume il valore unitario.

Sia µ l’elemento di volume nello spazio{V,g} e µ∗ è l’elemento di volume nello
spazio duale{V ′,g∗} e sianouI e uI basi duali in{V,g} e {V ′,g∗} . Risulta allora

µ∗(uI) µ(uI) = 1 ,

e quindi, definita la matriceG∗(uI) con la posizione

(G∗)ij(uI) = Gij(uI) : = g∗ (ui ,uj) ,

si ha che

µ∗(uI)2 = detG∗(uI) = 1
detG(uI)

.

Se la baseuI è ortonormale in{V,g} taleè anche la baseuI in {V ′,g∗} e risulta

µ∗(uI) = µ(uI) = 1 .

2.3. Prodotto tensoriale

Dati due spazi vettorialiV e U si definisca ilprodotto tensorialetra V e U
come una operazionebilineare

⊗ : V × U → V ⊗ U ,

che associa allo spazio prodottoV × U uno spazio vettorialeV ⊗ U e gode della
seguente propriet`a.

• Se ⊗̃ è una operazione bilineare che associa allo spazio prodottoV × U uno
spazio vettorialeV ⊗̃ U , allora esiste un’unica trasformazione lineare

L : V ⊗ U → V ⊗̃ U ,

tale che ⊗̃ = L ◦ ⊗ . La proprietà di unicità della trasformazione lineareL
equivale ad assumere che la mappa⊗ : V × U → V ⊗ U sia suriettiva.

Il prodotto tensoriale cos`ı definitoè unico a meno di un isomorfismo. Una trattazione
generale delle propriet`a del prodotto tensoriale pu`o essere trovata in [11].

Nel seguito, per semplicit`a, si svilupper`a una trattazione pi`u elementare.
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Si considerino due spazi dualiV e V ′ di dimensione finitan e siano

• {ei , i = 1, . . . , n} una base diV ,

• {ei , i = 1, . . . , n} la base duale inV ′ .

Si consideri quindi un tensorea del tipo
(

p
q

)
e cioè p volte contravariante eq

volte covariante.
Il tensorea può essere considerato equivalentemente come

• una forma multilineare sullo spazio prodotto

×p
q [V, V ′ ] : = V × . . .× V︸ ︷︷ ︸

p volte

×V ′ × . . .× V ′︸ ︷︷ ︸
q volte

,

• una forma lineare definita sullo spazio prodotto tensoriale

⊗p
q [V, V ′ ] : = V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸

p volte

⊗V ′ ⊗ . . .⊗ V ′︸ ︷︷ ︸
q volte

.

Per chiarire tale affermazione si consideri ad esempio un tensorea del quarto ordine e
del tipo

( 2
2

)
e cioè 2 volte contravariante e2 volte covariante.

I valori assunti dal tensorea in corrispondenza dei vettori

{u,v,u∗,v∗} ∈ V × V × V ′ × V ′ ,

possono essere espressi in funzione delle componenti rispetto ad una coppia di basi
duali in V e V ′ . A tal fine si definiscano le componenti

A k p
ij

: = a(ei, ej , e
k, ep) .

Si ha quindi chea(u,v,u∗,v∗) = A k p
ij

ui vj u∗k v∗p o equivalentemente

a(u,v,u∗,v∗) = A k p
ij

〈 u , ei 〉 〈 v , ej 〉 〈 u∗ , ek 〉 〈 v
∗ , ep 〉 .

Si definisca allora ilprodotto tensorialeu⊗v⊗u∗⊗v∗ come la forma multilineare
su V ′ × V ′ × V × V tale che

(u⊗ v ⊗ u∗ ⊗ v∗) (ei, ej , ek, ep) : = 〈 u , ei 〉 〈 v , ej 〉 〈 u∗ , ek 〉 〈 v
∗ , ep 〉 .

Analogamente si definsce la forma multilineare suV × V × V ′ × V ′

(ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ ep) (u,v,u∗,v∗) : = 〈 u , ei 〉 〈 v , ej 〉 〈 u∗ , ek 〉 〈 v
∗ , ep 〉 .
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Si definisca quindi lospazio prodotto tensorialeV ⊗V ⊗V ′ ⊗V ′ associato allo spazio
prodotto cartesianoV ×V ×V ′ ×V ′ come lo spazio generato dalle forme multilineari
del tipo u⊗ v ⊗ u∗ ⊗ v∗ .

E’ evidente che lo spazioV ⊗V ⊗V ′⊗V ′ ammette una base costituita dai prodotti
tensorialiei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ ep con i, j, p, k = 1, . . . , n .

Allo spazio prodotto tensorialeV ⊗ V ⊗ V ′ ⊗ V ′ corrisponde uno spazio duale
V ′ ⊗ V ′ ⊗ V ⊗ V con ladualità indotta dal prodotto scalare

〈 u∗ ⊗ v∗ ⊗ u⊗ v , u⊗ v ⊗ u∗ ⊗ v∗ 〉 : = 〈 u∗ , u 〉 〈 v∗ , v 〉 〈 u , u∗ 〉 〈 v , v∗ 〉 .

Si può pertanto scrivere

a(u,v,u∗,v∗) = A k p
ij

〈 ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ ep , u⊗ v ⊗ u∗ ⊗ v∗ 〉 .

Il tensorea su V ×V ×V ′ ×V ′ viene cos`ı ad essere identificato con una forma lineare
su V ⊗ V ⊗ V ′ ⊗ V ′

a ≡ A k p
ij

(ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ ep) ,

e cioè con un elemento dello spazioV ′ ⊗ V ′ ⊗ V ⊗ V duale diV ⊗ V ⊗ V ′ ⊗ V ′ .

Il prodotto tensorialedi due tensori doppi qualsiasia(u,v) e b(u,v) è il tensore

(a⊗ b) (u,v,u,v) : = a(u,v) b(u,v) .

Le componenti dia⊗ b si esprimono in funzione di quelle dia e b

a(u,v) = Aij(ei ⊗ ej) ,

b(u,v) = Bij(ei ⊗ ej) ,

mediante la formula

a⊗ b = AijBkp (ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ ep) .

2.4. Espressioni dei tensori metrici

In uno spazio con prodotto interno{V,g} si consideri una base ortonormale
{ei , i = 1, . . . , n} cosı̀ che

g (ei, ek) = δik .

Nello spazio duale{V ′,g∗} si consideri una base ortonormale{ei , i = 1, . . . , n}
rispetto al prodotto interno in esso indotto dag , cioè tale che

g∗ (ei, ek) = δik .
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Proposizione 2.2. I tensori metrici covarianteg e contravarianteg∗ possono essere
espressi in termini di prodotti tensoriali mediante le formule

i) g =
n∑

k=1
ek ⊗ ek ,

ii) g∗ =
n∑

k=1
ek ⊗ ek .

Dim. Dimostrazione dellai) . Considerando la base{µei , i = 1, . . . , n} ortonormale
in {V,g} e duale di{ei , i = 1, . . . , n} , ponendo

u =
n∑

k=1
ui µei , v =

n∑
k=1

vk µek ,

ed osservando che

g (u,v) = g (µei,µek) ui vk =
n∑

k=1
uk vk =

n∑
k=1

〈 ek , u 〉 〈 ek , v 〉 =

=
n∑

k=1
(ek ⊗ ek)(u,v) ,

si ottiene il risultato.

Si noti che valgono le formule

i) g (u,v) = 〈 g , u⊗ v 〉 ,

ii) g∗ (u∗,v∗) = 〈 g∗ , u∗ ⊗ v∗ 〉 .

Se le basi{ei , i = 1, . . . , n} in {V,g} ed {ei , i = 1, . . . , n} in {V ′,g∗} sono duali,
i tensori metrici hanno le espressioni

i) g =
n∑

i,j=1
g (ei, ej) e

i ⊗ ej ,

ii) g∗ =
n∑

i,j=1
g∗ (ei, ej) ei ⊗ ej .
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2.5. Operazioni di contrazione

Un’analoga definizione vale per una qualsiasi coppia di tensori. E’ facile verificare
che il prodotto tensoriale gode della propriet`a associativa.

Sia a�� un tensore doppio misto eA�� ∈ L
{
V ; V

}
e A�� ∈ L

{
V ′ ; V ′} gli operatori

duali ad esso associati tramite l’identit`a

a��(u∗,v) = 〈 u∗ , A��v 〉 = 〈 A��u∗ , v 〉 .

• Si definiscecontrazionedel tensorea�� la traccia tr(A��) = tr (A��) .

Si consideri un tensore di ordinen , e per semplificare le notazioni si pongan = 4 ,
del tipo

a����(u,v,u∗,v∗) .

Effettuando lacontrazionetra due argomenti, uno inV e l’altro in V ′ si ottiene un
tensore di ordinen− 2 .

• L’ operazione di contrazionetra u ∈ V e u∗ ∈ V ′ , denotata conC[u∗,u ] , in
corrispondenza del tensorea����(u,v,u∗,v∗) ha per risultato il tensore doppio

a��(v,v∗) = C[u,u∗ ]a����(u,v,u∗,v∗) : = tr
[
A��(v,v∗)

]
= tr

[
A��(v,v∗)

]
.

Gli operatori duali

A��(v,v∗) ∈ L
{
V ′ ; V ′} , A��(v,v∗) ∈ L

{
V ; V

}
,

sono definiti, per ogni fissata coppia{v,v∗} , dalle identità

〈 u∗ , A��(v,v∗)u 〉 = 〈 A��(v,v∗)u∗ , u 〉 : = a����(u,v,u∗,v∗) .

Tale definizione dell’operatoreC[u∗,u ] ha il vantaggio di essere invariante e cio`e
indipendente dalla rappresentazione del tensorea����(u,v,u∗,v∗) in termini di com-
ponenti rispetto ad una base.

E’ comunque essenziale esplicitare l’espressione dell’operatoreC[u∗,u ] in ter-
mini di componenti per poterne dedurre le principali propriet`a e per fornire una forma
esplicita del tensore contratto.
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A tal fine si osservi che, essendo

a����(u,v,u∗,v∗) = A kp
ij

(ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ ep)(u,v,u∗ v∗) =

= 〈 u∗ , A kp
ij

(ej ⊗ ep) (v,v∗) (ei ⊗ ek)u 〉 ,

risulta

A��(v,v∗) = A kp
ij

(ej ⊗ ep) (v,v∗) (ei ⊗ ek) .

Analogamente si deduce che

A��(v,v∗) = A kp
ij

(ej ⊗ ep) (v,v∗) (ek ⊗ ei) .

In definitiva si ha che

a��(v,v∗) = tr
[
A��(v,v∗)

]
= tr

[
A��(v,v∗)

]
= A kp

kj
(ej ⊗ ep) (v,v∗) .

Si può quindi concludere che in termini di componenti la contrazione tra il primo ed il
terzo argomento del tensore

a���� = A kp
ij

(ei ⊗ ej ⊗ ek ⊗ ep) ,

che si denota conC1
3(a

����) , si effettua eguagliando il primo ed il terzo indice ed
effettuando la relativa sommatoria per ottenere

C1
3(a

����) =
n∑

k=1
A kp

kj
(ej ⊗ ep) .

Dalla rappresentazione del tensore contratto in termini di componenti si deduce che lo
scalare che si ottiene effettuandon contrazioni successive in un tensore di ordine2 n
è indipendente dall’ordine con cui si effettuano le contrazioni.

Vale cioè l’eguaglianza (pern = 2 )

C[u,u∗ ] C[v,v∗ ]a����(u,v,u∗,v∗) =

C[v,v∗ ] C[u,u∗ ]a����(u,v,u∗,v∗) =
n∑

i=1

n∑
k=1

A ik
ik

.

In particolare effettuando la contrazioneC[u∗,u ] del tensoreu ⊗ v ⊗ u∗ ⊗ v∗ si
ottiene

C[u,u∗ ] (u⊗ v ⊗ u∗ ⊗ v∗) = 〈 u∗ , u 〉 (v ⊗ v∗) .
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• La traccia di un tensore doppio misto(a∗ ⊗ b) (u,u∗) : = 〈 a∗ , u 〉 〈 b , u∗ 〉 è
pari alla sua contrazione e quindi `e data da

tr (a∗ ⊗ b) = C[u,u∗ ] (a∗ ⊗ b) (u,u∗) = 〈 a∗ , b 〉 = a∗
k
bk

dove bk e a∗
k

sono le componenti dib e a∗ rispetto ad una coppia di basi duali,

{ek , k = 1, . . . , n} in V e {ek , k = 1, . . . , n} in V ′ .

• L’ operazione di contrazioneC[u∗,u ] tra una coppia ordinata di tensori

a��(u,v) , b��(u∗,v∗) ,

si definisce effettuando la contrazione del prodotto tensoriale

(a�� ⊗ b��)(u,v,u∗,v∗) : = a��(u,v)b��(u∗,v∗) ,

ottenendo cos`ı

C[u,u∗ ] (a�� ⊗ b��)(u,v,u∗,v∗) =
n∑

i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

Aki B
kj (ei ⊗ ej)(v,v∗) .

• Assegnata una coppia di tensori,

a��(u,v) , b��(u∗,v∗) ,

l’ operazione di contrazione completaha per risultato lo scalare che si ottiene
effettuandon contrazioni successive di due tensori di ordinen .

Il risultato è indipendente dall’ordine con cui si effettuano le contrazioni. Vale cio`e
l’eguaglianza (pern = 2 )

C[u,u∗ ] C[v,v∗ ] (a�� ⊗ b��)(u,v,u∗,v∗) =

C[v,v∗ ] C[u,u∗ ] (a�� ⊗ b��)(u,v,u∗,v∗) =
n∑

i=1

n∑
k=1

Aik Bik .

Analogamente si definisce l’operazione di contrazione completa tra coppie di tensori
del tipo

a��(u,v∗) , b��(u∗,v) ,

ed in generale tra coppie di tensori tali che le sequenze degli spazi prodotto di definizione
siano tali da far corrispondere, in posizioni omologhe, spazi in dualit`a.
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2.6. Prodotto interno tra tensori

In uno spazio con prodotto interno{V,g} si definisce

• prodotto internotra due tensori covarianti

a��(u,v) , b��(u,v) ,

lo scalare che si ottiene effettuando la contrazione completa tra i due tensori dopo
averli opportunamente trasformati. La trasformazione deve essere tale da rendere
possibile la contrazione completa, tenendo presente che `e lecito contrarre solo
coppie di variabili in dualit`a.

Il risultato è indipendente dalla trasformazione effettuata. Si pu`o quindi ad esempio
trasformare uno di essi in un tensore controvariante ed effettuare la contrazione completa
con l’altro, ovvero trasformare entrambi in tensori misti.

Posto allora
a��(Gu,Gv) : = a��(u,v) ,

e ricordando la definizione di prodotto tensoriale

(a�� ⊗ b��)(Gu,Gv,u,v) : = a��(Gu,Gv)b��(u,v) ,

il prodotto internoin Ln(V ; �) è espresso da

gn(a��,b��) : = C[u,Gu ] C[v,Gv ] (a�� ⊗ b��)(Gu,Gv,u,v) =

=
n∑

i,k=1
AikB

ik =
n∑

i,k=1
AikBik =

n∑
i,k=1

Ai
kB

k
i

=
n∑

i,k=1
A k

i
Bi

k .

Dalla definizione si evince che il prodotto interno tra due tensori fornisce il medesimo
risultato se l’operazione `e effettuata tra una qualsiasi delle coppie di tensori ottenibili
l’una dall’altra mediante una operazione di alterazione.

2.7. Forme esterne

Una forma multilineare alternante di ordinek sullo spazio linearen-dimensionale
V è anche detta unak-forma esternao k-forma differenzialesu V . Le k-forme esterne
formano uno spazio vettoriale denotato con

Λk(V ; �) ,

cheè un sottospazion!/(k!(n− k)!)-dimensionale di Lk(V ; �) .
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Per mostrarlo si introduca l’operatore lineare di alternazione

A ∈ L
{

Lk(V ; �) ; Lk(V ; �)
}

,

definito dalla propriet`a

(Af)(u1, . . . ,uk) =
1
k!

∑
σ∈Sk

sgn(σ) f(uσ(1), . . . ,uσ(k) ) .

E’ facile verificare che

• l’operatoreA ha per immagine il sottospazioΛk(V ; �) ⊂ Lk(V ; �) ,

• la restrizione diA a Λk(V ; �) è l’dentità,

• l’operatore lineareA è idempotente:A ◦ A = A .

Il prodotto esternodi due forme multilineariα ∈ Lk(V ; �) e β ∈ Lp(V ; �) è
quindi definito da

α ∧ β =
(k + p)!

k!p!
A (α⊗ β) .

Si consideri il sottoinsiemeSk,p ⊂ Sk+p delle permutazioni tali che

σ(1) < . . . < σ(k) , σ(k + 1) < . . . < σ(k + p) ,

e sia{ei , i = 1, . . . , n} una base diV .

Il prodotto esternodi due forme esterneα ∈ Λk(V ; �) e β ∈ Λp(V ; �) è dato
da

(α ∧ β) (e1, . . . , ek+p) =
∑

σ∈Sk,p

sgn(σ)α(eσ(1), . . . , eσ(k)) β(eσ(k+1), . . . , eσ(k+p)) .

Le principali proprietà del prodotto esterno sono le seguenti.

Se α ∈ Lk(V ; �) , β ∈ Lp(V ; �) e γ ∈ Ls(V ; �) si ha che

• α ∧ β = Aα ∧ β = α ∧ Aβ ,

• ∧ è bilineare,

• α ∧ β = (−1)kp β ∧α ,

• α ∧ (β ∧ γ) = (α ∧ β) ∧ γ =
(k + p + s)!

k!p!s!
A (α⊗ β ⊗ γ) .

Seαi ∈ L1(V ; �) con i = 1, . . . , k sono1-forme suV , il loro prodotto esterno
è una forma multilineare alternante di ordinek e cioè unak-forma esterna.
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In particolare seα ∈ L1(V ; �) è una1-forma suV si ha che

α ∧α = −1 α ∧α = o .

Se αi con 1 ≤ i ≤ k è una di -forma esterna suV , applicando ripetutamente la
regola di composizione del prodotto esterno si ha che

α1 ∧ · · · ∧αk =
(d1 + · · ·+ dk)!

d1! · · · dk!
A (α1 ⊗ · · · ⊗αk) .

In particolare se le formeαi sono1-forme risulta

α1 ∧ · · · ∧αk = k! A (α1 ⊗ · · · ⊗αk) .

Dunque dalla definizione diA segue che

(α1 ∧ · · · ∧αk) (e1, . . . , ek) =

=
∑

σ∈Sk

sgn(σ) 〈 α1 , eσ(1) 〉 · · · 〈 α
k , eσ(k) 〉 = det(〈 αi , ej 〉) .

Quindi se le basi{ei , i = 1, . . . , n} di V e {ei , i = 1, . . . , n} di V ′ sono in dualità,
risulta

(e1 ∧ · · · ∧ ek) (e1, . . . , ek) =

=
∑

σ∈Sk

sgn(σ) 〈 e1 , eσ(1) 〉 · · · 〈 e
k , eσ(k) 〉 = det(〈 ei , ej 〉) = 1 .

Se {V,g} è uno spazion-dimensionale con prodotto interno tale `e anche ogni
spazioΛk(V ; �) . Infatti il prodotto internoindotto in Λk(V ; �) è definito da

〈 α , β 〉g =
∑

i1<···<ik

Ai1···ik Bi1···ik ,

dove
Ai1···ik = α(ei1 , . . . eik) , Bi1···ik = β(ei1

, . . . eik
) ,

essendo

• {ei , i = 1, . . . , n} una base ortonormale in{V,g} ed

• {ei , i = 1, . . . , n} la base duale ortonormale in{V ′,g∗} .

Si noti che{ei = Gei , i = 1, . . . , n} .
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Osservazione 2.1.Il prodotto interno〈 α , β 〉g tra k-forme esterne diΛk(V ; �) ⊂
Lk(V ; �) non coincide con quellogk(α,β) definito in Lk(V ; �) e precisamente
risulta

〈 α , β 〉g =
1
k!

gk(α,β) .

Nel seguito la norma dellek-forme esterne si intende valutata rispetto al prodotto
interno 〈 α , β 〉g ponendo‖α ‖2 = 〈 α , α 〉g .

In conclusione

Proposizione 2.3. Lo spazio vettorialeΛk(V ; �) è un sottospazio diLk(V ; �) di
dimensione pari al numeron!/(k!(n− k)!) di combinazioni din elementi suk posti.
Una basèe costituita dai vettori indipendenti

{ei1 ∧ · · · ∧ eik | 1 < i1 < · · · < ik < n } ,

e si ha che

{ei , i = 1, . . . , n} ortonormale in{V,g} ⇐⇒
{ei , i = 1, . . . , n} ortonormale in{V ′,g∗} ⇒
{ei1 ∧ · · · ∧ eik | 1 < i1 < · · · < ik < n } ortonormale inΛk(V ; �) .

Dim. L’indipendenza lineare dei vettori considerati si deduce osservando che se risulta∑
i1<···<ik

Ai1···ik ei1 ∧ · · · ∧ eik = o ,

allora, formando il prodotto esterno con un sottoinsieme costituito dan − k vettori
{ejk+1 , . . . , ejn} della base{ei , i = 1, . . . , n} , si ottiene∑

i1<···<ik

Ai1···ik ei1 ∧ · · · ∧ eik ∧ ejk+1 ∧ · · · ∧ ejn = o ,

e cioè
Aj1···jk

e1 ∧ · · · ∧ en = o ,

dove {j1, . . . , jk} sono gli indici complementari di{jk+1, . . . , jn} .

Poichè e1 ∧ · · · ∧ en �= o in quanto(e1 ∧ · · · ∧ en) (e1, . . . , en) = 1 , ne segue
che i coefficientiAj1···jk

devono essere nulli.

Sia oraα ∈ Λk(V ) e si ponga

α =
∑

Ai1···ik ei1 ⊗ · · · ⊗ eik ,

dove la somma `e estesa a tutte le scelte degli indici{i1, . . . , ik} nell’insieme
{1, . . . , n} .
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Applicando l’operatoreA si ottiene

α = Aα =
∑

Ai1···ik
1
k!

ei1 ∧ · · · ∧ eik .

Si può assumere che i vettori{e1, . . . , en} sono tra loro distinti in quanto in corrispon-
denza delle altre scelte i coefficientiAi1···ik = α(ei1

, . . . , eik
) risultano nulli.

Raggruppando tutti i termini non nulli e notando che in ogni gruppo vi sonok!
addendi eguali in quanto ogni scambio di indici fa cambiare segno sia al coefficiente
che al prodotto esterno, si perviene all’espressione

α =
∑

i1<···<ik

Ai1···ik ei1 ∧ · · · ∧ eik .

Infine il fatto che l’ortonormalit`a della base{ei , i = 1, . . . , n} in {V,g} induce
l’ortonormalità della base{ei1 ∧ · · · ∧ eik | 1 < i1 < · · · < ik < n } in Λk(V ) è una
diretta conseguenza della definizione del prodotto interno indotto inΛk(V ) dal tensore
metrico g .

E’ facile verificare che

• un insieme di1-forme{α1, . . . ,αk} su V con k ≤ n è linearmente dipendente
se e solo se risultaα1 ∧ · · · ∧αk = o .

2.8. Stella di Hodge

Si noti che, posto dimV = n , gli spazi Λk(V ; �) e Λn−k(V ; �) hanno en-
trambi dimensione pari an!/(k!(n− k)!) .

Esiste quindi un isomorfismoL ∈ L
{
Λk(V ; �) ; Λn−k(V ; �)

}
.

Si osservi ora che perα,β ∈ Λk(V ) risulta α ∧ Lβ ∈ Λn(V ; �) e dunque
se µ ∈ Λn(V ; �) è una n-forma esterna non nulla si pu`o porre α ∧ Lβ = cµ con
c ∈ � .

In uno spazio con prodotto interno{V,g} con dimV = n la n-forma esterna non
nulla può essere univocamente scelta ponendola eguale alla relativaforma di volume.

Si ricordi che la forma di volume `e la forma µ ∈ Λn(V ; �) tale che
µ(e1, . . . en) = 1 in corrispondenza di ogni base{ei , i = 1, . . . , n} positivamente
orientata ed ortonormale in{V,g} . Si può quindi porre

µ = e1 ∧ · · · ∧ en .

Si noti poi che lo scalarec ∈ � tale cheα ∧ Lβ = cµ , deve dipendere linearmente
da α,β ∈ Λk(V ; �) .

E’ dunque naturale porrec = 〈 α , β 〉g , essendo〈 − , − 〉g il prodotto interno

indotto dag in Λk(V ; �) .
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Si perviene cos`ı alla definizione dell’operatore diHodge 19 .

L’ operatore stella diHodge � ∈ L
{
Λk(V ; �) ; Λn−k(V ; �)

}
è definito dalla

condizione

a) α ∧ �β = 〈 α , β 〉g µ , β ∈ Λk(V ; �) , ∀α ∈ Λk(V ; �) ,

che equivale a

b) � (eσ(1) ∧ · · · ∧ eσ(k)) = sgn(σ) (eσ(k+1) ∧ · · · ∧ eσ(n)) ,

per ogniσ ∈ Sk,(n−k) ⊂ Sn .

Per mostrare l’equivalenza tra le definizionia) e b) basta osservare che, al variare di
σ ∈ Sk,(n−k) ⊂ Sn ,

• i vettori eσ(1) ∧ · · · ∧ eσ(k) generano una baseg-ortonormale diΛk(V ; �) ,

• i vettori eσ(k+1) ∧ · · · ∧ eσ(n) generano una baseg-ortonormale diΛn−k(V ; �) .

Dunque se nellaa) si pone

α = ei1 ∧ · · · ∧ eik con 1 < i1 < · · · < ik < n , β = eσ(1) ∧ · · · ∧ eσ(k) ,

allora α ∧ �β = 〈 α , β 〉g µ �= o solo seα = eσ(1) ∧ · · · ∧ eσ(k) .

Ne segue che deve essere�β = c eσ(k+1) ∧ · · · ∧ eσ(n) con c ∈ � .
Pertantoα ∧ �β = c eσ(1) ∧ · · · ∧ eσ(n) = 〈 α , β 〉g µ = µ e quindi c = sgn(σ) .

Viceversaè facile mostrare che lab) implica la a) applicando ambo i membri ad
una base ortonormale.

Le principali proprietà stella diHodge sono le seguenti

i) α ∧ �β = β ∧ �α = 〈 α , β 〉g µ , ∀α,β ∈ Λk(V ; �) ,

ii) �1 = µ , �µ = 1 ,

iii) � � α = (−1)k(n−k)α , ∀α ∈ Λk(V ; �) ,

iv) 〈 � α , �β 〉g = 〈 α , β 〉g , ∀α,β ∈ Λk(V ; �) ,

v) 〈 α ∧ γ , µ 〉g = 〈 � α , γ 〉g , ∀α ∈ Λk(V ; �) ,γ ∈ Λn−k(V ; �) ,

vi) α ∧ γ = 〈 � α , γ 〉g µ , ∀α ∈ Λk(V ; �) ,γ ∈ Λn−k(V ; �) .

19 William Vallance Douglas Hodge (1903-1975). Allievo di Whittaker ad Edinburgo in
Scozia. Studi`o a Cambridge dove divenne professore di matematica. Particolarmente rilevante `e la sua teoria
degli integrali armonici.
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La i) è dovuta alla simmetria del prodotto interno. Leii) seguono da

1 ∧ �1 = 〈 1 , 1 〉g µ = µ ⇒ �1 = µ ,

µ ∧ �µ = 〈 µ , µ 〉g µ = µ ⇒ �µ = 1 .

La proprietà iii) è di immediata verifica facendo riferimento alla definizioneb) della
stella diHodge in termini di prodotti esterni. La propriet`a iv) segue dalle relazioni

〈 �α , �β 〉g µ = �α∧��β = (−1)(n−k)k �α∧β = β∧�α = α∧�β = 〈 α , β 〉g µ .

Le v) e vi) sono equivalenti tra loro ed allaa) . Possono pertanto essere assunte quali
definizioni alternative della stella diHodge. Per mostrarlo si osservi che l’equivalenza
delle v) e vi) segue dall’implicazione

〈 α ∧ γ , µ 〉 = 〈 � α , γ 〉g 〈 µ , µ 〉 = 〈 � α , γ 〉g ⇒ α ∧ γ = 〈 � α , γ 〉g µ ,

valida in quanto, essendo dimΛn(V ; �) = 1 , le forme

µ ∈ Λn(V ; �) , α ∧ γ ∈ Λn(V ; �) ,

sono tra loro proporzionali.
Inoltre dalla definizionea) e dalla iv) , ponendoγ = �β , si deduce lavi) .

Viceversa dallavi) si deduce lab) con un ragionamento del tutto simile a quello visto
in precedenza partendo dallaa) .

2.9. Prodotto di Gibbs

Sia {V,g} con dimV = n uno spazio orientato.

Il prodotto diGibbs tra due forme esterneα ∈ Λk(V ; �) e β ∈ Λp(V ; �) con
k + p < n è la forma esterna di ordinen− k − p definita da

α× β : = �(α ∧ β) .

Una nuova definizione dell’operatore diHodge, in cui i ruoli degli spazi orientati
{V,g} e {V ′,g∗} sono scambiati, consente di definire il prodotto diGibbs 20 tra
vettori di {V,g} . Sia µ∗ l’elemento di volume in{V ′,g∗} .

20 Josiah Willard Gibbs (1839-1903). Nato nel Connecticut da famiglia di origine inglese, studi`o
a Yale. Viaggiò in Europa ed a Heidelberg conobbeKirchhoff eHelmholtz dai quali rimase fortemente
influenzato. Nel 1876 pubblic`o il lavoroOn the Equilibrium of Heterogeneous Substancesche lo rese famoso e
impression`oMaxwell. A Gibbs è dovuto lo sviluppo del calcolo vettoriale diGrassmann che soppiant`o
nelle applicazioni alla fisica quello basato sui quaternioni diHamilton. Di grande rilievo furono anche le
sue ricerche in meccanica statistica che apparvero nel testoElementary Principles in Statistical Mechanics.
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L’ operatore stella diHodge ∗ ∈ L
{
Λk(V ′ ; �) ; Λn−k(V ′ ; �)

}
è definito dalla

condizione variazionale

α∗ ∧ ∗β∗ = 〈 α∗ , β∗ 〉g∗ µ∗ , β∗ ∈ Λk(V ′) , ∀α∗ ∈ Λk(V ′) ,

che equivale a

∗ (eσ(1) ∧ · · · ∧ eσ(k)) = sgn(σ) (eσ(k+1) ∧ · · · ∧ eσ(n)) ,

per ogniσ ∈ Sk,(n−k) ⊂ Sn .

Osservando cheu,v ∈ V = V ′′ = Λ1(V ′ ; �) , il prodotto diGibbs tra vettori dello
spazio orientato{V,g} è definito da

u× v : = ∗
(
u ∧ v

)
∈ Λn−2(V ′ ; �) .

Dalla definizione di prodotto esterno si ha che

u ∧ v : = 2 A (u⊗ v) = u⊗ v − v ⊗ u .

Il prodotto diGibbs gode della propriet`a involutiva

∗(u× v) = ∗ ∗ (u ∧ v) = (−1)2(n−2)(u ∧ v) = u ∧ v .

Si deduce ora un’identit`a notevole. Ponendo

‖u ‖2 = g(u,u) , (( u , v )) = g(u,v) ,

si ha che

〈 u⊗ v , Gu⊗Gv 〉 = 〈 u , Gu 〉 〈 v , Gv 〉 = ‖u ‖2 ‖v ‖2 ,

〈 u⊗ v , Gv ⊗Gu 〉 = 〈 u , Gv 〉2 = (( u , v ))2 .

Ne segue che risulta

〈 u ∧ v , Gu ∧Gv 〉 = 〈 u⊗ v − v ⊗ u , Gu⊗Gv −Gv ⊗Gu 〉 =

= 2
[
‖u ‖2 ‖v ‖2 − (( u , v ))2

]
.

Si può dunque concludere che vale la relazione

‖u ∧ v ‖2 = ‖u× v ‖2 = 1
2 〈 u ∧ v , Gu ∧Gv 〉 = ‖u ‖2 ‖v ‖2 − (( u , v ))2 .
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Da essa pu`o dedursi in particolare la diseguaglianza diCauchy-Schwarznel contesto
degli spazi vettoriali di dimensione finita. Si noti inoltre che ponendo

cosα =
(( u , v ))

‖u ‖ ‖v ‖ , | sinα | = ‖u× v ‖
‖u ‖ ‖v ‖ ,

la relazione precedente diventa sin2α + cos2α = 1 .
Si deduce ora una espressione per il doppio prodotto diGibbs.
Preliminarmente si osservi che, essendo

u× v ∈ Λn−2(V ′ ; �) , (u× v) ∧ x ∈ Λn−1(V ′ ; �) ,

risulta (u× v)× x = ∗
[
(u× v) ∧ x

]
∈ Λ1(V ′) = V ′′ = V . Si osservi ora che

〈 (u× v)× x , y 〉g = 〈 ∗
[
(u× v) ∧ x

]
, y 〉g = 〈

[
(u× v) ∧ x ∧ y

]
, µ 〉g .

Poichè (u×v)∧x∧y ∈ Λn(V ′ ; �) si può porre(u×v)∧x∧y = cµ . Daltronde
si ha che

(u× v) ∧ x ∧ y = ∗(u ∧ v) ∧ (x ∧ y) = 〈 u ∧ v , x ∧ y 〉g µ ,

e quindi risulta

〈 (u× v)× x , y 〉g = c = 〈 u ∧ v , x ∧ y 〉g .

Essendo dunque

〈 u ∧ v , x ∧ y 〉g = 1
2 (( u⊗ v − v ⊗ u , x⊗ y − y ⊗ x )) =

= (( u , x ))(( v , y ))− (( v , x ))〈 u , y 〉 ,

si può concludere che

(u× v)× x = (( u , x )) v − (( v , x )) u .

2.10. Prodotto vettoriale

Se dimV = 3 il prodotto diGibbs u × v di due vettoriu,v ∈ {V,g}, è un
vettore di{V,g} definito da

u× v : = ∗(u ∧ v) .

dettoprodotto vettorialedi u per v .
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L’operatore stella diHodge ∗ ∈ L
{
Λ1(V ′ ; �) ; Λ2(V ′ ; �)

}
tra i vettoriu,v ∈

{V,g} ha l’espressione

u ∧ ∗v = 〈 u , v 〉g∗ µ∗ = g (u,v)µ∗ , ∀u,v ∈ {V,g} .

Si noti che

g(u× v,u) = 〈 u× v , u 〉g∗ = 〈 ∗ (u ∧ v) , u 〉g∗ = 〈 u ∧ v ∧ u , µ∗ 〉g∗ = 0 ,

g(u× v,v) = 〈 u× v , v 〉g∗ = 〈 ∗ (u ∧ v) , v 〉g∗ = 〈 u ∧ v ∧ v , µ∗ 〉g∗ = 0 .

Dunque

• se i vettoriu,v ∈ V sono proporzionali, il prodottou× v è nullo,

• se i vettoriu,v ∈ V sono non nulli e non proporzionali il prodottou × v è un
vettore non nullo ortogonale al piano generato dai vettoriu,v ∈ {V,g} .

Si osservi ora che sussiste la seguente notevole identit`a che pu`o essere assunta come
definizione alternativa dell’operazione prodotto vettoriale.

g (u1 × u2,u3) = µ(u1,u2,u3) , ∀ui ∈ V i = 1, 2, 3 .

Infatti risulta

g (u1 × u2,u3) =〈 u1 × u2 , u3 〉g∗ = 〈 ∗ (u1 ∧ u2) , u3 〉g∗ =

= 〈 u1 ∧ u2 ∧ u3 , µ∗ 〉g∗ = c .

Ponendou1 ∧ u2 ∧ u3 = cµ∗ si ha che

(u1 ∧ u2 ∧ u3)(Gu1,Gu2,Gu3) = det[g (ui,uj) ] =

=µ(u1,u2,u3)
2 = µ∗(Gu1,Gu2,Gu3)

2 ,

e quindi c = µ(u1,u2,u3) .
Dall’identità segue in particolare che

µ(u,v,u× v) = ‖u× v ‖2 = ‖u ‖2 ‖v ‖2 − (( u , v ))2 .

Dunque dalla relazione

µ(u,v,
u× v
‖u× v ‖ ) = ‖u× v ‖ ,
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si deduce che

• la terna{u,v,u× v} è una base di{V,g} positivamente orientata,

• la norma‖u × v ‖ del prodotto vettoriale `e pari alla misura dell’area del paral-
lelogramma di latiu e v .

Vale inoltre l’identità

(v ∧ u)(x,y) = 〈 (u× v)× x , y 〉 , ∀x,y ∈ V ,

che in forza della relazioneu ∧ v = u⊗ v − v ⊗ u equivale a

(u× v)× x = 〈 u , x 〉v − 〈 v , x 〉u , ∀u,v,x ∈ V .

Considerando quindi l’operatore lineare(v ∧ u) ∈ L
{
V ; V ′} associato al tensore

emisimmetrico(v ∧ u) ∈ Λ2(V ; �) tramite la relazione

〈 (v ∧ u)[x ] , y 〉 = (v ∧ u)(x,y) , ∀x,y ∈ V ,

si deduce che sussiste la relazione

(v ∧ u)[x ] = (u× v)× x , ∀x ∈ V .

Il prodotto vettorialeu×v è pertanto il vettore assiale associato al tensore emisim-
metrico v ∧ u . Si ha cioè che

(u× v) = −axial(u ∧ v) .

2.11. Tensore cofattore

In uno spazio con prodotto interno{V,g} sia a ∈ L(V, V ; �) un tensore2-
covariante eA ∈ L(V ; V ) l’operatore lineare ad esso associato rispetto alla metrica
g ∈ L(V, V ; �) :

g (Ax,y) = a (x,y) , ∀x,y ∈ V .

Assumendo che
detA = detAT �= 0 ,

il tensore cofattore associato al tensoreA ∈ L(V ; V ) è il tensore cofA ∈ L(V ; V )
definito dalla relazione

i) cof A = ( detA)A−T .
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Risulta quindi

AT cofA = (cofA)TA = ( detA) I .

Tale proprietà caratteristica del tensore cofattore equivale a ciascuna delle seguenti:

ii) (cofA) (a× b) = (Aa)× (Ab) ,

iii) (cofA) axialW = axial(AWAT ) .

con W ∈ L(V ; V ) tensore emisimmetrico. Per semplicit`a sia dimV = 3 .

L’equivalenza trai) e ii) segue osservando che dalle relazioni

µ(Aa,Ab,Ax) = ( detA)µ(a,b,x) ,

µ(Aa,Ab,Ax) = g (Aa×Ab,Ax) ,

si deduce che

g (Aa×Ab,Ax) = g (a× b, ( detA) Ix)

=g (a× b, (cofA)TAx) = g ((cofA)(a× b),Ax) , ∀x ∈ V .

Allora la regolarità di A implica la i) e la ii) sono equivalenti.

Per mostrare l’equivalenza trai) e iii) si noti che per definizione

µ( axialW,x,y) = g (Wx,y) .

Allora dalla regolarità di A si deduce che

µ( axial(AWAT ),x,y) = g (AWATx,y) = g (WATx,ATy)

=µ( axialW,ATx,ATy) = ( detA)−1µ(AT (cofA) axialW,ATx,ATy)

= ( detAT )( detA)−1µ((cofA) axialW,x,y) = µ((cofA) axialW,x,y) .

L’equivalenza trai) e iii) segue quindi dalla propriet`a

µ(a,x,y) = 0 ∀x,y ⇐⇒ a = o .





IV – VARIETA’ DIFFERENZIABILI

Il concetto di variet`a differenziabile `e una estensione di quella di superficie regolare
di uno spazio euclideo e consente di analizzare oggetti geometrici costituiti da un insieme
che localmente `e messo in corrispondenza biunivoca con uno spazio topologico. I vari
pezzi locali sono messi insieme mediante corrispondenze sufficientemente regolari da
garantire un opportuno ordine di differenziabilit`a.

1. VARIETA’ MODELLATE SU �n

Nel seguito si considerano variet`a differenziabili che localmente sono in corrispon-
denza biunivoca con uno spazio di dimensione finitan .

• Tali varietà differenziabili sono dettevarietà modellate su�n .

Si premette la seguente definizione

• Siano M 1 ed M 2 due spazi metrici. Una mappaϕ : M 1 → M 2 è un
omeomorfismoseè biunivoca e continua con l’inversa.

Gli spazi M 1 ed M 2 sono allora dettiomeomorfi.

E’fondamentale la seguente propriet`a [20].

Proposizione 1.1. Invarianza dei domini. Sia U ⊆ �n un aperto ef : U → �n

un’applicazione biunivoca continua. Allora l’insieme immaginef(U) ⊆ �n è aperto
in �n . L’applicazione f : U → �n è quindi un omeomorfismo diU ⊆ �n su
f(U) ⊆ �n .

Si noti che la prima affermazione della proposizione 1.1 assicura che per ogni
apertoV ⊆ U l’insieme f(V ) ⊆ �n è aperto in�n . Ne segue che l’applicazione
inversa f−1 : f(U) → �n è continua e pertanto l’applicazionef : U → �n è un
omeomorfismo diU ⊆ �n su f(U) ⊆ �n .

La proprietà enunciata nella proposizione 1.1 `e detta invarianza dei domini in
quanto essa implica che la propriet`a di essere un dominio (un aperto connesso) `e in-
variante rispetto ad applicazioni biunivoche continue in�n .
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Sia �n
+ ⊂ �

n il semispazio chiuso definito da

�n
+ : =

{
x1, . . . , xn ∈ �n : xn ≥ 0

}
.

Si dà allora la seguente definizione.

Unavarietà modellata su�m dotata difrontiera in �n è una variet`a M ⊆ �n

tale che

Per ognip ∈ M esistono un intornoU ⊂ M di p ed un interom tali che
U ⊂ M è omeomorfo ad�m oppure ad�m

+ .

In forza della propriet`a di invarianza dei domini, un puntop ∈ M non può avere
un intorno omeomorfo sia a�m che a�m

+ ed inoltre in ogni puntop ∈ M l’intero
m risulta univocamente definito.

L’esponentem in �m è detto ladimensione della varietà M in p ∈ M . Se la
dimensione `e la stessa in ogni punto si dice che la variet`a M hadimensionem .

• Se un intornoU ⊂ M di p ∈ M è omeomorfo ad�m si dice chep è interno
ad M .

• Se un intornoU ⊂ M di p ∈ M è omeomorfo ad�m
+ si dice chep appartiene

alla frontiera ∂M di M .

2. CARTE ED ATLANTI

Siano U e V sono sottoinsiemi aperti della variet`a M . Due omeomorfismi
x : U → �m e x : U → �m sono dettirelativamente- C∞ se le mappe composte

{
x ◦ x−1 : x(U ∩ U) → x(U ∩ U) ,

x ◦ x−1 : x(U ∩ U) → x(U ∩ U) ,
sono C∞.

Una famiglia di omeomorfismi relativamente- C∞ i cui domini ricopronoM e
detto unatlanteA di M .

Un omeomorfismox : U → �m di un atlanteA è detto unacarta o unsistema
di coordinatedi dominio U edè indicato con{x, U} . Risulta

{
x(p) = {x1, . . . xn} ∈ V ⊂ �m ,

x−1(x1, . . . xn) = p ∈ U .
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• Un atlanteA è detto massimale perM se non esiste alcun atlante diM che lo
contiene.

• Dato un atlanteA di M esiste un unicoatlante massimaledi M che lo contiene.
Essoè costituito da tutte le carte relativamente- C∞ alle carte diA .

• La coppia{M,A} è detta una variet`a C∞ o unavarietà differenziabile.

• L’atlante A è detto anche lastruttura differenzialedi M .

Dalle definizioni si evince che la topologia di spazio metrico non gioca un ruolo essen-
ziale nel definire le propriet`a delle variet`a differenziabili.

Ciò che realmente conta `e la struttura differenziale indotta dai sistemi di coordinate,
come risulta evidente dalle definizioni che seguono.

• Una funzionef : M → � èdifferenziabilese, per ogni sistema di coordinate
{x, U} su M risulta differenziabile la composizione

f ◦ x−1 : �m → � .

La proprietà sussiste per ogni sistema di coordinate.

• Un’applicazioneF : M → Nn è unaapplicazione differenziabileo un
morfismose, per ogni coppia di sistemi di coordinate{x, U} su M e {y, V }
su N risulta differenziabile la composizione

y ◦ F ◦ x−1 : �m → �m .

La proprietà sussiste per ogni coppia di sistemi di coordinate.

• Un’applicazioneF : M → Nn è unadiffeomorfismoseè un omeomorfismo
differenziabile e seF−1 : N → M è differenziabile.

Se F : M → N è un diffeomorfismo, l’applicazione inversaF−1 : N → M
è anch’essa un diffeomorfismo.

Se esiste un diffeomorfismoF : M → N le varietà M e N sono dette
diffeomorfe.
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3. RANGO E PUNTI CRITICI

Si denotino con

• Di la derivazione partiale rispetto all’i-esima componente di{x1, . . . , xn}
e si ponga

∂F

∂xi
(p) = Di (F ◦ x−1) (x(p)) .

Siano allora{x, U} e {ξ, U} due sistemi di coordinate sulla variet`a M .
Alla derivata della mappaξ ◦x−1 nel puntox(p) si associa lamatrice Jacobiana

D [ ξ ◦ x−1 ] (x(p)) ⇐⇒
[

∂ξi

∂xj
(p)

]
.

La regolarità delle carte assicura che l’operatore Jacobianòe non singolare.
L’operatore inverso `e

D [x ◦ y−1 ] (ξ(p)) ⇐⇒
[

∂xi

∂ξj
(p)

]
.

Ne segue che per ogni mappa differenziabilef : M → Nn la derivata

D [ y ◦ F ◦ x−1 ] (x(p)) ⇐⇒
[

∂(yi ◦ F )
∂xj

(p)

]
,

ha rango indipendente dai sistemi di coordinate{x, U} su M e {y, V} su Nn e si
dice che esso `e il rangodi F in p ∈ M .

• I punti critici della mappaF sono i p ∈ M in cui il rango di F è < n e
cioè minore della dimensione della variet`a Nn di arrivo.
Gli altri punti sono dettiregolari.

Proposizione 3.1. Trasformazione di coordinate.Siano{x, U} e {y, V} due sistemi
di coordinate suMn e f : Mn → � una mappa differenziabile.
Allora su U ∩ V si ha

∂f

∂xi
=

n∑
k=1

∂f

∂yk

∂yk

∂xi
.
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Dim. Applicando la regola di derivazione delle funzioni composte

∂f

∂xi
(p) =Di (f ◦ x−1) (x(p)) = Di [ f ◦ y−1 ] ◦ [ y ◦ x−1 ] (x(p)) =

=
n∑

k=1
Dk [f ◦ y−1] (y(p)) ◦Di [ y ◦ x−1 ]k (x(p)) =

=
n∑

k=1
Dk [ f ◦ y−1 ] (y(p)) ◦Di [ y

k ◦ x−1 ] (x(p)) =

=
n∑

k=1

∂f

∂yk
(p)

∂yk

∂xi
(p) ,

si ottiene il risultato.

La formula della trasformazione di coordinate pu`o anche scriversi

∂

∂xi
=

n∑
k=1

∂

∂yk

∂yk

∂xi
.

• L’operatore
∂

∂xi
mappaf in

∂f

∂xi
.

• L’operatore
∂

∂xi
(p) mappaf in

∂f

∂xi
(p) .

Si noti che definendou : =
∂

∂xi
(p) sussiste la propriet`a caratteristica

u(f g) = f(p)u(g) + u(f) g(p) .

e l’operatoreu è detto unaderivazione puntuale.

Vale la seguente propriet`a ([20], vol. I, teor. 10, pag. 59).

Proposizione 3.2. Siano M e N due variet̀a differenziabili edF : M → N una
mappa differenziabile. Allora

• se n ≤ m ed F ha rangon in p ∈ M

per ogni sistema di coordinate{y, V} attorno a F (p) ∈ N esiste un sistema di
coordinate{x, U} attorno a p ∈ M tale che

y ◦ F ◦ x−1 (a1, . . . , am) = {a1, . . . , an} ,

• se n ≥ m ed F ha rangom in p ∈ M

per ogni sistema di coordinate{x, U} attorno ap ∈ M esiste un sistema di coordinate
{y, V} attorno a F (p) ∈ N tale che

y ◦ F ◦ x−1 (a1, . . . , am) = {a1, . . . , am, 0, . . . , 0} .
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Si danno le seguenti definizioni.

• Una mappa differenziabileF : M → N con n ≥ m ed avente rangom in tutti i
punti di M è detta unaimmersione.

• Un’immersioneè detta unainclusione differenziabileseè un omeomorfismo tra il
suo dominioM e la sua immagineF (M) ⊆ N .

4. SPAZIO TANGENTE

Sia M una varietà didimensionen .

• Unacurva regolarec(λ) passante perp ∈ U ⊂ M è un insieme di punti diM
che nella carta{x, U} corrisponde ad una curva regolare contenuta inV = x(U)
e passante perx(p) = {x1, . . . xm} ∈ V ⊂ �m . Sia c(0) = p .

• Un vettore tangentein p ∈ M è la derivata dic(λ) rispetto aλ in 0 .

• Lo spazio tangenteT M(p) è lo spazio vettoriale di dimensionen costituito dai
vettori tangenti inp ∈ M .

• La fibra tangenteTM(p) in p ∈ M è lo spazio lineare delle coppie{p,v} con
v ∈ TM(p) e con le operazioni lineari definite da

{p,v1}+ {p,v2} = {p,v1 + v2} ,

{p, αv} = α {p,v} .

• La varietà tangenteTM alla varietà M è l’unione disgiunta delle fibre tangenti
TM(p) al variare dip ∈ M .

• La mappa di proiezioneπ : TM → M associa ad ogni coppia{p,v} ∈ TM la
posizionep ∈ M . Dunqueπ{p,v} : = p .

• L’insieme π−1(p) è la fibra tangente inp ∈ M .

Sia F : M → N una mappa differenziabile.

• La derivata diF nel punto p ∈ M è una trasformazione lineare tra gli spazi
tangenti:

dF (p) : T M(p) → T N(F (p)) .

Alla derivata si associa naturalmente la seguente trasformazione lineare tra le fibre
tangenti.

• Il differenzialedi F in p ∈ M è la trasformazione lineare tra le fibre tangenti

F ∗p : TM(p) → TN(F (p)) ,

definita dalla relazione

F ∗p{p,v} : = {F (p), dF (p)[v ]} , ∀ {p,v} ∈ TM(p) ,

dove dF (p)[v ] è la derivata direzionale diF nella direzionev ∈ TM(p)
calcolata nel puntop ∈ M .
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L’applicazione
F ∗ : TM → TN

è l’unione delle applicazioniF ∗p al variare dip ∈ M .

Se F : TM → TN e G : TN → TL sono mappe differenziabili, allora la regola di
derivazione a catena si traduce nella semplice relazione

G∗F ∗ = (G ◦ F )∗ .

4.1. Derivazioni puntuali

Lo spazio tangenteTp(M) ad una variet`a M può anche essere definito come lo
spazio dellederivazioni puntualiin p ∈ M .

Una derivazione puntualèe un operatore lineare� ∈ L
{

C∞(M),�
}

che gode
della proprietà caratteristica

�(f g) = f(p) �(g) + �(f) g(p) .

Per dimostrare che lo spazio delle derivazioni puntuali inp ∈ M ha dimensionen si
fa ricorso al lemma seguente.

Lemma 4.1. Sia f : U → � una funzioneC∞ in un intorno U ⊆ �m aperto e
convesso dell’origine e siaf(o) = 0 . Allora esistonon funzioniC∞(U) gi : U → �
i = 1, . . . , n tali che

f(x) =
n∑

i=1
xi gi(x) , ∀x ∈ U .

Dim. La convessit`a di U consente di porrehx(t) : = f(tx) con x ∈ U e t ∈ [ 0, 1 ] .
Quindi dal teorema fondamentale del calcolo si evince che

f(x) =

1∫
0

D hx(t) dt =

1∫
0

n∑
i=1

Di f(tx) xi dt , ∀x ∈ U .

Basta quindi porre

gi(x) =

1∫
0

Di f(tx) dt ∀x ∈ U .

Si noti che risultagi(o) = Di f(o) .
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Si osservi ora che

�(1) = �(1 . 1) = 1 �(1) + 1 �(1)

per cui �(1) = 0 e quindi anche�(c) = c �(1) = 0 .

Proposizione 4.2. Lo spazio delle derivazioni puntuali inp ∈ M ha dimensionen .
Se{x, U} è una carta inp ∈ M ogni derivazione puntuale può scriversi univocamente
come

� =
n∑

i=1
�(Ii)

∂

∂xi
,

dove Ii x = xi .

Dim. Si può assumere cheU sia convesso e che siaM = �m e p = o . La formula
del lemma 4.1 si pu`o scrivere

f(x) =
n∑

i=1
(Ii gi)(x) , ∀x ∈ U .

Allora si ha che

�(f) = �(f)− �(f(o)) = �(
n∑

i=1
Ii gi) =

n∑
i=1

[
�(Ii) gi(o) + �(gi) Ii(o)

]
=

=
n∑

i=1
�(Ii) gi(o) ,

ed essendogi(o) = Di f(o) segue il risultato. Per trasferire il risultato da�m a M
basta far ricorso ad un carta.

In definitiva in un punto inp ∈ M è possibile

• identificare un vettore della fibra tangente{p,v} ∈ TM con la derivazione pun-
tuale definita da

�v =
n∑

i=1
vi ∂

∂xi
.

L’ n-upla di vettori {
∂

∂xi

}
, i = 1, . . . , n ,

costituisce quindi unabase dello spazio tangente.

Una definizione alternativa della mappaF ∗ : TM → TN è quindi

[F ∗(�)] (g) : = �(g ◦ F ) , ∀ g ∈ L
{

C∞(M),�
}

.

Infatti se F ∗p({p,v}) è un vettore della fibra tangente inF (p) alla varietà N allora
F ∗p(�) è la derivazione nel puntoF (p) ∈ N e nella direzionedF (p)[v] .
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La relazione precedente `e una riscrittura della regola di derivazione a catena:

dg(F (p)) [ dF (p)[v] ] = d(g ◦ F )(p)[v] .

Effettuare la derivata direzionale della funzioneg su N nel punto F (p) ∈ N e
nella direzionedF (p)[v] equivale ad effettuare la derivata direzionale della funzione
compostag ◦ F definita suM , nel puntop ∈ M e nella direzionev ∈ T M(p) .

L’identificazione tra vettori tangenti e derivazioni puntuali consente di riscrivere
anche la relazione precedente nella forma

(F ∗v) (g) : = v(g ◦ F ) .

4.2. Varietà cotangenti

In ogni puntop ∈ M si definisce per dualit`a unspazio cotangenteT ∗M(p) come
lo spazio vettoriale costituito dalle forme lineari ocovettori v∗ ∈ L

{
T M(p),�

}
.

• La fibra cotangenteT∗M(p) in p ∈ M è lo spazio vettoriale di dimensionen
costituito dalle coppie{p,v∗} con v∗ ∈ T ∗M(p) e con le operazioni lineari
definite da

{p,v∗1}+ {p,v∗2} = {p,v∗1 + v∗2} ,

{p, αv∗} = α {p,v∗} .

• Tra i vettori della fibra tangente e della fibra cotangente in un puntop ∈ M
si definisce in modo naturale un prodotto scalare indotto da quello tra gli spazi
tangenti e cotangenti inp ∈ M .

• Il prodotto scalaretra {p,v∗} ∈ T∗M(p) e {p,v} ∈ TM(p) è denotato da

〈 {p,v∗} , {p,v} 〉 .

• La varietà cotangenteT∗M alla varietà M è l’unione disgiunta delle fibre cotan-
genti T∗M(p) al variare dip ∈ M .

Si ricordi che il differenzialedi un’applicazione differenziabileF : M → N è la
trasformazione lineare

F ∗p : TM(p) → TN(F (p)) ,

definita dalla relazione

F ∗p{p,v} : = {F (p), dF (p)[v ]} , ∀ {p,v} ∈ TM(p) .

La trasformazione lineare duale tra le fibre cotangenti

F ∗
p

: T∗N(F (p)) → T∗M(p) ,
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è definita dalla relazione di dualit`a

〈 F ∗
p
{F (p),u∗} , {p,v} 〉 = 〈 {F (p),u∗} , F ∗p{p,v} 〉 ,

che sussiste per ogni{F (p),u∗} ∈ T∗M(F (p)) e per ogni{p,v} ∈ TM(p) .

Dunque ad una applicazione differenziabileF : M → N si associano due trasfor-
mazione lineari

• una nella stessa direzioneF ∗p : TM(p) → TN(F (p)) tra le fibre tangenti,

• l’altra in direzione opposta tra le fibre cotangentiF ∗
p

: T∗N(F (p)) → T∗M(p) .
L’ n-upla di covettori {

dxi

}
, i = 1, . . . , n ,

è labase dello spazio cotangenteT ∗M(p) duale base dello spazio tangenteT M(p){
∂

∂xi

}
, i = 1, . . . , n .

Si ha quindi che

〈 dxi ,
∂

∂xk
〉 = δi

k .

5. CAMPI VETTORIALI E TENSORIALI

Sia M una varietà differenziabile eTM la varietà tangente.

• Una sezionedella varietà tangente `e un’applicaziones : M → TM tale che
(π ◦ s)(p) = p per ognip ∈ M .

Ciò significa che l’applicaziones : M → TM associa ad ognip ∈ M una coppia
{p,v} ∈ TM .

• una seziones : M → TM è anche detta uncampo vettoriale.

• Una seziones∗ : M∗ → T∗M è uncampo covettoriale.

Un campo vettoriale `e detto anche uncampo controvarianteed un campo vettoriale `e
detto uncampo covariante.

La motivazione di tale classica nomenclatura risiede nella trasformazione delle
componenti indotta da una trasformazione lineare di coordinate.

• Un campo covettoriale `e covarianteperché si trasforma con una legge analoga a
quella con cui si trasformano le coordinate,

• Un campo vettoriale `econtrovarianteperché la legge di trasformazione `e l’inversa.
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Infatti sia
yi = Ai

j xj ,

la legge lineare di trasformazione delle coordinate.

Si ha allora che
∂yi

∂xk
= Ai

k ,

e quindi la base covariante si trasforma con la legge diretta

dyi = Ai
k dxk ,

mentre quella controvariante si trasforma con la legge inversa

∂

∂xk
=

∂yi

∂xk

∂

∂yi
= Ai

k

∂

∂yi
.

Un tensorek-volte covarianteT (p) in p ∈ M è una forma multilineare sul
prodotto cartesiano

k volte︷ ︸︸ ︷
T M(p)× . . .× T M(p) .

Un tensorek-volte covarianteT (p) è quindi un elemento dello spazio lineare che
si ottiene effettuando ilk-prodotto tensoriale dello spazio tangenteT M(p) per se
stesso. L’unione disgiunta di tali spazi prodotto al variare dip ∈ M costituisce
la varietà fibrata dei tensorik-volte covarianti.

Un campo tensorialeT k-volte covariante sulla variet`a differenziabileM è una
sezione della variet`a fibrata dei tensorik-volte covarianti.

Ad ogni campo tensorialeT k-volte covariante sulla variet`a differenziabileM
si associa un’applicazione multilineare

AT :

k volte︷ ︸︸ ︷
TM × . . .× TM → � ,

che manda il prodotto cartesiano dik copie della variet`a tangenteTM nel campo
dei reali, definita da

AT (v1 . . .vk)(p) : = T (p)(v1(p), . . . ,vk(p)) , ∀p ∈ M .

L’applicazioneAT è lineare sullo spazio delle funzioni realif ∈ C∞(M) .

Infatti vale la propriet`a

A(v1, . . . , f vi, . . . ,vk)(p) =AT (p)(v1(p), . . . , f(p)vi(p), . . . ,vk(p)) =

= f(p)T (p)(v1(p), . . . ,vi(p), . . . ,vk(p)) =

=AT (p) T (v1, . . . ,vk)(p) ,

per ogni∀p ∈ M .
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Tale proprietà è caratteristica dei campi tensoriali in quanto sussiste il seguente
risultato (vedi [20], teor. 4.2).

Proposizione 5.1. Se un’applicazione multilineare

A :

k volte︷ ︸︸ ︷
TM × . . .× TM → � ,

è lineare sullo spazioC∞(M) allora esiste un’unico campo tensorialeT su M tale
che A = AT .

La proposizione 5.1 consente di identificare un campo tensorialeT su M con la
corrispondente applicazioneAT e fornisce un criterio di tensorialit`a di un’applicazione
multilineare definita sullo spazio prodotto

k volte︷ ︸︸ ︷
T M(p)× . . .× T M(p) .

Analoghe considerazioni valgono per i campi tensorialik-volte covarianti es-volte
contravarianti in cui lo spazio prodotto `e costruito suk copie dello spazio tangente e
su s copie dello spazio cotangente.
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Si considerino due spazi vettorialiU e V di dimensione finita e dotati di prodotto
interno. Posto dimU = n e dimV = m siano

{ei : i = 1, . . . , n} , {ai : i = 1, . . . , m}

basi ortonormali diU e V .
Sia f : Ω ⊆ U → V una funzione definita in un apertoΩ di U .

• La derivata direzionaledi f nel puntox ∈ Ω , secondo l’incrementoh ∈ U è
definita dal limite

df(x;h) : = lim
ε→0

1
ε
[f(x + εh)− f(x)] .

Esercizio

• Mostrare che

df(x;αh) = α df(x;h) , ∀α ∈ � (omogeneit`a).

1. DERIVATE DI GATEAUX E DI FR ÉCHET

Se esiste la derivata direzionale dif nel puntox ∈ Ω per ogni incrementoh ∈ U
e risulta

df(x;h + k) = df(x;h) + df(x;k) , ∀h,k ∈ U (additività),

la funzionef si dicederivabilesecondoGateaux in x ∈ Ω e l’operatore lineare

G(x) ∈ L(U ; V ) ,

definito da
G(x) [h ] : = df(x;h) ∀h ∈ U ,

si dice laderivatasecondoGateaux di f in x ∈ Ω .
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La derivataG(x) è quindi l’operatore lineare che associa ad ogni incremento
h ∈ U la derivata direzionale dif in x ∈ Ω secondo l’incrementoh ∈ U .

Si dice poi chef è differenziabilesecondoFréchet o semplicementedifferen-
ziabilecon derivataF(x) in x ∈ Ω se vale la relazione

f(x + h)− f(x) = F(x) [h ] + o‖h ‖ ,

dove o‖h ‖ è il simbolo diLandau che denota una funzione continua tale che

lim
‖h ‖→0

o‖h ‖
‖h ‖ = 0 .

Una funzionef : Ω ⊆ U → V derivabile nel senso diFréchet è anche derivabile
nel senso diGateaux e le due derivate coincidono.

Non è però vero il viceversa in quanto la derivabilit`a nel senso diGateaux non
implica quella nel senso diFréchet.

Se per`o la derivataG(x) ∈ L(U ; V ) di Gateaux di f : Ω ⊆ U → V esiste
ed è continua inΩ , allora G(x) ∈ L(U ; V ) è anche la derivata nel senso di
Fréchet.
Sia infatti c : [ 0, 1 ] → U continua conc(0) = x e c(1) = y .
La funzionec : [ 0, 1 ] → U fornisce quindi la rappresentazione parametrica di
un arco che uniscex,y ∈ U . Allora

f(y)− f(x) =

1∫
0

df(c(t)) [ c′(t) ] dt .

Risulta pertanto

‖ f(x + h)− f(x)−G(x) ‖ = ‖
( 1∫

0

G(x + th)−G(x) dt

)
h ‖ ≤

≤
[

sup
0≤t≤1

‖G(x + th)−G(x) ‖
]
‖h ‖ .

Ora il sup converge a zero perh → o in virtù della uniforme continuit`a della
funzione

t ∈ [0, 1] → G(x + th) ∈ L(U ; V ) .

PertantoG(x) [h ] = F(x) [h ] per ognih ∈ U .

La derivata diFréchet gode delle usuali propriet`a:

• Regola di derivazione a catena. Se f : Ω ⊆ U → V e g : V → W sono
derivabili con continuit`a allora

d(f ◦ g)(u) = df(g(u)) ◦ dg(u) .
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• Derivate parziali. Siano U1, U2, V spazi vettoriali di dimensione finita e sia
f : Ω ⊆ U1 ⊗ U2 → V una funzione derivabile. Definendo le derivate parziali

d1f(u) [h1 ] = df(u) [h1,o ] ,

d2f(u) [h2 ] = df(u) [h2,o ] ,

dove u ∈ U1 ⊗ U2 , h1 ∈ U1 , h2 ∈ U2 , si ha che

df(u) [h1,h2 ] = d1f(u) [h1 ] + d2f(u) [h2 ] .

• Regola diLeibniz. Se b : U × V → F è una mappa bilineare e le funzioni
f : X → U e g : X → V sono derivabili con continuit`a allora

db (f ,g)(x) [h ] = b (df(x) [h ],g(x)) + b (f(x), dg(x) [h ]) .

Se U = V = F = � e la forma bilineareb : �× � → � è il prodotto in� , la
regola diLeibniz fornisce l’usuale regola di derivazione del prodotto:

d(fg)(x) [h ] = df(x) [h ] g(x) + f(x) dg(x) [h ] .

• Diseguaglianza del valor medio. Sia f : Ω ⊆ U → V una funzione di classe C1

in un aperto convessoΩ di U . Allora

‖ f(y)− f(x) ‖ ≤
[

sup
0≤t≤1

‖ df((1− t)x + ty) ‖
]
‖y − x ‖ .

La matrice [ d f(x)] associata alla trasformazione linearedf(x) ∈ L(U ; V )
rispetto alle basi{ei} e{ai} è dettamatrice diJacobi 21 .

In componenti cartesiane si ha

[ d f(x) ] ij = fi/j(x),

dove il pedice/ indica la derivazione parziale rispetto alle coordinate corrispondenti
agli indici che seguono. Pi`u esplicitamente si pu`o scrivere

[ d f(x) ] =



∂f 1

∂x1
· · · ∂f 1

∂xn

...
. ..

...

∂fm

∂x1
· · · ∂fm

∂xn


.

21 Karl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851). Ebreo tedesco nato a Postdam, insegn`o a Berlino
e poi a Königsberg. Fu col norvegeseNiels Henrik Abel (1802-1829) il fondatore della teoria delle
funzioni ellittiche.
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Sia oraφ : Ω → � un campo scalare derivabile inx ∈ Ω .

La derivata� : Ω → � di φ in x ∈ Ω , definita da

�(x) [h ] : = dφ(x;h) ,

è una forma lineare suU edè dunque rappresentabile mediante un vettoreg(x) ∈ U
tale che

g(x) . h = �(x) [h ] ∀h ∈ U ,

dove . denota il prodotto interno inU .

Il vettore g(x) è detto ilgradientedi φ in x e si scrive

g(x) = gradφ(x).

La componentei−esima del gradiente rispetto alla base{ei}

[ gradφ(x) ]i = dφ(x; ei) = φ/i (x),

è la derivata parziale diφ rispetto all’i−esima coordinata.

2. LEMMA DI GAUSS-GREEN

Si enuncia ora un fondamentale teorema di trasformazione integrale dovuto a
Gauss 22 , Green 23 eOstrogradski 24

Proposizione 2.1. Lemma di Gauss-Green-Ostrogradski.Per un campo scalareφ
definito in un dominio generalmente regolareΩ di U , differenziabile inΩ , sussiste
la seguente formula ∫

Ω

gradφ(x) dµ =
∫

∂Ω

φ(x)n(x) dσ ,

essendon la normale uscente a∂Ω .

22 Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Genio matematico tedesco, tra i maggiori di
ogni tempo. Famosi i suoi contributi alla geometria differenziale delle superfici, alla soluzione dei sistemi
lineari ed al metodo dei minimi quadrati. Nelle scienze applicate i maggiori contributi riguardano la teoria
del potenziale e lo studio del magnetismo

23 George Green (1793-1841). Mugnaio e matematico autodidatta inglese. L’opera diGreen del
1828,An Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism,
fu pubblicata nel 1850 per merito diSir William Thomson (Lord Kelvin, 1824-1907).

24 Mikhail Vasilevich Ostrogradski (1801-1862). Nato in Ucraina, tra il 1822 ed il 1827 studi`o
a Parigi sotto la guida diLaplace, Fourier, Legendre, Poisson, Binet eCauchy. Tornò a San
Pietroburgo nel 1828 e present`o tre importanti lavori sulla teoria del calore, sugli integrali doppi e sulla teoria
del potenziale all’Accademia delle Scienze. Fu eletto accademico nella sezione di matematica applicata.
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In termini di componenti rispetto ad{ei} si ha

∫
Ω

φ,i (x) dµ =
∫

∂Ω

φ(x) ni (x) dσ, i = 1, 2, . . . , n ,

dove dµ e dσ denotano le misure di volume e di area.

Osservazione 2.1. Si noti che pern = 1 e cioè U ≡ � , si ritrova la formula
fondamentale del calcolo integrale.

Infatti, con riferimento ad un intervalloΩ = [ a, b ] , si ha

∫
Ω

φ/i (x) dµ =

b∫
a

φ′(x) dx .

La prossima figura mostra che nel caso monodimensionale risulta

na = −1 , nb = +1 .

a b

n a = -1

ℜ
n b = +1

Ne segue che

∫
∂Ω

φ(x)n(x) dµ = φ(b)nb + φ(a) na = φ(b)− φ(a) ,

e quindi
b∫

a

φ′(x) dx = φ(b)− φ(a) ,

cheè il ben noto risultato.
La formula del lemma diGauss-Green può essere dimostrata suddividendo il

dominio Ω in tubi sottili paralleli alloi-esimo asse coordinato e notando che il rapporto
tra l’area della sezione del tubo e quella delle superfici tagliate dalle estremit`a del tubo
è pari alla componentei-esima del versore normale.
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3. TRASFORMAZIONI INTEGRALI

Applicando il lemma diGauss-Green alla derivata parzialej−esima della
componentei−esima di un campo vettorialeu sufficientemente regolare∫

Ω

ui/j(x) dµ =
∫

∂Ω

ui(x) nj(x) dσ ,

si ottiene il prossimo risultato.

Proposizione 3.1. Corollario. Sia u : Ω ⊆ U → V un campo vettoriale differen-
ziabile in un dominio con frontiera generalmente regolareΩ di U . Sussiste allora la
relazione ∫

Ω

gradu(x) dµ =
∫

∂Ω

u(x)⊗ n(x) dσ ,

essendon il versore della normale uscente nei punti della frontiera∂Ω di Ω .

3.1. Divergenza di un campo vettoriale

Si consideriU uno spazio vettoriale di dimensione finitan , dotato di prodotto
interno e siau : Ω ⊆ U → U un campo vettoriale derivabile inx ∈ Ω .

Si definiscedivergenzadi u in x ∈ Ω la traccia dell’operatore

gradu(x) : U → U

e si scrive
div u(x) : = tr gradu(x) .

In termini di componenti rispetto alla base{ei} si ha

div u(x) = ui/i .

Nel caso monodimensionale (n = dimU = 1 ) la definizione di divergenza coincide
con quella di derivata, mentre pern = 2 e n = 3 si hanno, rispettivamente, le
espressioni esplicite

div u(x) =
∂u1

∂x1
+

∂u2

∂x2
; div u(x) =

∂u1

∂x1
+

∂u2

∂x2
+

∂u3

∂x3
.

Applicando il lemma diGauss alla derivata parzialei−esima della componente
i−esima diu si ha che ∫

Ω

ui/i(x) dµ =
∫

∂Ω

ui ni dσ,
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Si deduce allora il seguente fondamentale risultato.

Proposizione 3.2. Teorema della divergenza. Sia u : Ω ⊆ U → U un campo
vettoriale differenziabile in un dominio generalmente regolareΩ di U . Sussiste la
relazione ∫

Ω

div u(x) dµ =
∫

∂Ω

u(x) . n(x) dσ,

essendon il versore della normale uscente nei punti della frontiera∂Ω di Ω .
La formula si enuncia affermando che l’integrale della divergenzaè uguale al flusso
del campo uscente dalla frontiera del dominio.

3.2. Divergenza di un campo tensoriale

La divergenza divA(x)di un campo tensorialeA(x) è un campo vettoriale definito
dalla seguente uguaglianza:

[ div A(x)] . a = div [AT (x)a] ∀a ∈ U .

In componenti rispetto alla base ortonormale{ei} si ottiene

[ div A(x)]i ai = (Aij ai)/j = Aij/j ai ,

da cui
[ div A(x)]i = Aij/j .

Per un campo tensoriale tridimensionale si ha in forma esplicita

[ div A] =



∂A11

∂x1
+

∂A12

∂x2
+

∂A13

∂x3

∂A21

∂x1
+

∂A22

∂x2
+

∂A23

∂x3

∂A31

∂x1
+

∂A32

∂x2
+

∂A33

∂x3


.

Tale definizione consente di estendere il teorema della divergenza ai campi tenso-
riali. Infatti, applicando tale teorema al campo vettorialeAT (x)a si ha∫

Ω

div A(x) dΩ . a =
∫
Ω

div [AT (x)a] dΩ =

=
∫

∂Ω

AT (x)a . n ds =
∫

∂Ω

A(x)n ds . a ∀a ,
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e quindi ∫
Ω

div A(x) dΩ =
∫

∂Ω

A(x)n ds ,

cheè l’espressione del teorema della divergenza per campi tensoriali.

3.3. Rotore di un campo vettoriale tridimensionale

Sia u : Ω ⊆ U → U un campo vettoriale tridimensionale su dominioΩ e sia
G la sua derivata. Si definiscerotoredi u in x ∈ Ω il doppio del vettore assiale della
parte emisimmetrica diG e si scrive

rotu(x) = 2 axial emiG(x) = axial[G(x)−GT (x)] .

In componenti rispetto ad{ei} si ha

[ rotu(x)]i = εijk uk/j(x) ed in esteso[ rot u(x)] =



∂u3

∂x2
− ∂u2

∂x3

∂u1

∂x3
− ∂u3

∂x1

∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2


.

Si noti che l’espressione del vettore rotu(x) si può ottenere considerando la tabella
e1 e2 e3

∂

∂x1

∂

∂x2

∂

∂x3

u1 u2 u3

 ,

e calcolandone il determinante come se fosse una matrice, assumendo che il prodotto

tra
∂

∂xj

e ui valga
∂ui

∂xj

.

Sussiste la seguente formula

Proposizione 3.3. Teorema del rotore. Sia u : Ω ⊆ U → U un campo vettoriale
differenziabile in un dominioΩ con bordo∂Ω . Allora:∫

Ω

rotu(x) dS =
∮
∂Ω

u(x)× n(x) ds .
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Dim. Basta osservare che

rotu = 2 axial emi gradu , u× n = 2 axial emi(n⊗ u) .

La formula segue quindi dalla proposizione 3.1.

Si enuncia ora un fondamentale risultato di teoria del potenziale che `e comune-
mente attribuito aG. Stokes 25 ma che fu invece formulato nel caso piano daA.M.
Ampère 26 nel 1826 e nel caso spaziale daLord Kelvin 27 nel 1850.

Il risultato relativo al caso piano fu riscoperto indipendentemente dal matematico
H. Hankel 28 che lo pubblic`o per primo nel 1861 (vediJ.L. Ericksen [6] pag. 817
in cui il teoremaè dettotrasformazione diKelvin).

Proposizione 3.4. Teorema di Stokes tridimensionale. Sia u : Ω ⊆ U → U un
campo vettoriale differenziabile in un dominioΩ di U ed S ⊆ Ω una superficie
generalmente regolare contenuta inΩ , con bordo∂S . Sussiste la relazione

∫
S

[ rotu(x)] . n(x) dS =
∮
∂S

u(x) . t(x) ds,

doven è il versore normale adS e t è la tangente al bordo∂S di S , orientati come
in fig.3.1.

25 George Gabriel Stokes (1819-1903). Irlandese di nascita, eminente fisico matematico, pro-
fessore a Cambridge e presidente della Societ`a Reale.

26 André Marie Ampère (1775-1836). Matematico e fisico francese di grande levatura. Si form`o
sulle opere diBernoulli, Euler e sulla Mécanique analytique diLagrange. Autore di un trattato sulla
Teoria matematica dei Giochi (1803). Dal 1809 al 1828 fu professore di matematica e meccanica all’École
Polytechnique insieme aCauchy con cui ebbe forti contrasti. Fu eletto all’Institut National des Sciences
nel 1814, vincendo la competizione conCauchy. Fu cattedratico all’Universit`a di Francia dal 1826 fino alla
sua morte. I contributi scientifici diAmpère spaziano dalla matematica alla fisica (elettricit`a e magnetismo)
ed alla chimica.

27 Sir William Thomson (Lord Kelvin) (1824-1907). Nacque a Belfast da famiglia scozzese.
Eminente fisico matematico, professore a Glasgow, autore conP.G. Tait del Treatise of Natural Philo-
sophy. Nel 1850 comunic`o aStokes il risultato per lettera e lo pubblic`o poi nel 1867.Stokes poneva la
dimostrazione del teorema come domanda d’esame a Cambridge. Il fatto fu citato daMaxwell e per tale
motivo è invalso l’uso di chiamare il risultato teorema diStokes.

28 Hermann Hankel (1839-1873). Nel 1857 entr`o all’Università di Leipzig e studi`o matematica
conMöbius. Andò poi a Göttingen nel 1860 dove fu allievo diRiemann. L’anno seguente lavor`o con
Weierstrass eKronecker a Berlino. Nel 1867 divenne professore prima a Leipzig e poi ad Erlangen.
Accettò infine la cattedra a Tübingen nel 1869. E’ noto per la trasformata diHankel e per le funzioni di
Hankel (o funzioni diBessel di terza specie). A lui `e dovuto il merito di aver capito l’importanza delle
opere diGrassmann.
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tn

n

La formula diStokesstabilisce che il flussodel rotore di un campo vettoriale attraverso
una superficièe uguale alla sua circuitazione lungo il suo bordo della superficie.

3.4. Rotore di un campo vettoriale bidimensionale

Si consideri una base ortonormale{e1, e2, e3} di uno spazio vettoriale tridimen-
sionaleU . Se un campo vettorialeu non dipende dalla componentex3 di x , cioè

u(x) = u(x1, x2) ,

è facile verificare che il rotore `e costantemente parallelo ade3 . Infatti si ha

[ rot u(x)] =


0

0
∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2

 .

Tale osservazione consente di estendere la definizione di rotore al caso dei campi
bidimensionali. Infatti il rotore inx di un campou : Ω ⊆ U → U bidimensionale
( dimU = 2 ), derivabile inx , è uno scalare definito da

rotu(x) =
∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2
.

Proposizione 3.5. Teorema di Stokes bidimensionale.Sia u : Ω ⊆ U → U un
campo vettoriale bidimensionale differenziabile in un dominioΩ di U . Sussiste la
relazione ∫

Ω

rotu(x) dΩ =
∮
∂Ω

u(x) . t ds ,

dove t è la tangente al bordo∂Ω ottenuta ruotando in senso antiorario la normale
uscente.
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Dim. Se R è la rotazione antioraria diπ/4 si ha: RT = R−1 = −R . Dal teorema
della divergenza, verificando le relazioni

t = Rn , div Ru = −div u ,

si deduce allora che∫
Ω

rotu(x) dΩ =
∫
Ω

−div [Ru(x)] dΩ =

=
∮
∂Ω

− [Ru(x)] . n(x) ds =
∮
∂Ω

u(x) . t(x) ds,

,

che è la formula cercata. Si noti che la formula diStokes tridimensionale si pu`o
dimostrare a partire da quella bidimensionale considerando la porzione di superficieS
nello spazio come limite di una superficie poliedrica.

3.5. Rotore di un campo tensoriale

Il rotore rotA(x) di un campo tensorialeA(x) è un campo tensoriale definito
dalla seguente uguaglianza

[ rotA(x)]Ta = rot [AT (x)a ] ∀a .

In componenti si ottiene
( rotA)ij = εjkp Aik,p .

Tale definizione consente di estendere il teorema diStokes ai campi tensoriali.
Infatti, applicando il teorema al campo vettorialeAT (x)a si ha∫

S

rotA(x)n(x) dS . a =
∫
S

rot [AT (x)a] . n(x) dS =

=
∮
∂S

AT (x)a . t(x) ds =
∮
∂S

A(x) t(x) ds . a ∀a ,

dove S è una porzione di superficie regolare e∂S è il suo bordo. Si ottiene quindi∫
S

[ rotA(x)]n(x) dS =
∮
∂S

A(x) t(x) ds ,

cheè la formula diStokes per campi tensoriali.
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3.6. Identità notevoli

Siano u e v campi vettoriali di classe C2 su Ω . Sussistono allora le seguenti
identità.

Prima identità notevole

rot rotu = grad divu− div gradu .

Per verificarloè conveniente riferirsi all’espressione del rotore in termini di com-
ponenti cartesiane e scrivere

[ rot rotu ]p = εpiq εijk uj,kq = εiqp εijk uj,kq = (δqp δjk − δpq δjk) uj,kq =

= uq/qp − up/qq = [ grad divu ]p − [ div gradu ]p .

Seconda identit`a notevole

rot(u× v) = ( gradu) [v ] + ( div v)u− ( gradv) [u ]− ( div u)v .

In termini di componenti cartesiane si ha infatti

[ rot (u× v) ]p = εjik εjpq (up vq)/k = (ui vk)/k − (uk vi)/k =

=ui/k vk + ui vk/k − vi/k uk + vi uk/k .

4. CAMPI POTENZIALI

SiaΩ ⊂ U undominioe cioè un aperto connesso eφ : Ω → � è un campo scalare
in Ω due volte derivabile con continuit`a. Allora il teorema diEuler-Schwarz 29

assicura che

d2 φ(x) [h1,h2 ] = d2 φ(x) [h2,h1 ] , x ∈ Ω , ∀h1,h2 ∈ U .

Si denoti quindi con

• g = gradφ il campo vettoriale inΩ gradiente diφ ,

• e conG(x) = dg(x) la derivata del campo vettorialeg .

Sussiste allora la propriet`a di simmetria

G(x)h1 . h2 = G(x)h2 . h1 , ∀h1,h2 ∈ U .

29 Hermann Amandus Schwarz (1843-1921). Allievo di Weierstrass e professore a Berlino.
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Un fondamentale risultato di teoria del potenziale dovuto aVito Volterra 30 (1913,
[1]) rivela che vale anche la propriet`a inversa.

Proposizione 4.1. Teorema di Volterra. Si consideri ora un dominioΩ ⊂ U ed un
campo vettorialeg : Ω → U . Se la derivataG(x) = dg(x) è simmetrica e continua
in Ω ,

i) G(x) = GT (x) ,

ii) lim
h→o

‖G(x + h)−G(x) ‖ = 0 ∀x ∈ U ,

allora esiste un campo scalareφ : Ω → � di cui g : Ω → U è il gradiente e ciòe
tale che

g(x) = gradφ(x) , ∀x ∈ Ω.

Il campo scalareφ è definito a meno di una costante additiva dalla formula integrale

φ(x) = φ(xo) +

1∫
0

g
[
c(t)

]
. dc(t)

dt
dt.

dove c(t) è una qualsiasi curva regolare tale chec(0) = xo e c(1) = x .

Il campo scalareφ : Ω → � è detto ilpotenzialedel campo vettorialeg(x) .
Il campo vettorialeg : Ω → U è detto uncampo potenziale.

Il teorema diVolterra mostra che la simmetria e la continuit`a dell’operatore
G assicurano che l’integrale

1∫
0

g
[
c(t)

]
. dc(t)

dt
dt ,

risulta nullo lungo ogni percorso chiuso inΩ e cioè lungo ogni curva regolarec :
[ 0, 1 ] → Ω tale chec(0) = c(1) .

Un insiemeΩ ⊂ U si diceconvessose ogni segmento che congiunge due punti
di Ω appartiene adΩ e cioè se

x,y ∈ Ω ⇒ x + t (y − x) ∈ Ω , ∀ t ∈ [ 0, 1 ] .

Se il dominioΩ ⊂ U è convesso il potenzialeφ può essere convenientemente calcolato
integrando lungo il segmento rettilineo che uniscexo ed x

φ(x) = φ(xo) +

1∫
0

g[xo + t (x− xo)] . (x− xo) dt .

30 Vito Volterra (1860-1940). Allievo di Enrico Betti (1823-1892) a Pisa e professore di
meccanica e di fisica matematica a Pisa, Torino ed infine a Roma dal 1900. Nel 1931 dovette lasciare la
cattedra per il suo antifascismo e visse prevalentemente all’estero, in Spagna ed a Parigi.



92 5 – DERIVATE NOTEVOLI

5. DERIVATE NOTEVOLI

Le espressioni della derivata del determinante di una trasformazione lineare e della
derivata dell’operatore di inversione sono utili in molte applicazioni.

5.1. Derivata del determinante

SianoF ed H operatori lineari suU con detF �= 0 .
La derivata della funzione det(F) nella direzioneH è per definizione

d det(F;H) : = lim
ε→0

1
ε

[
det(F + εH)− detF

]
.

Per calcolare il limite si osserva che

det(F + εH)− detF = detF
[

det(I + εF−1H)− 1
]
,

e che
det(I + εF−1H) = detI + ε tr (F−1H) + o(ε),

da cui
1
ε

[
det(F + εH)− detF

]
= detF tr (F−1H) ,

e dunque
d det(F;H) = detF tr (F−1H).

Ricordando che

tr (F−1H) = F
−T

: H , d det(F;H) = grad detF : H ,

si ottiene l’espressione del gradiente della funzione determinante

grad detF = ( detF)F
−T

.

Se F è funzione di un parametro realet (F = F(t)) , si ha quindi

[
detF(t)

]·
=

d

dt
detF(t) = d det(F; Ḟ) = detF tr (F−1Ḟ) = ( detF)F−T : Ḟ ,

dove

Ḟ =
d

dt
F.

All’espressione della derivata del determinante si pu`o anche pervenire derivando
la funzione determinante.
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Infatti, facendo riferimento per semplicit`a al caso tridimensionale, si ha

d det(F ;H)∆{a1,a2,a3} = d ∆{Fa1,Fa2,Fa3;H} ,

∆{Ha1,Fa2,Fa3}+ ∆{Fa1,Ha2,Fa3}+ ∆{Fa1,Fa2,Ha3} =

∆{HF−1Fa1,Fa2,Fa3}+ ∆{Fa1,HF−1Fa2,Fa3}+ ∆{Fa1,Fa2,HF−1Fa3} =

tr (HF−1)∆{Fa1,Fa2,Fa3} = tr (HF−1) detF∆{a1,a2,a3} .

Ne segue quindi che

d det(F ;H) = detF tr (HF−1) = ( detF)F−T : H .

Se {e1, e2, . . . , en} è una base ortonormale, ponendoH = ei ⊗ ej risulta

tr (HF−1) = tr ((ei ⊗ ej)F
−1) = (F−1)ij ,

e dalla formula di derivazione del determinante si deduce l’identità di Jacobi 31

d det(F)
dF ij

= d det(F ; (ei ⊗ ej)) = ( detF) (F−1)ij .

Si noti che il termine( detF) (F−1)ij è eguale al minore complementare dell’elemento
F ij .

5.2. Derivata dell’operatore di inversione

Sia f ∈ L
{
U ; V

}
un isomorfismo,f−1 ∈ L

{
V ; U

}
l’isomorfismo inverso e

I : L
{
U ; V

}
→ L

{
V ; U

}
l’operatore di inversione definito daI(f) = f−1 .

Per f, g ∈ L
{
U ; V

}
si definisca la forma bilineare

B : L
{
U, V

}
× L

{
V ; U

}
→ L

{
V ; V

}
,

mediante la posizioneB (f, I(g)) = f ◦ I(g) ∈ L
{
V ; V

}
.

Allora la funzioneF : L
{
U ; V

}
→ L

{
V ; V

}
, definita da

F (f) : = B (f, I(f)) = f ◦ I(f) = IV ,

è costante in quanto `e pari all’identità IV ∈ L
{
V ; V

}
su V per ognif ∈ L

{
U, V

}
.

Valutando la derivata direzionale secondo un incrementoh ∈ L
{
U, V

}
si ottiene

dF (f ;h) = h ◦ I(f) + f ◦ dI(f ;h) = OV ,

31 Pubblicata daJacobi nel 1841. VediTruesdell andToupin [5] e [25] vol II, pag. 931.
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con OV ∈ L
{
V ; V

}
trasformazione nulla suV e quindi

dI(f ;h) = −I(f) ◦ h ◦ I(f) = −f−1 ◦ h ◦ f−1 ,

cheè la formula cercata.
In [23] si può trovare la dimostrazione dell’esistenza del limite che definisce la

derivatadI(f ;h) .

Se f ∈ L
{
U, V

}
dipende da un parametrot si ha che[

I(f(t))
]̇

= dI(f(t); ḟ(t)) = −f−1 ◦ ḟ ◦ f−1 .
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Gli spazi topologici che hanno una struttura pi`u ricca consentono di pervenire a
risultati più completi. Nelle applicazioni gli spazi pi`u utili sono certamenti quelli di
Hilbert.

Nel seguito si richiamano le nozioni di spazio metrico, di spazio normato e di spazio
con prodotto interno e si descrivono le principali propriet`a degli spazi diHilbert.

1. SPAZI METRICI

Uno spazio metricòe una coppia{X , d} costituita da un insiemeX e da una
funzioned : X × X → � detta lametrica, o distanzatale che

d(x1,x2) ≥ 0 e d(x1,x2) = 0 ⇐⇒ x1 = x2 ,

d(x1,x2) = d(x2,x1) ,

d(x1,x3) ≤ d(x1,x2) + d(x2,x3) diseguaglianza triangolare.

Una successione{xn} di elementi di uno spazio metrico converge ad un elemento
limite x se

lim
n→∞

d(xn,x) → 0 .

In virtù della diseguaglianza triangolare, ogni successione convergente soddisfa il
criterio di convergenza diCauchy 32

lim
n,m→∞

d(xn,xm) → 0 .

Una successione che soddisfa tale criterio `e unasuccessione diCauchy.

Uno spazio metricoX è dettocompletose ogni successione diCauchy converge
a x ∈ X .

32 Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Professore di matematica all’École Polytechnique, alla
Sorbona ed al Coll`ege de France. E’ stato uno dei maggiori matematici di ogni tempo.
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2. SPAZI NORMATI

Unospazio normatoX è uno spazio lineare in cui `e definito un funzionale

‖ . ‖ : X → �

dettonormache gode delle seguenti propriet`a
‖u ‖ ≥ 0 ∀u ∈ X con ‖u ‖ = o ⇐⇒ u = o ,

‖αu ‖ = |α | ‖u ‖ ∀u ∈ X , ∀α ∈ � ,

‖u + v ‖ ≤ ‖u ‖+ ‖v ‖ ∀u,v ∈ X diseguaglianza triangolare.

Unospazio topologico linearèe uno spazio lineare in cui `e definita una topologia
rispetto alla quale le operazioni lineari sono continue.

Uno spazio normato `e uno spazio topologico lineare. Infatti
un → u ⇒ ‖un ‖ → ‖u ‖ ,

un → u , αn → α ⇒ αn un → αu ,

un → u , vn → v ⇒ un + vn → u + v .

La norma induce nello spazio una metrica omogenea ed invariante rispetto alle
traslazioni

d(u,v) = ‖u− v ‖ ,

che consente di definire la nozione diconvergenza fortedi una successione{un} ∈ X
ad un elementou∞ ∈ X :

un → u∞ ⇐⇒ lim
n→∞

‖un − u∞ ‖ → 0 .

Un particolare spazio normato `e � con la norma euclidea.

Uno spazio normatoX completòe detto unospazio diBanach 33 .

Ogni successsione diCauchy {un} di elementi diX converge quindi ad un elemento
u∞ dello spazioX :

lim
n,m→∞

‖un − um ‖X → 0 ⇒ ∃u∞ ∈ X : lim
n→∞

‖un − u∞ ‖X → 0 .

33 Stefan Banach (1892-1945). Eminente matematico polacco cui sono dovuti i pi`u importanti
contributi alla moderna analisi funzionale.
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2.1. Applicazioni lineari continue e spazi normati duali

SianoX e Y spazi normati e siaA : X → Y un’applicazione.

L’applicazione lineareA : X → Y è limitata se vale la diseguaglianza

C ‖x ‖X ≥ ‖Ax ‖Y , ∀x ∈ X .

Sia A un insieme eY uno spazio lineare normato.

Un’applicazionef di A in Y è dettalimitata se f(A) è limitato in Y e cioè se

‖ f ‖ : = sup{‖ f(x) ‖Y : x ∈ A} < +∞ ,

L’insieme delle applicazioni limitate `e uno spazio lineare normatoB(X ;Y) .
Per le applicazioni lineari tra spazi normati la nozione di limitatezza coincide con quella
di continuità. Lo spazio lineare costituito dalle applicazioni lineari limitateA : X → Y
è denotato con L(X ; Y) .

Lo spazio lineare costituito dai funzionali linearif : X → � limitati su X è
dettospazio normato dualedi X e si denota conX ′ = L(X ; �) .

La norma dif ∈ L
{
X ,�

}
è definita da

‖ f ‖X ′ = sup
u∈X

{
| f(u) | : ‖u ‖X ≤ 1

}
.

Il sottospazio lineare KerA =
{
x ∈ X |Ax = o

}
è detto ilnucleodella applicazione

lineareA : X → Y . Se A ∈ L(X ; Y) il nucleo KerA è chiuso inX .

3. SPAZI DI HILBERT

Uno spazio vettorialeH sul campo reale `e detto unospazio pre-Hilbert se sul
prodotto cartesianoH ×H è definita una forma bilineare( . , . ) , simmetrica e
definita positiva: 

( u , v ) = ( v , u ) ∀u,v ∈ H ,

( u , u )≥ 0 ∀u ∈ H ,

( u , u ) = 0 ⇒ u = o .

La forma ( . , . ) è detta ilprodotto internoin H , ed induce unanormain H
definita da

‖u ‖ : =
√

( u , u ) .

In ogni spazio vettoriale con prodotto interno vale la
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regola del parallelogramma

‖u + v ‖2 + ‖u− v ‖2 = 2
(
‖u ‖2 + ‖v ‖2) ∀u,v ∈ H .

La regola del parallelogramma pu`o enunciarsi affermando che

• la somma dei quadrati costruiti sui lati `e eguale alla somma dei quadrati costruiti
sulle diagonali.

Viceversa, se in uno spazio normato vale la regola del parallelogramma, allora `e possibile
definire in esso un prodotto interno mediante una delle due equivalenti relazioni

( u , v ) : = 1
4

[
‖u + v ‖2 − ‖u + v ‖2

]
∀u,v ∈ H ,

( u , v ) : = 1
2

[
‖u + v ‖2 − ‖u ‖2 − ‖v ‖2

]
∀u,v ∈ H .

La diseguaglianza triangolare `e conseguenza della

• diseguaglianza diCauchy-Bunyakovskii 34 -Schwarz 35

| ( u , v ) | ≤ ‖u ‖ ‖v ‖ ∀u,v ∈ H ,

dove l’eguaglianza sussiste se e solo se i vettoriu e v sono paralleli.

La diseguaglianza diCauchy-Bunyakovskii-Schwarz si dimostra osservando che

( u + λv , u + λv ) ≥ 0 ∀λ ∈ � ∀u,v ∈ H

ed imponendo che il discriminante del polinomio di secondo grado inλ sia non positivo.
Si noti che la validità della diseguaglianza sussiste sotto la pi`u debole ipotesi che la
forma bilineare( . , . ) sia non negativa.

In ogni spazio vettoriale con prodotto interno vale la

• regola del parallelogramma

‖u + v ‖2 + ‖u− v ‖2 = 2
(
‖u ‖2 + ‖v ‖2) ∀u,v ∈ H .

La regola del parallelogramma pu`o enunciarsi affermando che la somma dei quadrati
costruiti sui latiè eguale alla somma dei quadrati costruiti sulle diagonali.

34 Viktor Yakovlevich Bunyakovskii (1804-1889). Matematico ucraino. Fu allievo di
Cauchy a Parigi nel 1825. Pubblic`o il risultato in una monografia del 1859 sulle diseguaglianze tra integrali.

35 Hermann Amandus Schwarz (1843-1921). Pubblicò il risultato in una nota del 1885 scritta in
onore diWeierstrass in occasione del suo 70° compleanno
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Un notevole risultato dovuto aM. Fréchet, J. von Neumann 36 eP. Jordan
assicura che, viceversa, se in uno spazio normato vale la regola del parallelogramma,
alloraè possibile definire in esso un prodotto interno mediante una delle due equivalenti
relazioni (vedi ad es. [17] teor.I.5.1)

( u , v ) : = 1
4

[
‖u + v ‖2 − ‖u + v ‖2

]
∀u,v ∈ H ,

( u , v ) : = 1
2

[
‖u + v ‖2 − ‖u ‖2 − ‖v ‖2

]
∀u,v ∈ H .

La regola del parallelogramma caratterizza quindi tra gli spazi normati quelli con
prodotto interno.

Uno spazio pre-Hilbert H è detto unospazio diHilbert 37 se è completo
rispetto alla norma indotta dal prodotto interno.

Uno spazio diHilbert è quindi uno spazio diBanach.

Un sottospazio lineare chiusodi uno spazio diHilbert è anch’esso uno spazio
di Hilbert con lo stesso prodotto interno.

La nozione dispazio diHilbert consente di estendere al caso di spazi non
finitamente generabili molte delle familiari propriet`a degli spazi vettoriali di dimensione
finita della geometria Euclidea.

3.1. Proiezione ortogonale

Un insiemeK ⊂ H è dettoconvessose, comunque assegnati due vettoriu e v
in K , tutti i vettori del segmento che li unisce appartengono aK :

u,v ∈ K ⇒ λu + (1− λ)v ∈ K ∀λ ∈ [0, 1] .

L’estensione della validit`a di molti classici risultati di geometria euclidea agli spazi di
Hilbert è fondata sulla seguente fondamentale propriet`a.

36 John von Neumann (1903-1957). Uno dei matematici pi`u geniali del XX secolo cui sono anche
dovuti contributi fondamentali per l’invenzione dei calcolatori elettronici.

37 David Hilbert (1862-1943). Nativo di Königsberg dove frequent`o l’Università insieme all’amico
Minkowski e consegu`ı il dottorato nel 1885 sotto la guida diLindemann. Nel 1895 ottenne per interes-
samento diKlein la cattedra di matematica all’Universit`a di Göttingen dove divenne amico diHurwitz.
A Göttingen rest`o fino alla fine della carriera facendo chiamare presso quella Universit`a anche l’amico
Minkowski. Hilbert è certamente il matematico tedesco pi`u illustre del XX secolo. Fondamentali sono
stati i suoi contributi in molti settori dell’analisi e della geometria, campo quest’ultimo in cui egli ha avuto
la maggiore influenza dopoEuclide (325-265 A.C.).
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Proposizione 3.1. Teorema della proiezione ortogonale.Assegnati un insieme chiuso
e convessoK in uno spazio diHilbert H ed un vettoreu ∈ H , esiste un unico
vettorePKu ∈ K in corrispondenza del qualèe minima la distanza diu ∈ H da K :

‖u− uK ‖ = min
{
‖u− v ‖ , v ∈ K

}
.

Il vettore PKu ∈ K è detto la proiezione ortogonale diu su K e l’operatore lineare
PK è detto il proiettore ortogonale suK .

Assegnatou ∈ H , si consideri il convesso chiuso

u−K : =
{
v ∈ H : v = u−w , w ∈ K

}
.

Effettuando la sostituzioneu−K → K , la proposizione 3.1 `e equivalente alla seguente.

Proposizione 3.2. Proprietà di minima norma. Ogni insieme chiuso e convesso
K ⊂ H in uno spazio diHilbert H contiene un unico vettore di minima norma.

Dim. Sia d = inf
{
‖v ‖ , v ∈ K

}
e {vn} ⊂ K una successione minimizzante cio`e

tale che‖vn ‖ → d . Per la regola del parallelogramma si ha che

‖ (vn − vm)/2 ‖2 = 1/2 (‖vn ‖2 + ‖vm ‖2)− ‖ (vn + vm)/2 ‖2 ≤

= 1/2 (‖vn ‖2 + ‖vm ‖2)− d2 ,

poichè ‖ (vn + vm)/2 ‖ ≥ d in quanto(vn + vm)/2 ∈ K in virtù della convessit`a di
K . La successione{vn} ⊂ K è dunque diCauchy.

In forza della completezza diH e della chiusura diK la successione{vn} ⊂ K
converge ad un elementou ∈ K . Inoltre la diseguaglianza‖u−v ‖ ≥

∣∣ ‖u ‖−‖v ‖ ∣∣
assicura che‖u ‖ = d .

Seu1,u2 ∈ K sono due elementi di norma pari ad , la regola del parallelogramma
implica che

‖ (u1 − u2)/2 ‖2 = d2 − ‖ (u1 + u2)/2 ‖2 ≤ 0 ,

cioè cheu1 = u2 .

Si consideri la forma quadraticaf (w) : = ‖u −w ‖2 con w ∈ K e si osservi
che i vettoriv −PKu con v ∈ K sono diretti verso l’interno diK .

Si imponga quindi che la derivata direzionale dif (w) nel puntoPKu e secondo
l’incrementov −PKu sia non negativa.

Si deduce che la proiezionePKu di u su K è caratterizzata dalla condizione
variazionale

( u−PKu , v −PKu ) ≤ 0 ∀v ∈ K .

Si noti che

• il vettore u−PKu è diretto secondo la normale uscente dal convessoK nel punto
PKu .
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E’ facile vedere che l’operatorePK gode dellaproprietà di contrazionee cioè che

‖PKu−PKv ‖ ≤ ‖u− v ‖ ∀u,v ∈ H .

Infatti risulta {
( u1 −PKu1 , v −PKu1 ) ≤ 0 ∀v ∈ K ,

( u2 −PKu2 , v −PKu2 ) ≤ 0 ∀v ∈ K .

Ponendov = u2 nella prima disuguaglianza ev = u1 nella seconda si ottiene per
addizione che

‖PKu1 −PKu2 ‖2 ≤ ( u1 − u2 , PKu1 −PKu2 ) ,

e quindi il risultato segue dalla diseguaglianza diCauchy-Schwarz.

Se il convesso chiusoK è un sottospazio lineareS di H la condizione di normalit`a
si traduce in una di ortogonalit`a

( u−PSu , v ) = 0 ∀v ∈ S .

Sia S un insieme diH e

S⊕ : =
{
u ∈ H : ( u , v ) = 0 ∀v ∈ S

}
,

il sottospazio linearecomplemento ortogonalenella topologia diHilbert.
Si noti che il sottospazio lineareS⊕ è chiuso in virtù della continuità del prodotto

scalare e della diseguaglianza diCauchy-Schwarz.
SeS è un sottospazio lineare chiuso diH , la proposizione 3.1 stabilisce che ogni

vettoreu ∈ H può essere univocamente decomposto nella somma

u = PSu + (I−PS)u ,

con PSu ∈ S e (I−PS)u ∈ S⊕ .

Sussiste dunque la decomposizione in somma diretta

H = S � S⊕ con S ∩ S⊕ = {o} .

L’unicit à della decomposizione consente di affermare che

• un sottospazio lineareS è chiuso inH se e solo se

S⊕⊕ = S .

Infatti se S è chiuso si ha cheH = S⊕ � S⊕⊕ = S⊕ � S ⇒ S⊕⊕ = S .
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Il proiettore ortogonalePK su un sottospazio lineare chiusoK è un operatore
lineare suH con peculiari propriet`a.

Proposizione 3.3. Proprietà del proiettore. Il proiettore ortogonalePK su di un
sottospazio lineare chiusoK ⊂ H è un operatore lineare suH tale che

PK = P2
K idempotenza,

( PKu , v ) = ( u , PKv ) ∀u,v ∈ H simmetria,

‖PKu ‖ ≤ ‖u ‖ ∀u,v ∈ H contrazione.

Per la dimostrazione si veda [17], teor. III.2.

Per la propriet`a di contrazione, un proiettore ortogonale `e limitato e risulta

‖PK ‖ ≤ 1 .

Il proiettore su un sottospazio lineare chiusoK è quindi continuo. Le seguenti propriet`a
caratterizzano un proiettore ortogonale.

Proposizione 3.4. Caratterizzazione del proiettore. Un operatore lineare limitato
P ∈ L

{
H,H

}
su uno spazio diHilbert H è un proiettore ortogonale sul sottospazio

lineare immagineIm P se e solo se gode delle seguenti proprietà caratteristiche:PK = P2
K idempotenza,

( PKu , v ) = ( u , PKv ) ∀u,v ∈ H simmetria,

o, in alternativa, PK = P2
K idempotenza,

‖PK ‖ ≤ 1 .

Per la dimostrazione si veda [17], teor. III.2 e III.3.

Si noti che l’immagine di un proiettore ortogonale `e un sottospazio lineare chiuso
dello spazio diHilbert H .

Un esempio importante di spazio diHilbert è lo spazioL2(Ω) costituito dai
campi scalari tali che la norma dei valori puntuali abbia quadrato integrabile (secondo
Lebesgue 38 ) nel dominioΩ . Ciò significa che deve essere∫

Ω

| f(x) |2 dµ < +∞ .

38 Henri Lebesgue (1875-1941). Matematico francese allievo diEmile Borel (1871-1956) e
fondatore della moderna teoria della misura e dell’integrazione.
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Si denotano rispettivamente con i simboliH(Ω) e H(Ω) gli spazi dei campi vettoriali
v : Ω → V o tensorialiT : Ω → L(V ; V ) di quadrato integrabile suΩ e cioè tali
che ∫

Ω

‖v ‖2 dµ < +∞ ,

∫
Ω

‖T ‖2 dµ < +∞ ,

essendo‖ • ‖ la norma suV e ‖T ‖ = [ tr (TTT)]1/2 la norma in L(V ; V ) .

Lo spazioH(Ω) dei campi vettoriali di quadrato integrabile inΩ è dotato del
prodotto interno e della norma definiti da

(u,v)H(Ω) =
∫
Ω

u . v dµ , ‖v ‖
H(Ω)

=
[ ∫

Ω

‖v ‖2 dµ

]1/2

.

Analoghe definizioni sussistono per i campi scalari e tensoriali.

Osservazione 3.1.Sia f ∈ L2(Ω) un campo scalare che si annulla su un sottoinsieme
Sf di Ω il cui complementoΩ \ Sf ha misura nulla secondoLebesgue. Allora si
ha che‖ f ‖

H(Ω)
= 0 anche sef �= 0 contro la propriet`a della norma di essere definita

positiva.
E’ pertanto necessario definire gli elementi dello spazioL2(Ω) quali classi di

equivalenza di campi che sonoquasi ovunquetra loro eguali e cio`e campi che possono
differire in un sottoinsieme diΩ avente misura nulla secondoLebesgue.

Pertanto le propriet`a di un campo di quadrato integrabile vanno attribuite ad un
rappresentante della classe di equivalenza. Ad esempio un campo di quadrato integrabile
è continuo se esiste almeno un rappresentante continuo nella corrispondente classe di
equivalenza e cio`e seè possibile modificare un campo della classe su un insieme di
misura nulla per renderlo continuo.

3.2. Duale di uno spazio di Hilbert

Una proprietà caratteristica di uno spazio diHilbert è quella di poter essere
identificato con il suo duale.

Ciò segue da fondamentali risultati essenzialmente dovuti aF.Riesz 39 ([2], 1909)
su cuiè basata la teoria degli spazi diHilbert, ( vedi ad es. [17], [22]).

Proposizione 3.5. Teorema di rappresentazione di Riesz-Fr´echet. Si consideri un
funzionale lineare limitatof ∈ L

{
H,�

}
su uno spazio diHilbert H . Esiste allora

un unico vettoreuf ∈ H tale che

f(v) = ( uf , v )H ∀v ∈ H , con ‖ f ‖H′ = ‖uf ‖H .

39 Friedrich Riesz (1880-1956). Matematico ungherese cui sono dovuti fondamentali risultati di
analisi funzionale.
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Dim. L’unicit à di uf ∈ H è evidente in quanto

〈 uf , v 〉 = 0 , ∀v ∈ H ⇒ uf = o .

La continuità e la linearità di f ∈ H′ assicurano che Kerf è un sottospazio lineare
chiuso diH . Se Kerf = H e cioè f = o ∈ H′ basta prendereuf = o ∈ H . Si
supponga quindi che Kerf �= H e si dimostri che esiste unvf ∈ H tale che

vf �∈ Kerf , ‖vf ‖H = 1 , 〈 vf , v 〉H = 0 ∀v ∈ Kerf .

A tal fine si consideri unu ∈ H\ Kerf e si ponga

vf =
u−Πu

‖u−Πu ‖H
,

con Π proiettore ortogonale su Kerf . Il vettore vf ∈ H è dunque un versore
ortogonale a Kerf . Si dimostra ora che tale versore `e unico e cio`e che il complemento
ortogonale di Kerf in H ha dimensione pari ad1 .

A tal fine basta mostrare che ogniv ∈ H ammette una decomposizione del tipo

v = λvf + vo con vo ∈ Kerf .

Siccomef(vo) = 0 dovrà esseref(v) = λ f(vf ) e quindi

λ =
f(v)
f(vf )

e vo = v − λvf .

Risulta dunque

( vf , v )H = λ ‖vf ‖2
H

+ ( vf , vo )H = λ =
f(v)
f(vf )

.

Basta allora porreuf = f(vf )vf .
Si ha inoltre

‖ f ‖H′ = sup
v∈H

{
f(v) : ‖v ‖H ≤ 1

}
= sup

v∈H

{
( vf , v )H : ‖v ‖H ≤ 1

}
≤

≤ sup
v∈H

{
‖v ‖H ‖uf ‖H : ‖v ‖H ≤ 1

}
= ‖uf ‖H ,

ed anche

‖ f ‖H′ = sup
v∈H

{
f(v) : ‖v ‖H ≤ 1

}
≥ f

(
uf

‖uf ‖H

)
=
‖uf ‖2

H
‖uf ‖H

= ‖uf ‖H ,

da cui ‖ f ‖H′ = ‖uf ‖H .
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Ogni vettoreu ∈ H definisce un funzionale lineare limitatofu ∈ H′ tramite la
relazione

fu(v) : = ( u , v )H ∀v ∈ H , con ‖ fu ‖H′ = ‖u ‖H .

Il teorema diRiesz-Fréchet stabilisce pertanto l’esistenza, tra lo spazio di
Hilbert H ed il suo dualeH′ , di una corrispondenza biunivoca lineare e continua
con l’inversa.

Tale corrispondenza preserva la norma, ed `e pertanto unisomorfismo isometrico
µ ∈ L

{
H′,H

}
:

µ f = uf ∀ f ∈ H′ , con ‖µf ‖H′ = ‖ f ‖H .

Lo spazio dualeH′ viene dotato naturalmente di un prodotto interno indotto da
quello diH e definito da

( f1 , f2 )H′ : = ( µ f1 , µ f2 )H ∀ f1, f2 ∈ H′ .

La norma indotta inH′ da tale prodotto interno coincide con quella‖ f ‖H′ preceden-
temente definita nella sezione 2.1 (p. 96).

L’esistenza di un isomorfismo isometrico traH ed il suo dualeH′ implica che
anche lo spazio dualeH′ , è completo e dunque `e uno spazio diHilbert.

L’isomorfismo isometricoµ ∈ L
{
H′,H

}
consente di estendere la diseguaglianza

di Cauchy-Schwarz al prodotto di dualit`a tra spazi diHilbert.
Si può anzi dire che la definizione di norma nello spazio duale introdotta nella

sezione 2.1 (p. 96) `e suggerita da tale estensione.

Proposizione 3.6. Diseguaglianza di Cauchy-Schwarz tra spazi duali.SianoH e
H′ spazi diHilbert in dualità. Allora risulta

| 〈 x′ , x 〉 | ≤ ‖x′ ‖H′ ‖x ‖H , ∀x ∈ H , ∀x′ ∈ H′ ,

e l’eguaglianza vale se e solo sex e µx′ sono paralleli.

Dim. Basta porrex′ = µy con y ∈ X .

Un funzionale linearef ∈ H′ è nullo suH se si annulla su un sottospazio lineare
denso inH . Il teorema della proiezione e quello di rappresentazione, proposizioni
3.1 (p. 100) e 3.5, consentono di dimostrare che vale anche la propriet`a inversa.

Proposizione 3.7. Caratterizzazione dei sottospazi lineari densi.Se l’unico fun-
zionalef ∈ H′ che si annulla sul sottospazio lineareS ⊂ H è il funzionale nullo su
H , cioè se

f(v) = 0 ∀v ∈ S ⇒ f(v) = 0 , ∀v ∈ H ,

allora S è denso inH .
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Dim. Per ipotesiS ⊆ Kerf ⇒ Kerf = H . Si deve mostrare cheS = H .
Ragionando per assurdo si supponga che siaS �= H . Allora scelto unu ∈ H\S , il
vettore u − PSu sarebbe non nullo e quindi tale sarebbe anche il funzionale lineare
f = J−1(u−PSu) . Poichè per ipotesi

f(v) = ( u−PSu , v ) = 0 ∀v ∈ S ⇒ f(v) = 0 , ∀v ∈ H ,

ciò è impossibile.

Osservazione 3.2.Ponendo l’isomorfismo isometricoµ ∈ L
{
H′,H

}
pari all’identità,

lo spazioH può essere identificato col suo dualeH′ edè detto uno spazio diHilbert
pivot. Non è però lecito identificare ogni spazio diHilbert col suo duale in quanto
ciò conduce a conclusioni non accettabili.

3.3. Successioni ortonormali complete

Un insieme di vettori di uno spazio diHilbert costituisce unafamiglia ortonor-
malese tutti i vettori sono di norma unitaria ed a due a due ortogonali.

Una famiglia ortonormale pu`o essere costruita a partire da una famiglia finita o
contabile mediante il procedimento di ortogonalizzazione diGram-Schmidt.

Ortogonalizzazione

Sia {un} è una successione di elementi linearmente indipendenti diH . Allora
si definiscono induttivamente le successioni{wn} e {zn} ponendo

wo = uo , zo =
wo

‖wo ‖
,

wn+1 = un+1 −
∑
k≤n

( un+1 , zk ) zk , zn+1 =
wn+1

‖wn+1 ‖
.

Si verifica facilmente che la successione{zn} è ortonormale.

Una famiglia ortonormale `e dettacompletase non esiste alcuna altra famiglia ortonor-
male che la contiene.

Una famiglia ortonormale completa `e detta anche unabase ortonormalee la sua
esistenza `e assicurata dal lemma diZorn.

Lo spazio diHilbert H è dettoseparabilese esiste una successione di elementi
di H che costituisce una base ortonormale.

Le successioni ortonormali complete consentono di effettuare lo sviluppo in serie
di Fourier 40 di un campo vettorialef ∈ H .

40 Joseph Fourier (1768-1830). Grande fisico matematico francese famoso per i suoi studi sulla
propagazione del calore (pubblic`o la Théorie analytique de la chaleur) e per il metodo di sviluppo in serie
che prende il suo nome.
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Proposizione 3.8. Sviluppo in serie di Fourier. Sia {un} ⊂ H una successione
ortonormale completa. Per ognif ∈ H sussiste allora lo sviluppo in serie

f =
∞∑

n=1
( f , un ) un : = lim

k→∞

k∑
n=1

( f , un ) un ,

e vale la relazione diParseval

‖ f ‖2 =
∞∑

n=1
| ( f , un ) |2 .

Dim. Dalla relazione

‖ f −
k∑

n=1
( f , un ) un ‖2 = ‖ f ‖2 −

k∑
n=1

( f , un )2 ,

si deduce ladiseguaglianza diBessel 41

k∑
n=1

( f , un )2 ≤ ‖ f ‖2 .

Ne consegue che la successione
{ k∑

n=1
( f , un ) un

}
è di Cauchy in quanto la norma

della differenza

‖
k∑

n=1
( f , un ) un −

h∑
n=1

( f , un ) un ‖2 = ‖
k∑

n=h

( f , un ) un ‖2 =
k∑

n=h

| ( f , un ) |2 ,

con k > h , tende a zero perh →∞ .

Infatti la successione
{ h∑

n=1
| ( f , un ) |2

}
è monotona non decrescente e limitata in

virtù della diseguaglianza diBessel e pertanto converge ad un limite finito.

Si ponga alloraf ∗ = lim k→∞
k∑

n=1
( f , un ) un e si mostri chef ∗ = f .

Per la continuit`a del prodotto interno si ha infatti che per ogniuj risulta

( f − f ∗ , uj ) = lim
k→∞

( [ f −
k∑

n=1
( f , un ) un ] , uj ) = ( f , uj )− ( f , uj ) = 0 .

La completezza della successione ortonormale implica quindi chef ∗ = f .

41 Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846). Matematico tedesco direttore dell’osservatorio as-
tronomico di Königsberg.
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Osservando infine che, per la continuit`a della norma, si ha

0 = lim
k→∞

‖ f −
k∑

n=1
( f , un ) un ‖2 = ‖ f ‖2 − lim

k→∞

k∑
n=1
| ( f , un ) |2 =

= ‖ f ‖2 −
∞∑

n=1
| ( f , un ) |2 ,

si perviene allarelazione diParseval 42 .

3.4. Spazi di Hilbert quoziente

Sia L un sottospazio lineare chiuso di uno spazio diHilbert H .
Si denoti conH/L lo spazio quoziente costituito dalle variet`a u : = u + L e

dotato della norma
‖u ‖H/L : = inf

v∈L
‖u + v ‖H .

• E’ possibile dotare lo spazioH/L di una struttura Hilbertiana indotta da quella
dello spazioH .

Per dimostrarlo si premettono alcune semplici considerazioni.

Proposizione 3.9. Prodotto interno indotto da un operatore. SianoX uno spazio
lineare eH uno spazio diHilbert. Sia θ : X → H un operatore lineare iniettivo,
cioè tale cheKerθ = {o} . Allora:
a) Definendo il prodotto interno inX mediante l’identit̀a

( x1 , x2 )X : = ( θ x1 , θ x2 )H ∀x1,x2 ∈ X ,

lo spazioX è uno spazio pre-Hilbert.
b) Lo spazioX è uno spazio diHilbert se e solo seIm θ è chiuso inH .

Dim. La prima affermazione `e una semplice conseguenza della bilinearit`a del prodotto
interno definito inX e del fatto che

‖x ‖X = ‖θ x ‖H = 0 ⇒ θ x = o ⇒ x = o .

Per dimostrare lab) basta osservare che il sottospazio lineare Imθ ⊂ H è uno spazio
di Hilbert per la topologia indotta daH se e solo se `e chiuso inH . In tal caso e solo
in tal caso la mappa lineareθ , cheè iniettiva e suriettiva daX su Imθ , costituisce un
isomorfismo isometrico tra lo spazio pre-HilbertX e lo spazio diHilbert Im θ .
Dunque lo spazioX è completo.

42 Marc-Antoine Parseval des Chênes (1755-1836).
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Proposizione 3.10. Isomorfismo fondamentale di uno spazio quoziente. Sia
L ⊆ H un sottospazio lineare chiuso di uno spazio diHilbert H . Tra lo spazio
quozienteH/L ed il complemento ortogonaleL⊕ di L in H esiste un isomorfismo
θ ∈ L

{
H/L,L⊕

}
.

Dim. Basta definireθ ∈ L
{
H/L,L⊕

}
come l’operatore lineare che ad ogni variet`a

u + L⊕ ∈ H/L fa corrispondere la proiezione di un qualsiasi vettore della variet`a
su L⊕ . L’operatore inversoθ−1 ∈ L

{
L⊕,H/L

}
mappa i vettoriu⊕ ∈ L⊕ in

u⊕ + L⊕ ∈ H/L .

Lo spazio quozienteH/L diviene pertanto uno spazio diHilbert definendo il
prodotto interno come quello indotto dall’isomorfismo fondamentale

( u1 + L , u2 + L )H/L : = ( θ (u1 + L) , θ (u2 + L) )H ∀u1,u2 ∈ H .

La corrispondente norma `e pari a

‖u + L‖H/L : = inf
v∈L

‖u + v ‖H = ‖u−Πu ‖H = ‖ΠCu ‖H ,

dove Π è il proiettore ortogonale diH su L e ΠC = I−Π è il proiettore comple-
mentare che proiettaH su L⊕ .

3.5. Spazi prodotto

SianoX e Y spazi diBanach. Il prodotto cartesianoX ×Y è allora uno spazio
di Banach per la topologia indotta da una dalle norme

‖ {x,y} ‖X×Y : = ‖x ‖X + ‖y ‖Y ,

‖ {x,y} ‖X×Y : =
√
‖x ‖2

X
+ ‖y ‖2

Y
.

Tali norme sono equivalenti in quanto per ogni coppia{x,y} ∈ X × X si ha

(‖x ‖2 + ‖y ‖2)1/2 ≤ ‖x ‖+ ‖y ‖ ≤
√

2 (‖x ‖2 + ‖y ‖2)1/2

SeX e Y sono spazi diHilbert lo spazio prodottoX ×Y è uno spazio diHilbert
con il prodotto interno prodotto, di spazi

( {x,y} , {x,y} )X×Y : = ( x , x )X + ( y , y )Y ,

e la corrispondente norma

‖ {x,y} ‖X×Y : =
√
‖x ‖2

X
+ ‖y ‖2

Y
.
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3.6. Convergenza debole

La convergenza deboledi una successione{un} ⊂ X ad un elementou∞ ∈ X
è definita da

un
w→u∞ ⇐⇒ lim

n→∞
f(un − u∞) = 0 , ∀ f ∈ X ′ .

Sussiste il seguente notevole risultato (vedi ad es. [26]).

Proposizione 3.11. Completa continuit`a. SianoX e Y due spazi diHilbert e sia
A ∈ L

{
X ,Y

}
un operatore lineare compatto. Allora

i) un
w→u∞ ⇒ Aun → Au∞ ,

e ciòe una successione debolmente convergente viene trasformata dall’operatoreA ∈
L

{
X ,Y

}
in una fortemente convergente.

3.7. Teoremi di Banach

SianoX e Y spazi diBanach.

• Il grafico di un operatoreA : X → Y avente dominio domA ⊆ X è il
sottoinsieme del prodotto cartesianoX × Y definito da

G(A) : =
{
{x,Ax} ∈ X × Y : x ∈ domA

}
.

• Un operatore lineare hagrafico chiusoA : X → Y se il suo grafico `e chiuso
nello spazio diBanach X × Y . Un operatore con grafico chiuso pu`o essere
equivalentemente caratterizzato dalla seguente propriet`a:

x ∈ domA ,
‖x− x∞ ‖X → 0

‖Ax− y∞ ‖Y → 0

 ⇒ x∞ ∈ domA , y∞ = Ax∞ ,

ovvero richiedendo che il sottospazio lineare domA ⊆ X sia uno spazio di
Banach per la norma‖x ‖X + ‖Ax ‖Y .

Ogni operatore lineare continuoA ∈ L
{
X ; Y

}
ha ovviamente grafico chiuso.

Sussistono allora i seguenti risultati.

Proposizione 3.12. Teorema dell’applicazione inversa. Se un operatore lineare
continuoA ∈ L

{
X ; Y

}
è biunivoco daX suY allora l’operatore inversòe lineare e

continuo.
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Proposizione 3.13. Teorema del grafico chiuso.SianoX e Y spazi diBanach.
Un operatore lineare con grafico chiusoA : X → Y con domA = X è continuo.

Proposizione 3.14. Teorema dell’immagine chiusa. SianoX ,X ′ e Y,Y′ coppie
di spazi diHilbert duali. Allora per ogni coppia di operatori dualiA ∈ L

{
X ; Y

}
e A′ ∈ L

{
Y′ ; X ′

}
le seguenti propriet̀a

i) Im A chiuso inY ⇐⇒ Im A = Ker(A′)⊥ ,

ii) Im A′ chiuso inX ′ ⇐⇒ Im A′ = ( KerA)⊥ ,

iii) ‖Ax ‖Y′ ≥ c ‖x ‖X/KerA
, ∀x ∈ X ,

iv) ‖A′y′ ‖X ′ ≥ c ‖y′ ‖Y′/KerA′ , ∀y′ ∈ Y′ .

sono tra loro equivalenti





VII – DISTRIBUZIONI

1. FUNZIONI GENERALIZZATE

Il concetto di funzione generalizzata, introdotto da S. L.Sobolev 43 [3] nel 1938,
è stato sistematicamente sviluppato daL. Schwartz 44 [4] negli anni 1948-50. Una
trattazione generale `e fornita nel testo di Analisi funzionale diK. Yosida [17].

L’esigenza di introdurre lefunzioni generalizzateodistribuzioninasce dal fatto che
la modellazione matematica porta ad analizzare funzioni e campi che, potendo essere
discontinui, non sono in generale derivabili nel senso classico.

Le distribuzioni godono, come si vedr`a, della magica propriet`a di essere indefini-
tamente derivabili. Esse consentono una trattazione matematica unitaria dei problemi
con discontinuit`a.

1.1. Notazione multi-indiciale

Sia Ω un dominio di uno spazio euclideo di dimensioned . Un multi-indicep è
una listap = {p1, . . . , pd} di ordine d le cui componenti sono numeri interi.

Si adotta l’usuale notazione abbreviata

| p | : =
d∑

i=1
pi , Dp : =

∂| p |

∂xp1
1 . . . ∂xpd

d

.

Ad esempio, nel caso di un dominio bidimensionale, si ha ched = 2 e ponendo
rispettivamentep = {2, 0} , p = {1, 1} , p = {0, 2} risulta | p | = p1 + p2 = 2 , e si
ottengono gli operatori alle derivate parziali del secondo ordine

D{2,0} : =
∂2

∂x1
2 , D{1,1} : =

∂2

∂x1 ∂x2
, D{0,2} : =

∂2

∂x2
2 .

Si consideri ora un campo vettorialev ∈ Cm(Ω) di dimensionen con componenti
{vα ; α = 1, . . . , n} sul dominiod -dimensionaleΩ .

43 Sergei Lvovich Sobolev (1908-1989). Matematico russo allievo diSmirnov e membro della
Accademia Sovietica delle Scienze.

44 Laurent Schwartz (1915-). Professore di matematica all’École Polythecnique.
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Si definisca quindi il multi-indice vettoriale di dimensionen

p = {pα ; α = 1, . . . , n} dove pα = {pα
1 , . . . , pα

d
}.

Le relazioni |p | = m e |p | ≤ m vanno allora intese per componenti

|p | = m ⇐⇒ | pα | = m , {α = 1, . . . , n} ,

|p | ≤ m ⇐⇒ | pα | ≤ m , {α = 1, . . . , n} .

Si definiscano infine nello spazio Cm(Ω)n le seguenti nozioni.

• La seminorma

|u |2
m

: =
∑

|p |=m

∫
Ω

|Dpu(x) |2 dµ .

• La norma

‖u ‖2
m

: =
∑

|p |≤m

∫
Ω

|Dpu(x) |2 dµ =
m∑

k=0
|u |2

k
,

dove

|Dpu(x) |2 =
n∑

α=1
|D pα

uα(x) |2 .

1.2. Funzioni di prova

La definizione di funzione generalizzata, o distribuzione, viene effettuata con-
siderando i campi scalariφ ∈ C∞o (Ω) indefinitamente derivabili inΩ , ciascuno dei
quali è nullo al di fuori di un compattoPφ contenuto inΩ .

I campi φ ∈ C∞o (Ω) sono detti asupporto compattonell’apertoΩ .

Il supportodi una funzionef : Ω → � è per definizione

• la chiusura dell’insieme
{
x ∈ Ω : f(x) �= 0

}
, ovvero

• il complemento del pi`u grande aperto su cuif si annulla.

Per dare la definizione di distribuzione `e necessario dotare lo spazio C∞
o (Ω) di

una topologia e cio`e di una nozione di convergenza.
Si denota conDK(Ω) lo spazio delle funzioni di C∞o (Ω) con supporto contenuto

nel compattoK ⊂ Ω .
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La nozione di convergenza inDK(Ω) è definita come convergenza delle funzioni
e di tutte le loro derivate in senso uniforme inK .

Si dice quindi che una successione{ϕn} di funzioni di DK(Ω) tende ad una
funzioneϕ ∈ DK(Ω) se

lim
n→∞

ϕn = ϕ ⇐⇒ sup
x∈K

|Dpϕn(x)−Dpϕ(x) | → 0 ∀ | p | <∞.

Si denota inoltre conD(Ω) lo spazio C∞o (Ω) dotato della seguente definizione di
convergenza.

• Una successione{ϕh} di funzioni di D(Ω) tende a zero

lim
h→∞

ϕh = 0

se accade che

• il supporto delle funzioni{ϕh} è definitivamente contenuto in un compatto
K ⊂ Ω ,

• per ogni operatore differenzialeDp , la successione{ϕh} converge a zero
uniformemente inK .

1.3. Distribuzioni

Si può quindi dare la definizione di distribuzione.

• Unadistribuzionein Ω è un funzionale lineareT continuo sui campi, scalari,
vettoriali o tensoriali diD(Ω) .

La condizione di continuit`a di una distribuzione suD(Ω) consiste nel richiedere
che

• per ogni compattoK ⊂ Ω esiste una costantec ed un interok tali che

| 〈 T , ϕ 〉 | ≤ c sup
| p |≤k,x∈K

|Dpϕ(x) | ∀ϕ ∈ DK(Ω).

• L’insieme delle distribuzioni inΩ forma uno spazio vettorialeD′ (Ω) .
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Se f ∈ D(Ω) e T ∈ D′(Ω) il prodotto f T è la distribuzione definita da

〈 f T , φ 〉 : = 〈 T , fφ 〉 ∀ϕ ∈ D(Ω) .

La convergenza di una successione di distribuzioniTn ∈ D′(Ω) significa che

Tn → T in D′(Ω) ⇐⇒ 〈 Tn , ϕ 〉 → 〈 T , ϕ 〉 ∀ϕ ∈ D(Ω) .

Si dimostra infatti che, se il limite di〈 Tn , ϕ 〉 esiste ed `e finito per ogniϕ ∈ D(Ω) ,
tale limiteè lineare e continuo inϕ ∈ D(Ω) e pertanto `e una distribuzione.

E’ facile verificare che la convergenza di una successione inL2(Ω) , in senso forte
o debole, implica quella nel senso delle distribuzioni. Si ha infatti che

Proposizione 1.1. Convergenza distribuzionale.La convergenza di una successione
in L2(Ω) , in senso forte o debole, implica quella nel senso delle distribuzioni.

Dim. Sia fn ⊂ L2(Ω) una successione debolmente convergente ad un elemento
f ∈ L2(Ω) e cioè tale che

〈 fn , v 〉 → 〈 f , v 〉 ∀v ∈ L2(Ω) .

Ponendov = ϕ ∈ D(Ω) si ha allora

〈 Tfn
, ϕ 〉 → 〈 Tf , ϕ 〉 ∀ϕ ∈ D(Ω) ,

che è la convergenza nel senso delle distribuzioni. La convergenza forte inL2(Ω)
implica quella debole inL2(Ω) e quindi quella nel senso delle distribuzioni.

Si ricordi che un campo scalaref su Ω è localmente integrabile, e si scrive
f ∈ L1

loc(Ω) , se per ogni compattoK ⊂ Ω risulta∫
K

| f(x) | dµ <∞ .

Ad ogni campof localmente integrabile suΩ si associa una distribuzioneTf definita
da

〈 Tf , ϕ 〉 : =
∫
Ω

f(x) ϕ(x) dµ ∀ϕ ∈ D(Ω) .

La continuità di Tf : D(Ω) → � è conseguenza della diseguaglianza

| 〈 Tf , ϕ 〉 | =
∣∣∣∣∫
Ω

f(x) ϕ(x) dµ

∣∣∣∣ ≤∫
Ω

| f(x) | |ϕ(x) | dµ ≤

≤
∫
K

| f(x) |
(

sup
x∈K

|ϕ(x) |
)

dµ ∀ϕ ∈ DK(Ω).
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• E’ usuale identificare il campof e la distribuzioneTf .

Ciò è lecito in quanto per un campof ∈ L1
loc(Ω) vale l’implicazione

Tf = 0 ⇒ f = 0 q.o. inΩ .

Una dimostrazione generale applicabile ad arbitrarie funzioni localmente integra-
bili può essere trovata in [17].

Una distribuzione `e detta diquadrato integrabilesu Ω se esiste un campof di
quadrato integrabile suΩ che la rappresenta, in accordo alla formula

〈 Tf , ϕ 〉 : =
∫
Ω

f(x) ϕ(x) dµ ∀ϕ ∈ D(Ω) .

Si dà ora la definizione di restrizione di una distribuzione.

• La restrizionedella distribuzioneT ∈ D′(Ω) ad un dominioP ⊆ Ω è la dis-
tribuzioneT|P ∈ D′(P) definita da

T|P(ϕ) : = T(ϕ) , ∀ϕ ∈ D(P) ⊆ D(Ω) .

2. DERIVATE GENERALIZZATE

Si vuole ora dare la definizione di derivata di una distribuzione. Tale definizione
è quella che ha motivato l’introduzione stessa del concetto di distribuzione.

Si consideri dapprima una distribuzioneTf associata ad un campo scalaref
localmente integrabile suΩ .

L’idea è quella di far ricorso alla formula di integrazione per parti per spostare
l’operazione di derivazione dal campo scalaref sui campi scalariϕ ∈ C∞o (Ω) che
sono indefinitamente derivabili.

Il carattere locale dell’operazione di derivazione si conserva in quanto i campi
scalariϕ ∈ C∞o (Ω) hanno supporti compatti contenuti nell’apertoΩ .

Pertanto nella formula di integrazione per parti i valori al contorno del campof
su ∂Ω non compaiono.
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La derivataDpTf della distribuzioneTf associata ad un campof localmente
integrabile suΩ , dettaderivata generalizzatao derivata distribuzionaledi f , viene
quindi definita da

〈 DpTf , ϕ 〉 : = (−1)| p |
∫
P

f(x)Dpϕ(x) dµ ∀ϕ ∈ D(Ω) .

E’ importante ossservare che quando il campof è di classe C1(Ω) si ha

〈 DpTf , ϕ 〉 : = −
∫
P

f(x) Dpϕ(x) dµ =
∫
P

Dp f(x) ϕ(x) dµ ∀ϕ ∈ D(Ω) .

Risulta pertanto〈 DpTf , ϕ 〉 = 〈 TDpf , ϕ 〉 e, in virtù dell’identificazione traf e Tf ,
la derivata distribuzionale coincide con quella usuale.

In generale la derivataDpT di un’arbitraria distribuzioneT è definita dalla for-
mula

〈 DpTf , ϕ 〉 : = (−1)| p | 〈 T , Dpϕ 〉 ∀ϕ ∈ D(Ω) .

Se p1 and p2 sono due multi-indici ep = p1 + p2 si pone:

〈 DpT , ϕ 〉 : = 〈 Dp1Dp2T , ϕ 〉 = 〈 Dp2Dp1T , ϕ 〉 .

Una distribuzioneT su Ω è pertanto indefinitamente differenziabile nel senso delle
distribuzioni.

La prossima proposizione mostra che il gradiente distribuzionale ha grafico chiuso
nello spazio prodottoL2(Ω)× L2(Ω) .

Proposizione 2.1. Chiusura del grafico del gradiente distribuzionale. Il gradiente
distribuzionale grad : L2(Ω) → L2(Ω)d con dom grad= H1(Ω) è un operatore
lineare con grafico chiuso.

Dim. Si consideri una successione{un} ⊂ L2(Ω) convergente au ∈ L2(Ω) e tale
che i gradienti distribuzionali{gradun} convergano ad ung ∈ L2(Ω)d . Si ha dunque
che

‖un − u ‖
0
→ 0 , ‖ gradun − g ‖

0
→ 0 .

Poichè u ∈ dom grad si tratta di dimostrare cheg = gradu .
La proposizione 1.1 assicura che la convergenza inL2(Ω) implica quella nel

senso delle distribuzioni. Si ha quindi che

‖un − u ‖
0
→ 0 ⇒

{ Tun
→ Tu ,

gradTun
→ gradTu ,

‖ gradun − g ‖
0
→ 0 ⇒ gradTun

→ Tg .

L’unicit à del limite in D′ implica cheg = gradTu = gradu e pertanto l’operatore
grad ha grafico chiuso.
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Il risultato della proposizione 2.1 si estende a qualsiasi operatore differenziale
distribuzionale.

2.1. Impulsi e dipoli

Un fondamentale esempio di distribuzione `e fornito dalladelta di Dirac 45

introdotta dal fisicoPaul Dirac intorno al 1930.
La funzionedeltaha innumerevoli applicazioni in fisica matematica ed ha posto

ai matematici il problema di una generalizzazione del concetto di funzione.
La distribuzione diDirac Tδx , denotata anche semplicemente conδx , è definita

come un campionatore che ad ogni campo scalareϕ ∈ D(Ω) associa il valore che esso
assume in un puntox ∈ Ω

δx(ϕ) = Tδx(ϕ) : = ϕ(x).

Se� è l’asse reale, la distribuzione diDirac nel punto x si ottiene come derivata
distribuzionale della funzionegradinounitario diHeaviside 46 (1899)

Hx(ξ) =

{
1, se ξ ≥ x ,

0, se ξ < x .

Infatti risulta

(D1Hx)(ϕ) = −
+∞∫

−∞

Hx(ξ)D1ϕ(ξ) dξ = −
+∞∫
x

D1ϕ(ξ) dξ = ϕ(x)

e cioè δx = D1Hx .

45 Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984). Nato in Inghilterra da padre svizzero. Nel 1926
consegu`ı il Ph.D. a Cambridge con una tesi dal titoloQuantum mechanics. Ebbe quindi contatti con i
maggiori fisici dell’epoca, a Copenhagen conNiels Bohr, a Göttingen conRobert Oppenheimer,
Max Born, James Franck, Igor Tamm, a Leiden conEhrenfest. Fu eletto Fellow del St John’s
College di Cambridge nel 1927 e della Royal Society nel 1930. Nel 1933 ricevette il Premio Nobel per la
Fisica insieme aSchrödinger. Dirac ha ricevuto innumerevoli riconoscimenti per i suoi contributi alla
meccanica quantistica ed a molti altri campi della fisica.

46 Oliver Heaviside (1850-1925). Geniale scienziato che da giovane telegrafista fu affascinato
dall’opera di Maxwell sull’elettromagnetismo. AdHeaviside è dovuta la scrittura sintetica delle
equazioni diMaxwell sull’elettromagnetismo. Previde l’esistenza della zona conduttiva nell’atmosfera ora
nota come fascia diHeaviside. Insieme all’americanoJosiah Willard Gibbs (1839-1903) sviluppò
il calcolo vettoriale privilegiandolo a quello dei quaternioni. Ide`o inoltre un originalecalcolo operazionale
per la soluzioni algebrica delle equazioni differenziali ordinarie.
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La distribuzione diDirac è detta anche unimpulso unitarioconcentrato nel punto
x ∈ � . Derivando a sua volta la distribuzione diDirac si ottiene la distribuzione

(D1δx)(ϕ) = − δx (D1ϕ) = −D1ϕ(x)

cheè detta undipolounitario concentrato nel puntox . La distribuzioneD1δx associa
ad ogni scalareϕ ∈ D(�) la sua derivata nel puntox ∈ � .

Analogamente si definiscono i dipoli di ordine superiore.
Impusi e dipoli concentrati sono comunemente considerati in meccanica ad es-

empio quando su una struttura monodimensionale vengono applicate in punti discreti
forze o coppie concentrate ovvero distorsioni angolari o di scorrimento relativo.
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Gli spazi di Sobolev 47 costituiscono l’ambiente lineare idoneo a trattare le
questioni di esistenza, unicit`a e regolarit`a delle soluzioni dei problemi differenziali
lineari. In vista delle applicazioni che saranno sviluppate, si tratteranno soltanto gli
spazi diSobolev in cui la normaè una media quadratica e che pertanto sono spazi di
Hilbert.

1. SPAZI DI SOBOLEV

Nel seguito perinsieme aperto regolaresi intenderà un aperto la cui frontiera `e una
varietà differenziabile sufficientemente regolare per garantire la validit`a dei risultati.

1.1. Spazi di Beppo Levi e di Sobolev

Nello spazio Cm(Ω)n normato con‖ . ‖
m

si consideri l’insieme delle successioni
{un} che soddisfano il criterio di convergenza diCauchy e cioè tali che

lim
n→∞

‖un − uk ‖m
= 0 .

Si effettui quindi un’operazione detta dicompletamento dello spazioche consiste nel
costruire un nuovo spazio vettorialeHm(Ω) i cui elementi sono classi di equivalenza
di successioni diCauchy definite dalla relazione

{un} ≡ {vn} ⇐⇒ lim
n→∞

‖un − vn ‖m
= 0 .

In una successione diCauchy la norma degli elementi `e convergente in quanto∣∣∣ ‖un ‖m
− ‖uk ‖m

∣∣∣ ≤ ‖un − uk ‖m
.

Ciò consente di definire nello spazioHm(Ω) la norma

‖ {un} ‖m
= lim

n→∞
‖un ‖m

.

47 Sergei Lvovich Sobolev (1908-1989). Matematico russo nativo di San Pietroburgo, allievo di
Smirnov e membro dell’Accademia Sovietica delle Scienze.Sobolev ha portato contributi importanti
alla soluzione di difficili problemi retti da equazioni alle derivate parziali. Fu eletto membro della Acad´emie
des Sciences de France e della Accademia Nazionale dei Lincei.
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Le operazioni lineari e la norma non dipendono dal rappresentante della classe di
equivalenza.

Le successioni diCauchy convergenti ad elementi di Cm(Ω)n vengono identi-
ficate con essi.

Nello spazio normatoHm(Ω) le classi di equivalenza di successioni diCauchy
risultano convergenti e pertanto lo spazioHm(Ω) è di Banach (vedi [17] sezione
I.10).

In effetti Hm(Ω) è uno spazio diHilbert in quanto la norma `e indotta dal
prodotto interno

( u , v )m : =
∑

|p |≤m

∫
Ω

Dpu(x) . Dpv(x) dµ .

• Gli spazi diHilbert Hm(Ω) sono dettispazi diBeppo Levi.

Analogamente i completamenti di C∞o (Ω)n e di Cm(Ω)n rispetto alla norma‖ . ‖
m

definiscono gli spazi diHilbert

• Hm
o (Ω) completamento di

{
u ∈ C∞o (Ω)n : ‖u ‖

m
< +∞

}
,

• Hm(Ω) completamento di
{
u ∈ Cm(Ω)n : ‖u ‖

m
< +∞

}
.

E’ possibile introdurre gli spaziHm(Ω) con una definizione alternativa fondata
sulla teoria delle distribuzioni.

Tale definizione riveste particolare importanza nelle applicazioni ed `e dovuta a S.
L. Sobolev [3] che l’ha formulata nel 1938.

Nel caso di domini regolari, essa coincide con la definizione fondata sul comple-
tamento.

Si osservi preliminarmente che ogni funzionef ∈ L2(Ω) di quadrato integrabile
secondoLebesgue in un dominioΩ , e cioè tale che∫

Ω

| f(x) |2 dµ < +∞ ,

risulta integrabile inΩ e quindia fortiori localmente integrabile inΩ .
Infatti se f ∈ L2(Ω) la diseguaglianza diSchwartz fornisce

∫
Ω

| f(x) | dµ ≤ (measΩ)
1
2

 ∫
Ω

| f(x) |2 dµ


1
2

< +∞ ,

dove measΩ è la misura del dominioΩ .
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Quindi per ognif ∈ L2(Ω) il funzionale

Tf (ϕ) : =
∫
Ω

f(x)ϕ(x) dµ ∀ϕ ∈ D(Ω) ,

è una distribuzione.
La distribuzioneTf individua univocamente la funzionef ∈ L2(Ω) in quanto

se Tf è nulla alloraf = 0 ∈ L2(Ω) e quindi f è nulla q.o. inΩ .
Ciò consente di identificare la distribuzioneTf e la funzionef ∈ L2(Ω) .
La p-derivata di una funzione di quadrato integrabilef ∈ L2(Ω) viene quindi

definita come segue.

• La p-derivata di f ∈ L2(Ω) è la p-derivata distribuzionaleDpTf della
distribuzioneTf associata af .

Se la distribuzioneDpTf può essere identificata con una funzione di quadrato
integrabileg ∈ L2(Ω) , e cioè se

〈 DpTf , ϕ 〉 = 〈 Tg , ϕ 〉 : =
∫
Ω

g(x) ϕ(x) ∀ϕ ∈ D(Ω) ,

si scrive che
Dpf = DpTf = g ,

e si dice che lap-derivata Dpf di f è di quadrato integrabile inΩ . La funzione
g ∈ L2(Ω) se esiste `e unica.

Si dà ora la definizione di spazio diSobolev.

• Un campo din-vettori suΩ appartiene allospazio diSobolev Wm(Ω)n

seè di quadrato integrabile suΩ insieme alle suep-derivate distribuzionali
di ordine |p | ≤ m .

Lo spazio diSobolev Wm(Ω)n è dotato del prodotto interno

( u , v )m : =
∑

|p |≤m

∫
Ω

DpTu
. DpTv dµ , ∀u,v ∈ H ,

e quindi della corrispondente norma

‖u ‖
m

: =
√

( u , u )m ∀u ∈ H .
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La completezza dello spazioL2(Ω) implica che lo spazioWm(Ω)n è completo rispetto
alla metrica indotta dalla norma‖ . ‖

m
e dunque cheWm(Ω)n è uno spazio di

Hilbert.
Le derivate distribuzionali delle funzioni di Cm(Ω) coincidono con quelle clas-

siche e pertanto il sottospazio

S : =
{
u ∈ Cm(Ω) : ‖u ‖

m
< +∞

}
,

appartiene aWm(Ω)n .
Poichè Wm(Ω)n è completo esiste un isomorfismo isometrico traHm(Ω)n , che

è il completamento diS , e la chiusura diS in Wm(Ω)n . IdentificandoHm(Ω)n con
tale chiusura si pu`o concludere che

Hm(Ω)n ⊆Wm(Ω)n .

Un teorema diN. Meyers e J. Serrin [8] mostra che tale inclusione `e una
eguaglianza e cio`e per ogni dominioΩ si ha che

Hm(Ω)n = Wm(Ω)n .

La dimostrazione `e riportata in [18] teorema 3.16.

La proprietà di continuità dei campi vettoriali di uno spazio diSobolev Hm(Ω)n

possono essere dedotte dal seguente classico risultato.

Proposizione 1.1. Lemma di Sobolev.Si consideri un dominioΩ regolare e limitato
nello spazio euclideod-dimensionaleEd con m > d/2 . Vale allora la diseguaglianza

max
x∈Ω

|u(x) | ≤ c ‖u ‖
m

, ∀u ∈ Cm(Ω) .

I campi vettoriali di Hm(Ω) sono pertanto continui suΩ con tutte le derivate fino
all’ordine k-esimo, ciòe

Hm(Ω) ⊂ Ck(Ω) ,

purch̀e sia soddisfatta la diseguaglianza stretta

k < m− d

2
,

dove

• k è l’ordine massimo delle derivate continue,

• m è l’esponente dello spazio diSobolev Hm(Ω) ,

• d è la dimensione dello spazio euclideoEd .
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Dim. Una sintetica dimostrazione della diseguaglianza `e riportata nell’articolo di
Fichera [14].

In virtù di tale diseguaglianza ogni successione inCm(Ω) cheè diCauchy nella
norma diHm(Ω) è anche diCauchy nella norma uniforme

‖u ‖∞ : = sup
x∈Ω

|u(x) | .

La successione converger`a pertanto puntualmente ed uniformemente ad un campo vet-
toriale continuo che `e il limite della successione nella norma diHm(Ω) .

Il seguente principio, dovuto aF. Rellich 48 , fornisce un fondamentale risultato
di compattezza nella teoria gli spazi diSobolev.

Proposizione 1.2. Principio di selezione di Rellich. Sia Ω un dominio regolare
e limitato nello spazio euclideod-dimensionaleEd . L’immersione diHm(Ω) in
Hm−1(Ω) è compatta. Da ogni successione limitata inHm(Ω) se ne pùo estrarre
quindi una convergente inHm−1(Ω) .

1.2. Operatori ellittici e soluzioni deboli

Si presenta ora un risultato fondamentale concernente le soluzioni deboli di un
sistema di equazioni differenziali.

A tal fine si premettono le seguenti definizioni.
Sia L un operatore differenziale lineare di ordineν operante su campi vettoriali

a valori in uno spazio di dimensionen definito da

Lu(x) : =
∑

|p |≤ ν

Ap(x) Dpu(x) ,

dove Ap(x) sono campi regolari di matricin× n in Ω .

• La parte principale Lo di L è quella che coinvolge le sole derivate di ordine
massimo

Lou(x) : =
∑

|p |= ν

Ap(x) Dpu(x) .

• L’operatore differenzialeL è dettoellittico se

det
∑

|p |= ν

Ap(x) ξp �= 0 ,

per ognid-vettoreξ e in ogni puntox ∈ Ω.

48 Franz Rellich (1906-1955) . Matematico nato nel Sudtirolo, allievo diCourant e professore
di matematica all’Universit`a di Göttingen.
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• L’operatoreaggiunto formaleL∗ di L , definito da

L∗u(x) : =
∑

|p |≤ ν

(−1)|p | Dp(
Ap(x)u(x)

)
,

soddisfa l’identità∫
Ω

Lu(x) . φ(x) =
∫
Ω

u(x) . L∗φ(x) , ∀φ ∈ C∞o (Ω)n .

Si noti che se le matrici dei coefficientiAp sono costanti le parti principali degli
operatoriL e del suo aggiunto formaleL∗ sono le stesse. Ne segue cheL risulta
ellittico solo se loè L∗ .

L’operatore aggiunto consente di definire l’operatore differenziale distribuzionale
associato adL

(LTu)(φ) : =
∫
Ω

u(x) . L∗φ(x) , ∀φ ∈ C∞o (Ω)n .

Un campo vettorialeu ∈ L2(Ω)n costituisce unasoluzione deboledel sistema dif-
ferenziale

Lu(x) = f(x) ,

con f ∈ L2(Ω)n se risulta
(LTu) = Tf ,

e cioè ∫
Ω

u(x) . L∗φ(x) =
∫
Ω

f(x) . φ(x) , ∀φ ∈ C∞o (Ω)n .

Sussiste la seguente fondamentale propriet`a.

Proposizione 1.3. Sistemi differenziali ellittici. Sia u una soluzione debole del
sistema differenziale ellitticoLu(x) = f(x) di ordine ν . Allora se f ∈ Hm(Ω)n si
ha che u ∈ Hm+ν(Ω)n in quanto risulta

‖u ‖
m+ν

≤ cE ‖ f ‖m
.

Tale risultato pùo essere enunciato dicendo che la soluzione deboleè ν volte pìu
regolare dei dati.

Grazie alle proposizioni 1.1 e 1.3 si perviene al seguente risultato concernente le
proprietà di continuità della soluzione di un sistema ellittico.

Proposizione 1.4. Regolarit`a della soluzione. Siau una soluzione debole del sistema
ellittico Lu(x) = f(x) di ordine ν . Allora se f ∈ Hm(Ω)n con m > d/2 si ha
che u ∈ Cν(Ω)n e dunqueu è una soluzione in senso classico. In particolare se
f ∈ C∞(Ω)n allora u ∈ C∞(Ω)n .
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Dim. In virtù della proposizione 1.3 si ha cheu ∈ Hm+ν(Ω)n . La proposizione 1.1
assicura chef ∈ C0(Ω)n e u ∈ Cν(Ω)n . Pertanto, invocando l’identit`a di Gauss-
Green risulta∫

Ω

u(x) . L∗φ(x) =
∫
Ω

Lu(x) . φ(x) =
∫
Ω

f(x) . φ(x) ,

per ogni φ ∈ C∞o (Ω)n . Per la continuit`a di Lu e di f il lemma fondamentale del
calcolo delle variazioni stabilisce cheLu = f .

Ecco una conseguenza della proposizione 1.4.

Proposizione 1.5. Nucleo del gradiente.Sia Ω un aperto regolare e limitato inEd

ed f ∈ L1
loc(Ω) . Allora la distribuzioneTf ∈ D′(Ω) ha gradiente nullo se e solo se

f è eguale ad una costante in ogni componente connessa diΩ .

Dim. Per definizione si ha che

〈 gradTf , v 〉 : = −〈 Tf , div v 〉 = −
∫
Ω

f div v ∀v ∈ D(Ω)d ,

e quindi, ponendov = gradϕ , la condizione gradTf = o implica che

〈 gradTf , gradϕ 〉 = −
∫
Ω

f div gradϕ = 0 ∀ϕ ∈ D(Ω) .

L’operatore differenziale div grad `e ellittico e quindi l’equazione differenziale
div gradf = 0 ha soluzione debolef ∈ C∞(Ω) .

Dunque gradf = o vale in senso classico e pertantof è costante in ogni com-
ponente connessa diΩ .

In modo analogo si dimostra il seguente importante risultato.

Proposizione 1.6. Nucleo della parte simmetrica del gradiente.Sia Ω un aperto
regolare e limitato inEd ed u ∈ L1

loc(Ω)3 .

Allora la distribuzione vettorialeTu ∈ [ D(Ω) ′ ]3 ha parte simmetrica del gradiente
nulla se e solo seu è un polinomio di primo grado in ogni componente connessa di
Ω . Ciò equivale a richiedere che il gradiente sia un tensore antisimmetrico e costante
in ogni componente connessa diΩ .

sym gradu = O ⇐⇒ u(x) = u(xo) + Ω [x− xo] , ΩT = −Ω .
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Dim. La dimostrazione segue dall’osservare che

〈 div sym gradTu , w 〉 = −〈 sym gradTu , gradw 〉 =

=
∫
Ω

u . div gradw = 0 , ∀w ∈ D(Ω)3 .

In virtu della proposizione 1.4 l’ellitticit`a dell’operatore differenziale div grad implica
che la soluzione deboleu è di classe C∞(Ω) .

Allora un risultato classico mostra che

sym gradu(x) = O ⇒ grad gradu(x) = O ∀x ∈ Ω ,

(vedi [21] cap. III.7 oppure [28] cap. I, prop. 5.2).
Dunque gradu è costante in ogni componente connessa diΩ e quindi u è un

polinomio di primo grado.
La condizione sym gradu(x) = O implica infine cheΩ = gradu è un tensore

antisimmetrico costante in ogni componente connessa diΩ .

2. VALORI AL CONTORNO

I problemi di valori al contornosono basati sulla definizione dei valori al contorno
dei campi vettorialiu ∈ Hm(Ω) .

Poichè i campiu ∈ Hm(Ω) non sono necessariamente continui inΩ è essenziale
dare un significato ai loro valori al contorno.

Tale problematica `e l’oggetto d’indagine dellateoria delle tracce. Si forniranno
qui le idee principali rinviando a testi specifici per eventuali approfondimenti [9], [19].

2.1. Operatore di traccia

Si consideri un problema posto in�2 e si denotino le coordinate con{x, y} .
Il dominio Ω sia costituito dal semispazio dellex non negative

Ω = �2
+ =

{
{x, y} | y ≥ 0

}
⊂ �2 .

La frontiera∂Ω di Ω = � 2
+ è l’asse dellex .

Sussiste il seguente risultato (vedi ad es. [22]).

Proposizione 2.1. Valori al contorno. Sia u ∈ C1
o(� 2) , una funzione continua con

la derivata prima ed a supporto compatto in�2 . Allora vale la diseguaglianza ∫
�

u (x, 0)2 dx


1
2

≤ C

 ∫
Ω

[
u2 + (u,x)2 + (u,y)2 ]

(x, y) dx dy


1
2

.
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La virgola indica la derivata parziale eC > 0 è una costante. PonendoΓu = u (x, 0)
la diseguaglianza pùo riscriversi

‖Γu ‖
0
≤ C ‖u ‖

1
, ∀u ∈ C1

o(� 2) .

Dim. Postof(t) = t 2 si ha

[u(x, 0) ] 2 = f(u(x, 0)) =

=−
+∞∫
0

f,y (u (x, y)) dy = −
+∞∫
0

f,u (u (x, y)) (u,y (x, y)) dy .

Essendof,u (u (x, y)) = 2u (x, y) , dalla diseguaglianza2 | a | | b | ≤ (a 2 + b 2) ,
risulta

[u(x, 0) ] 2 ≤ 2

+∞∫
0

|u (x, y) | |u,y (x, y) | dy ≤

≤

 +∞∫
0

[u (x, y) ]2 dy +

+∞∫
0

[u,y (x, y) ]2 dy

 .

La conclusione si ottiene integrando rispetto adx ∈ � .

Dalla proposizione 2.1 si trae che

Proposizione 2.2. Operatore dei valori al contorno. L’operatore lineare Γ :
C1

o(� 2) → L2(∂Ω) , che associa ad ogniu (x, y) ∈ C1
o(� 2) il corrispondente valore

al contornou (x, 0) ∈ L2(∂Ω) , può essere esteso per densità ad un operatore lineare
limitato

Γ ∈ L
{
H1(Ω) ; L2(∂Ω)

}
.

Dim. SiaW(Ω) lo spazio delle restrizioni delle funzioni di C1o(� 2) a Ω .
La densità di W(Ω) in H1(Ω) assicura che per ogniu ∈ H1(Ω) esiste una

successione{un} ⊂ W(Ω) tale che‖un − u ‖
1
→ 0 . Allora dalla diseguaglianza

stabilita nella proposizione 2.1 si deduce che

C ‖un − uk ‖1
≥ ‖Γun − Γuk ‖0

.

Poichè {Γun} ⊂ L2(∂Ω) , la completezza diL2(∂Ω) assicura che esiste un unico
uΓ ∈ L2(∂Ω) tale che

‖Γun − uΓ ‖0
→ 0 .

Per ogniu ∈ H1(Ω) si ponga alloraΓu = uΓ .
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Ciò significa assumere quale valore al contorno di un campou ∈ H1(Ω) il limite
in L2(∂Ω) dei valori al contorno di una qualsiasi successione di campi{un} ⊂ W(Ω)
che converga inH1(Ω) a u ∈ H1(Ω) .

In virtù del principio di estensione delle eguaglianze (vedi sezione I.3.2 (p. 7)) si
può concludere che

‖Γun ‖0
≤ C ‖un ‖1

, ∀u ∈ C1
o(Ω) ⇒ ‖Γu ‖

0
≤ C ‖u ‖

1
, ∀u ∈ H1(Ω) .

e quindi che l’operatore lineareΓ : H1(Ω) → L2(∂Ω) è limitato.

Mediante carte locali, si pu`o estendere il risultato considerando al posto di� 2
+

un qualsiasi dominio regolare bidimensionaleΩ ed al posto di� il contorno di tale
dominio. Per dimensioni maggiori di due la dimostrazione `e perfettamente analoga.

In generale per uno spazio diSobolev Hm(Ω) si perviene alla diseguaglianza( ∑
|p |≤m−1

∫
∂Ω

|Dpu(x) |2 dµ

)1/2

= ‖Γu ‖
Hm−1(∂Ω)

≤ α ‖u ‖
Hm(Ω)

.

L’operatoreΓ ∈ L
{
Hm(Ω) ; Hm−1(∂Ω)

}
è dunque limitato ed i campi

Γu ∈ Hm−1(∂Ω) ,

sono dettivalori al contornodei campiu ∈ Hm(Ω) .
In modo analogo si possono definire i valori al contorno per le derivate normali a

∂Ω di ordine maggiore o eguale ad uno.

Alla derivata normale
∂ku
∂nk

di ordinek , conm > k , si associa l’operatore lineare

limitato
Γk ∈ L

{
Hm(Ω), Hm−k−1(∂Ω)

}
.

Sotto opportune ipotesi di regolarit`a del dominioΩ (vedi ad es. [16]), si pu`o
mostrare che valgono le seguenti propriet`a

• Im Γk contiene lo spazioHm−k(∂Ω) per cui risulta

Hm−k(∂Ω) ⊂ Im Γk ⊂ Hm−k−1(∂Ω) .

• Im Γk può essere dotato di una topologia intermedia tra quelle diHm−k(∂Ω)
e Hm−k−1(∂Ω) che rende lo spazio immagine uno spazio diHilbert de-
notato conHm−k−1/2(∂Ω) .
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L’operatore lineare limitato

Γk ∈ L
{
Hm(Ω), Hm−k−1/2(∂Ω)

}
,

è dunque suriettivo. Risulta inoltre

H1
o (Ω) =

{
u ∈ H1(Ω) : Γ0u = o

}
,

H2
o (Ω) =

{
u ∈ H2(Ω) : Γ0u = o , Γ1u = o

}
,

Hm
o (Ω) =

{
u ∈ Hm(Ω) : Γ0u = o , . . . ,Γm−1u = o

}
.

L’operatore prodottoΓ =
{
Γ0,Γ1, . . . ,Γk, . . . ,Γm−1

}
è dettooperatore dei valori al

contornoo operatore di traccia.

Definendo lo spazio prodotto

∂Hm(Ω) : =
m−1∏
k=0

Hm−k−1/2(∂Ω) ,

risulta Γ ∈ L
{
Hm(Ω) ; ∂Hm(Ω)

}
. E’ fondamentale la propriet`a

KerΓ = Hm
o (Ω) .

dove Hm
o (Ω) è il completamento dello spazio Cm

o (Ω) in Hm(Ω) .
E’ pertanto giustificato il nome dioperatore dei valori al contornodato aΓ .

Come conseguenza si evince che

KerΓ è denso in L2(Ω) ,

in quanto tale `e il sottospazioD(Ω) ⊂ Hm
o (Ω) (vedi ad esempio [22] teor. IX.2).

Proposizione 2.3. Spazio dei valori al contorno.Lo spazio diHilbert dei valori al
contorno ∂Hm(Ω) è equivalente allo spazio diHilbert Hm(Ω)/ KerΓ . Sussiste
quindi l’equivalenza

‖Γu ‖
∂Hm(Ω)

≡ inf
{
‖v ‖

Hm(Ω)
| v ∈ Hm(Ω) : Γv = Γu

}
.
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Dim. L’operatoreΓ̃ ∈ L
{
Hm(Ω)/ KerΓ ; ∂Hm(Ω)

}
definito da

Γ̃ũ : = Γu , ũ = u + KerΓ ,

è iniettivo e suriettivo. Il teorema diBanach, proposizione VI.3.12 (p. 108) assicura
che anche l’operatore inversõΓ−1 ∈ L

{
∂Hm(Ω) ; Hm(Ω)/ KerΓ

}
è continuo e

quindi che la norma nello spazio diHilbert ∂Hm(Ω) è equivalente alla norma dello
spazio diHilbert Hm(Ω)/ KerΓ . Dunque

C ‖u ‖
Hm(Ω)/KerΓ

≥ ‖Γu ‖
∂Hm(Ω)

≥ c ‖u ‖
Hm(Ω)/KerΓ

.

Si conclude osservando che la norma nello spazio diHilbert quoziente

Hm(Ω)/ KerΓ

è definita da

‖u ‖
Hm(Ω)/KerΓ

: = inf
{
‖u− v ‖

Hm(Ω)
| v ∈ KerΓ

}
,

e cioè dalla distanza dall’origine della variet`a parallela al sottospazio KerΓ passante
per u ∈ Hm(Ω) .

2.2. Formula di Green

Per semplicit`a la trattazione `e svolta con esplicito riferimento all’operatore dif-
ferenziale

B = grad : C1(Ω)3 → C0(Ω)9 .

Se u ∈ C1(Ω)3 è un campo vettoriale eσ ∈ C1(Ω)9 è un campo tensoriale vale la
classicaformula diGreen

∫
Ω

σ : Bu dµ =
∫
Ω

B
′

oσ . u dµ +
∫

∂Ω

(σn) . (Γu) dσ ,

dove B
′
o = −div èoperatore aggiunto formaledi B = grad .
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Per u ∈ C1(Ω)3 e σ ∈ C1(Ω)9 , si ponga

γ (σ,u) : =
∫
Ω

σ : Bu dµ −
∫
Ω

B
′

oσ . u dµ .

La diseguaglianza diCauchy-Schwarz mostra che

∣∣ γ (σ,u)
∣∣ ≤

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

σ : Bu dµ

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

B
′

oσ . u dµ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

(∫
Ω

σ : σ dµ

)1/2 (∫
Ω

Bu . Bu dµ

)1/2

+

+
(∫

Ω

u . u dµ

)1/2(∫
Ω

B
′

oσ : B
′

oσ dµ

)1/2

,

ovvero in forma sintetica∣∣ γ (σ,u)
∣∣ ≤ ‖σ ‖H(Ω)

‖Bu ‖H(Ω)
+ ‖u ‖

H(Ω)
‖B′

oσ ‖H(Ω)
.

Si ha poi che (
‖u ‖

H(Ω)
+ ‖Bu ‖H(Ω)

)(
‖σ ‖H(Ω)

+ ‖B′

oσ ‖H(Ω)

)
=

= ‖u ‖
H(Ω)

‖σ ‖H(Ω)
+ ‖Bu ‖H(Ω)

‖B′

oσ ‖H(Ω)
+

+ ‖σ ‖H(Ω)
‖Bu ‖H(Ω)

+ ‖u ‖
H(Ω)

‖B′

oσ ‖H(Ω)
≥

≥‖σ ‖H(Ω)
‖Bu ‖H(Ω)

+ ‖u ‖
H(Ω)

‖B′

oσ ‖H(Ω)
.

Dalle diseguaglianze

‖u ‖
H(Ω)

+ ‖Bu ‖H(Ω)
≤
√

2
(
‖u ‖2

H(Ω)
+ ‖Bu ‖2

H(Ω)

)1/2
,

‖σ ‖H(Ω)
+ ‖B′

oσ ‖H(Ω)
≤
√

2
(
‖σ ‖2

H(Ω)
+ ‖B′

oσ ‖2
H(Ω)

)1/2
,

si deduce pertanto che

∣∣ γ (σ,u)
∣∣ ≤ 2

(
‖u ‖2

H(Ω)
+ ‖Bu ‖2

H(Ω)

)1/2 (
‖σ ‖2

H(Ω)
+ ‖B′

oσ ‖2
H(Ω)

)1/2
.
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Ne consegue che la forma bilineareγ (σ,u) è continua se si dotano gli spazi C1(Ω)3

e C1(Ω)9 rispettivamente delle norme definite da

‖u ‖
HB(Ω)

: =
(∫

Ω

(u . u + Bu . Bu) dµ

)1/2

=
(
‖u ‖2

H(Ω)
+ ‖Bu ‖2

H(Ω)

)1/2
,

‖σ ‖H
B
′
o

(Ω)
: =

(∫
Ω

(σ : σ + B
′

oσ : B
′

oσ) dµ

)1/2

=
(
‖σ ‖2

H(Ω)
+ ‖B′

oσ ‖2
H(Ω)

)1/2
.

Si considerino quindi gli spazi diBeppo Levi

• HB(Ω) completamento di C1(Ω)3 rispetto alla norma‖ . ‖
HB(Ω)

,

• H
B
′
o

(Ω) completamento di C1(Ω)9 rispetto alla norma‖ . ‖H
B
′
o

(Ω)
.

Gli spazi HB(Ω) e H
B
′
o

(Ω) sono spazi diHilbert con i prodotti interni

( u , v )HB(Ω) : =
∫
Ω

u . v dµ +
∫
Ω

Bu : Bv dµ ,

( σ , τ )H
B
′
o

(Ω) : =
∫
Ω

σ : τ dµ +
∫
Ω

B
′

oσ . B
′

oτ dµ .

La forma bilineareγ (σ,u) che su C1(Ω)9 × C1(Ω)3 , definita da

γ (σ,u) : =
∫

∂Ω

(σn) . (Γu) dσ ,

si estende dunque per continuit`a ad una forma bilineare sullo spazio prodotto
H

B
′
o

(Ω)×HB(Ω) .

La forma bilineare estesa `e ancora denotata conγ (σ,u) e, valendo la diseguaglianza∣∣ γ (σ,u)
∣∣ ≤ 2 ‖u ‖

HB(Ω)
‖σ ‖H

B
′
o

(Ω)
, ∀u ∈ HB(Ω) ∀σ ∈ H

B
′
o

(Ω) ,

è limitata con norma≤ 2 .
Per u ∈ HB(Ω) e σ ∈ H

B
′
o

(Ω) , vale dunque la formula diGreen:

γ (σ,u) : =
∫
Ω

σ : Bu dµ −
∫
Ω

B
′

oσ . u dµ .
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Osservazione 2.1. Se B = grad e B
′
o = −div gli spazi HB(Ω) e H

B
′
o

(Ω)
vengono rispettivamente denotati con i simboliHgrad(Ω) e Hdiv(Ω) .

• Se il dominio ha una frontiera∂Ω opportunamente regolare, lo spazio diBeppo
Levi Hgrad(Ω) coincide con lo spazio diSobolev H1(Ω)3 .

• Lo spazio di Hdiv(Ω) è in generale un sottospazio proprio dello spazio di
Sobolev H1(Ω)9 .

Se l’operatore differenziale `e B = sym grad si procede analogamente considerando
campi tensoriali simmetriciσ ∈ C1(Ω)6 .

Se l’operatoreB è un operatore differenziale lineare di ordinem la forma bili-
neareγ (σ,u) viene definita sugli spazi Cm(Ω)3 e Cm(Ω)9 .

Come siè visto nela sezione precedente, la teoria delle tracce consente di dare un
significato ai valori al contorno dei campiu ∈ Hm(Ω) .

Per estendere la nozione di traccia allo spazioHB(Ω) è necessario che l’operatore
soddisfi una diseguaglianza caratteristica che `e illustrata nel seguito.

2.3. Diseguaglianza di Korn

Sia Hm(Ω) lo spazio diSobolev dei campi vettoriali che hanno derivate dis-
tribuzionali di ordine≤ m di quadrato sommabile secondoLebesgue in Ω . Sussiste
allora l’inclusioneHm(P) ⊆ HB(Ω) . Infatti B è un operatore differenziale di ordine
m del tipo

(Bu)(x) : =
∑

|p |≤m

Ap(x) Dpu(x) , x ∈ Ω ,

e la regolarità dei coefficientiAp assicura che vale la diseguaglianza

‖u ‖
Hm(Ω)

≥ C

[
‖Bu ‖H(Ω)

+ ‖u ‖
H(Ω)

]
≥ C ‖u ‖

HB(Ω)
∀u ∈ Hm(Ω) ,

dove i simboli H(Ω) e H(Ω) denotano gli spazi dei campi vettorialiv : Ω → V o
tensorialiT : Ω → L(V ; V ) di quadrato integrabile suΩ .

Ne risulta in particolare che l’operatoreB ∈ L
{
Hm(Ω) ; H(Ω)

}
è continuo.

L’inclusione inversaHm(Ω) ⊇ HB(Ω) sussiste se e solo se vale la diseguaglianza

a) ‖u ‖
HB(Ω)

≥ α ‖u ‖
Hm(Ω)

∀u ∈ Hm(Ω) .

In tal caso sussiste l’eguaglianza algebrica

Hm(Ω) = HB(Ω) ,

e la trasformazione identica tra gli spaziHm(Ω) e HB(Ω) è unomeomorfismo lineare.
Gli spazi normatiHm(Ω) e HB(Ω) risultano pertantoequivalenti.
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Si osservi ora che dalle diseguaglianze elementari
√

2 ‖u ‖
HB(Ω)

≥ ‖Bu ‖H(Ω)
+ ‖u ‖

H(Ω)
≥ ‖u ‖

HB(Ω)
∀u ∈ Hm(Ω) ,

si deduce che la diseguaglianzaa) equivale alla

diseguaglianza diKorn per l’operatore differenzialeB ∈ L
{
Hm(Ω) ; H(Ω)

}
:

b) ‖Bu ‖H(Ω)
+ ‖u ‖

H(Ω)
≥ α ‖u ‖

Hm(Ω)
∀u ∈ Hm(Ω) .

In generale sussiste il seguente risultato [26].

Proposizione 2.4. Diseguaglianze equivalenti. Siano H uno spazio diHilbert,
E , F spazi lineari normati eA ∈ L

{
H ; E

}
un operatore lineare limitato. Allora

le seguenti proposizioni sono equivalenti.

P1)


dim KerA < +∞ ,

‖Au ‖
E
≥ cA ‖u ‖H/KerA

, ∀u ∈ H .

P2)

Esiste un operatore compattoAo ∈ L
{
H ; Eo

}
tale che KerA ∩ KerAo = {o} e

‖Au ‖
E

+ ‖Aou ‖Eo
≥ α ‖u ‖

H
, ∀u ∈ H .

P3)

dim KerA < +∞ ,

‖Au ‖
E

+ ‖Lu ‖
F
≥ αL ‖u ‖H/(KerA∩KerL)

, ∀u ∈ H ,

per ogniL ∈ L
{
H ; F

}
.

Si noti che in forza del principio di selezione diRellich, proposizione
VIII.1.2 (p. 125), l’immersione canonica diH(Ω) in Hm(Ω) è un operatore lineare
compatto.

La proposizione 2.4 assicura allora che la diseguaglianza diKorn equivale alle
condizioni {

i) dim KerB < +∞ ,

ii) ‖Bu ‖H(Ω)
≥ c ‖u ‖

Hm(Ω)/KerB
∀u ∈ Hm(Ω) ,
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e cioè che l’operatoreB ∈ L
{
Hm(Ω) ; H(Ω)

}
ha nucleo di dimensione finita ed

immagine chiusa.

Un operatoreB ∈ L
{
Hm(Ω) ; H(Ω)

}
che soddisfa una diseguaglianza del tipo

di Korn è detto unoperatore diKorn.

Si può quindi definire

lo spazio diHilbert ∂HB(Ω) dei campi su∂Ω costituiti dai valori al contorno
dei campi diHB(Ω) ponendo

∂HB(Ω) : = Im Γ ,

con Γ ∈ L
{
HB(Ω) ; ∂HB(Ω)

}
.

Si noti inoltre che la forma bilineareγ ∈ Bil {H
B
′
o

(Ω), HB(Ω);�} gode della

proprietà

γ (σ,u) = 0 , ∀u ∈ KerΓ ∀σ ∈ H
B
′
o

(Ω) .

Infatti la forma bilineareγ ∈ Bil {H
B
′
o

(Ω), HB(Ω);�} è continua e per ogniσ ∈
H

B
′
o

(Ω) si annulla sul sottospazio lineare Cm(Ω)3 ∩ KerΓ denso in KerΓ .

Osservazione 2.2.Si considerino gli operatori lineari

B : H(Ω) → D′(Ω) , B′o : H(Ω) → D′(Ω) ,

le cui definizioni distribuzionali sono

〈 Bu , Φ 〉 : = 〈 Tu , B
′

oΦ 〉 =
∫
Ω

u . B
′

oΦ dµ , ∀Φ ∈ DH(Ω) , u ∈ H(Ω) ,

〈 B′oσ , ϕ 〉 : = 〈 Tσ , Bϕ 〉 =
∫
Ω

σ : Bϕ dµ , ∀ϕ ∈ DH(Ω) , σ ∈ H(Ω) .

Agli operatori B e B′o si associano gli spazi lineariHB(Ω) e H
B
′
o

(Ω) cosı̀ definiti.

Lo spazioHB(Ω) è definito come il sottospazio lineare diH(Ω) costituito dai
campi u ∈ H(Ω) tali che la distribuzioneBu sia rappresentabile da un campo
di quadrato integrabile suΩ :

HB(Ω) : =
{
u ∈ H(Ω) : Bu ∈ H(Ω)

}
.
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Lo spazioH
B
′
o

(Ω) è definito come il sottospazio lineare diH(Ω) costituito dai

campiσ ∈ H(Ω) tali che la corrispondente distribuzioneB′oσ sia rappresentabile
da un campo di quadrato integrabile suΩ :

H
B
′
o

(Ω) : =
{
σ ∈ H(Ω) : B′oσ ∈ H(Ω)

}
.

Dalla completezza degli spaziH(Ω) e H(Ω) e dal fatto che ogni operatore lineare
cheè un operatore differenziale distribuzionale daH(Ω) in H(Ω) (o da H(Ω) in
H(Ω) ) ha grafico chiuso, vedi proposizione VII.2.1 (p. 118), si deduce che

• gli spazi HB(Ω) e H
B
′
o

(Ω) sono spazi diHilbert.

Se il dominio ha una frontiera∂Ω regolare tali spazi coincidono con quelli omonimi
definiti in precedenza mediante un’operazione di completamento.

2.4. Formula di rappresentazione

Si illustra ora un risultato astratto che consente di fornire una rappresentazione
esplicita della forma bilineareγ (σ,u) in temini dei valori al contorno.

La dimostrazione `e dovuta all’autore ed `e basata su un adattamento della trattazione
svolta daJ.P. Aubin in [16], teor. 6.2.1. con riferimento a forme bilineari del tipo
energia elastica.

Proposizione 2.5. Formula di rappresentazione.SianoV e ∂V spazi diHilbert
e F e ∂F i rispettivi duali. SeΓ ∈ L

{
V ; ∂V

}
è un operatore suriettivo eγ (σ,u)

è una forma bilineare continua sullo spazio diHilbert S × V tale che

γ (σ,u) = 0 ∀u ∈ KerΓ ∀σ ∈ S ,

allora vale la formula di rappresentazione

γ (σ,u) = 〈〈 Nσ , Γu 〉〉 ∀u ∈ V ∀σ ∈ S ,

dove 〈〈 . , . 〉〉 è il prodotto di dualit̀a tra ∂F e ∂V e N ∈ L
{
S ; ∂F

}
.

Dim. Poichè la formaγ (σ,u) è continua suS × V , si può considerare l’operatore
lineare continuoA ∈ L

{
S ; F

}
associato aγ e definito da

〈 Aσ , u 〉 : = γ (σ,u) , ∀u ∈ V ∀σ ∈ S ,

dove 〈 . , . 〉 è il prodotto di dualità traF e V .
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Essendoγ (σ,u) = 0 , ∀u ∈ KerΓ , ∀σ ∈ S , ne segue che l’immagine
di A è contenuta in( KerΓ)⊥ ⊂ F . In virtù del teorema dell’immagine chiusa di
Banach, proposizione VI.3.14 (p. 109), dettoΓ′ ∈ L

{
∂F ; F

}
l’operatore duale

di Γ ∈ L
{
V ; ∂V

}
, si ha che

KerΓ′ = ( Im Γ)⊥ = {o} ⊂ ∂F , Im Γ′ = ( KerΓ)⊥.

L’operatoreΓ′ ∈ L
{
∂F ; ( KerΓ)⊥

}
è pertanto continuo e biunivoco. Per il teorema

dell’applicazione inversa diBanach, l’operatore

M : = Γ′−1 ∈ L
{
( KerΓ)⊥ ; ∂F

}
,

è lineare e continuo. Risulta inoltre

KerM = {o} ⊂ F , Im M = ∂F .

Poichè ImA = ( KerΓ)⊥ = domM si può definire l’operatore composto

N : = MA ∈ L
{
S ; ∂F

}
,

e si ha che
Aσ = Γ′MAσ = Γ′Nσ , ∀σ ∈ S .

Pertanto

γ (σ,u) = 〈 Aσ , u 〉 = 〈 Γ′Nσ , u 〉 = 〈〈 Nσ , Γu 〉〉 , ∀u ∈ V ∀σ ∈ S ,

ed il risultatoè dimostrato.

L’operatoreN ∈ L
{
S ; ∂F

}
è dettooperatore del flusso al contorno.

Lo spazio∂F è per definizione lo spazio duale dello spazio∂V con la norma

‖ t ‖
∂F : = sup

v∈V

〈〈 t , Γv 〉〉

‖Γv ‖
∂V

.

Sussiste il seguente risultato.

Proposizione 2.6. Una norma equivalente.Se l’operatore del flusso al contornoN ∈
L

{
S ; ∂F

}
è suriettivo, ciòe se Im N = ∂F , allora la norma in ∂F è equivalente

alla norma dello spazio quozienteS/ KerN e sussiste l’equivalenza

‖ t ‖
∂F ≡ inf

{
‖σ ‖S | σ ∈ S : Nσ = t

}
.
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Dim. La continuità dell’operatoreN ∈ L
{
S ; ∂F

}
ed il teorema dell’immagine

chiusa forniscono le diseguaglianze

C ‖σ ‖S/KerN
≥ ‖Nσ ‖

∂F ≥ c ‖σ ‖S/KerN
∀σ ∈ S .

La norma nello spazio quozienteS/ KerN è definita da

‖σ ‖S/KerN : = inf
{
‖σ − τ ‖S | τ ∈ KerN

}
.

La suriettività di N ∈ L
{
S ; ∂F

}
assicura infine che per ognit ∈ ∂F esiste un

σt ∈ H tale chet = Nσt e da ciò segue il risultato.

Ponendo

V = HB(Ω) , S = H
B
′
o

(Ω) , ∂V = ∂HB , ∂F = ∂HB(Ω)′ ,

la formula di rappresentazione fornita dalla proposizione 2.5 consente di riscrivere la
formula diGreen nella forma

∫
Ω

σ : Bu dµ =
∫
Ω

B
′

oσ . u dµ + γ (σ,u) =
∫
Ω

B
′

oσ . u dµ + 〈〈 Nσ , Γu 〉〉 ,

per ogni coppia di campiu ∈ HB(Ω) e σ ∈ H
B
′
o

(Ω) .

Si noti cheΓ ∈ L
{
HB(Ω) ; ∂HB(Ω)

}
e N ∈ L

{
H

B
′
o

(Ω) ; ∂HB(Ω)′
}

.

In [28] sezione II.13.11 (p. 249) `e dimostrato che l’operatore del flusso al contorno

N ∈ L
{
H

B
′
o

(Ω) ; ∂HB(Ω)′
}

è suriettivo. Dalla proposizione 2.6 si deduce allora che vale la formula

‖ t ‖
∂HB(Ω)′

≡ inf
{
‖σ ‖HB′o

(Ω)
| σ ∈ H

B
′
o

(Ω) : Nσ = t
}

.



IX – ELEMENTI DI TEORIA
DEL POTENZIALE

Si riportano alcuni fondamentali risultati di teoria del potenziale, che trovano
applicazione in meccanica dei continui. La trattatazione fa ricorso alla teoria delle
distribuzioni ed illustra prima il caso tridimensionale e quindi quello bidimensionale.

1. TEORIA DEL POTENZIALE NEWTONIANO

La teoria del potenziale diNewton 49 è basata sul seguente risultato.

Proposizione 1.1. Proprietà fondamentale. Applicando l’operatore differenziale di
Laplace ∇2 = div grad alla funzione scalare

f(x) : = ‖x ‖−1 , x ∈ �3

si ottiene un impulso diDirac di intensit̀a −4 π nell’origine. Formalmente si scrive
che

∇2 f(x) = −4 π δ(x) .

49 Isaac Newton (1643-1727). Orfano di padre ebbe un’infanzia difficile. Nel 1661 entr`o al Trinity
College di Cambridge, dove dominava la filosofia diAristotele. Dopo il terzo anno potette studiare pi`u
liberamente e si dedic`o alla filosofia diDescartes, Gassendi, Hobbes ed in particolare diBoyle.
Fu inoltre attratto dall’astronomia copernicana diGalileo Galilei (1564-1642) e studiò l’Ottica di
Johannes Kepler (1571-1630), l’opera del 1660 divan Schooten dal titolo Geometria a Renato
Des Cartese l’Algebradi Wallis. Nel 1663Barrow prese la cattedra Lucasiana a Cambridge. Nel 1665
la peste fece chiudere il Trinity College eNewton tornò a casa per due anni durante i quali inizio le sue
rivoluzionarie scoperte in Matematica, Ottica, Fisica ed Astronomia quando non aveva ancora 25 anni. Nel
1669Barrow lasciò la cattedra per dedicarsi alla religione e raccomand`o cheNewton prendesse il suo
posto. Nella sua prima lezioneNewton mostrò come la luce bianca fossa composta da uno spettro di colori,
contraddicendo quanto tutti avevani creduto sin dai tempi diAristotele. Nel 1671Newton pose le
basi del calcolo integrale e differenziale col lavoroDe Methodis Serierum et Fluxionum. Nel 1672 fu eletto
membro della Royal Society e pubblic`o il suo primo lavoro sulla teoria corpuscolare della luce e sui colori
nei Philosophical Transactions of the Royal Society. La teoria ondulatoria era sostenuta invece daRobert
Hooke (1635-1703) e daChristiaan Huygens (1629-1695). Nel 1675Hooke accus`o Newton
di aver rubato alcuni suoi risultati di Ottica. La controversia fu segnata dal carattere diNewton che era
timoroso ed iracondo per natura e soffriva di depressione. I due si riappacificarono per lettera maNewton
pubblicò la suaOptickssolo nel 1704 dopo la morte diHooke. Nel 1667 furono pubblicati iPhilosophiae
naturalis principia mathematica, noti comePrincipia, in cui Newton formulò la legge di gravitazione
universale mediante la quale, assumendo una azione a distanza inversamente proporzione al quadrato della
distanza, riusc`ı a spiegare molti fenomeni ancora non compresi, quali l’orbita eccentrica delle comete, le
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Dim. Per formulare la propriet`a in modo rigoroso si osservi preliminarmente che la
funzionef : �3 → � è localmente integrabile, come si evince dalla diseguaglianza

∣∣∣∣ ∫
B(1)

f dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
B(1)

f dµ =

1∫
0

dρ

∫
S(ρ)

ρ−1 dσ ≤ 4 π

1∫
0

ρ dρ = 2π ,

dove B(1) è la palla di raggio unitario eS(ρ) è la sfera di raggioρ .
E’ possibile allora considerare la distribuzioneTf ∈ D′(�3) associata alla fun-

zione f : �3 → � e definita da

Tf (ϕ) : =
∫
�3

f(x) ϕ(x) dµ(x) , ∀ϕ ∈ D(�3) .

Il laplaciano della distribuzioneTf ∈ D′(�3) è definito da

(∇2 Tf )(ϕ) : =
∫
�3

f(x) (∇2 ϕ)(x) dµ(x) , ∀ϕ ∈ D(�3) .

Per definizione la distribuzione diDirac è tale che

δ(ϕ) : = ϕ(o) , ∀ϕ ∈ D(�3) .

La proprietà fondamentale del potenziale diNewton va scritta quindi a rigore in
termini di distribuzioni nella forma

∇2 Tf = −4 π δ ovvero (∇2 Tf )(ϕ) = −4 π ϕ(o) , ∀ϕ ∈ D(�3) ,

ed esplicitamente

∫
�3

f(x) (∇2 ϕ)(x) dµ(x) = −4 π ϕ(o) , ∀ϕ ∈ D(�3) .

maree e le loro variazioni, la precessione dell’asse terrestre, ed il moto della Luna influenzato dall’attrazione
solare.James II re cattolico della Gran Britannia dal 1685 al 1688 fu fortemente contestato daNewton
che era un fervente protestante. Dopo la caduta diJames II ad opera diWilliam d’Orange, Newton
divenne governatore della Zecca Reale e visse ricco e rispettato a Londra. Fu nominatoSir dalla regina
Anne nel 1705. L’ultima parte della sua vita fu segnata dalla controversia conGottfried Wilhelm
von Leibniz (1646-1716) su chi avesse inventato il calcolo infinitesimale.
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Per dimostrare la propriet`a fondamentale bisogna valutare l’integrale a primo membro.
A tal fine si consideri una pallaB(ρ) con centro nell’origine a raggioρ e si decomponga
l’integrale nella somma di due termini∫

�3

f (∇2 ϕ) dµ =
∫

�3\B(ρ)

f (∇2 ϕ) dµ +
∫

B(ρ)

f (∇2 ϕ) dµ .

Detta S(ρ) la frontiera sferica diB(ρ) , n il versore della normale uscente daB(ρ)
e ∇ e denotato col simbolonabla diHamilton 50 l’operatore derivata, la formula di
Green consente di scrivere∫

�3\B(ρ)

f (∇2 ϕ) dµ = −
∫

�3\B(ρ)

∇f .∇ϕ dµ −
∫

S(ρ)

f ∇ϕ . n dσ ,

∫
B(ρ)

f (∇2 ϕ) dµ = −
∫

B(ρ)

∇f .∇ϕ dµ +
∫

S(ρ)

f ∇ϕ . n dσ .

Sommando si ha che∫
�3

f (∇2 ϕ) dµ = −
∫

�3\B(ρ)

∇f .∇ϕ dµ −
∫

B(ρ)

∇f .∇ϕ dµ .

Si calcoli quindi inx �= o :

• il gradiente della funzionef

∇f(x) = − x
‖x ‖3 ,

• il gradiente del gradiente dif

∇∇f(x) =
3 (x⊗ x)
‖x ‖5 − I

‖x ‖3 .

Adottando la terminologia diMaxwell 51 si chiamerà ∆ l’operatore diLaplace.
Risulta ∆ = div grad = ∇ .∇ = tr∇∇ e quindi si ha che

∆ f(x) = div gradf(x) = ∇ .∇f(x) = tr∇∇f(x) =
3

‖x ‖3 −
3

‖x ‖3 = 0 .

50 William Rowan Hamilton (1805-1865) chiamò nabla il simbolo∇ in quanto reminiscente
della forma di un antico strumento musicale ebraico che porta quel nome.

51 James Clerk Maxwell (1831-1879). Fisico matematico scozzese, allievo con l’amicoTait del
Trinity college di Cambridge dove poi fu professore di fisica e progett`o l’Henry Cavendish laboratory.
Straordinari furono i suoi contributi alla teoria dell’elettromagnetismo (Electricity and Magnetism, 1873),
all’ottica, alla teoria dell’elasticit`a ed alla teoria cinetica dei gas (teoria diMaxwell-Boltzmann).
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Ne segue che la funzionef è armonica in�3 \B(ρ) .

Dalla formula diGreen:∫
�3\B(ρ)

(∆ f) ϕ dµ = −
∫

�3\B(ρ)

∇f .∇ϕ dµ −
∫

S(ρ)

∇f . n ϕ dσ ,

si deduce allora che

−
∫

�3\B(ρ)

∇f .∇ϕ dµ =
∫

S(ρ)

∇f . n ϕ dσ .

In definitiva si perviene all’espressione

( ∆ Tf )(ϕ) =
∫
�3

f ( ∆ ϕ) dµ =
∫

S(ρ)

∇f . n ϕ dσ −
∫

B(ρ)

∇f .∇ϕ dµ .

Tale eguaglianza sussiste per ogni valore del raggioρ e pertanto l’integrale a primo
membroè eguale al limite del secondo membro perρ tendente a zero.

Si mostri dapprima che

lim
ρ→0

∫
B(ρ)

∇f .∇ϕ dµ = 0 .

Detto n l’estremo superiore di‖∇ϕ ‖ sul supporto compatto diϕ ∈ D(�3) , essendo
‖∇f(x) ‖ = ‖x ‖/‖x ‖3 , ciò discende dalla diseguaglianza∣∣∣∣ ∫

B(ρ)

∇f .∇ϕ dµ

∣∣∣∣ ≤ ∫
B(ρ)

m ‖∇f ‖ dµ = m

ρ∫
0

dξ

∫
S(ξ)

ξ−2 dσ = m 4 π ρ .

Si mostri poi che

lim
ρ→0

∫
S(ρ)

∇f . n ϕ dσ = −4 π ϕ(o) .

Infatti per ρ �= 0 si ha chen = x/‖x ‖ e quindi suS(ρ) risulta

∇f . n = − x
‖x ‖3

. x
‖x ‖ = − 1

‖x ‖2 = − 1
ρ2 .

La continuità di ϕ assicura che

lim
ρ→0

1
4 π ρ2

∫
S(ρ)

ϕ dσ = ϕ(o) ,

da cui segue il risultato.
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Postog = (1/4π) f si ha che

∆ Tg = δ ,

e pertanto la funzione

g(x) = − 1
4 π

‖x ‖−1 , x ∈ �3 ,

fornisce lasoluzione fondamentaledel problema diPoisson 52 tridimensionale.

1.1. Prodotto di convoluzione e potenziale Newtoniano

Si voglia ora determinare una soluzione delproblema diPoisson

∆ φ(x) = α(x) , x ∈ �3 ,

dove α ∈ C0
0(�

3) è un campo scalare continuo a supporto compattoΩ in �3 .

Una soluzione del problema con il termine notoα(x) può essere dedotta dalla
soluzione fondamentaleg(x) effettuando ilprodotto di convoluzione

(g ∗ α)(x) : =
∫
�

g(y)α(x− y) dµ(y) =
∫
�

g(x− y)α(y) dµ(y) = (α ∗ g)(x) ,

e ponendo

φ(x) : = (g ∗ α)(x) , x ∈ �3 .

Infatti, in virtù della linearità del problema, il prodotto di convoluzione fornisce la
somma delle risposte ad impulsi di ampiezzaα(y) dµ(y) concentrati nei puntiy .
Formalmente si pu`o scrivere che

∆ φ(x) =
∫
�

∆ xg(x− y)α(y) dµ(y) =
∫
�

δ(x− y)α(y) dµ(y) = α(x) .

La funzione φ è dettapotenziale diNewton del campo scalareα , definito dalla
convoluzione

φ(x) : = − 1
4 π

∫
Ω

α(y)
‖x− y ‖ dµ(y)

52 Siméon-Denis Poisson (1781-1840). Uno dei maggiori analisti dell’Ottocento e grande fisico
matematico. Fu uno dei fondatori della teoria matematica dell’elasticit`a, si occup`o di teoria della propagazione
del calore e diede contributi decisivi alla teoria del potenziale ed alle sue applicazioni all’elettricit`a ed al
magnetismo.
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In termini rigorosi si pu`o pervenire alla dimostrazione che il prodotto di convoluzione
g ∗ α è soluzione del problema diPoisson procedendo come segue.

• Il prodotto di convoluzionetra una distribuzioneT ∈ D′(Ω) ed una funzione di
prova ϕ ∈ D(Ω) è definito ponendo

(T ∗ ϕ)(x) : = T[y](ϕ(x− y)) ,

dove la notazioneT[y] indica che la distribuzione agisce sulla funzione di prova
vista come funzione della variabiley .

Il prodotto di convoluzione(T ∗ϕ)(x) cosı̀ definitoè una funzione dix continua con
tutte le derivate, risulta cio`e

(T ∗ ϕ) ∈ C∞(Ω) .

Sussite il seguente risultato [17].

Proposizione 1.2. Per ogni operatore differenzialeDp si ha che

Dp(T ∗ ϕ) = T ∗ (Dpϕ) = (DpT) ∗ ϕ .

Dim. Sia Dxh la derivata rispetto alla variabilex in direzioneh . Allora

Dxh(T ∗ ϕ)(x) = T[y](Dxhϕ(x− y)) = (T ∗Dxhϕ)(x) ,

e inoltre

(DyhT ∗ ϕ)(x) = −T[y](Dyhϕ(x− y)) = T[y](Dxhϕ(x− y)) = (T ∗Dxhϕ)(x) ,

il che prova l’asserto.

Entrambe le distribuzioniTg e ∆ Tg = δ sono prolungabili per continuit`a su

C0
0(�

3) (sono cioèmisuresu �3 ).
E’ pertanto possibile effettuare il prodotto di convoluzione tra le distribuzioniTg

e ∆ Tg = δ ed il campo scalareα ∈ C0
0(�

3) . Risulta dunque

∆ φ = ∆ (g ∗ α) = ∆ (Tg ∗ α) = (∆ Tg) ∗ α = δ ∗ α .

Per definizione poiδ ∗ α = α in quanto

(δ ∗ α)(x) = δ[y](α(x− y)) = α(x) .

In definitiva si ritrova in modo rigoroso la propriet`a

∆ Tg = δ ⇒ ∆ (g ∗ α) = α ,

la quale stabilisce che la convoluzione tra la soluzione fondamentale ed il termine noto
fornisce una soluzione dell’equazione diPoisson.
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1.2. Potenziali scalare e vettore. Teorema di Helmholtz

L’esistenza del potenziale diNewton è alla base di un classico risultato di teoria
del potenziale dovuto aHelmholtz. 53 Esso consente di dedurre un campo continuo
in un dominioΩ come somma del gradiente di un potenziale scalare e del rotore di un
potenziale vettore di tipo solenoidale.

Proposizione 1.3. Teorema diHelmholtz. Sia u un campo vettoriale continuo in
Ω . Esistono allora un campo scalareϕ ed un campo vettorialew entrambi di classe
C1(Ω) e tali che

u = −gradϕ + rotw

con div w = 0 .

Dim. Sia v il potenziale vettoriale diNewton del campo vettorialeu definito dalla
formula

v(x) : = − 1
4 π

∫
Ω

u(y)
‖x− y ‖ dµ(y)

cosı̀ che ∆v = u . Dall’identità

rot rotv = grad divv − div gradv ,

di deduce quindi che
u = grad divv − rot rotv ,

e ponendo
ϕ = −div v , w = − rotv ,

si ottiene il risultato osservando che div rotv = 0 .

• Il campo scalareϕ è il potenziale scalaredi u
• il campo vettorialew è il potenziale vettoredi u .

Il potenziale vettorew è solenoidale e cio`e a divergenza nulla.

Se il campo vettorialeu è di classe C1 in tutto lo spazio�3 , i potenziali scalare e
vettore possono essere espressi in termini della divergenza e del rotore del campou .

A tal fine si osservi che il potenziale diNewton v è definito dalla formula

v(x) : = − 1
4 π

∫
�

u(y)
‖x− y ‖ dµ(y) =

1
4 π

∫
�

u(x− y)
‖y ‖ dµ(y)

53 Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821-1894). Grande fisico matematico
tedesco. Laureato in Medicina a Berlino nel 1843, divenne professore di Anatomia e Fisiologia a Bonn nel
1858 e poi professore di Fisica a Berlino nel 1871.
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e pertanto i potenziali, scalareϕ e vettorew , sono espressi da

ϕ(x) = −div v(x) = − 1
4 π

∫
�

div xu(x− y)
‖y ‖ dµ(y) =

=
1

4 π

∫
�

div u(y)
‖x− y ‖ dµ(y) ,

w(x) = − rotv(x) = − 1
4 π

∫
�

rotxu(x− y)
‖y ‖ dµ(y) =

=
1

4 π

∫
�

rotu(y)
‖x− y ‖ dµ(y) .

Le ultime espressioni si ottengono ponendoξ = x− y cosı̀ che y = x− ξ . Dunque
dµ(y) = − dµ(ξ) .

Ponendo poiy al posto diξ si perviene al risultato.

Si noti che se il dominio non fosse l’intero spazio ma una regione finitaΩ il
risultato non sussiste. Infatti day ∈ Ω si deduce chex − ξ ∈ Ω e quindi che
ξ ∈ x−Ω . Dunque risultaξ ∈ Ω se e solo seΩ è l’intero spazio.

Si può allora concludere con la seguente affermazione.

Un campo vettorialeu definito e di classe C1 su tutto� è univocamente deter-
minato dal valore della sua divergenza e del suo rotore.

Se il campo `e definito e di classe C1 in una regione limitata il risultato non sussiste e
va modificato come segue.

Proposizione 1.4. Unicità. Un campo vettorialeu definito e di classeC1 sul dominio
semplicemente connessoΩ è univocamente determinato dal valore della divergenza,
del rotore e del flusso attraverso il contorno.

Dim. Basta ovviamente dimostrare che

div u = 0 in Ω ,

rotu = o in Ω ,

u . n = 0 su ∂Ω ,

 ⇒ u = o .

Ora, essendo rotu = o , la semplice connessione del dominioΩ , assicura che esiste
un potenziale scalareϕ tale cheu = ∇ϕ .

La condizione divu = o impone allora che∆ ϕ = 0 e cioè che il potenzialeϕ
è armonico inΩ .
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Essendou . n = ∇ϕ . n = 0 , il problema diNeumann 54{
∆ ϕ = 0 in Ω ,

∇ϕ . n = 0 su ∂Ω ,

ammette come insieme delle soluzioni il sottospazio dei campi scalariϕ costanti su
Ω .

Infatti dallaformula diGreen∫
Ω

(∆ f) ϕ dµ = −
∫
Ω

∇f .∇ϕ dµ −
∫

∂Ω

∇f . n ϕ dσ ,

ponendof = ϕ si ottiene che∫
Ω

∇ϕ .∇ϕ dµ = 0 ,

e dunque cheu = ∇ϕ = o .

Si noti che, se il dominioΩ nonè semplicemente connesso, il risultato di unicit`a
enunciato nella proposizione 1.4 non sussiste.

2. POTENZIALE LOGARITMICO

Nel caso bidimensionale il ruolo della funzione scalare

f(x) : = ‖x ‖−1 , x ∈ �3 ,

è giocato invece dalla funzione scalare

f(x) : = ln ‖x ‖−1 , x ∈ �2 .

Si calcoli infatti in x �= o :

• il gradiente della funzionef

∇f(x) = − x
‖x ‖2 ,

• il gradiente del gradiente dif

∇∇f(x) =
2 (x⊗ x)
‖x ‖4 − I

‖x ‖2 .

54 Carl Gottfried Neumann (1832-1925). Matematico tedesco figlio diFranz Neumann e
professore a Lipsia.
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Poichè l’operatore diLaplace è ∆ = div grad = ∇ .∇ = tr∇∇ risulta

∆ f(x) = div gradf(x) = tr∇∇f(x) =
2

‖x ‖2 −
2

‖x ‖2 = 0

e quindi la funzionef è armonica in�2 \B(ρ) .
Si mostra infine che

lim
ρ→0

∫
S(ρ)

∇f . n ϕ dσ = −2 π ϕ(o) .

Infatti per ρ �= 0 si ha chen = x/‖x ‖ e quindi sulla circonferenzaS(ρ) risulta

∇f . n = − x
‖x ‖2

. x
‖x ‖ = − 1

‖x ‖ = −1
ρ

.

Il risultato segue notando che la continuit`a di ϕ assicura che

lim
ρ→0

1
2 π ρ

∫
S(ρ)

ϕ dσ = ϕ(o) .

Posto quindig = (1/2π) f si ha che

∆ Tg = δ ,

e pertanto la funzione

g(x) = − 1
2 π

ln ‖x ‖−1 , x ∈ �3 ,

fornisce lasoluzione fondamentaledel problema diPoisson bidimensionale.
Il potenziale logaritmico, dedotto per convoluzione tra la soluzione fondamentale

ed il termine noto, ha l’espressione

φ(x) : = − 1
2 π

∫
Ω

α(y) ln‖x− y ‖−1 dµ(y) .



RIFERIMENTI
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