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PREMESSA

Questo Tomo Zere 'avanguardia di un opera in due volumi (Tomi | e Il) dedicata
ad una presentazione moderna dei principi e dei metodi della Scienza delle Costruzioni.

Ho ritenuto utile raccogliere in questo volume propedeutico nozioni e risultati di
matematica che trovano applicazione in meccanica delle strutture, con I'intendimento
di fornire al lettore una panoramica di concetti e di metodi, presentati anche in modo
originale, che possa essere consultata nel corso della lettura dei Tomi l e Il.

La selezione di argomenti prescelti comprende sia nozioni elementari che risultati
piu specialistici ed avanzati. Le partipimpegnative sono dedicate a ehinteressato
ad approfondire le tematiche strutturali che richiedono una base matematica di maggior
spessore.

La presentazione dei risultati classeciorganizzata in modo da proporre spesso
le dimostrazioni come problemi posti al lettore, fornendo i riferimenti bibliografici
essenziali per consentirne la soluzione.

Napoli, settembre 2001 Giovanni Romano






| — INSIEMI E FUNZIONI

1. INSIEMI

Si richiama preliminarmente il significato dei simboli adottati.

SIMBOLO SIGNIFICATO
€ appartiene a
i= definito da

tale che

| che soddisfa la propriat’

v per ogni

3 esiste un
= equivale a

= implica che

Sia X uninsieme edA, B sottoinsiemi di’.
Il complementdli B rispetto aA e l'insieme definito da

A\B:={xeX : xc A, x¢B},

Si dice anche ched \ B ¢ la differenza did e B e sileggeA menos.

Si scrive inoltre
e A C B se ogni elemento di4 appartiene anche & (A incluso in B).
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e ACBseACBeA+#DB (A inclusoinB in senso stretto).

Sia F una famiglia di sottoinsiemi di un insiem# .
Allora si dice

e unione della famigliaF I'insieme

U ={xeX|IAeF : xe A},
AeF
e intersezione della famigligF I'insieme

(| i={xeX|xecA VAcTF}.
AeF

Il simbolo | significache soddisfa la propriét
Valgono le relazioni

AnlJB={JANnB),

BeF BeF
Aul)B=)(AuUB),
BeF BeF

e le formule diDE MORGAN !

A\ U B=((A\B),

BeF BeF
A\ (B=JA\B).
BeF BeF

La definizione degli insiemi basate sulle propai€ei loro elemente delicata. A tale
proposito si noti un famoso paradossddissELL 2

Paradosso dBERTRAND RUSSELL (1901)
e Sia S linsieme definito da

S:={A|A euninsiemeed ¢ A}.

Allora S €S = S¢S eSdS = SeS8.

I AucusTus DE MORGAN (1806-1871). Professore di matematica all’'University College di Londra,
logico matematico ed algebrista.

2 BERTRAND ARTHUR WILLIAM RUSSELL (1872-1970). Gallese di nascita e nipote HORD JOHN
RusseLL che fu primo ministro sotto la reginsiTToRrIA. StudD al Trinity College di Cambridge, fu
condannato ed imprigionato per attavitontro la guerra a causa delle sue idee pacifiste. Per tale motivo
dovette lasciare il Trinity College. Ottenne il Premio Nobel per la Letteratura nel 1950. Insi&nes
GODEL, & considerato il maggior studioso di logica del XX secoleesiato uno dei fondatori della logica
matematica.
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2. RELAZIONI ED APPLICAZIONI

Siano X e Y due insiemi. Sidice

e insiemeprodotto cartesianai X e Y l'insieme X x ) delle coppie ordinate
{x,y}conxe X eyec),

e grafico di una relazioneR tra X e ) un sottoinsieme del prodotto cartesiano
X x).
UnarelazioneR & detta
o riflessivase {x,x} € R,
e simmetricase {x,y} € R = {y,x} € R,
e antisimmetricese {x,y} € R, {y,x} e R = x=y,
e transitivase {x,y} € R, {y,z} € R = {x,z} € R.

Una relazioneR & detta
e di equivalenzae€riflessiva simmetricae transitiva,
e d’ordine parzialese€riflessivg antisimmetricae transitiva

Una relazione d’ordine parziale su un insiere & detta unordine totaleo ordine
linearese per ogni{x,y} € X siha{x,y} € R oppure{y,x} € R.

Osservazione 2.1Un insieme parzialmente ordinagaletto urinsieme direttse vale
la condizione
a,beX = dceX :a<c,b<c.

La nozione di insieme diretto consente di definire il limite generalizzato di una mappa
(eventualmente multivoca) definita su di un insieme diretto.
Un esempio classice l'integrale diRIEMANN ? (vedi [17], par. 1V,2). ]

Il grafico di una relazione tr&& e ) & ungrafico funzionalén X x ) se

{X»Y1}€Rv =y =y
{X7y2}6R ! 2

Un grafico funzionalee "anche dett@applicazione funzione mappa trasformazionge
operatoreda X in ), denotato coril : X — ) e definito da

y=T(x) < {x,y}€R.

Si definiscano quindi

3 GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826-1866). Allievo di GAuss, succedette BIRICH-
LET come professore di matematica at@igen. Fondamentali i suoi contributi alla geometria differenziale
ed alla teoria delle funzioni di variabile complessa.
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e il dominiodi T : X — Y
domT :={xeX|Iyec) : {x,y} €R},
e |'immagineo codominiodi T : X — Y

ImMT :={yeY|IxeX : {x,y} €R},

e I'immagine inversa controimmagindramite T : X — ) di un sottoinsieme

SCYy
T '(S) :={xeX|T(x) eS}.
L'applicazioneT : X — ) &
e iniettivase

T(x,) =y < —x
Tkay}: LT

e Suriettivase
Vye) dxeA:Tx)=y.

In tal caso si dice che I'applicaziori® : X — )Y edaX su) .

Una applicazione iniettiva e suriettiva sti in )} e detta unacorrispondenza

biunivocatra X e ).

Siano A, e A, sottoinsiemi dix’ e T : X — ) un’applicazione dat’ in Y.

Allora
A C A, = T(A) CT(A,).

e si hache
T(A; NA,y) CT(A)NT(A,),

T(A UA,) =T(A)UT(A,).
Se B, e B, sono sottoinsiemi d) risulta
B, CB, = T '(B)CT '(B,)),
T '(B,NBy) =T '(B,)NT '(B,),
T '(ByUB,) =T '(B)UT '(B,),

ed inoltre
B, C B, = T (B,\B,) =T '(B,)\T(B,).

PerogniA C X e B C Y sihainoltre che
T(T'(B)) = BNT(X),
T '(T(A)) D A.

e Un’applicazioneT : X — R a valori realie detta urfunzionale

+
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3. SPAZ| TOPOLOGICI

Unospazio topologic@ una coppia{ X', 7 } costituita da un insieme’ e da una
famiglia 7 di sottoinsiemi diX’, detti gliinsiemi apertidi X, tale che

e l'insieme vuoto( e l'insieme X sono aperti,
e |'unione di ogni famiglia di aperte un aperto,
e l'intersezione di ogni famiglia finita di aperti un aperto.

La famiglia 7 & detta und@opologiasu X .

| complementari degli aperti sono gfisiemi chiusie pertanto
e l'insieme vuoto e I'insieme X sono chiusi (e aperti),
¢ l'unione di ogni famiglia finita di chiusé un chiuso,
¢ l'intersezione di ogni famiglia di chiug un chiuso.
Per semplicii’'spesso uno spazio topologiedénotato dal solo insiem& omettendo
di indicare esplicitamente la topologia .
Si danno le seguenti definizioni.

e Un intorno apertodi sottoinsiemeS non vuoto di X & un insieme aperto che
contieneS .

e Unintornodi S e uninsieme che contiene un intorno aperta&di

e Unintornodi un elementox € X & quindi un sottoinsieme dit che contiene
un aperto cui appartiene.

¢ Unsistema fondamentale di intordi S ¢ X’ & una famiglia di intorni diS tale
che ogni intorno diS contiene un elemento della famiglia.

¢ Si dicebase della topologiaZ- un sottoinsieme3 C 7 tale che ogni aperto di
7 é l'unione di elementi diB.

e Unelementox € X' e unpunto limiteo di accumulazionéi un insiemeA C X
se ogni intorno dix contiene almeno un elemento di\ {x} .

e Unelementox € A € unpunto isolatadi .4 C X’ se nore di accumulazione per
A.

e L'aderenzali un insieme A C X & l'insieme degli elementi dit’ il cui intorno
contiene almeno un punto i .

e Lachiusura A di A & l'intersezione dei chiusi che contengogo

e L'interno ;1 di A e l'unione degli aperti contenuti itd .
e Lafrontiera frA di 0A di A & I'insieme degli elementi di4 che non appar-
tengono ad;t e ciogé A= AN (X \.A). Dunqued.A & chiuso.

e Un sottoinsiemeS C X' & dettodensan X se la sua chiusur& in X coincide
con X.

5



6

3 - SPAZI TOPOLOGICI

Valgono le seguenti propriat”
e Uninsieme A C X & aperto se e solo se contiene un intorno di ogni suo punto.
e UninsiemeA C X & chiuso se e solo se contiene i suoi punti di accumulazione.

Sia S e unsottoinsieme nonvuoto & . Latopologia diX’ induce suS unatopologia,
detta latopologia relativasu S, costituita dall'intersezione degli apertidi con S .

Lo spazio topologico cosjenerato si denota ancora cah e viene detto un
sottospazio topologicdi X’ .

e Ogni proprie& di uno spazio topologicgX', 7 } che dipende solo dalla topologia
7T é detta ungroprieta topologica

Le propriet topologiche in{X, 7} sono quindi quelle che possono essere espresse
compiutamente in termini degli insiemi aperti (o degli insiemi chiusij &, 7} .

Una topologise dettaseparantgo di HAUSDORFF ) se soddisfa il seguente

Assioma di separazione HiAUSDORFF
e per ogni coppia{x;,x2} di punti distinti di X esiste un coppia di aperti
disgiunti {01, OQ} talichex; € O , X9 € Oy,

B Uno spazio topologico linearé uno spazio lineare in ceidefinita una topologia
rispetto alla quale le operazioni lineari sono continue.

B Un sottoinsiemé)’ di uno spazio topologicat’ e dettoimitato se€ assorbito da
ogni intornol di o € X, cioeseda >0 : BCald.

3.1. Insiemi compatti
Il classico teorema dBoLzANO ® -WEIERSTRASS ¢ assicura che

B da ogni successione limitata A" & possibile estrarre una sottosuccessione con-
vergente.

4 FELIX HAUSDORFF (1868-1942). Matematico tedesco cui si devono contributi fondativi della mode-
rna topologia.

% BERNARD PLACIDUS JOHANN NEPOMUK BOLZANO (1781-1848). Prete, matematico e filosofo
boemo cui sono dovuti concetti fondativi per I’Analisi moderna. Anticibconcetto di successione con-
vergente indipendentemente formulato@aucHy 4 anni dopo, e pose le basi per la teoria dell'infinito
sviluppata poi d&CANTOR.

6 KARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS (1815-1897). Matematico autodidatta. Professore
all'Universita di Berlino insieme aKuMMER ed a KRONECKER E’ a ragione considerato il fondatore
dell’Analisi moderna. Suoi allievi famosi furonGANTOR, ENGEL, FROBENIUS, HOLDER, HURWITZ,
KiLLING, KLEIN, LIE, MINKOWSKI, MITTAG-LEFFLER, SCHWARZ € SOFIA KOVALEVSKAYA.
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Questo fondamentale risultato ha motivato I'introduzione del seguente concetto di com-
pattezza, dovuto 81. FRECHET ’
e Unospaziotopologicat’ & dettcsequenzialmente compas®da ognisuccessione
e possibile estrarre una convergente.

Ai matematici sovieticiP.S. ALEXANDROV ® e P.S. UrysoHN ? & dovuto invece
il moderno concetto di compattezza di un insieme in uno spazio topologico, motivato
dall’astrazione del seguente teoremaBdireL ' .

Proposizione 3.1. Teorema dBOREL. Sianol C % un intervallo chuso e limitato
e J una famiglia di intervalli aperti la cui unione contiené. Allora esiste una
sottofamiglia finita di.7 la cui unione contiend . O
Una famiglia F di sottoinsiemi di uno spazio topologic& e detta urricoprimento
di X se
xclJA
AcF
Se gli insiemi inF sono aperti,F & detto urricoprimento aperto
Se la famigliaF é finita, F & detto urricoprimento finito
¢ Uno spazio topologicot & dettocompattose ogni ricoprimento aperto ammette
un sottoricoprimento finito.
e Uno spazio topologicoY e dettdocalmente compattse ogni punto dello spazio
ha un intorno compatto.
e Sia S un sottoinsieme di uno spazio topologiéo.

Allora:
S compatto= S chiuso ed inoltreX compatto eS chiuso = S compatto.

3.2. Applicazioni continue e limiti

Siano X' e Y due spazi topologici.
e Un’applicazioneT : X — ) & dettacontinua nel puntox € X se per ogni
intorno V' di T(x) esiste un intornd/ di x tale cheT(U/) C V.

e Un’applicazioneT : X — ) e dettacontinuase€ continua in ogni punto dit’.

T MAURICE RENE FrRECHET (1878-1973). Eminente matematico francese allievdtipAMARD che
ha portato contributi fondativi alla topologia ed alla teoria degli spazi astratti. Importanti anche i contributi
portati alla statistica, alla probabdi€d al calcolo.

8 PAVEL SERGEEVICH ALEXANDROV (1896-1982). lllustre matematico russo cui sono dovuti fon-
damentali contributi alla moderna topologia. AllievoldiiMy NOETHER e di HILBERT a Gottingen, di
BrouwER ad Amsterdam e di.uzin ed EGOrROV a Mosca

9 PAVEL SAMUILOVICH URYSOHN (1898-1924). Collega ed amico dALEXANDROV, mon prema-
turamente durante una nuotata nell’atlantico sulla costa francese.

10 EMILE BOREL (1871-1956). Uno dei principali matematici francesi del XX secolo.
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Proposizione 3.2. Applicazioni continue. Un’applicazioneT : X — ) con
domT = X e continua se e solo se

i) A apertoin) = T '(A) apertoinX,

ii) A chiusoiny = T !(A) chiusoin X .

i) T(A)CT(A) VAeX.
Un’applicazioneT : X — ) e dettaaperta(chiusg se
A aperto (chiuso) in¥ = T(A) aperto (chiuso)iny.

Si diano ora le seguenti definizioni.

m Un’applicazione biettiva e continud : X — ) talecheT ! : )Y — X &
continuae detta uromeomorfismdra gli spazi topologicit e ).

Un omeomorfisme un’applicazione sia aperta che chiusa.

Dalla proposizione 3.2 si deduce che d&spazi topologici omeomorft’ e )
hanno le stesse proprétopologiche in quanto esiste una corrispondenza biunivoca tra
gli insiemi aperti dei due spazi.

B Sidice che un’applicazion® : X — ) halimite y € ) nel puntox, € domA,

o che tende & € Y per x tendente ax, € domA, se I'applicazion€eT : X +
Y definita da
T(x) = {T(x) sex € domT,
y sex =X,

e continua nel punte, . Si scrive allora

lim T(x) =y,

X—X,
ovvero
x—x%x, = Tx)—y.

La continuifl di una applicazionél’ : X — ) in un puntox € domT C X puo
anche essere espressa imponendo che

lim T(x) = T(x,).

X—X,

Per il limite di una successione si adottano le notazioni

im x =x,,
n—+oo

oppure
n—00 = X, —X,.
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SeT: X — Y tende ay € Y nel puntox, si scrive

anOOT(X") - y’
oppure
x, —-x, = T(x, —T(x,.).

n o0

Siano X' e ) due spazi topologici lineari.
Un'applicazioneT : X — ) & dettdinearese€e
e additiva: T(x +y) =T(x)+ T(y) Vx,ye X,
e omogeneaT(ax) =aT(x) VxeX,acR.

e Un’applicazione linearél' : X — ) che instaura una corrispondenza biunivoca
tra X e )Y e detta uisomorfismo

e Un’applicazione linearél : X — R a valori realie detta undorma lineareo un
funzionale lineare

e Un’applicazioneT : X x Y — R a valori reali che sia separatamente lineare
rispetto ax € X ey € ) é detta undorma bilineareo unfunzionale bilineare

Analogamente si definisce uf@ma multilineare

e Larestrizione di una forma bilinear® : X x & — R alla diagonale dit x X
definita da
diag¥ := {{x,x} € X x X}

e detta undorma quadraticeao unfunzionale quadratico
Analogamente si definiscono le forme cubiche, etc., di ordine
Si notino le seguenti proprigidelle trasformazioni continue. (vedi ad es. [26]).
Proposizione 3.3. Continuitl e limitatezza. Siano X’ e ) spazi topologici. Allora

ogni applicazioneT : X — ) lineare e continua mappa un qualsiasi insieme limitato
di X inuninsieme limitato dy, e cice

B limitatoin X = T(B) limitatoin ).

O

Proposizione 3.4. Continuia e compattezza. Siano X e ) spazi topologici. Allora
ogni applicazione continud : X — ) mappa un qualsiasi insieme compattoAdi
in un insieme compatto dy, e cie

A compattoinX = T(A) compattoin).
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B Principi di estensione
Siano X' e Y spazi metrici conf, g € C(X;Y) funzioni continue e siad
un sottoinsieme denso i’ , cioé tale cheA = X'. Allora

e estensione delle eguaglianze

i) fx)=g9(x) VxeA = f(x)=ygx) Vxed,

¢ estensione delle diseguaglianze

i) f(x)<gx) VxeAdA = f(x)<gx) VxeX.

Perdimostrare I'implicazioné) basta osservare che dalla contiauit f —g segue

che il sottoinsiemd f — g) ' (o) C X' & chiuso. Essendopol C (f —g) '(0) C X
risulta A = (f — g)~'(o) = X . Analogamente si dimostra la) .

La proprieti di compattezza consente di individuare una classe di operatori lineari

tra due spazi normatk’ e ) che godono di importanti proprit’

e Un operatordineare L : X — ) & compattose per ogni successione limitata
{x,} C X lasuccession¢Lx, } C Y ammette unasottosuccessione convergente

in).
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DIMENSIONE FINITA

Si definiscespazio vettorialgo lineare) un insiemeV’ di elementi, dettivettori,
su cui€ definita una struttura algebrica costituita dalle operazioni lineari

1) addizione tra vettori: a+b, a,beV,
1) moltiplicazione tra uno scalare ed un vettore: « a, aeR, acV,
con le propried’usuali & € il campo dei numeri reali).

Un sottospazio vettoriale sottospazio lineareS C V' e un sottoinsieme dV/
chiuso rispetto alle operazioni definite 1A e cice tale che le operazioni lineari definite
in S diano luogo a risultati appartenentis.

Dati due spazi vettoriall/' e V' la funzione(detta anchenappa, applicazione,
operatoretrasformaziong A: U — V elinearese soddisfa le propriat’

A(au) =aA(u) (omogenei)
Au+v)=A(u)+ A(v) (additivita)

SeV =R e cice i valori sono numeri reali, I'operatoeanche detto unfarma
Un operatore lineare biunivoco si dice isomorfismo

FEsercizio

e \erificare che, dati due spazi vettoridli e V', insieme degli operatori lineari
A : U — V costituisce uno spazio vettoriale rispetto alle operazioni lineari
definite da

i) addizione tra operatorf A + B)u = Au+ Bu, VYueU,
11) moltiplicazione tra uno scalare ed un operatore:

(eA)u=a(Au), aeR,uel.

Lo spazio degli operatori lineaA : U +— V & denotatoda KU ; V'} .
Un operatore lineare tra due spazi vettoriali finitamente generabili ed aventi la
stessa dimensione costituiscetensoredel secondo ordine.
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1. SPAZI DI DIMENSIONE FINITA - BASI

Si dicegeneratore finitain insieme finito di vettorie, ,e,, ..., e, } tale che ogni
vettoreu € V' si pw scrivere come combinazione lineare di tali vettori, eecio”

u=uje +uzey+---t+uye,.

Se esiste un generatore finito lo spazio si dicdidiensione finita finitamente
generabile

Si definiscebaseogni generatore minimale e @dale che una sua parte propria
non plo essere un generatore.

La dimensiones il numero di vettori di ogni base (tutte le basi hanno infatti lo
stesso numero di vettori).

Ogni vettore po’esprimersi in maniera univoca come combinazione lineare dei
vettori di una base.

Fissata una basge,,e,,..., e, } per uno spazio vettorial®” di dimensionen

il vettore numerico
uy

=]

Un

si dice il vettore delleomponentdi u rispetto a tale base.
La corrispondenzatra i vettori di uno spazio vettoriale ed i vettori delle componenti
rispetto ad una baselineare e biunivocag(dunque un isomorfismo).

r

[ u ] = vettore numerico
delle component

isomorfismo

Sia R" lo spazio vettoriale numerico costituito dalleuple ordinate di numeri
reali. La dimensione diR” & n, come pwrilevarsi osservando che ghi vettori

1 0 0
0 1 0
0 0 1

costituiscono una base, detta la base usuale’di
E’ da notare che le componenti di un vettore numerico rispetto alla base usuale
sono proprio i numeri della-upla che costituisce il vettore.
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1.1. Notazione indiciale

Per snellire le formule si adot@nel seguito la convenzione, dedall'indice ri-
petutoo di EINSTEIN !, secondo la quale in un’espressione algebrica su ogni termine
in cui é presente due volte lo stesso indice va effettuata una sommatoria facendo variare
l'indice nel suo insieme di variazione.

Ad esempio si ha che

n
u; e; = Z u; €e; .
i=1
Siintroducono inoltre i seguenti simboli:
e Simbolo odeltadi KRONECKER 2 :

1 sei=j
0,
0 sei#j

e Simbolo oalternatoredi Ricor 13 :

0 set,j, k non sono tutti distinti

gr=19 1 se{i,j,k}eunapermutazione parifi,..., n}

—1 se{i,j,k} & una permutazione disparifi,...,n}

1 ALBERT EINSTEIN (1879-1955). Nato a Munich da famiglia ebrea, stodviolino dai 6 ai 13
anni. Nel 1894 la famiglia si trasfea Milano, ma egli condusse gli studi a Monaco e poi a Zurigo presso
la Eidgendssische Technische Hochschildee ebbe come collegd ARCEL GROSSMANN (1878-1936).
Nel 1900 consegu’abilitazione all'insegnamento della matematica e della fisica, ma non riuscendo a trovare
posto in una Universitana a lavorare a Berna in un ufficio brevetti, dove rimase fino al 1909. Nel 1905
conseguil dottorato dell’'Universi& di Zurigo con la tesDn a new determination of molecular dimensions
che dedio’a GrossMANN. Nello stesso anno pubbtics lavori, dedicati alla teoria dei quanti 8iax
PLANCK, alla teoria speciale della relatigital'equivalenza tra massa ed energia ed alla meccanica statistica
di Lupwic BorTtzMANN e JosiaH GiBBs. Nel 1908 divenne lettore all’'Universitdi Berna e I'anno
successivo professore di fisica all'Univeasii Zurigo. Nel 1911 ottenne la cattedra all'UniveasKarl-
Ferdinand di Praga. Nel 1912 ebbe la cattedra alla Eidgendssische Technische Hochschule di Zurigo. Nello
stesso anno con l'aiuto dell’amico matematleb\RCEL GROSSMANN inizio laformulazione della teoria
generale della relativatfacendo ricorso al calcolo tensoriale@irEGor10 Ricci-CURBASTRO € TULLIO
Levi-CrviTa. Nel 1914 gli fu offerto un posto alla Accademia delle Scienze Prussiane ed una cattedra
senza doveri didattici all’'Universtdi Berlino. Nel 1915 dopo alcune false partefhzesTEIN compleb la
versione finale della teoria della relataigenerale, gioiendo del fatto che aveva convinto della correttezza
delle sue ideéliLBERT e KLEIN. Solo una settimana prinfAiLBERT aveva infatti fornito la formulazione
corretta delle equazioni della relatizigenerale. Nel 192EINSTEIN ricevette il Premio Nobel per il suo
lavoro del 1905 sull’effetto fotoelettrico. Nel 1935 si trasf@Princeton e nel 1940 divenne cittadino degli
Stati Uniti. L'ultima sua lettera fu indirizzatalRERTRAND RUSSELL per dare I'adesione ad un manifesto
per la pace.
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FEsercizio

e Dimostrare che valgono le seguenti relazioni:

2) €jpenn =20

ih

3) €ijkCipg = 5jp5kq - 5jq5kp

2. OPERATORI LINEARI

Siano U e V due spazi vettoriali rispettivamente di dimensioneed m ed
A : U — V un operatore lineare.

12 LEoPOLD KRONECKER (1823-1891). Di ricca famiglia ebrea prussiana fu allievoldiuMMER al
liceo e poi dDIRICHLET e STEINER all’'universita di Berlino dove conobbe ancliacoBi e EISENSTEIN
che influenzarono i suoi interessi in matematica. Nel 1B56MMER, BORCHARDT, WEIERSTRASS €
KRONECKER furono insieme a Berlino anche BERONECKER non aveva una posizione fissa all’'Univeasit”
Le suericerche riguardarono la teoria dei numeri, la teoria delle equazioni algebriche, lateoria dei determinanti
e quelladegliintegrali. Nel 1860 fu eletto all’Accademia di Berlino. Nel 1868 ofiatattedra di matematica
a Gottingen per restare a Berlino e divenne membro dell’Accademia di Parigi. Dal 1870 i rapporti con gli
altri matematici si deteriorarono poietegli era convinto che la matematica dovesse limitarsi a considerare
numeri interi ed un numero finito di operazioni. Fu strenuo oppositore delle idHesiie, CANTOR €
DEDEKIND. Nel 1884 fu eletto membro della Royal Society of London.

13 GrEGORIO Riccr-CURBASTRO (1853-1925). Allievo di ENrico BrrTr (1823-1892) e di
ULisse Dini (1845-1918) alla Scuola Normale Superiore di Pisa e professore di fisica matematica
all'Universita di Padova. In quattro note del periodo 1888 e 1892 svidupphdamenti del calcolo dif-
ferenziale assoluto su varéeh-dimensionali. A questi risultati ed a quelli ottenuti dopo il 1900 con I'allievo
TULLIO LEVI-CIVITA (1873-1941) fece ricorscALBERT EINSTEIN (1879-1955) per formulare la teoria
generale della relativat®
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L'operatore linearg A | : R" — R™ definito da
[Al[u]=[Au], V[u]eR"
e dettomatricedi A rispetto alle basi
{e;,e,,...,e,} diU, {a,a,,...,a, } diV.

SeU =V lamatrice diA pud essere individuata fissando un’unica base.

| valori di un operatore lineare sono noti se si conoscono le immagini dei vettori
di una base

Au=uAe +urAe,+---+u,Ae, = ujAej.
Dunque esprimendo i vettorhe; in termini dei vettori della bas¢a, }
Aej = Aijai 5

si ottiene

Au = ujAej :uinjai =v;a;,

da cui si deduce che
v, = quju(j .
Pertanto laj-esima colonna della matrideA | associata all’'operatord rispetto alle

basi {e;} ed {a;}, contiene ordinatamente le componenti del vett&re rispetto
alla base{a,} . La matrice[ A ] hain tal casom righe en colonne.

E’immediato notare che le colonnedA | coincidono con le immagini dei vettori
della base usuale " .

Con riferimento alla figura seguente, le colonne della mafric¢

A Ag
Ay Ay
A1 As

sono le immagini dei vettori della base usualeRtti, e rappresentano le componenti
rispetto alla baséa,, as, a3} delle immagini dei vettori della basge;, e2} .
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Limmagine [y] € ®™ del vettore numericdx] € R" tramite una matrice
[A]:R" — R™ siottiene dunque come combinazione lineare delle colonrjédi
e cicé

lyl=[A][x] <= uy = Az i=1,2,...,n k=1,2,...,m.

2.1. Prodotto di operatori

SianoU, V e W tre spazilineariedA : U — V e B: V — W due operatori
lineari. Sidefiniscoperatore prodottali A e B I'operatore AB : U — W tale che

ABu=A(Bu).

FEsercizio

e siano{e;}, {a;} e {b,} tre basirispettivamente di/, V e W ed A e
B due operatori lineari. Siano inoltrEA | la matrice associata ad\ rispetto
allebasi{e;} e {a;} e [B] lamatrice associataB rispettoalle basi{a, }
e {b,} . Verificare che lamatric¢ A B] associata all'operatore prodotiA B
rispetto alle basi{e; } e {b,} & data dal prodotto matriciale righe per colonne
[A] [B] di[A] per[B],echesiha

(AB)jj = A By
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2.2. Nucleo ed immagine

L'insieme dei vettoriu € U tali che Au = o sidice ilnucleodi A e si denota

con KerA.
2D

L'insieme delle immagini dei vettori dU tramite A si dice Ilimmaginedi A e
si denota con Im\. .

FEsercizio

e Dimostrare cheKer A e Im A sono sottospazidl/ e di V' rispettivamente,
e cicé che il risultato di una qualsiasi operazione lineare effettuata tra elementi
appartenentiaKer A appartiene ancoraer A ed analogamente pdim A .

KerA e ImA sono dunque spazi vettoriali @déecito considerarne la dimensione:

n(A) =dim KerA sidicenullitadi A
r(A)=dim ImA  sidicerangodi A

Sussiste la seguente relazione fondamentale:

N(A)+ r(A)=dmU =n.

FEsercizi

o Dimostrare il risultato precedente. Il procedimeet@semplificato in figura, nel

casoincuidmU =3, n(A)=2, r(A)=1.
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e Discutere I'equazione lineard x = b osservando come essa ammette soluzio-
ne se e solosd € ImM A e linsieme delle soluzioné costituito dalla variet®
lineare

x,+ KerA  conAx, =b.

Osservare cheKer A & l'insieme delle soluzioni dell'omogenea associata
Ax=o0

Il risultato € esemplificato in figura.

3. PRODOTTO INTERNO

Una funzione che ad ogni coppia ordinata di vettarj v) diuno spazio vettoriale
associa un numero reaie- v si dice unprodotto interncse:

u-u>0 peru o  (positivitd)
uv=v-u (simmetria)

(u+v)-w=u-w+v-w (additivitd)
(au) - v=a(u-v) (omogene)

Brevemente podirsi che un prodotto interreuna forma bilineare (c&lineare rispetto
ad entrambi gli argomenti), simmetrica e definita positiva.
Corrispondentemente si dioerma(o lunghezzadi un vettore il numero reale

lu=(@-w’=>0.
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FEsercizi

o Dimostrare che:
u-v=0, Vv = u=o.

o Dimostrare che sussistediseguaglianza dCAUCHY-SCHWARZ
lu-v [ <[ ullfv]

e che si ha eguaglianza se e solowee v sono proporzionali. Si suggerisce di
partire dalla diseguaglianza:

u+Av >0 Yu,veV VieR.

e Dimostrare ladiseguaglianza triangolare

fut+v<lul+]v]

Due vettori si dicon@rtogonalise il loro prodotto interne hullo:
u-v=_0.

Se W & un sottospazio dV si denota coniV* il complemento ortogonaldi 17,
cioé I'insieme dei vettori diV' ortogonali a tutti i vettori dilV/ .

FEsercizi

e Dimostrare chel/’* & un sottospazio, ch#V/ -+ = W e che:

dimW +dimWw* =dimV.

e Dimostrare che ad ogni funzione lineage : V' — R corrisponde un vettore
a €V taleche
fx)=a-x VxeV

(sipongaa = f(e)e con e € [Ker(f)]t ed|e| =1).
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e Dimostrare che ad ogni forma biIineab{u, V) su V' corrispondono due ope-
ratori lineari A e AT | detti aggiunti tra loro, tali che

b(u,v) = (Au)-v=u-(ATv), VuveV.

e Dimostrare che sd A ] & la matrice associata alloperatold : U +— V
rispetto a due basi ortonormafie; } di U e {a;} di V' Ia matrice [ AT']

associata all’'operatore aggiunAT coincide con la matrice traspos{aA ]T di
[A], cicé si hache
[AT]=[A]".
e Dimostrare che sussistono le seguenti propriet’

1) [O]=0 (operatore nullo)

2) I'=1 (operatore identit)
3) (A+B) =AT+B”

4)  (aA) =aAT ac®

5 (AT =A

6) (AB)" =BTAT

—I\T Ty—1
o (AT) =AY
Per dimostrare I'ultima propriatconviene porre

I=AA" ed T'=(AHTAT.

Teorema 3.1. Sussistono le relazioni di ortogonatlit
KerA =[ImAT]H | KerA” =[ImA]*
Dim.
ue KerA < Au=o0 <= Au-v=u-Alv=0 VveV
> uc|[iImAT]*.
La seconda eguaglianza si dimostra in modo analogo. O
Da tale teorema e dalla relazioié'* = W, valida per un qualsiasi sottospazio

di dimensione finita, si ricava immediatamente il seguente:

Corollario 3.2. Sussistono le relazioni di ortogonait

IMA = [KerA”]", ImA” = [KerA]*.
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Dim. Basta prendere i complementi ortogonali di ambo i membri nel teorema prece-
dente. O

In conseguenza di tale risultato la condizione di esistenza di una soluzione della
equazione lineare
Ax=b,

puo esprimersi imponendo che € [Ker (AT)]* e cicé che sia ortogonale a tutte le
soluzioni dell’equazione omogenea:

ATx =o.

FEsercizi

e Mostrare che ogni operatore lineareoplecomporsi univocamente nella somma di
uno simmetricdS ed uno emisimmetricd

A=S+E conS=S8"edE=-[E],
e cherisulta

S = %(AJrAT) E = %(AfAT).

e Mostrare che se dif¥ = n ogni insieme din vettori a due a due ortogonaiuna
base (detta ortogonale); se iumgni vettore ha norma unitaria e eisi ha

la base si dice ortonormale.

e Mostrare che, assumendo come prodotto intern®hil prodotto interno usuale
consistente nella somma dei prodotti degli elementi corrispondenti dei vettos e cio”

laggiunta di una matric¢ ML ] : " — R™ & la trasposta, quella @cche si
ottiene scambiando le righe con le colonne.

e Mostrare che il prodotto interno di due vetteniguale alla somma dei prodotti delle
componenti omonime ripetto ad una base ortonormale.

o Mostrare che ogni matrice associata ad un operatore simmetrico [emisimmetrico]
rispetto ad una base ortonormalanch’essa simmetrica [emisimmetrica].
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4. CAMBIAMENTO DI BASE

Per determinare la corrispondenza tra matrici associate ad una funzione lineare
rispetto a basi diverse si consideri il seguente schema

dove con{e,} e {€!} erispettivamentda,} e {a} sidenotano rispettivamente due
coppie di basi diU e V. Sideduce che

Le matrici quadratd P] : ®" — R" e [Q] : ™ — R™ sono invertibili e quindi
costituiscono deglsomorfismi Esse sono dettaatrici di trasferimento[ P | da {e; }
a{e} e[Q] dafa} a{a}.

La tabella di[P ] e determinata dai vettori delle bagé; } e {e} .

Si consideri infatti I'operatore lineare invertibilB (isomorfismo) che ai vettori
della base{e,} associa ordinatamente quelli della bgs#}

Pe, =€, i=12,...,n.
La matrice[ P | & la matrice associataR rispetto alla basde, } :
Pe, =P e =e,.
Infatti, seu = u, e, = u; e, siha

/ !
u=u,Pe =P, u.e

79
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e dunque

w, =Pyu, < [u]=[P][u] .
Le colonne di[ P | sono dunque le componenti dei vettori della bdeg rispetto alla
base{e,}.

Se U = V la formula di trasformazione della matrid@MI| nel passaggio da
{e;} a {€}} siscrived in particolare

[M]'=[P]'[M][P].

5. TRACCIA E DETERMINANTE

Si consideri la matrice quadrafd | : R" — R".
Si definiscetraccia o invariante linearedi [M | la somma degli elementi della
diagonale principale:

tr (M| =M, +My+---+M, =M, i=12,...,n

nn (2

FEsercizio

e \erificare le seguenti proprigtdella funzione traccia:

tr((M],...[M],)=tr([M],,...[M], [M],...[M])))
tr((M],+[M],)=tr [ M], + tr [ M], (additivita)
tr(a[M]) = atr ([M]) (omogenet)
tr [M] = tr((M]")
trI=n

Si ha allora che, seM| = [P] ' [M][P]:
tr [M] = tr((P][M][P]7) = tr ((P]"'[P][M]) = tr([M]).

Si definisce traccia di un operatore lineae < L {U; U} la traccia di una
gualsiasi matrice associata ad.
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FEsercizi

o \erificare che nello spazio vettoriale {U; V} degli operatori lineari ddJ in
V' si pu definire il prodotto interno

A:B=tr(A"B) VA,BelL{U;V}.
La norma di A sad dunque

|A]=(A:A)?=(trATA)Y2.

e siano [A ] e [B] le matrici associate agli operatoA, B € L {U; V'}
rispetto a due basi ortonormafie; } di U e {a;} di V. Verificare che il
prodotto internoA : B & pari alla somma dei prodotti delle componenti omonime
di[A]e[B], ciog che risulta

A:B=A,B,.

o Verificarechel : A = tr A.

e \erificare che per ogni coppia di operatdsi simmetrico eEZ emisimmetrico
risulta:S : E = 0.

e Mostrare che ogni operatord pud essere univocamente decomposto in una parte
sferica SPhA ed una deviatoricadeVA contr devA = 0 e SphA =
(1/n)(tr AL
Verificare inoltre che per ogmA risultal : devA =0

o Verificare cheA : B = AT : BT,
Il determinanteli una matrice quadrateM | di ordine n € definito da
det [M] = Z (Sgnﬂ-)Mﬂ'(l)l MTF<2)2 te M?T(TL)’VL ’

dove la sommatoria estesa a tutte le possibili permutazienie la funzione segne °

definita da _

1 sew € pari
sgnm = o )
—1 ser e dispari.

Principali propriet della funzione det :

1) det[I] =1
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Si ha dunque
det[M] = det([P][M][P]") = det[P] det[M] det[P] ' = det[M].

Si definisce determinante di un operatore linearell determinante di una qualsiasi
matrice associata ad .

6. ISOMETRIE

Un operatore linear®. sullo spazio lineard/ si dice unasometriase vale una
delle seguenti propriat’

i) [Rul=]ul YueU (invarianza della norma)
ii) Ru-Rv=u-v Yu,v € U (invarianza del prodotto interno)
iwi R =RT

FEsercizi

e Dimostrare che le propriatl) , i1) e 4ii) sono equivalenti.

o Dimostrare chedetR = +1.

Una matrice quadrataM | : " — R" isometrica si dice ortogonale.
Esercizi

o Mostrare che una matrice quadrataortogonale se e solo se, considerata come
matrice di trasferimento, trasforma basi ortonormali in basi ortonormali.

e |n base al risultato precedente mostrare che le righe e le colonne di matrici ortonor-
mali costituiscono basi ortonormali rispetto al prodotto interno usuale.

La formula di trasformazione di una matri¢®1] da una basge,} ortonormale
ad un'altra{e’} anch’essa ortonormale si scrive dunque

[M] = [P]" [M][P].

7. AUTOVALORI ED AUTOVETTORI
Un vettoree € U si dice un autovettore dell’operatore lineate se

Ae = )e e#o AeER.
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Il moltiplicatore \ si dice l'autovalore associato agl. L'insieme degli autovalori di
A sidice anche Igpettrodi A .
Per determinare gli autovalori e gli autovettori si nota che la prapcetatteristica
si puwo riscrivere nella forma
(A - X)e=o.

[l nucleo di(A — AI) & detto 'autospazio associato\a contiene vettori non nulli se
e solo se
r(A— M) <n <= det(A—-\)=0.

Il primo membro di tale equazione, dettaeljuazione caratteristicei A , & un poli-
nomio di gradon in A.
Se [A] & una qualsiasi matrice associata Adl'equazione caratteristica pu’
scriversi equivalentemente
det([A]—AI)=0.

Esplicitando si ha
(=" + T AN T (A)(SA) 4 T, (A) =0,

dove J,(A) (i =1,2,...,n) & parialla somma dei minori principali di ordiriedella
matrice[ A ].
Il teorema fondamentale dell’algebra assicura che vale la fattorizzazione

n

(SN 4+ AN T (AN + T, (A) = [T - N,

i=1

dove )\; sono le radici del polinomio caratteristico nel campo complesso, contate cias-
cuna un numero di volte pari alla rispettiva moltephctigebrica. Si ha quindi che

det([A] —AI) = (A, =N (Ay = A)--- (A, = A),

e gli invarianti hanno le espressioni

Ji(A) =My + My, +--+ M, = A+ A+ + A, =2 A = tr(A)
i=1
S(A) =M A+ + A A =TIANN ij=12....n
i<y
Ju(A) =X A - A, =[] A = det(A).

i=1

| coefficienti J,(A) (i = 1,2,...,n) si dicono gliinvarianti dell'operatore A in
quanto risultano indipendenti dalla particolare matfidd scelta. L'invariante diordine
1 e dettainvariante lineareo traccia. L'invariante di ordinen € il determinante
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Sen =3 siha
(A =X+ X+ A3,

Ji(A)
J2(A) =M A+ M A3+ A s,
Ta(A) = At Ao Ay .

Per l'invariante quadraticd,(A) sussiste la relazione
Jo(A) = L[(trA)* — tr(A?)].
Infatti
1 2 2y 1 2 2,02 \2v
5[(trA) —tr(A%)] = 5[()\1 + X+ A3)" — (AT A+ A3)] = At da + Aadg + AsAq.

Si ha quindi che

det(A —A\T) = —\* + trA X — %[(trA)z — tr (A%)]\ + detA .

FEsercizio

e Mostrareche sé\ unautovaloredA , \* eunautovaloredA® = A --- A
(k volte).

7.1. Sottospazi invarianti

Un sottospazidV di U si diceinvarianterispetto all’'operatore lineard. se

ueW = AucW.

FEsercizio

e Dimostrare che sV & invariante rispetto ad\., W= & invariante rispetto ad
AT . Dimostrare che séV & invariante rispetto ad\. ed A & invertibile, W
& invariante rispetto ad\ ! .

Un operatore lineare si diceormaleseAA” = ATA.
FEsercizi

e Dimostrare che sé¥/ & un autospazio dA e A & normale, W & invariante
rispetto ad A .

e \ferificare che operatori lineari simmetrici, emisimmetrici, isometrici sono normali.
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7.2. Ampliamento complesso

Dato uno spazio vettoriale realé si definisceampliamento complessh U lo
spazio vettorialeX sul campo compless@' costituito dai vettori

X=u+iv u,velU (¢ unita immaginaria)
e con le operazioni lineari

x+y=(u+iv)+(a+ib)=(u+a)+i(v+b)
&x=(a+if) (u+iv) = (au—pv) +i(fu+ av),
dove
y=a+1ib a,beU
E=a+ifel.

Sidenotea’coné* = a — i € C il complesso coniugato df = a +i8 € C edil
vettore x* = u — iv sidice ilcomplesso coniugath x = u + iv.
Il prodotto internou - v in U induce suX il prodotto internoo definito da

xoy=x'y ' =(u+iv)-(a—ib)=u-a+v-b—i(u-b—v-a)
con le seguenti propriat’

1) xoy=(yox)" simmetria coniugata

2) xox=|ulP+|v[|*>0 sex#o  definizione positiva

3) (x+z)oy=xo0y+zoy additivita

4) (§x)oy={E(xoy) omogene'
Indicando con¢* € il complesso coniugato dj, segue che

xo (€y) = [(&y) ox] =€ (yox)lE"x 0y,

e dunque checoy € unaforma lineare rispetto al primo argomento e lineare coniugata
rispetto al secondo.

FEsercizi

e Mostrare che seA. & un operatore lineare sX si ha:

(6A)" = ¢ AT,
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o Mostrare che:

(u+iv)o(a+ib)=0
<~ ua=v-b=ub=v-a=0.
(u+iv)o(a—ib)=0

e Mostrare che una baséez-} coni=1,2,...,n di U &anche una base per
X.

e Mostrare che seA. & un operatore lineare sX e se A & normale, simmetrico,
emisimmetrico e unitario, take anche il suo ampliamento complesso.

Se )\ + iu € l'autovalore diA associato all'autovettora + iv, cioé
Alu+iv) = A +ip)(u+iv),

si ha che
Au=X\u-—puv,

Av =pu—+ Av.

Dunque il sottospazio dU generato dau e v € invariante rispetto adA edé€ di
dimensione 1 0 2 aeconda char e v siano o meno paralleli. Si ha inoltre che

Alu—iv)=(A—idp)(u—1iv).

Se in particolarey = 0 si ha
Au = \u,

Av = )v

e dunqueX e un autovalore dA su U con autospazio di dimensiorieo 2 a seconda
che u e v siano o meno paralleli.

Teorema 7.1. Se A & un operatore normale siX esiste una base ortonormale di
autovettori.

Dim. Se A e normale suX si ha che
Ax =¢x — ATx=¢x.
Infatti

|Ax[* = Axo Ax = ATAxox = AATx ox = ATx 0 ATx = |ATx|?

+
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e dunque, essendo
(A—¢&D' = AT —¢T,

si ha [
[(A—€Dx|>=0 < [[(AT—&TDx|>=0.

Inoltre autovettori associati ad autovalori distinti sono ortogonali tra loro in quanto

Axy =§%
= £/(x,0%,) =Ax,0x, =x,0ATx, =
Ax, = §yX,

X, 0 E;XQ =§,(x;, 0x,)

che se¢, # ¢, , implica
X, 0%, =0.

Ora I'equazione caratteristica di ammette almeno una radice nel campo complesso
e dunque esiste un autovettate di A in X .

Se W, el sottospazio diX generato dax, , risultandoV, invariante rispetto
ad A, ed essenddA normale tale sar‘ancherL. La restrizione diA a WlL e
ancora normale e dunque per iterazione si giunge al risultato. O

FEsercizi

® Mostrare che:
-Se A & simmetrico eAx = £x allora§ = £* cioé £ e reale.
-Se A éemisimmetricoeAx = £x allora = —&*, cioé £ &immaginario.
-Se A @ isometrico eAx = £x allora | £ | = (€6°)Y/2 = 1.

Dunqgue un operatore simmetrich su U ha autovalori tutti reali ed esiste una
base ortonormale di/ costituita da autovettori dA .

Se {e,,e,,...,e,} €unabase dU costituita da autovettori dell'operatord ,
la matrice associata ad rispetto a tale base data da:

A O 0
0 X\ ... O
[A]=diagA, Ay, A) = | . e
0 0 ... )\,
dove A, A,,..., A, sono gli autovalori diA corrispondenti rispettivamente agli au-

tovettori e, e,,...,e, . Infatti

Ae, = Ay e =Ne;, = A =N, .
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Si noti che nell'ultimo termine non va effettuata la sommatoria rispetto.ad

Se R é un’isometria essa ammette autovalori di modulo 1 e dunque del tipo:

u-e=
, Au=+u e —
E=41 reali = { vee=0
Ae=—e _
v-u=
. =
. complessi Av =cosav — sinaw w-e=0
¢ = exp(zia) = .
coniugati Aw = sinav + cosaw w-u=0
VW=
Se {e;,e,,...,e,} €& una base ortonormale di costituita da autovettori di

R associati agli autovalori realit1, o dalla parte reale e quella immaginaria degli
autovettori associati agli autovalori complessi e coniugati , la matrice associata ad
R sail dunque del tipo a blocchi

I
-1
cosa —Sina
sinae  cosa ’
dovel = diag(1,1,...,1) e —I=diag(—1,-1,...,-1).

Dunque l'isometriaR. gode delle seguenti propréet’
e lascia invariati i vettori dell'autospazio associato all'autovaldre

e produce una riflessione dei vettori dell’autospazio associato all'autovalbred
una rotazione di ampiezza dei vettori del sottospazio invariante bidimensionale
associato agli autovalori complessi e coniugati “ .

Se —1 non€ un autovalore dR., sihache deR =1 el'isometriaR & detta propria,
altrimentié detta impropria.

Nello spazio tridimensionale, essendo dim= 3, se« # 2k, con k intero,
una isometria propridk rappresenta una rotazione di ampiezzattorno ad un asse
fisso individuato dall'autospazio monodimensionale associato all’autovalore unitario.

Si noti inoltre che seR & una isometria anche R & una isometria.
Essendo dgt-R) = (—1)" detR con n = dim U, il cambiamento di segno
trasforma una isometria propria in una impropria e viceversa gedispari.
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7.2. Teorema di decomposizione polare.SeF ¢ un operatore lineare eetF = 0
esso po decomporsi nei prodotti

F=RU=VR (decomposizione polare)
dove U e V sono operatori lineari simmetrici e definiti positivi:
Ue-e>0 Ve-e>0 Ve e U — {0}

edR & un'isometria.

Dim. Esiste infatti una base ortonormale costituita da autovettori dell’operatore simme-
trico e definito positivaF " F', la cui matrice rispetto a tale basediag(\,, A,, ..., A,)
dove A, > 0 sono gli autovalori diF"F .

L'operatore U = (FTF)!/? & quindi definito come quello rappresentato rispetto

alla base principale dalla matrice diad’*, \)?, .. ., A2y
La definizione diV = (FFT)!/? & analoga. O
FEsercizi

e DimostrarecheR = FU ! = V™'F & un'isometria e che la decomposizione
€ unica.

e Mostrare che gli operatoJ e 'V hanno gli stessi autovalori e che E eV,
sono autovettori corrispondenti dJ e V si ha:

v, =Ru,

7.3. Prodotto tensoriale e rappresentazione spettrale

Sia U uno spazio vettoriale con prodotto internae b due vettori diU .
Il prodotto tensorialea ® b € I'operatore lineare definito dall'iderdit

(a®@b)e=a(b-e) VeeU.
In termini di componenti rispetto ad una base ortonorn{alg (i =1,...,n) siha
(a®b),;, =(a®ble;-e,=(a-e)(b-e;)=ab, i=1,2,...,n.

Se A & un operatore simmetricde,} € unabase diU costituita da autovettori dA
e A, sono i corrispondenti autovalori, sussiste la rappresentazione
n
A=> )\(e®e,),

=1

detta anche laappresentazione spettrath A .
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8. MATRICI DI HAAR E DI GRAM

Siano{a,} e {b;} (i =1,2,...,n) due arbitrarie n-uple di vettori di/ e sia
{e;} (i=1,2,...,n)unabase ortonormale d .
Si considerino quindi gli operatori lineaA e B definiti da

Ae, =a,, Be, =b, 1=1,2,...,n.
e le funzioni determinante
Ala,} = Af{a,,...,a,} = detA,
{A{bi} = A{b,,...,b } =detB.

Sinoti che le funzioni determinante sono indipendenti dalla particolare scelta della base
ortonormale{e;} di U.
La matrice quadratgH | il cui generico elemente dato da

H, =a, -bj

J

e detta lamatricedi HAAr ' associata alle-uple di vettori{a,;} e {b,} di U.
Risulta

T
H, =4, -b]. = Ae,; - Be; = A, e -Bye, = A,ﬂ.BSj(SSk = AikBkj,

e dunque

Di conseguenza si ha che
det[H] = det([A]" [B]) = det[A]" det[B] = det[A] det[B].

La matrice diHAAR & dunque non singolare se e solo sedeple di vettori {a,} e
{b,} sono linearmente indipendenti.
La matrice simmetricd G| definita da

Gij:ai-a]. ,j=12,...,n

e detta lamatricedi GraM '° associata ai vettofia, }.
Si ha dunque che

det[G] = det([A]"[A]) = (det[A])? > 0.

Pertanto defG] =0 se e solo se det = 0 e cice se e solo se i vettofa,} non
costituiscono una base.

14 ALFRED HAAR (1855-1933). Matematico ungherese allievo HiiLBERT a Gottingen. Fond®
insieme aF. Riesz I'Universita e la Scuola di Matematica a Szeged.

15 JORGEN PEDERSEN GRAM (1850-1916). Matematico danese puro ed applicato. Lavorando nella
compagnia di assicurazioni Hafnia si inter@gsprobabilifi e di analisi numerica. | suoi maggiori contributi
alla matematica pura sono nel campo dell’algebra e della teoria dei numeri.
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FEsercizio

e Mostrare che s¢a, } & unabase di/ il prodotto interno tra due vettox, y € U
in termini di componenti rispetto alla baﬁai} si scrive

xy =Gy, = [Glly] - [x]=[G][x] - [y]
dove[ G ] & la matrice di Gram dellabasga, } , [x ] e [y | sonoivettori delle

componenti dix e y . Il punto denota sia il prodotto interno it/ che quello
usuale inR" .

9. SPAZI VETTORIALI TRIDIMENSIONALI

Sia {e;} (« = 1,2,3) una base ortonormale ed e v vettori di uno spazio
vettoriale U di dimensione 3.
Il prodotto vettorialeu x v & definito da

(WX V), =¢€,u;v;.
Sia © un operatore emisimmetrico dui. |l vettore w definito dalla ident&
NQa=wxa VaeU,
si dice il vettore assial@ssociato all'operator®, e si scrive
w = axialQ.
La funzione axiale’biunivoca. In termini di componenti si ha

Ne; =0, e, =wxe =(wxe;) e =(,w,)e =¢ we,

e dunque
“Qi,j = € Wi
ed esplicitamente
0 —W; Wy
[(Q]=| w, 0 —w
—w, W 0
Viceversa si ha:
Cijk {25k = —€ijk €jrg Wy = €1 €Wy = —2W;
e cicé .
Wi =75 Gk Qg

ed esplicitamente
1 “(232 - “(223
[w]=|w,| = 3 25— 82y
921 - 912



+

Il — SPAZI VETTORIALI DI DIMENSIONE FINITA 35

FEsercizio

o Mostrare che
axb=-bxa

(axb)-a=(axb)-b=0.

Se a e b sono vettori non nulli diU, il coseno dell'angoloa tra a e b si
definisce mediante il prodotto interno:

a-b

cCosay = —————.
Fa b

Cio & lecito in quanto la disuguaglianza$itHwARz assicura che cosa | < 1.
Si noti ora che

axb|*= (e a;b)(€,,a,b) = (0,6, —06,,0,)a abb, =

pgp g Jjq “kp
=a,a,bb,—a b ab =|al|’|b|*—(a-b)?
J 73 Tk Tk J 7k kT ’

e dunque:
12 _ [axb|

REYII

Il prodotto esternoa A b & I'operatore emisimmetrico associato al vettore assiale
—(a x b) ecice

sina | = (1 — cos“a
| |=(1 Ca)

ax b= —axial(aAb) = —2 axial emi(a® b)
ed in termini di componenti
(a A b)q] = 67',jk €hrs Qp bs
od esplicitamente
0 arby —asb;  asby —azh,
[a Ab] = |ayb, —a,b, 0 ayby — asb,
azby —ayb;  azb, —aybs 0

Sia R una isometria propria dU ( detR = 1) che non coincida con l'identte
{e,,e,,e;} unabase ortonormale di rispetto allaqualdR assume laforma canonica

1 0 0
[R]=|0 cosa -—sina

0 sina cosa
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SiaQ = iR -R")=L(R-R") laparte emisimmetrica dR
0 0 0
[Q2]=]0 0 —sina
0 sina 0

Il vettore w = axialQ appartiene al sottospazio monodimensionale invariante rispetto
ad R detto I'asse della rotazione. Infaetimmediato verificare che

w = (sina) e,.
Si ha dunque
[ sina | =l w |

ed essendo inoltre
trR = 2cosa + 1,

si ha .
cosa = §(trR— 1).

Il segno di sinv (e dunque dia) € determinato dall’orientamento di rispetto
ade, .
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1. FORME INVARIANTI

Le nozioni introdotte precedentemente possono essere estese e completate facendo
ricorso alla teoria delle forme multilineari.

1.1. k-forme, funzioni determinante ed invarianti

Una funzione scalare (a valori reali) su di un campo vettoridleli dimensione
n € detta undormasee lineare, e cieadditiva ed omogenea.

Considerando il prodotto cartesiaid® = V x Vx,... x V (k copie di V)
con k < n una funzione scalar¢ : V¥ — R & unaforma k-lineare se€ lineare
separatamente in ogni argomento.

Linsieme delle formek-lineari costituisce lo spazio vettoriale” (1, R) di di-
mensionen” .

e Unaforma multilineareg alternante s¢f(vy, ..., vy) cambia segno quando due
gualsiasi argomenti sono scambiati di posto.

La funzione f & detta undorma multilineare alternanteli ordine £ su V' o anche
una k-formasu V.
Dalla proprietl di alternanza segue che

e se due argomenti sono uguali il valore delldorma f & nullo,

e se unargomento dipende linearmente dai rimanentisfiarma f assume il valore
nullo.

Le n-formesi dicono di ordine massimo in quanto ogni forma di ordine- n risulta
identicamente nulla in via della propried di alternanza.

Le n-forme su uno spazi® di dimensionen sono dettéorme di volume forme
di volumee saranno denotate col simbglo.

SidenoticonS,, il gruppo delle permutaziosu »n elementi e ciel'insieme delle
biiezioni o : {1...n} — {1...n} con la struttura di gruppo indotta dall’operazione
di composizione. Tale gruppo ha ordine parih

Unapermutazione dettgpari o disparirispettivamente se si plottenere da quella
fondamentale mediante un numerari o disparidi scambi di elementi.
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Siainoltre sgfw) : S™ — {—1,1} lafunzione segndefinita da

+1 seo e pari,
sgn(o) =

—1 seo édispari.
Essa gode della propreet”
sgn(o, o 0,) = sgn(o,) sgn(o,) .

¢ La proprieti di alternanza equivale ad assumere che per ogniS,, si abbia

B(U, )50y ) = SAM0) p(uy, ... u,).

Un risultato fondamentale il seguenté® (vedi p.e. [7], [10]).

Proposizione 1.1. Proprie& delle forme di volume. Le forme di volume su/
formano uno spazio vettoriale di dimensiohe Una funzione determinante non banale
si annulla se e solo se I'insieme degli argoméntinearmente dipendente.

n
Dim. Se{e,,...,e,} €unabase dV sipongaun, = Y ofe, .
k=1
Vale allora la formula

plug,...ou,) =3 oV oo™ ple gy, e,0,),
e quindi

p(ag,...,u) =ple,....e,) S sgro)al® . a7

oesn

Ne segue che una funzione determinamtelenticamente nulla se si annulla in cor-
rispondenza di una base.
Se 1 e i sono forme di volume, coie non banale, risultar = A . Infatti

Ay, ou,) = Eer, . e,) 3 sgr(o)agV . ast,

oesn

ed il risultato segue ponendd= p(e,,...,e,) /(e ... e,). O

16 contributi importanti alla teoria dei determinanti furono portati Hemes JOSEPH SYLVESTER
(1814-1897). Ebreo inglese, emigrnegli Stati Uniti dove insegnalla John Hopkins University dal 1876
e poi ad Oxford dal 1884. Fu l'iniziatore della ricerca matematica negli U.SYAVESTER € noto per aver
formulato la Legge d’Inerzia delle forme quadratiche (1852). La prima dimostrazione della Legge d’Inerzia
e dovuta aJacoBl nel 1857.
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Le forme di volume definiscono i dugrientamenti di uno spazio vettoriabt
dimensione finita. Gi'si persegue suddividendo le forme di volume non banali in due
classi di equivalenza indotte dalla relazione

By~ g S€py=Ap,, A>0.

Sia V' uno spazio vettoriale tridimensionald, € L {V ; V' } unoperatore lineare
e p una funzione determinante non banale. Si consideri quindi le forme di volume

pa (Ur, v, u3) = p(Aug, ug, uz) + p(uy, Aug, uz) + p(u, ug, Aug),
ph (up,up, u3) := p(Auy, Auy,ug) + p(ur, Aug, Aug) + p(Aug, u, Aug)
ui(ul, uy,u3) := p(Aug, Aug, Aug).

Gli invarianti principali J;(A), J>(A), J;(A) delloperatoreA € L {U; U} sono
definti in termini della funzione determinante dalle relazioni

ph = Ji(A)p,
ph = Ja(A)p,
Wy = J3(A) .

e sono detti rispettivamente
e Ji(A) I'invariante lineareo traccia tr (A),
e Jo(A) I'invariante quadratico
e J3(A) I'invariante cubica determinantedet(A) .

Gli invarianti principali sono i coefficienti dgdolinomio caratteristiccassociato allo
operatoreA . Infatti, sviluppando per multilineast’si ha

[ det(A — )\I)] p(ug,ug,u3) = p((A — ADug, (A — ADuy, (A — AT)uy) =
= [—)\3 + )\2 Jl(A) + )\JQ(A) + Jg(A)] p,(ul, U9, llg) .
Un famoso risultato dovuto A. CAYLEY 17 e W.R. HaMILTON '8 stahilisce che

Proposizione 1.2. Teorema di Cayley-Hamilton. Ogni operatore A e radice del
suo polinomio caratteristico —A3 + J;(A) A% — J,(A) A + J;(A) = O. O

17 ArTHUR CAYLEY (1821-1895). Professore di matematicaa Cambridge, amico e collega del matema-
tico SYLVESTER, € considerato il creatore della teoria delle matrici.

18 WiLLiaM RowAN HAMILTON (1805-1865). Professore di matematica al Trinity College di Dublino
e considerato il pi grande fisico e matematico inglese ddpowToN. Noto particolarmente per la scoperta
dei quaternioni, per aver fondato I'ottica geometrica e per le ricerche di dinamica.
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In modo analogo vengono definiti gli invarianti di un operatore lineare su uno
spazio lineareV di dimensionen considerando pet < k < n il sottoinsieme delle
permutazioni

Sk,(nfk) c s

talicheo(1) < ... <o(k) ea(k+1) <...<o(n),con SO" = gn0) .= gn,

Si definisce quindipell < k <n

ui(ul, .. .,un) = Z Sgl"(o‘) /J,(Ae (1) - - .,Ae (k)1 € o(k+1)>--->€ o(n)) .

FESGk (k)

Rispetto ad una basge,,...,e,} la matrice delloperatore lineard € L {V; V'}
e denotata conl/(A) edé definita da

Ae, = MFe,.
Risulta allora
ule,...,Ae,,....e,)=M" ple,....e,....e,),
p(Aey,...,Ae, )= > sgrio) M ... M"  p(e,....e,).

oesSn

e dunque

r(a) =3 M*,

detA = > sgno) M', ... M, .

oesSn

| termini a secondo membro sono per definizione la traccia ed il determinante della
matrice M (A) . Si ha quindi che

trA=trM(A), detA = detM(A).

e cice tutte le matrici simili associate ad un operatore lineare al variare della base hanno
la stessa traccia e lo stesso determinante. Tale risultato sussiste anche per gli altri
invarianti. In generale pet < k < n l'invariante J;(A) risulta pari alla somma dei
minori principali di ordinek :

Jk(A) = E Z Sgr(T) Sgr(a) MT”<1) o(l) """ MTU(k) o(k)

TESk ge Sk (n=k)
PerogniA e L{V;V} eBeL{V;V} siha

det(AB)p(u,,...,u,) =pu(ABuy,...,ABu,) = (detA) u(Bu,,...,Bu,) =
=(detA) (detB) pu(uy,...,u,),
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e dunque
det(AB) = (detA) (detB) = det(BA).

Dall’espressione della traccia in termini di una matrice associata si deduce che vale la
propriet

tr(AB)=tr(BA)

Infatti si ha che
n

tr(AB)=tr M(AB)=> M/(AB)= > M
k=1 k,j=1

=Y MMB)M

J

J(A)=Y M/(BA)=trM(BA) = tr(BA).

1.2. Spazi e basi duali

Siano
e V uno spazio lineare di dimensionee {e,,...,e } unabase di,
e V' lo spazio dualelelle forme lineariu* € L {V; R} su V.
Le forme {e',...,e"} di V' definite dalle condizioni
<ei,ej>:5ij ji=1,...,n,
costituiscono una base di’ chee€ detta lebase dualai {e,,...,e }.
Ne segue ché” e V'’ hanno la stessa dimensione.

Postou = u’e; e u* = u, e’ le componentiu’ e u; possono ottenersi mediante
i prodotti scalari

(u, ey =u', (u",e )=y i=1,....,n.
Si consideri una trasformazione della base{ds, ...,e,} a {€,,...,€,} definita
dalla matrice
€ = Qki € -
Risulta allora
u=u'e =7'e, =Q, Te, = u =Q T".

La legge di trasformazione delle componentjdindicontrovarianterispetto a quella
dei vettori di base.
Per una formau* € V' la legge di trasformazioneihvece

— % *  — * (3 ko %
u,=(u', e ) =(u,Q e )=Qu.

La legge di trasformazione delle forme lineamjuindicovarianterispetto a quella dei
vettori di base.
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1.3. Funzioni determinante duali

Nello spazio{V, g} siponga

vi=1{viv )
con I = {1,...,n} multiindice di ordinen di interi crescenti.
Analogamente nello spazifV’, g*} siscriveu’ = {u',..., u"}.
La matrice diHAAR associata alle:-uple di vettoriu’ = {u!,...,u"} c V' e
v, ={v,,...,v,} C V e definita dalla relazione
Hij(ul,vl) =(u, Vi)

La funzione defl(u’,v,;) & multilineare alternante nei suoi argomenti e quiadi °
prodotto di dugorme di volume duali*(u’) e p(v,) tali che

(') plv)) = detH(u’,v,).

SianoA € L{V;V} e A’ e L{V’; V'} operatori lineari duali

(V' Au)y=(A'v',u) VYVueV VvVvieV .

Risulta allora

pr(A . A p(a,. . u,) = det(( A u;)) = det(( u', Au;)) =
=p'(u',...,u") u(Au,,...,Au),

e quindi segue che det(A’) = det(A)

2. ALGEBRA TENSORIALE
Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione finital€ lo spazio duale. Si denoti
conu eV eu* € V' glielementi dei due spazi.
Un tensore doppi@ una forma bilineare su uno degli spazi prodotto
VxV, VIxV, VxV', V' xV'.

Si adotti nel seguito la seguente notazione di tipo musidalegmolle, } diesis)

a’ €Bil {V,V}, b”eBil{V, V}, c*eBil{V,V'}, d¥eBil{V, V'}.
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Ad ogni tensore doppio si associa una coppia di operatori lineari duali tramite leadentit”

a”(u,v) =(u, A”v) con A” eL{v;V'}
a”(u,v) =((A)"u,v) con (A')’eL {v,v'}
b”(u*,v) =(u", B¥v) con B® eL{v;V}

b?(u',v) = ((B)*u*,v) con (B eL{V';V'}

HHv,uf) = (v, C’u*) con C* €L {V’; V’}
P (v,u*) = ((C)v, u") con (C')¥eL {vi;v}

d¥(u*,v*) = (u*, D¥v*) con D* eL{V';V}
d*(u*,v*) = ((D)*u’, v') con (D)*eL{V';V}

Sidice di tipo (Z ) un tensorep volte contravariante @ volte covariante. Dunque

e a” € Bil {V x V} & untensoredue volte covariante o di tipg}) ,
e d¥ ¢ Bil {V’ x V'} & untensoredue volte contravariante o di tip@%) ,

e b” € Bil {V' x V} & untensore mistaina volta controvariante ed una volta
covariante o di tipo(} ),

e ¢ € Bil {V x V'} & untensore mistaina volta covariante ed una volta con-
trovariante o di tipo(; ) .

Analoga homenclatura si applica in generale ai tensori definiti come forme multilineari
sul prodotto cartesiano di spazi vettoriali del tipoV o V.

2.1. Tensori metrici

Nello spazio vettoriald/ si consideri un prodotto interno e &ena forma bilin-
eare simmetrica e definita positigac L*(V ; ®)

g(u,v)=g(v,u) VuveV
g(u,u) >0, g(uu=0= u=o.

)

lltensoreg € Bil {V,V} e detto iltensore metricalello spazio{V, g} .
Ad essoe associato un operatore linea@& € L {V; V’} simmetrico e definito
positivo, tale che

(Gu,v)y=(u,Gv)=g(u,v) YuvevV.
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Proposizione 2.1. Teorema di rappresentazione. Il tensore metrico induce un
isomorfismou € L {V’; V} che associa ad ogni vettora® € V' dello spazio
duale il vettorep(u”™) € V' tale che

*

(u,v)y=g(p(u"),v) VveV.

Dim. Se {e,} € unabase ortonormale §i/,g} sipongap(u*) =(u*, e, e, .
Essendog (e;, e;) = d;;, risulta

*

g(u(u*),ei) :<U*7ek>g(ekaei) :<u aei>7

e dunque I'eguaglianza vale per ognic V. O

Lisomorfismop € L {V’ ; V} induce nello spazio dual&’ un prodotto interno
definito da

g (u',v') =g (), u(v)).
| tensori metrici sono rispettivamente detti
e g =g” tensore metriceovariante
e g* =g tensore metriceontravariante

Si noti che risulta
(Gpuu),vy=g(p),v)=(u*, vy VveV, Vu' eV,
g(uG (u),v)=(G(u),vy=g(u,v) VveV, Yuel,

edunqueGpu =TIeL{V';V'} epuG=I€L{V;V} percui

p=Glel{V;V}, G=plelL{V;V}.

Ne segue che

g (u,v) =g (p),n(v") = (Gpu"), p(v))=(u", pv).
Dunque l'isomorfismop = G !
metricog* (u*, v").

€ L{V'; V} e l'operatore associato al tensore

Si consideri
e nellospazio{V, g} unabasele,,i = 1,...,n} ortonormale rispetto al prodotto
interno g,
e nello spazio dualgV’,g*} unabase{e’,i = 1,...,n} ortonormale rispetto al

prodotto internog” .

Allora
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e la base{pei ,i=1,...,n} di V &ortonormalein{V, g} edé in dualit. con la
base{e',i=1,...,n} di V',
e labase{Ge,;,i=1,...,n} di V' eortonormale in{V’,g"} edée in dualii con

labase{e,,i=1,...,n} di V.
Basta infatti osservare che
g (Ge;,Gey) = (Ge;, e, ) =g(e;e,) =0y,
g (pe',pe’) = (pe', ")y =g (e, e") = o™.

In uno spazio con prodotto internfV, g} I'isomorfismo esistente tra gli spazi
duali V e V' consente di correlare i tensori dopst , a” , a”* , a* mediante formule
del tipo

a” (u,v) =a” (plu,v) YueV VveV,
a¥ (u",v') =a” (u, uv’) Yu eV vvieV.

Si noti che, con la notazione introdotta in questa sezione, I'operatore liteare
pt € L{V;V'} e lisomorfismop € L{V’; V} associati al tensore metrico

g € Bil {V; V} siscrivonoG” e p*.
E’ immediato verificare che valgono le regole di trasformazione

G” AP — AP , G” AM — Abﬁ7 Nﬁﬁ A — Atﬁ’ Htﬁ A? — Aj77
Ne consegue che
Poicle B” € L{V; V} e B e L {V’; V'} &possibile definire laacciadei tensori
doppi misti
tr(b”) : = tr(B¥) = tr ((B)"),
tr(c’*) := tr (C”*) = tr ((C")").
Si noti che risulta

tr (A”) = tr (G” A” p¥) = tr (¥ G” AP) = tr (I” A”) = tr (A¥)

e quindi anche tfa”) = tr (a”).
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2.2. Forme di volume
Nello spazio{V, g} siponga
u, ={u,...,u,},

con I = {1,...,n} multiindice di ordinen di interi crescenti. Una funzione deter-
minante u(u,;) €normalizzatese risulta

N(uj) N(Vj) = detG(upV[) )

dove G(u;,v;) € la matrice definita da
Gi‘j(ul,vl) =g (u, ,vj) .
In {V,g} l'operatore A" € L {V; V} aggiuntodi A € L {V; V'} & definito dalla

identita
g(v,Au)=g(A*v,u), YueV, VveV.

SeA’ e L{V’; V'} eloperatore duale dA € L {V'; V'} risulta
g(v,Au)=(Gv,Au)=(A'Gv,u),
g(A'v,u) = (GA'v,u)=(GA'G'Gv, u),

e dunque la non singolagitli G € L {V'; V'} implica che

A'=GA*'G L.

Risulta quindi
det(A*) = det(A’) = det(A).

Sia p una funzione determinante normalizzata, e si consideri la matriGexdiv

Gyj(uy) =g (u;,u;).

associata alla-upla di vettoriu; = {u,,...,u, } C {V,g}.
Sussiste la relazione

p(u;)? = detG(u;).

Pertanto la lista di vettorii, = {u,,...,u, } C {V,g} € linearmente indipendente
se e solo se la corrispondente matric&diaM € non singolare.
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In uno spazio orientatdV, g} si dice:

B forma di volumda funzione determinante normalizzata che in corrispondenza di
ogni base ortonormale ifiV, g} positivamente orientata assume il valore unitario.

Sia p I'elemento di volume nello spazi¢V, g} e p* € I'elemento di volume nello
spazio duale{V’, g} esianou’ e u, basidualiin{V,g} e {V’,g"} . Risulta allora

pt(u') pluy) =1,

e quindi, definita la matricé&s* (u’) con la posizione

(G () =GV (u') :=g" (u',w),
si ha che
* N2 __ * I\ 1
p(u')? = detG*(u') = detGlu,)

Se la basea’ & ortonormale in{V, g} tale€ anche la basea’ in {V’,g*} e risulta

pi(u') = plu) =1.

2.3. Prodotto tensoriale

Dati due spazi vettoriallV e U si definisca ilprodotto tensorialdra V' e U
come una operaziorglineare

VU~V U,

che associa allo spazio prodotio x ¢ uno spazio vettoriald” @ U/ e gode della
seguente propriat’
e Se ® & una operazione bilineare che associa allo spazio prodéttoZ/ uno
spazio vettorialeV ® U/, allora esiste un’unica trasformazione lineare

L:VeoU—Veu,
tale che® = L o ®. La propriet di unicii della trasformazione lineark

equivale ad assumere che lamappa V' x U — V ® U sia suriettiva.

Il prodotto tensoriale coglefinito€ unico a meno di un isomorfismo. Una trattazione
generale delle propriatdel prodotto tensoriale piessere trovata in [11].
Nel seguito, per sempli@tsi sviluppea una trattazione piélementare.
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Si considerino due spazi dudi e V' di dimensione finitan e siano
e {e,,i=1,...,n} unabasedV,
e {€,i=1,...,n} labase dualeirV’.
Si consideri quindi un tensore del tipo ({;) e cice p volte contravariante g

volte covariante.
Il tensorea pud essere considerato equivalentemente come

e una forma multilineare sullo spazio prodotto

)PV, VI :=V x ... xVxV x...xV",

p volte q volte

¢ una forma lineare definita sullo spazio prodotto tensoriale

VIV :=V®..0VeV'®...0V .

pvolte q volte

Per chiarire tale affermazione si consideri ad esempio un tersded quarto ordine e
del tipo (3) e cicé 2 volte contravariante € volte covariante.
| valori assunti dal tensora in corrispondenza dei vettori

{fu,v,u", v’} eV xV x V' x V', "“

possono essere espressi in funzione delle componenti rispetto ad una coppia di basi
dualiin V e V’. Atalfine si definiscano le componenti

kp . __ k _p
Al.j .—a(ei,ej,e ,el).

Si ha quindi chea(u, v, u*, v*) = Aifp u' v’ u' v*, 0 equivalentemente

a(u,v,u",v’) = A u, e (v,e)(u e (v, e

ij P>'

Sidefinisca allora ibrodotto tensorialeu®@v@u*®@v* come laformamultilineare
suV’' x V' xV x V tale che

(u®v®u*®v*)(ei,e'77ek,ep) c=(u, e ) (v,e)u, ek><v*,ep>.

Analogamente si definsce la forma multilinearelduwx V x V' x V'

(ei®ej®ek®ep)(u,v7u*,v*) ::(u,ei><v,ej><u*,ek><v*,ep>.
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Si definisca quindi Iepazio prodotto tensorial® @ V @ V' ® V' associato allo spazio
prodotto cartesian® x V x V' x V' come lo spazio generato dalle forme multilineari
deltipou@veu @ v".

E’ evidente che lo spazity @ V@ V'@V’ ammette una base costituita dai prodotti
tensorialie’ © e/ @ e, ®e, coni,j,p,k=1,...,n.

Allo spazio prodotto tensorial® @ V @ V' @ V/ corrisponde uno spazio duale
V'@ V'®V ®V con ladualita indotta dal prodotto scalare

(TR VRURV,uveu v :=(u*,u)(v, v)(u,u

Si pw pertanto scrivere
a(u,v,u",v") :Aijkp<ei®ej Re,®e,u@vOU OV ).

lltensorea suV x V x V' x V' viene cosad essere identificato con una forma lineare
suVeVeV eV S
a=A (e e, ve),
1) p

e cicé con un elemento dello spazid @ V'@ V@V dualediV @V oV @ V'.

Il prodotto tensorialeli due tensori doppi qualsiasi(u, v) e b(u,v) e iltensore
(a®b) (u,v,u,v) :=a(u,v) b(u,v).
Le componenti dia ® b si esprimono in funzione di quelle éi e b
a(u,v) = A%(e, ® e;),
b(u,v) = B/(e; ®e,),
mediante la formula

a®b:Aijka(ei®ej®ek®ep).

2.4. Espressioni dei tensori metrici

In uno spazio con prodotto interndV, g} si consideri una base ortonormale
{e;,i=1,...,n} cog'che
g(e;,e;) =0,
Nello spazio duale{V’,g*} si consideri una base ortonormafe’,i = 1,...,n}
rispetto al prodotto interno in esso indotto ga cioé tale che

g* (e'i7ek) — 67',]47 )
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Proposizione 2.2. | tensori metrici covarianteg e contravarianteg® possono essere
espressi in termini di prodotti tensoriali mediante le formule

n
i) g=>5 e"we",
k=1

n
”) g*: Z ek®ek'
k=1

Dim. Dimostrazione delld) . Considerando la basgue’,i = 1,...,n} ortonormale
in {V,g} edualedi{e’,i=1,...,n}, ponendo

ui Nei, . v= Uk Ilek ,
k=1 k=1

n n
u=

ed osservando che

n

gu,v) =g (e, pe")u' v = S o =3 (ef uy et vy =
k=1 k=1

=3 (F @) (u,v),
k=1

si ottiene il risultato. O

Si noti che valgono le formule

i) g (', v)=(g",uev).

Selebasife;,i=1,...,n} in {V,g} ed{e',i=1,...,n} in {V',g"} sonoduali,
i tensori metrici hanno le espressioni
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2.5. Operazioni di contrazione

Un’analoga definizione vale per una qualsiasi coppia di tensori. E’ facile verificare
che il prodotto tensoriale gode della propgi@Ssociativa.

Siaa” un tensore doppio mistoA” € L {V; V}e A € L {V’; V'} gli operatori
duali ad esso associati tramite I'ideatit®

atb(u*,v) =(u", APv)= (A%, v).

o Si definiscecontrazionedel tensorea® la traccia t{A”) = tr (A%).

Si consideri un tensore di ordine, e per semplificare le notazioni si ponga= 4,
del tipo

abbm(u7 v,u',vh).

Effettuando lacontrazionetra due argomenti, uno i’ e I'altro in V' si ottiene un
tensore di ordiner — 2.

e L' operazione di contrazionga u € V e u* € V', denotata corc[u*,u], in
corrispondenza del tensoeébt”(m v,u*,v") ha per risultato il tensore doppio

2 (v,v") = Clu,u’ | a”%(u,v,u*, v*) : = tr [A%(v,v")] = tr [Aﬁb(v,v*)].
Gli operatori duali
Afv,v)eL{V; vV}, AP(v,v) el {V;V},

sono definiti, per ogni fissata coppia, v*} , dalle identitl

(u*, Aub(v,v*)u> = Abu(v,v*)u* ,u) = abmu(u,v,u*,v*) .

Tale definizione dell’operator€[u*,u] ha il vantaggio di essere invariante eeio’
indipendente dalla rappresentazione del tengdfé(u, v, u*, v*) in termini di com-
ponenti rispetto ad una base.

E’ comungue essenziale esplicitare I'espressione dell’'opera&taré u| in ter-
mini di componenti per poterne dedurre le principali proprieper fornire una forma
esplicita del tensore contratto.



+

52 2 - ALGEBRA TENSORIALE

A tal fine si osservi che, essendo
a”(u,v,u v =AM (e we ve ®e )(u,v,u'v) =
) bl I Zj k D I ]
=(u", Aijkp (e ® e,)(v,v") (e ®e,)u),

risulta

AP(v,v ) =A (e ®e,) (v,v') (e ®e,).

v

Analogamente si deduce che

A (Vv = A7 (e @e,) (v.v') (e, @ ).

ij

In definitiva si ha che

at(v,v') = tr [A%(v,v)] = tr[A"(v,v")] = Akj""’ (e'®e,) (v,v").

Si pw quindi concludere che in termini di componenti la contrazione tra il primo ed il
terzo argomento del tensore

ab?ﬁu — Akp (ei ®e] ®ek ®ep)7

Ly

che si denota corcl(a”*), si effettua eguagliando il primo ed il terzo indice ed
effettuando la relativa sommatoria per ottenere

b Oy ko
ci(a”#) = kzlAij(eJ ®e,).

Dalla rappresentazione del tensore contratto in termini di componenti si deduce che lo
scalare che si ottiene effettuandocontrazioni successive in un tensore di ordihe
e indipendente dall’ordine con cui si effettuano le contrazioni.

Vale cicé I'eguaglianza (pen = 2)

Clu,u”]C[v,v"] a”*(u,v,u",v") =

n o n .
clv,v']C[u,u’]a”(u,v,u’,v) =3 3 Aik’k.
i=1 k=1

In particolare effettuando la contraziorgu®, u| del tensoreu ® v @ u* ® v* si
ottiene

Clu,u’ (U VU V') =(u",u)(vav).
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e Latracciadi un tensore doppio mistéa* ® b) (u,u*) :=(a*,u)(b,u") &
pari alla sua contrazione e quirgldata da
tr(a*®@b) =C[u,u’](a"®@b) (u,u”) =(a", b) = aZblC

dove b’ e az sono le componenti db e a* rispetto ad una coppia di basi duali,
{e,,k=1,...,n}inVe{e k=1,...n}inV.
e L' operazione di contraziong[u*, u] tra una coppia ordinata di tensori

a’(u,v), b¥u'v),
si definisce effettuando la contrazione del prodotto tensoriale
(@” @ b¥)(u,v,u",v") :=a”(u,v) b¥(u",v"),

ottenendo cas’

n n n . .
Clu,u*] (a” @ b¥)(u,v,u*,v*) = Zl zl kzl A, BY (e @e;)(v,v").
=1 j= =

e Assegnata una coppia di tensori,
a”(u,v), b, v,

I'operazione di contrazione completa per risultato lo scalare che si ottiene
effettuandon contrazioni successive di due tensori di ordine

Il risultato € indipendente dall’'ordine con cui si effettuano le contrazioni. Vale cio
'eguaglianza (pem = 2)

Clu,u’]C[v,v'](@” @ b*)(u,v,u",v’) =

% %1 /. bb * ok oSS ik
clv.vJolm’) (@7 9 b v, v) = 3 54, B

Analogamente si definisce I'operazione di contrazione completa tra coppie di tensori
del tipo
a%(u,v'), bP(u’,v),

edin generale tra coppie ditensoritali che le sequenze degli spazi prodotto di definizione
siano tali da far corrispondere, in posizioni omologhe, spazi in dualit’
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2.6. Prodotto interno tra tensori

In uno spazio con prodotto internd/, g} si definisce
e prodotto interndra due tensori covarianti

a’(u,v), b’Wv),

lo scalare che si ottiene effettuando la contrazione completa tra i due tensori dopo
averli opportunamente trasformati. La trasformazione deve essere tale da rendere
possibile la contrazione completa, tenendo presenteedeeito contrarre solo
coppie di variabili in dual@:

Il risultato é indipendente dalla trasformazione effettuata. Si quindi ad esempio
trasformare uno di essiin untensore controvariante ed effettuare la contrazione completa
con l'altro, ovvero trasformare entrambi in tensori misti.

Posto allora
a*(Gu,Gv) :=a”(u,v),

e ricordando la definizione di prodotto tensoriale
(a* @ b”)(Gu,Gv,u,v) := a*(Gu,Gv)b”’ (W, V),
il prodotto internan L"(V; i) & espresso da
g"(@”,v”) := c[u, Gu|C[v,Gv](a”¥ ® b”)(Gu, Gv,u, V) =

n n n n
ik ik i pk k i
= A,B" =% A"B, =) AkBZ, = Ain.
ik=1 ik=1 ik=1 i k=1

Dalla definizione si evince che il prodotto interno tra due tensori fornisce il medesimo

risultato se I'operazione éffettuata tra una qualsiasi delle coppie di tensori ottenibili
l'una dall’altra mediante una operazione di alterazione.

2.7. Forme esterne
Una forma multilineare alternante di ordifiesullo spazio lineare:-dimensionale
V' & anche detta un-forma esterna k-forma differenzialsu V. Le k-forme esterne
formano uno spazio vettoriale denotato con
AV R),

cheé€ un sottospazia! /(k!(n — k)!)-dimensionale di £(V; ).
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Per mostrarlo si introducadperatore lineare di alternazione
AeL{LFV;R); LMV R)},

definito dalla propriet’

1
(Af)(u,...,u) = o > sgno) £, )ty ) -

* oeSk

E’ facile verificare che
e 'operatore A ha per immagine il sottospazid®(V ; ®) c L¥(V; ®),
e larestrizione diA a A¥(V ; R) & I'dentitd,
e |'operatore lineareA & idempotente:A o A = A.

Il prodotto esternali due forme multilinearia € L*(V;R) e B8 € L?(V; R) &
quindi definito da
(k+p)!

anB ="

Ala®p).
Si consideri il sottoinsiemes*? ¢ S delle permutazioni tali che
o(l)<...<o(k), ok+1)<...<ok+p),

esia{e;,i=1,...,n} unabasediV .

m |l prodotto esternali due forme esternex € A*(V; R®) e B8 € AP(V; R) e dato
da

(anB)(e,....,e ) =3 sONo)ale, ), - €,4) Bty €5y -

geshr

Le principali proprie& del prodotto esterno sono le seguenti.
SeaclLf(V;R), BeLP(V;R) ey ecLi(V;R) sihache

e aNB=AaANB=aANAS,

e A € bilineare,

° a/\BZ(—l)kpﬁ/\a,

(k+p+s)!

© anBry)=(anB) Ay ="

Ala®B®7y).

Sea’' € LY(V; R) coni = 1,...,k sonol-forme suV, il loro prodotto esterno
e una forma multilineare alternante di ordikee cicé unak-forma esterna.
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In particolare sene € L'(V'; ®) & unal-formasuV siha che
alNa=—-laNa=o0.

Seq; con1 < i < k e unad;-forma esterna su/, applicando ripetutamente la
regola di composizione del prodotto esterno si ha che

(dl "‘"""dk)!

QA Aoy = Al d
. !

Al @---®ay).
In particolare se le formex, sono 1-forme risulta
AN Noy =KAo @ ®@ay).

Dunque dalla definizione d\ segue che

1

(a /\~~/\ak)(e1,...7ek)=

=> sgr(a)<a1,e0(1)>~'<ak, ) = det((‘li,e]‘ ) -

oeSk

Quindiselebasie;,i=1,...,n} di V e {e',i=1,...,n} di V' sonoin duali,
risulta

(el/\~~/\ek)(e1,...,ek)

= > Sgda)(el,ea(1>>~~-<ek,eg(k)): det(<ei,ej>):1.

oeSk

m Se {V,g} € uno spazion-dimensionale con prodotto interno taeanhche ogni
spazio A*(V ; ®) . Infatti il prodotto interndindotto in A*(V ; %) & definito da

(@, B)g= > AVB,

) ) IR )
1 <<l

dove
A = (e e™), B; ., =B(e;,...e),
essendo
e {e,,i=1,...,n} unabase ortonormale iV, g} ed

e {e',i=1,...,n} labase duale ortonormale ¥, g*} .
Sinotiche{e’ = Ge,,i=1,...,n}.
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Osservazione 2.1l prodotto interno( ., 3 )g tra k-forme esterne di1*(V ; R) C
L*¥(V; ®) non coincide con quelle”(a, 3) definito in L*(V ; R) e precisamente
risulta )
(o, /6>g = Hgk(aa/@)
Nel seguito la norma dellé-forme esterne si intende valutata rispetto al prodotto
interno ( v, 3 ), ponendo| « I?=(a, g - [
In conclusione

Proposizione 2.3. Lo spazio vettorialed”(V'; ®) & un sottospazio di*(V'; ®) di
dimensione pari al numera!/(k!(n — k)!) di combinazioni din elementi suk posti.
Una baseg costituita dai vettori indipendenti

{e" AN Netl<ip<---<ip<n},

e si ha che
{e;,i=1,...,n} ortonormalein{V,g} <
{e',i=1,...,n} ortonormalein{V’ ,g"} =

{e"A---Ane |1 <i < --<ip<n} ortonormaleinA®(V; R).
Dim. Lindipendenza lineare dei vettori considerati si deduce osservando che se risulta

SOA et A---ANet =0,
.

i <o <ip

allora, formando il prodotto esterno con un sottoinsieme costituite dak vettori
{e/*1,...,e"} dellabase{e’,i=1,...,n}, siottiene

> Ail.uik €A ANet AN AN =0,
1 <o <t
e cice
1 no__
Ajleke AN---ANe'=o,

dove {ji,...,jr} sono gliindici complementari d{ji+1,.-.,7n} -

Poicté e' A---Ae" # o inquanto(e' A---Ae")(e,...,e,) =1, nesegue
chei coefficientiAjl__,jk devono essere nulli.

Siaoraa € A¥(V) e siponga

fr— Zl .. Zk
a=) A e @ -0,

dove la sommae “estesa a tutte le scelte degli indi¢iy,...,i;} nell'insieme

{1,...,n}.
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Applicando I'operatoreA si ottiene

oa=Aoa = Z Ai1~~-7ﬁk Ee“ A---Ae .

Sipw assumere che i vettofe,, ..., e, } sono traloro distinti in quanto in corrispon-

denza delle altre scelte i coefficienti; ; = a(e; ,...,e; ) risultano nulli.
Raggruppando tutti i termini non nulli e notando che in ogni gruppo vi skho

addendi eguali in quanto ogni scambio di indici fa cambiare segno sia al coefficiente

che al prodotto esterno, si perviene all’espressione

a= > Al-l,,,,,;keil/\n'/\ei".

i <<l

Infine il fatto che I'ortonormala’ della base{e,,i = 1,...,n} in {V,g} induce
I'ortonormalita della base{e™ A---Ae™ |1 <ip <---<ip <n}in A¥(V) &una
diretta conseguenza della definizione del prodotto interno indottd {iv') dal tensore
metricog. O

E’ facile verificare che

e uninsieme dil-forme{a',...,a"} suV conk < n & linearmente dipendente
seesoloserisulta’ A---Aaf =o.

2.8. Stella di Hodge

Si noti che, posto dify = n, gli spazi A*(V; ®) e A" *(V; R) hanno en-
trambi dimensione pari a!/(k!(n — k)!) .

Esiste quindi un isomorfismi € L {A*(V; R); A" *(V; R)}

Si osservi ora che pery, 3 € A*(V) risulta o A LB € A"(V; R) e dunque
se p € A"(V; R) & una n-forma esterna non nulla siopporre « A L3 = cp con
ceR.

In uno spazio con prodotto interfd’, g} con dimV = n lan-forma esternanon
nulla pw essere univocamente scelta ponendola eguale alla rétatina di volume

Si ricordi che la forma di volumee la forma u € A*(V; R) tale che
p(e,,...e,) = 1 in corrispondenza di ogni basge; .« = 1,...,n} positivamente
orientata ed ortonormale ifiV, g} . Si pw quindi porre

p=e" A---Ne".

Si noti poi che lo scalare € R tale chea A L3 = ¢ u, deve dipendere linearmente
daa,Bc ANV R).

E’ dunque naturale porre = («, 3 g » essendq —, — g il prodotto interno
indotto dag in A*(V; R).
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Si perviene cosilla definizione dell'operatore diopce .

W L operatore stella dHODGE » € L {A*(V; R); A" *(V; R)} & definito dalla
condizione

a) aAxB=(a,Bip, BeA(ViR), YaecA(V;R),
che equivale a

b)) x (DA Ae”®) = sgno) (e*FD A AT ™),

per ognic € Sk c g,
Per mostrare 'equivalenza tra le definizioni e b) basta osservare che, al variare di
o€ Shn=k) - gn,
e ivettori e’ A ... A e”®) generano una bagg-ortonormale diA*(V ; R®),
e ivettori e”**V A ... Ae”™ generano una bagg-ortonormale diA™ *(V ; ).
Dunque se nella:) si pone

a=e"A---Aet con 1<ij<--<ip<n, B=eDa...pne ",

allorac A+8 = (a, B, # o0 solosea =e"V - ne”™
Ne segue che deve essei = ce”** VU A ... Ae”™ conce R.
Pertantoa A 8 = ce”V A+ ne”™ = (a, B), p=p equindic=sgno).

Viceversae facile mostrare che &) implica la a) applicando ambo i membri ad
una base ortonormale.

W Le principali proprie# stella diHODGE sono le seguenti
i) anxB=BAxa=(a,B)pu, Ya,Bel(V;R),

i) *x1l=p, *pu =1,

iii) *x o = (—1)FRa Vae AV R),

W) (xa,x Bl =(a, B, Va,B€ A"V R),

V) (@AY, g = (K0, Y g, Vae MMV R),ye A HV; R),
Vi) ANy =(xa, Y )gH, VYae AV R),ye A HV;R).

19 WiLLIAM VALLANCE DoucLAs HODGE (1903-1975). Allievo di WHITTAKER ad Edinburgo in
Scozia. Studi’a Cambridge dove divenne professore di matematica. Particolarmente rilelaste teoria
degli integrali armonici.
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La i) e dovuta alla simmetria del prodotto interno. L@ seguono da
INsl=(1,1),p=p = x1=p,
AR = (o, g po=p = *pp=1.

La proprieti ii4) e di immediata verifica facendo riferimento alla definizidrjedella
stella diHoDGE in termini di prodotti esterni. La propriativ) segue dalle relazioni

(*a, %)y = *\kx[3 = (—1)(””")]“*01/\ﬁ =BN a=al B =(a,B)p.

Le v) e vi) sono equivalenti tra loro ed alla) . Possono pertanto essere assunte quali
definizioni alternative della stella #iopGe. Per mostrarlo si osservi che I'equivalenza
delle v) e vi) segue dall'implicazione

(AN, )= xa, ¥ )g (K, ) =(*Q, Y )y = ANY=( %O, Y ) 1,
valida in quanto, essendo dift(V; R) =1, le forme
peA(ViR), anye AV, R),

sono tra loro proporzionali.

Inoltre dalla definizionea) e dallaiv), ponendoy = x3, si deduce lavi).
Viceversa dallavi) si deduce lab) con un ragionamento del tutto simile a quello visto
in precedenza partendo dalig .

2.9. Prodotto di Gibbs

Sia {V,g} con dimV = n uno spazio orientato.

m |l prodotto diGiBBs tra due forme esterna € A*(V; R) e B € A?(V ; R) con
k + p < n e laforma esterna di ordine — k — p definita da

axfB :=x(anp).

Una nuova definizione dell'operatoreldbDGE, in cui i ruoli degli spazi orientati
{V,g} e {V',g"} sono scambiati, consente di definire il prodottoizss 2° tra
vettori di {V, g} . Sia pu* I'elemento di volume in{V’,g"} .

20 JostaH WILLARD GIBBS (1839-1903). Nato nel Connecticut da famiglia di origine inglese, sbudi”
a Yale. Viaggo'in Europa ed a Heidelberg conobliercuHOFF e HELMHOLTZ dai quali rimase fortemente
influenzato. Nel 1876 pubblidllavoroOn the Equilibrium of Heterogeneous Substarateslo rese famoso e
impressioo MAXWELL. A GiBBs € dovuto lo sviluppo del calcolo vettoriale@RrRASSMANN che soppiart
nelle applicazioni alla fisica quello basato sui quaternioidimiLTon. Di grande rilievo furono anche le
sue ricerche in meccanica statistica che apparvero nelfstoentary Principles in Statistical Mechanics
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m L operatore stelladHopcE € L {A¥(V'; R); A" *(V'; R)} & definito dalla
condizione variazionale

Q" AN =(a", B ', BT e ANV, Vare ANV),

che equivale a
* (e0<1) ARERW eg(k)) = sgno) (ea(kﬂ) ARERW eg(n)) ,
per ognic € Stk < gn

Osservando cha,v € V = V" = AY(V'; R), il prodotto diGiBBs tra vettori dello
spazio orientatV, g} € definito da

uxv:=x(uAv)eA (V' R).

Dalla definizione di prodotto esterno si ha che
uAv :=2A(u®Vv)=u®v-vQRau.

Il prodotto di GiBBs gode della proprietinvolutiva

s(uxv)=*%(uUAV)=(-1)*"2D(uAv)=uAv.

Si deduce ora un’identithotevole. Ponendo
lul®=gwuw), (u,v)=guv),
si ha che
(u@v, Gu®Gv)=(u, Gu)(v,Gv)=|u|’| v,
(u®v,GveGu)=(u, Gv)> = (u, v)>.
Ne segue che risulta
(uAV,GuAGV)=(u®@v—-vRu,GudGv—-Gv Gu) =
2

=2 |[[a|* IV~ (u, v)

Si pw dunque concludere che vale la relazione

[unv|?*=uxv|?’=1uAav,GuAGv)=|ul’|[v|*—(u,v)’.
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Da essa podedursiin particolare la diseguaglianz&diucHy-SCHWARZ nel contesto
degli spazi vettoriali di dimensione finita. Si noti inoltre che ponendo

. X
cosa = LM V) gy luxvi
falffv lalffv]

la relazione precedente diventa %in+ cos’a = 1.
Si deduce ora una espressione per il doppio prodotendis.
Preliminarmente si osservi che, essendo
uxveA 2V R, (uxv)Axe ANV R),
risulta (u x v) x x = *[(u x v) Ax] € AH(V') = V" = V. Siosservi ora che
((uxv)xx,y)g:( *[(uxv)/\x],y)g:( [(uxv)/\x/\y],u)g.

Poicte (ux v)AxAy € A"(V'; R) sipw porre (ux v) AxAy = cp . Daltronde
si ha che

(UXV)AXAY =#(UAV)A(XAY)=(uUAV,XAY ), 1,
e quindi risulta
((uxv)xx,y>g:c:<u/\v7x/\y) :
Essendo dunque
<u/\v,x/\y)g=%((u®v—v®u,x®y—y®x)):
=(u,xX)(Vv,y)—(v,x){u,y),

si pw concludere che

(uUuxVv)Xxx=(u,x)v—(Vv,X)u.

2.10. Prodotto vettoriale

Se dimV = 3 il prodotto diGiBBs u x v di due vettoriu,v € {V,g}, € un
vettore di {V, g} definito da

uxv:=xuAv).

dettoprodotto vettorialedi u per v.
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L'operatore stelladiHoDGE « € L {A'(V'; R); A*(V'; R)} traivettoriu,v €
{V, g} hal'espressione

uNRv = (u, V) pt =g, v)p', Vuve{Vg}.

Si noti che
gluxv,u)=(uxv, uj = *(u/\v),u)g*:<u/\v/\u7u*>g*:0,
guxv,v)=(uxv,v)y=(*UAV),V)s=(UAVAV, g )=0.
Dunque

e seivettoriu,v € V sono proporzionali, il prodottar x v e nullo,
e seivettoriu,v € V sono non nulli e non proporzionali il prodotte x v & un
vettore non nullo ortogonale al piano generato dai vettonw € {V, g} .

Si osservi ora che sussiste la seguente notevole iderité po essere assunta come
definizione alternativa dell’'operazione prodotto vettoriale.

g (u; xuy,u,y) = p(u,uy,u;), Vu eV i=1,23.

Infatti risulta
g(u; X uy,uy) =(u; xu,, uy lg* = ( *(up Auy), uy gt =
:<u1/\u2/\u37p,*> x = C.

g

Ponendou, A u, Au, = cp® sihache
(u; Auy Aug)(Guy, Guy, Guy) =det[g (u;,u;)] =

=p(uy,uy, u3)2 = p'(Guy, Gu,, Gu3)2 )

e quindic = p(u;, u,,uy) .
Dall'identita segue in particolare che

p,vuxv) = uxv|?=lul?[lv]* - cu, v)>.

Dunque dalla relazione

uxv
u(u,v,m):HuXVH,
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si deduce che
e laterna{u,v,u x v} € unabase d{V, g} positivamente orientata,
e lanormal|u x v| del prodotto vettoriale pari alla misura dell’area del paral-
lelogramma di latiu e v .

Vale inoltre 'identia

(vAuw)(x,y)=((uxv)xx,y), Vx,yeV,
che in forza della relazione Av =u® v — v ® u equivale a

(uxv)xx=(u,x)v—(v,x)u, Vuv,xeV.

Considerando quindi I'operatore lineate A u) € L {V; V'} associato al tensore
emisimmetrico(v A u) € A%(V ; ) tramite la relazione

(vAwx],y)=wVAu(xy), VxyeV,

si deduce che sussiste la relazione

(vAu)x]=(uxv)xx, VxeV.

Il prodotto vettorialeu x v € pertanto il vettore assiale associato al tensore emisim-

metrico v A u. Si ha ci@ che

(uxv)=—axial(uAv).

2.11. Tensore cofattore

In uno spazio con prodotto internfl, g} siaa € L(V,V; R) un tensore2-

covariante eA € L(V; V) I'operatore lineare ad esso associato rispetto alla metrica

ge L(V,V;R):
g(Ax,y) =a(x,y), Yx,yeV.

Assumendo che
detA = detA” #£0,

il tensore cofattore associato al tenséxec L(V ; V) eiltensore coA € L(V; V)
definito dalla relazione

i) cofA = (detA)A~T.

+
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Risulta quindi
AT cof A = (cof A)TA = (detA)I.

Tale proprie& caratteristica del tensore cofattore equivale a ciascuna delle seguenti:

i) (cofA)(a x b) = (Aa) x (Ab),

iii) (cofA) axialW = axial AWAT).

con W € L(V; V) tensore emisimmetrico. Per semplcitia dimV = 3.

Lequivalenzatrai) e ii) segue osservando che dalle relazioni
p(Aa, Ab, Ax) = (detA) u(a,b,x),
w(Aa, Ab, Ax) = g(Aa x Ab, Ax),

si deduce che

g(Aa x Ab,Ax) = g(a x b, (detA) Ix)

=g(axb,(cofA)'Ax) = g((cofA)(ax b),Ax), VxecV.

Allora la regolaria di A implicala¢) e la i) sono equivalenti.

Per mostrare I'equivalenza trig e iii) si noti che per definizione
p(axialW,x,y) = g (Wx,y).
Allora dalla regolaria’di A si deduce che
p(axial(AWAT) x,y) = g (AWATx,y) = g (WATx, ATy)
= p(axialW, ATx, ATy) = (detA) 'u(A” (cof A) axial W, ATx, Aly)
= (detA”)(detA) ' u((cof A) axial W, x,y) = u((cof A) axialW, x,y) .
L'equivalenza tra) e #ii) segue quindi dalla propriet”

pula,x,y) =0 Vx,y < a=o.






IV — VARIETA' DIFFERENZIABILI

Il concetto di varied differenziabilee'una estensione di quella di superficie regolare
diuno spazio euclideo e consente dianalizzare oggetti geometrici costituitida un insieme
che localmente messo in corrispondenza biunivoca con uno spazio topologico. | vari
pezzilocali sono messi insieme mediante corrispondenze sufficientemente regolari da
garantire un opportuno ordine di differenziafalit®

1. VARIETA MODELLATE SU R”

Nel seguito si considerano vargdifferenziabili che localmente sono in corrispon-
denza biunivoca con uno spazio di dimensione finita

o Tali varieta differenziabili sono dettearieta modellate suiR™ .

Si premette la seguente definizione

e Siano M, ed M, due spazi metrici. Una mappa : M, — M, € un
omeomorfismeee biunivoca e continua con I'inversa.

Gli spazi M, ed M, sono allora dettomeomorfi

E'fondamentale la seguente propa¢f0].

Proposizione 1.1. Invarianza dei domini. Sia U C ®" un apertoef : U — R"

un'applicazione biunivoca continua. Allora I'insieme immagifig/) C R" & aperto
in . L'applicazione f : U — %" e quindi un omeomorfismo di € R" su
fU) CRm. O

Si noti che la prima affermazione della proposizione 1.1 assicura che per ogni
apertoV C U linsieme f(V) C R" e aperto ink". Ne segue che I'applicazione
inversa f~! : f(U) — R" & continua e pertanto 'applicaziong: U — R" & un
omeomorfismo di C R" su f(U) C R".

La propriefl enunciata nella proposizione leldetta invarianza dei domini in
guanto essa implica che la propdaeti essere un dominio (un aperto connesso)-"
variante rispetto ad applicazioni biunivoche continuérih.
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Sia 5)%1 C R il semispazio chiuso definito da
3?1 = {a:l,...,a:n eR" =z, 20}.

Si da allora la seguente definizione.

Unavarieta modellata sult™ dotata difrontierain %" € una variea M C "
tale che

B Per ognip € M esistono un intorndJ C M di p ed un interom tali che
U c M & omeomorfo adR™ oppure ad&ﬁi’ .

In forza della propriet di invarianza dei domini, un puntp € M non pw avere
un intorno omeomorfo sia &™ che ayy ed inoltre in ogni puntop € M l'intero
m risulta univocamente definito.

L'esponentem in ™ & detto ladimensione della variatM in p € M. Se la
dimensionee’la stessa in ogni punto si dice che la vaibf hadimensionem .

e Se unintornoU ¢ M di p € M & omeomorfo adr™ si dice chep e interno
ad M.

e SeunintornoU c M di p € M & omeomorfo adR’j si dice chep appartiene
allafrontiera oM di M.

2. CARTE ED ATLANTI

Siano U e V_sono sottoinsiemi aperti della vagetVl. Due omeomorfismi
z:U—R" ez:U— R sono dettrelativamenteC™ se le mappe composte

Toz ':2(UNT) - z(UNT),
sono C°.

zoZ :Z(UNU) - z(U

Una famiglia di omeomorfismi relativamente=Ci cui domini ricopronoM e
detto unatlante A di M.

Un omeomorfismar : U — ™ di un atlante A € detto unaarta o unsistema
di coordinatedi dominio U edé indicato con{z, U} . Risulta

{x(p):{xl,...xn}EVC%m,

xil(xl,...xn) =pelU.
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e Un atlante A ¢ detto massimale pévl se non esiste alcun atlante Bi che lo
contiene.

e Dato un atlanted di M esiste un unicatlante massimaldi M che lo contiene.
Essoe costituito da tutte le carte relativamenté® @lle carte diA .

e Lacoppia{M,.A} e detta una variatC* o unavarieta differenziabile
e L'atlante A & detto anche latruttura differenzialeli M.

Dalle definizioni si evince che la topologia di spazio metrico non gioca un ruolo essen-
ziale nel definire le propriatdelle variea differenziabili.

Cio che realmente conéda struttura differenziale indotta dai sistemi di coordinate,
come risulta evidente dalle definizioni che seguono.

e Unafunzionef : M — R edifferenziabilese, per ogni sistema di coordinat
{z, U} suM risulta differenziabile la composizione

11

fox iR - R.

La proprieta sussiste per ogni sistema di coordinate.

e Un'applicazione F' : M — N" & unaapplicazione differenziabile un
morfismase, per ogni coppia di sistemi di coordingte, U} suM e {y, V'}
su N risulta differenziabile la composizione

yOFO(ﬂ_lZéRm'—)%m.

La propriett sussiste per ogni coppia di sistemi di coordinate.

e Un’applicazioneF : M — N" & unadiffeomorfism@ee un omeomorfismo
differenziabile e sef'~! : N — M & differenziabile.

Se F : M — N & un diffeomorfismo, I'applicazione inversa ' : N — M
e anch’essa un diffeomorfismo.

Se esiste un diffeomorfismé’ : M — N le variee M e N sono dette
diffeomorfe
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3. RANGO E PUNTI CRITICI

Si denotino con
e D, laderivazione partiale rispetto ali*esima componente diz', ..., 2"}

e si ponga
oF
ox!

(p) =D, (Fox)(z(p)).

Siano allora{z, U} e {¢,U} due sistemi di coordinate sulla vaaehll .
Alla derivata della mappd oz ' nel puntoz(p) siassocia lanatrice Jacobiana

Dl¢oa](x(p))

¢!
[8%7 (p)} .
La regolariti delle carte assicura cheperatore Jacobiané non singolare.
L'operatore invers@ "

Dlzoy™ 1 €(p)) [ o

a—fj(p)] :
Ne segue che per ogni mappa differenziakfileM — N" la derivata

- io F
D[yoFox 1](x(p)) — [M(p)} ,
ox’
ha rango indipendente dai sistemi di coordindte U} su M e {y,V} suN" e si
dice che esse il rangodi F in p € M.

e | punti critici della mappaF’ sonoip € M incuiilrangodi F € < n e
cioé minore della dimensione della vaaey" di arrivo.
Gli altri punti sono dettregolari.

Proposizione 3.1. Trasformazione di coordinate.Siano{x, U} e {y, V} due sistemi
di coordinate suM" e f : M" — R una mappa differenziabile.

AllorasuUNYV siha
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Dim. Applicando la regola di derivazione delle funzioni composte

L) =D, (foa) (alp)) = D, foy o lyoa ] (alp) =

=Y D [foy 1) oD, [yor ]! (a(p)) =

af ayk
= 2 5 \P i )
> 57 P) 5 ()
si ottiene il risultato. O
La formula della trasformazione di coordinateopanche scriversi
0 noo9 oy
P= 2 ok 90
ox' = Oy" Ox
. L’operatorei, mappayf in Bf‘.
ozt ox'

of
o (p)-

° L’operatore%(p) mappaf in
X

B Sinoti che definendar : = 3 (p) sussiste la propriatCaratteristica

u(fg) = f(p)ulg) +u(f)g(p)-

e 'operatoreu e detto unalerivazione puntuale

Vale la seguente propree{[20], vol. |, teor. 10, pag. 59).

Proposizione 3.2. SianoM e N due variea differenziabili ed " : M — N una
mappa differenziabile. Allora

e sen<medF harangon in pe M

per ogni sistema di coordinatdy, V} attorno a F'(p) € N esiste un sistema di
coordinate {z, U} attorno ap € M tale che

yoFox '(d',...,a™) ={d",...,d"},

e sen>medF harangom in pe M

per ogni sistema di coordinatér, U} attornoap € M esiste un sistema di coordinate
{y,V} attorno a F(p) € N tale che

yoFoz '(d',...,a")={d",...,d",0,...,0}.
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Si danno le seguenti definizioni.

e Una mappa differenziabilé’ : M — N con n > m ed avente rangen in tuttii
punti di M e detta unammersione

e Un'immersionee detta unanclusione differenziabilsee un omeomorfismo tra il
suo dominioM e la sua immaging”(M) C N.

4. SPAZIO TANGENTE

Sia M una varied didimensionen .

e Unacurva regolarec(\) passante pep € U C M & un insieme di punti dM
che nella cartx, U} corrisponde ad una curva regolare contenutd ie- z(U)
e passante pet(p) = {z!,...2"} € V Cc ™. Siac(0) = p.

e Un vettore tangentén p € M ¢ la derivata dic()) rispetto aX in 0.

e Lo spazio tangentd’,,(p) € lo spazio vettoriale di dimensione costituito dai
vettori tangenti inp € M.

¢ LafibratangenteT,(p) in p € M & lo spazio lineare delle coppifp, v} con
v € Ty (p) e con le operazioni lineari definite da

{p,Vl} + {p’VQ} = {p,V1 + VQ} )
{p,av}=a{p,v}.
e Lavarieta tangenteT,, alla variee M & I'unione disgiunta delle fibre tangenti

Ty (p) al variare dip € M.
e La mappa di proiezioner : T, — M associa ad ogni coppigp, v} € T, la
posizionep € M. Dunquen{p,v} :=p.
e Linsieme 7w~ !(p) & lafibra tangente ip € M.
Sia F': M — N una mappa differenziabile.

e La derivata di F' nel puntop € M e una trasformazione lineare tra gli spazi
tangenti:
dF(p) : Ty (p) — Ty(F(p))-

Alla derivata si associa naturalmente la seguente trasformazione lineare tra le fibre
tangenti.

o |l differenzialedi F' in p € M & la trasformazione lineare tra le fibre tangenti
F*p : TM(p) = TN(F(p))7
definita dalla relazione
F*p{p,v} ={F(p),dF(p)[v]}, V{p,v} ETM(p)v

dove dF(p)[v] & la derivata direzionale d¥' nella direzionev € T,(p)
calcolata nel puntgp € M.
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L'applicazione
F, Ty — Ty

e l'unione delle applicaziont”,  al variare dip € M.

SeF : Ty — Ty e G: Ty — T, sono mappe differenziabili, allora la regola di
derivazione a catena si traduce nella semplice relazione

G,F,=(GoF),.

4.1. Derivazioni puntuali

Lo spazio tangenteT | (M) ad una variet™M puo anche essere definito come lo
spazio dellederivazioni puntualin p € M.

Unaderivazione puntuale un operatore linearé € L {C"C(M), 8%} che gode
della propried caratteristica

Ufg)=fp)lg)+L(f)a(p)-

Per dimostrare che lo spazio delle derivazioni puntuapig M ha dimensione: si
fa ricorso al lemma seguente.

Lemma 4.1. Sia f : U — R una funzioneC™> in un intorno U C ™ aperto e
convesso dell'origine e si@i(o) = 0. Allora esistonon funzioniC*(U) g, : U — R
1=1,...,n taliche

fx) = ingi(x), vxeU.
i=1
Dim. Laconvessidi U consente diporré (t) := f(tx) conx € U et € [0,1].
Quindi dal teorema fondamentale del calcolo si evince che

1
S D, f(tx)a’ dt, ¥xeU.

i=1

() = [ Dhy(t) d =
[y

Basta quindi porre

1
9,(x) =/Dif(tx) dt VxeU.
0

Si noti che risultag, (o) = D, f(o). O
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Si osservi ora che
1)=4(1-1)=1£(1)+1£(1)
per cui £(1) = 0 e quindi anchel(c) = c¢£(1) = 0.

Proposizione 4.2. Lo spazio delle derivazioni puntuali ip € M ha dimensione: .
Se{z,U} eunacartainp € M ogni derivazione puntuale piscriversi univocamente

come N P
= I —
0= hh“

i=1

dovel'x =z'.
Dim. Sipw assumere ch& sia convesso e che sl = R™ e p = o. La formula
del lemma 4.1 si pou Scrivere

Allora si ha che

Uf) = Uf) = U f(0) = LT g;) = - [U(I") g;(0) + U(g,) I'(0)] =

=Z¥U5%@%
ed essendg, (o) = D, f(o) segue il risultato. Per trasferire il risultato d* a M
basta far ricorso ad un carta. O

In definitiva in un punto inp € M & possibile

e identificare un vettore della fibra tangenfp, v} € T,, con la derivazione pun-

tuale definita da ., 5
0, = e
v 2 ox’

i=1

0 .
{8m’}’ t=1,...,n,

costituisce quindi unbase dello spazio tangente

L' n-upla di vettori

Una definizione alternativa della mapgg, : T,; — Ty € quindi
[F.(0](g) :=L(goF), VYgeL{C®M),R}.

Infatti se £, ({p,v}) e un vettore della fibra tangente ii(p) alla varie&l N allora
F, () eladerivazione nel puntd'(p) € N e nella direzionelF(p)[v] .
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La relazione precedenteuna riscrittura della regola di derivazione a catena:

dg(F(p)) [dF(p)[v]] =d(go F)(p)[v].

Effettuare la derivata direzionale della funziogesu N nel punto F(p) € N e
nella direzioned F'(p)[v] equivale ad effettuare la derivata direzionale della funzione
compostag o F' definita suM, nel puntop € M e nella direzionev € T (p) .

L'identificazione tra vettori tangenti e derivazioni puntuali consente di riscrivere
anche la relazione precedente nella forma

(F,v)(g) :=v(goF).

4.2. Varieta cotangenti

In ogni puntop € M si definisce per duaitunspazio cotangenté’; (p) come
lo spazio vettoriale costituito dalle forme linearcovettori v* € L {TM(p), 8%} .

e Lafibra cotangenteT;, (p) in p € M & lo spazio vettoriale di dimensione
costituito dalle coppie{p,v*} con v* € T} (p) e con le operazioni lineari

definite da . . . .

{p,av'}=a{p,v'}.

e Tra i vettori della fibra tangente e della fibra cotangente in un pynte M
si definisce in modo naturale un prodotto scalare indotto da quello tra gli spazi
tangenti e cotangenti ip € M.

e Il prodotto scalarera {p,v*} € T}, (p) e {p,v} € Ty (p) € denotato da
({p, v}, {p.v}).

e Lavarieta cotangentel; alla varied M e I'unione disgiunta delle fibre cotan-

genti T}, (p) al variare dip € M.

Si ricordi che ildifferenzialedi un’applicazione differenziabile®” : M — N & la
trasformazione lineare
F*p : TM(p) — TN(F(p))a

definita dalla relazione

Foo{p, v} :={F(p),dF(p)[v]}, V{p,v}eTy(p).

La trasformazione lineare duale tra le fibre cotangenti

LT3 (F(p)) = Ty (p).
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e definita dalla relazione di duait”
<F;{F(p)1U*}v {p,v} ) = {F(p)’U*}v F*p{p,v} )

che sussiste per ogRiF'(p),u*} € Ty, (F(p)) e per ogni{p, v} € Ty (p).
Dunque ad una applicazione differenziabiie M — N si associano due trasfor-
mazione lineari
e una nella stessa direziong, , : Ty (p) — Ty(£'(p)) trale fibre tangenti,
e l'altra in direzione opposta tra le fibre cotangeﬁg : TR (F(p)) — Ty (p) -
L' n-upla di covettori
{d:ci}, i=1,...,mn,

e labase dello spazio cotangent&, (p) duale base dello spazio tangeritg, (p)

0 .
{ami}’ t=1,...,n.

9 )
<dl’l, W>:5Lk.

Si ha quindi che

5. CAMPI VETTORIALI E TENSORIALI

Sia M una varie& differenziabile €T, la variea tangente.
¢ Una sezionedella variet tangentee ‘un’applicaziones : M — T, tale che
(wos)(p) =p perognip € M.
Cio significa che I'applicazione : M — T,, associa ad ognp € M una coppia
{p,v}eTy.
e una sezione : M — T, & anche detta ucampo vettoriale
e Unaseziones™ : M* — T}, & uncampo covettoriale

Un campo vettoriale detto anche unampo controvarianted un campo vettoriale °

detto uncampo covariante
La motivazione di tale classica nomenclatura risiede nella trasformazione delle

componenti indotta da una trasformazione lineare di coordinate.

e Un campo covettoriale Covarianteperche si trasforma con una legge analoga a
guella con cui si trasformano le coordinate,

e Uncampo vettoriale controvarianteperche la legge di trasformaziore'inversa.
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Infatti sia ‘ o
yl = AL] IE'] )
la legge lineare di trasformazione delle coordinate.
Si ha allora che

e quindi la base covariante si trasforma con la legge diretta
dy' = A', da*
mentre quella controvariante si trasforma con la legge inversa
0 oyt 0 ;0
Y A

— _ 3

o = ok oy A oy

B Un tensore k-volte covarianteT'(p) in p € M & una forma multilineare sul

prodotto cartesiano
k volte

Ty(p) x ... xTy(p) .

Un tensorek-volte covariantel’(p) € quindi un elemento dello spazio lineare che
si ottiene effettuando ik-prodotto tensoriale dello spazio tangefitg (p) per se
stesso. L'unione disgiunta di tali spazi prodotto al variargpdt M costituisce

la variet fibrata dei tensork-volte covarianti.

m Un campo tensorialél” k-volte covariante sulla variatdifferenziabileM e una
sezione della variatfibrata dei tensork-volte covarianti.

B Ad ognicampo tensorialél” k-volte covariante sulla varietdifferenziabileM
si associa un'applicazione multilineare

k volte
——
Ap Ty x ... x Ty — R,

che manda il prodotto cartesiano/klicopie della variei tangentel’,, nel campo
dei reali, definita da

Ar(vi...vi)(P) :=Tm)V1(p),...,vi(p)), VpeM.
L'applicazione A, € lineare sullo spazio delle funzioni reglic C>(M) .
Infatti vale la propried’

A(V1>' . ~7fVi7 v 7vk‘)(p) :AT(p)(Vl(p)7 . '7f(p) Vi(p)7' .. 7vk(p)) =
=fP)T(P)(vi(p), .-, vi(P),--.,vi(p)) =

:AT(p) T(Vh cee ,Vk)(p) )
per ognivVp € M.
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Tale propried’é caratteristica dei campi tensoriali in quanto sussiste il seguente
risultato (vedi [20], teor. 4.2).

Proposizione 5.1. Se un’applicazione multilineare

k volte
———
ATy x...xTy—R,
e lineare sullo spazidC*(M) allora esiste un’unico campo tensorialE su M tale
cheA=A,. O

La proposizione 5.1 consente di identificare un campo tensdfiadet M con la
corrispondente applicazion&,. e fornisce un criterio di tensoriadidi un’applicazione
multilineare definita sullo spazio prodotto

k volte

Ty(p) x ... x Ty(p) .

Analoghe considerazioni valgono per i campi tensorialiolte covarianti es-volte
contravarianti in cui lo spazio prodotcostruito suk copie dello spazio tangente e
su s copie dello spazio cotangente.
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Si considerino due spazi vettoridli e V' di dimensione finita e dotati di prodotto
interno. Posto din/ =n e dimV = m siano

{e;:i=1,...,n}, {a,:i=1,...,m}

basi ortonormali di e V.
Siaf : 2 C U — V una funzione definita in un apert@ di U .

e Laderivata direzionalai f nel puntox € {2, secondo incrementoh € U &
definita dal limite

df(x:h) := lim L[E(x + ch) — £(x)] .

e—0 €

FEsercizio

® Mostrare che

df (x; oh) = adf(x;h), Yae®R  (omogenen).

1. DERIVATE DI GATEAUX E DI FR ECHET

Se esiste la derivata direzionalefdnel puntox € {2 per ogniincrementth € U
e risulta

df(x;h + k) = df(x;h) + df (x; k), VhkeU (additivitd),
la funzione f si dicederivabileseconddGATEAUX in x € (2 e 'operatore lineare
G(x) eLU; V),

definito da
G(x)[h] :=df(x;h) VheU,

si dice laderivatasecondaGaTEAUuXx di f in x € (2.
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La derivataG(x) € quindi I'operatore lineare che associa ad ogni incremento
h € U la derivata direzionale df in x € {2 secondo I'incrementd € U .

Si dice poi chef e differenziabilesecondd"rECHET 0 semplicementdifferen-
ziabilecon derivataF (x) in x € {2 se vale la relazione

f(x +h) - f(x) = F(x) [h] +of b,

doveo| h | & il simbolo diLaANDAU che denota una funzione continua tale che
h
Y.
Inf=o [l

Una funzionef : 2 C U — V derivabile nel senso d&iRECHET € anche derivabile
nel senso dGATEAUX e le due derivate coincidono.

Non é pep vero il viceversa in quanto la derivabdlinel senso dGATEAUX hon
implica quella nel senso #RECHET.

B Se peo'la derivataG(x) € L(U; V) di GaTeaux di f: 2 C U — V esiste
edé continua inf2, allora G(x) € L(U; V) & anche la derivata nel senso di
FRECHET.

Siainfattic : [0,1] — U continuaconc(0) =x ec(l) =y.
La funzionec : [0,1] — U fornisce quindi la rappresentazione parametrica di
un arco che unisce,y € U . Allora

1

£(y) ~ £ = [ df(c(t) (1)) .

0

Risulta pertanto
[f(x+h)—f(x) -Gx)| = (/G(X+th) - G(x) dt> hi <
0

< [sup | Glx + 1h) - G(x) ||] In].

0<t<1

Orail sup converge a zero pé&r — o in virtu della uniforme continuit della
funzione
tef0,1]— G(x+th)eL(U;V).
PertantoG(x) [h] = F(x) [h] perognih € U .
La derivata diFRECHET gode delle usuali propriat’

e Regola di derivazione a catensSef : 2 C U — V eg: V — W sono
derivabili con continuié’allora

d(f o g)(u) = df (g(u)) o dg(u) .
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e Derivate parziali Siano Uy, U,,V spazi vettoriali di dimensione finita e sia
f: 2 C U, ® Uy — V unafunzione derivabile. Definendo le derivate parziali

dif(u) [h,] = df(u) [hy, 0],
de(U-) [hQ} = df(u) [h2a0}7
doveu e U; ® Uy, hy € Uy, h, € Uy, sihache
df (u) [hy, b, ] = d,£(u) [y ] + dyf(u) [b, ]

e Regola diLEBNIZ. Seb : U x V — F € una mappa bilineare e le funzioni
f: X — U eg:X+— V sonoderivabili con continuatallora

db (f,g)(x) [h] = b (df (x) [h], g(x)) + b (f(x), dg(x) [h]).

SeU =V =F =R elaformabilineareb : ® x ® — R & il prodotto ink, la
regola diLEeiBN1z fornisce I'usuale regola di derivazione del prodotto:

d(f9)(x) [h] = df (x) [h] g(x) + f(x) dg(x) [h].

e Diseguaglianza del valor medi®iaf : 2 C U — V una funzione di classe 'C
in un aperto convess® di U . Allora

1£(y) — £ | < | sup [[df((1 —t)x+ty) ||| |y —x]-

0<t<1

La matrice [df(x)] associata alla trasformazione lineadé(x) € L(U; V)
rispetto alle bas{e; } e {a,} & dettamatrice diJacosr ?' .
In componenti cartesiane si ha

[df(x)]ij = fi/j(x)a

dove il pedice, indica la derivazione parziale rispetto alle coordinate corrisponde
agli indici che seguono. Riesplicitamente si puscrivere

[0f . OfiT
Oz, Oz,
[df(x)] =
afm . afm
L Oz, oz, |

2l KARL GUSTAV JACOB JACOBI (1804-1851). Ebreo tedesco nato a Postdam, ingegrBerlino
e poi a Konigsberg. Fu col norvege®&EeLs HENRIK ABEL (1802-1829) il fondatore della teoria delle
funzioni ellittiche.

81
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Siaora¢ : 2 — R un campo scalare derivabile ta € (2.
Laderivatal : 2 — R di ¢ in x € 2, definita da

((x)[h] :=do(x;h),

e una forma lineare stV edée dunque rappresentabile mediante un vetig(e) € U
tale che
g(x)-h={¢(x)[h] VheU,

dove - denota il prodotto interno i/ .

Il vettore g(x) e detto ilgradientedi ¢ in x e si scrive
g(x) = gradg(x).
La componente—esima del gradiente rispetto alla bagge }
[grad(x) ]; = dé(x;e;) = ¢; (x),

e la derivata parziale db rispetto all'’’—esima coordinata.

2. LEMMA DI GAUSS-GREEN

Si enuncia ora un fondamentale teorema di trasformazione integrale dovuto a
GAUSS 22, GREEN 2* e OSTROGRADSKI 24

Proposizione 2.1. Lemma di Gauss-Green-Ostrogradski.Per un campo scalare

definito in un dominio generalmente regolafe di U, differenziabile in(2, sussiste
la seguente formula

| oradi) i =[ o(x)n(x) o
(7 an

essendm la normale uscente @42.

22 JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855). Genio matematico tedesco, tra i maggiori di
ogni tempo. Famosi i suoi contributi alla geometria differenziale delle superfici, alla soluzione dei sistemi
lineari ed al metodo dei minimi quadrati. Nelle scienze applicate i maggiori contributi riguardano la teoria
del potenziale e lo studio del magnetismo

23 GEORGE GREEN (1793-1841). Mugnaio e matematico autodidatta inglese. L'oper&diEeN del
1828,An Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism
fu pubblicata nel 1850 per merito iR WiLLIAM THOMSON (LORD KELVIN, 1824-1907).

24 MIKHAIL VASILEVICH OSTROGRADSKI (1801-1862). Natoin Ucraina, tra il 1822 ed il 1827 stuadi"
a Parigi sotto la guida diapLACE, FOURIER, LEGENDRE, Po1ssoN, BINET e CAUCHY. Torno a San
Pietroburgo nel 1828 e preserite importanti lavori sulla teoria del calore, sugli integrali doppi e sulla teoria
del potenziale all’Accademia delle Scienze. Fu eletto accademico nella sezione di matematica applicata.

+
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In termini di componenti rispetto adle, } si ha
/qb’i(x)du:/(b(x)ni(x)do, 1=1,2,...,n,
N on

dove du e do denotano le misure di volume e di area. O

Osservazione 2.1. Si noti che pern = 1 e cice U = R, si ritrova la formula
fondamentale del calcolo integrale.
Infatti, con riferimento ad un intervalld? = [a,b], si ha

b
Z% () d Za/Qﬁl(x) ar.

La prossima figura mostra che nel caso monodimensionale risulta

n,=-1, n,=+1.

a

a b O
< : : > >
n,=-1 n,=+1

Ne segue che
/ 6(x) n(x) dt = $(b) m, + d(a) n, = S(b) — H(a)
of

e quindi

chee€ il ben noto risultato.

La formula del lemma dGAUss-GREEN pud essere dimostrata suddividendo il
dominio (2 intubi sottili paralleli alloi-esimo asse coordinato e notando che il rapporto
tra I'area della sezione del tubo e quella delle superfici tagliate dalle estréeitibo
e pari alla componentéesima del versore normale. ]
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3. TRASFORMAZIONI INTEGRALI

Applicando il lemma diGAuss-GREEN alla derivata parzialej—esima della
componente—esima di un campo vettoriala sufficientemente regolare

[y 8 = w0, )

Q o0
si ottiene il prossimo risultato.
Proposizione 3.1. Corollario. Siau: 2 C U — V un campo vettoriale differen-

ziabile in un dominio con frontiera generalmente regolddedi U . Sussiste allora la
relazione

/ gradu(x) du /u(x) ®n(x) do,
on
essendm il versore della normale uscente nei punti della frontig?® di 2. O

3.1. Divergenza di un campo vettoriale
Si consideriU' uno spazio vettoriale di dimensione finita, dotato di prodotto
interno e siau : {2 C U — U un campo vettoriale derivabile ir € (2.
B Si definiscadivergenzali u in x € {2 la traccia dell’'operatore
gradu(x) : U — U
e si scrive
divu(x) := tr gradu(x).
In termini di componenti rispetto alla bage,} si ha
divu(x) = v, .

Nel caso monodimensionale:(= dimU = 1) la definizione di divergenza coincide
con quella di derivata, mentre per = 2 e n = 3 si hanno, rispettivamente, le
espressioni esplicite

8u1 3u2 6u3

Ouy 4 Oup Ouy | L Oup
oz, Oz, Ox;

divu(x) = o, " oz,

divu(x) =

Applicando il lemma diGauss alla derivata parzialei—esima della componente

i—esima diu si ha che
/ui/i(x) du :/ui n, do,

n o
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Si deduce allora il seguente fondamentale risultato.

Proposizione 3.2. Teorema della divergenza. Siau : 2 C U — U un campo
vettoriale differenziabile in un dominio generalmente regolé&edi U . Sussiste la
relazione

/ divu(x) du :/ u(x) - n(x) do,

[0} on
essendm il versore della normale uscente nei punti della fronti€r& di (2.
La formula si enuncia affermando che l'integrale della divergeaasguale al flusso
del campo uscente dalla frontiera del dominio. O

3.2. Divergenza di un campo tensoriale

Ladivergenza diA (x) diun campotensorial& (x) € un campo vettoriale definito
dalla seguente uguaglianza:
[divA(x)] -a = div[AT(x)a] VaeU.
In componenti rispetto alla base ortonorméde} si ottiene
[divA(x)];a;, = (4;;a,),;, = Ay a;

1] 1
da cui

[divA(X)], = 4,

Per un campo tensoriale tridimensionale si ha in forma esplicita

[0A,,  0A,, 0A;]
o * oz, * 0z,

[div A] =

8ASB

Oy |

Tale definizione consente di estendere il teorema della divergenza ai campi tenso-

riali. Infatti, applicando tale teorema al campo vettoriAle(x)a si ha

/ divA(x)dQ2-a :/ div[AT(x)a] d2 =
0 0

:/AT(x)a-n ds :/A(x)n ds-a Va,
o0 o0
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e quindi

/ div A(x) df? :/A(x)n ds,
N o
chee I'espressione del teorema della divergenza per campi tensoriali.

3.3. Rotore di un campo vettoriale tridimensionale

Siau: 2 C U — U un campo vettoriale tridimensionale su dominib e sia
G la suaderivata. Sidefiniseetoredi u in x € 2 il doppio del vettore assiale della
parte emisimmetrica dG e si scrive

rotu(x) = 2 axial emiG(x) = axial[G(x) — G (x)].

In componenti rispetto ade; } siha

[Ouy Oy ]
Or, Oxg
) Ou,  Ouy
[rotu(x)]; = ¢, u, ;(x) edinestesd rot u(x)] = 5, On,
Ouy  Ouy
| Oz,  Ox, |

Si noti che I'espressione del vettore tdix) si pu ottenere considerando la tabella

e e, e,
0 0 0
Ory Oz, Ouy |
U, Uy U

e calcolandone il determinante come se fosse una matrice, assumendo che il prodotto

tra g e u, valga Ou;
—_— U, .

Sussiste la seguente formula

Proposizione 3.3. Teorema del rotore. Siau : 2 C U — U un campo vettoriale
differenziabile in un dominid? con bordods2. Allora:

/ rotu(x) dS = j{u(x) x n(x) ds.

n on
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Dim. Basta osservare che
rotu = 2 axial emi gradx, uxn=2axial em(n®u).

La formula segue quindi dalla proposizione 3.1. O

Si enuncia ora un fondamentale risultato di teoria del potenziales dmenune-
mente attribuito &. STOKES 2 ma che fu invece formulato nel caso pianoAlav.
AMPERE % nel 1826 e nel caso spaziale Harp KELvVIN %7 nel 1850.

Il risultato relativo al caso piano fu riscoperto indipendentemente dal matematico
H. HANKEL 28 che lo pubblioper primo nel 1861 (vedi.L. ERICKSEN [6] pag. 817
in cui il teoremae dettotrasformazione dKELVIN).

Proposizione 3.4. Teorema di Stokes tridimensionale. Siau : 2 C U — U un
campo vettoriale differenziabile in un domini@ di U ed S C (2 una superficie
generalmente regolare contenuta {&1, con bordodS . Sussiste la relazione

/ [rotu(x)] - n(x) dS = f u(x) - t(x) ds,
S a5

doven € il versore normale ads e t € latangente al bord@S di S, orientati come
in fig.3.1.

%> GEORGE GABRIEL STOKES (1819-1903). Irlandese di nascita, eminente fisico matematico, pro-
fessore a Cambridge e presidente della Sadrsale.

26 ANDRE MARIE AMPERE (1775-1836). Matematico e fisico francese di grande levatura. Sitorm®
sulle opere dBERNOULLI, EULER e sulla Mécanique analytique diAGRANGE. Autore di un trattato sulla
Teoria matematica dei Giochi (1803). Dal 1809 al 1828 fu professore di matematica e meccabizeall’
Polytechnique insieme @AaucHY con cui ebbe forti contrasti. Fu eletto all'Institut National des Sciences
nel 1814, vincendo la competizione cGaucHY. Fu cattedratico all'Universitti Francia dal 1826 fino alla
sua morte. | contributi scientifici diMPERE spaziano dalla matematica alla fisica (elettagthagnetismo)
ed alla chimica.

27 SIR WiLLIAM THOMSON (Lorp KELVIN) (1824-1907). Nacque a Belfast da famiglia scozzese.
Eminente fisico matematico, professore a Glasgow, autoré’c6n TArT del Treatise of Natural Philo-
sophy Nel 1850 comunic aSTOKES il risultato per lettera e lo pubblacpoi nel 1867.STOKES poneva la
dimostrazione del teorema come domanda d’esame a Cambridge. |l fatto fu citete>xdaELL e per tale
motivo € invalso I'uso di chiamare il risultato teoremaS#iokEs.

28 HprMany HANKEL (1839-1873). Nel 1857 entvall'Universita di Leipzig e studi'matematica
con MoBIUS. Ando poi a Géttingen nel 1860 dove fu allievo HiemMANN. L'anno seguente lavorcon
WEIERSTRASS € KRONECKER a Berlino. Nel 1867 divenne professore prima a Leipzig e poi ad Erlangen.
AccetD infine la cattedra a Tibingen nel 1869. E’ noto per la trasformatdadikeL e per le funzioni di
HANKEL (o funzioni diBEsSEL di terza specie). A lue dovuto il merito di aver capito I'importanza delle
opere diGRASSMANN.
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LaformuladiSTokEs stabilisce che il flusso del rotore diun campo vettoriale attraverso
una superfici& uguale alla sua circuitazione lungo il suo bordo della superficiel
3.4. Rotore di un campo vettoriale bidimensionale

Si consideri una base ortonormale, , e,, e;} di uno spazio vettoriale tridimen-
sionaleU . Se un campo vettoriake non dipende dalla componenig di x, cioé

u(x) = u(zy, z,),
e facile verificare che il rotore costantemente parallelo ag. Infatti si ha

0

0
ou, Oy
Oz, Ox,

[ rotu(x)] =

Tale osservazione consente di estendere la definizione di rotore al caso dei campi
bidimensionali. Infatti il rotore inx di un campou : 2 C U — U bidimensionale
(dimU = 2), derivabile inx, & uno scalare definito da

Ou,  Ou,

I’Otu(x) = 8—];1 — a—xQ

Proposizione 3.5. Teorema di Stokes bidimensionale.Siau : 2 C U — U un
campo vettoriale bidimensionale differenziabile in un domifdodi U . Sussiste la
relazione

Z rotu(x) d2 = iu(x) -t ds,

dove t € la tangente al bordd{? ottenuta ruotando in senso antiorario la normale
uscente.
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Dim. SeR & la rotazione antioraria di/4 siha: R” = R™! = —R.. Dal teorema
della divergenza, verificando le relazioni
t=Rn, divRu=—divu

3

si deduce allora che

/ rotu(x) df?

n

—div[Ru(x)] d2 =

)

Ke\b I

— [Ru(x)] -n(x) ds = ?{u(x) -t(x) ds,

0 on

N

cheé€ la formula cercata. Si noti che la formula $irokEs tridimensionale si poi®
dimostrare a partire da quella bidimensionale considerando la porzione di supgrficie
nello spazio come limite di una superficie poliedrica. O

3.5. Rotore di un campo tensoriale

Il rotore rotA(x) di un campo tensorialé\(x) & un campo tensoriale definito
dalla seguente uguaglianza

[rotA(x)]"a = rot[AT(x)a] Va.

In componenti si ottiene

( rOtA)ij = 6jkp Aik,p :

Tale definizione consente di estendere il teorenfaudikES ai campi tensoriali.
Infatti, applicando il teorema al campo vettoriad’ (x)a si ha

/ rotA(x)n(x) dS-a :/ rot[A7(x)a] - n(x) dS =

S S
:%AT(x)a-t(x) ds — 7§A(x)t(x) ds-a Va,
as oS

dove S € una porzione di superficie regolaré®é € il suo bordo. Si ottiene quindi

/[rotA(x)] n(x) dS = ?{A(x)t(x) ds,
a5

S

chee la formula diSTOKES per campi tensoriali.
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3.6. Identita notevoli
Sianou e v campi vettoriali di classe Tsu 2. Sussistono allora le seguenti
identita.
B Prima identi&l notevole

rot rotu = grad divu — div gradu.

Per verificarloe’conveniente riferirsi all’espressione del rotore in termini di com-
ponenti cartesiane e scrivere

[ rot I‘Otu]p = €piq it Wikg = Cigp ik Wiy = ((5qp 85— 0,y (Sjk) Uj gy =
= Uy /p — Upjgg = [ grad diVu]p —[div gradu]p )

H Seconda identithotevole

rot(u x v) = (gradu) [v] + (divv)u — (gradv) [u] — (divu) v.

In termini di componenti cartesiane si ha infatti
[ rot (u x v) ]p = €ik €ipg (Up Uq)/k = (y ”k)/k — (uy Ui)/k =

= U U T UV — Uy g TV Uy

4. CAMPI POTENZIALI

Sia 2 ¢ U undominioe cice un aperto connessage: 2 — R € uncampo scalare
in §2 due volte derivabile con continaitAllora il teorema dEULER-SCHWARZ 2
assicura che

d® p(x) [hy,hy] = d® ¢(x) [hy,h;], x€2, Vh,hyeU.

Si denoti quindi con
e g = grade il campo vettoriale inf2 gradiente digp,
e e conG(x) = dg(x) la derivata del campo vettoriale.

Sussiste allora la propriédi simmetria

G(X)hl'hQZG(X)hQ'hl, Vhl,hQGU.

29 HERMANN AMANDUS SCHWARZ (1843-1921). Allievo di Weierstrass e professore a Berlino.
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Un fondamentale risultato di teoria del potenziale dovutaao VOLTERRA *° (1913,
[1]) rivela che vale anche la propréeinversa.

Proposizione 4.1. Teorema di Volterra. Si consideri ora un dominid?2 C U ed un
campo vettorialeg : 2 — U . Se la derivataG(x) = d g(x) & simmetrica e continua
in (2,

i) G(x)=G"(x),

i) Lim |G(x+h)—G(x)| =0 VxeU,
—0
allora esiste un campo scalarg : 2 — % dicui g : 2 — U e il gradiente e cié

tale che
g(x) = gradg(x), Vxe€ (.

Il campo scalareg € definito a meno di una costante additiva dalla formula integrale

o) = o) + [ el0)] - 57 a.

0

dovec(t) & una qualsiasi curva regolare tale ch€0) = x, e ¢(1) = x. O

Il campo scalarep : 2 — R e detto ilpotenzialedel campo vettorialeg(x) .
Il campo vettorialeg : {2 — U & detto urcampo potenziale

Il teorema diVOLTERRA mostra che la simmetria e la contiraiilel’operatore
G assicurano che l'integrale

Jeletn- 2 o,

0
risulta nullo lungo ogni percorso chiuso if? e cicé lungo ogni curva regolare :
[0,1] — 2 tale chec(0) = ¢(1).

Un insieme(? C U si diceconvesse ogni segmento che congiunge due punti
di 2 appartiene ad? e cice se

x,y€ = x+t(y—x)e 2, Vte[0,1].

Seildominiof2 C U éconvesso il potenzialgé puo essere convenientemente calcolato
integrando lungo il segmento rettilineo che unisgged x
1
60) = 60x,) + [[glx, + ¢ (x x| - (x — x,) dt.

0

30 Vito VoLTERRA (1860-1940). Allievo di ENrICO BETTI (1823-1892) a Pisa e professore di
meccanica e di fisica matematica a Pisa, Torino ed infine a Roma dal 1900. Nel 1931 dovette lasciare la
cattedra per il suo antifascismo e visse prevalentemente all’estero, in Spagna ed a Parigi.
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5. DERIVATE NOTEVOLI

Le espressioni della derivata del determinante di una trasformazione lineare e della

derivata dell’operatore di inversione sono utili in molte applicazioni.

5.1. Derivata del determinante

SianoF ed H operatori lineari suJ con deff #0.
La derivata della funzione déF) nella direzioneH & per definizione

d det(F; H) : = lim * | det(F + ¢ H) — detF|.

c—0 €
Per calcolare il limite si osserva che

det(F + ¢H) — detF = detF [det(I+¢F 'H) — 1],

e che
det(I+ ¢F 'H) = detl + ¢ tr (F'H) + o(e),
da cui )
~[det(F + ¢H) — detF| = detF tr (F'H),
€
e dunque

d det(F; H) = detF tr (F 'H).
Ricordando che

r(F'H)=F  :H, ddet(F;H)= grad def :H,
si ottiene I'espressione del gradiente della funzione determinante

grad def — (detF)F .

Se F & funzione di un parametro reate (F = F(t)), si ha quindi
[detF(t)] = %detF(t) = d det(F;F) = detF tr (F'F) = (detF)F 7 : F,

dove J
F=_—F
dt

All'espressione della derivata del determinante $ panche pervenire derivando
la funzione determinante.
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Infatti, facendo riferimento per sempliaitll caso tridimensionale, si ha
d det(F;H) A{a;,a,a3} = d A{Fa;,Fay, Fas; H},
A{Ha,;, Fay,Fa3} + A{Fa;, Hay, Faz} + A{Fa,,Fa,, Ha3} =
A{HF 'Fa,, Fa,, Fa3} + A{Fa,, HF 'Fa,, Fa;} + A{Fa,, Fa,, HF 'Fa3} =
tr (HF ') A{Fa,, Fay, Fa;} = tr (HF ') detF A{a,,a,, a3} .
Ne segue quindi che
ddet(F;H) = detF tr(HF ') = (detF)F T : H.

Se{e,,e,,...,e,} eunabase ortonormale, ponenHo= e, ® e; risulta

tr (HF ') = tr((e; ® e;) F) = (Fil)i]' ;

e dalla formula di derivazione del determinante si dedudehtit di Jacosi 3!

ddet(F)
dF

= ddet(F;(e; ®e,)) = (detF) (F '),

ij °

Sinoti che il termine( detF) (F*l)ij e eguale al minore complementare dell’elemento

ij

5.2. Derivata dell'operatore di inversione

Siafel {U; V} un isomorfismo,f ! € L {V; U} l'isomorfismo inverso e
I:L{U;V}~L{V;U} operatore diinversione definito da(f) = f'.
Per f,g € L{U; V'} sidefinisca la forma bilineare

B:L{UV}xL{V;U}—L{V;V},
mediante la posizion8 (f,1(g)) = foI(g) e L{V;V}.
Allora la funzione F : L{U; V} — L{V; V}, definita da
F(f) :=B(f.1(f)) = foI(f) =1,

e costante in quan®pari all'identii I, € L {V; V} suV perognif € L{U,V}.
Valutando la derivata direzionale secondo un increméntoL {U, V} si ottiene

dF(f;h) =hoI(f) + fodI(f;h) = Oy,

31 pubblicata dalacoBi nel 1841. VedTRUESDELL and TOUPIN [5] e [25] vol II, pag. 931.

+
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conOy, €L {V; V} trasformazione nulla st e quindi

dI(f;h) = —I(f)ohol(f)=—f"ohof,

cheé€ la formula cercata.
In [23] si pw trovare la dimostrazione dell’'esistenza del limite che definisce la
derivatadI(f;h).

Se f € L{U,V} dipende da un paramettosi ha che

[I(f@)] =dI(f(t); f(t) =—f "ofof .



VI — SPAZI FUNZIONALI

Gli spazi topologici che hanno una struttura picca consentono di pervenire a
risultati pid completi. Nelle applicazioni gli spaziidtili sono certamenti quelli di
HILBERT.

Nel seguito sirichiamano le nozioni di spazio metrico, di spazio normato e di spazio
con prodotto interno e si descrivono le principali progidegli spazi dHILBERT.

1. SPAZI METRICI

B Uno spazio metricae una coppia{X,d} costituita da un insiemet’ e da una
funzioned : X x X — R detta lametricg o distanzatale che
d(XhXQ)ZO ed(Xl,Xg):O — X] = X2,
d(x1,%2) = d(x2,%1)
d(x1,%x3) < d(x1,%x2) + d(x2,x3) diseguaglianza triangolare

Una successionéx,, } dielementi di uno spazio metrico converge ad un elemento
limite x se

lim d(x,,x) — 0.

n—oo

In virtu della diseguaglianza triangolare, ogni successione convergente soddisfa il
criterio di convergenza dCauchHy 32

lim d(x,,%,)—0.

n,M—00

Una successione che soddisfa tale criterimasuccessione dUAUCHY.

B Uno spazio metricot’ e dettocompletcse ogni successione@iaucHy converge
axeX.

32 AuqusTIN Louts CAUCHY (1789-1857). Professore di matematica &ltole Polytechnique, alla
Sorbona ed al Cadige de France. E’ stato uno dei maggiori matematici di ogni tempo.
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2. SPAZI NORMATI

B Unospazio nhormataX & uno spazio lineare in ceidefinito un funzionale
| -]:X—R
dettonormache gode delle seguenti propeet”

lul >0 Yue X con|u||=0 < u=o,
Jaul=laljul  VYueX, VaeR,

lu+v] <[u|+]v] VuvelX diseguaglianza triangolare

Uno spazio topologico lineare uno spazio lineare in ceidefinita una topologia
rispetto alla quale le operazioni lineari sono continue.
Uno spazio normate Uno spazio topologico lineare. Infatti

u, —u = ||lu,|—ul,
u, —u, o —a = ou, —au,

u, —-u, V,—V = u,+v,—u-+t+v.

La norma induce nello spazio una metrica omogenea ed invariante rispetto alle
traslazioni

d(uvv): Hu—v||,

che consente di definire la nozionecdinvergenza fortdi una successionéu,, } € X
ad un elementai,, € X':

u, > Uy < Ilim |u,—uy| —0.
n—0o00

Un particolare spazio normato®R con la norma euclidea.
m Uno spazio normatct’ completod detto unspazio diBANAcH 33 |

Ogni successsione diaucHy {u,} dielementidiX converge quindiad un elemento
u,, dello spazioX’:

lim ||un—um||X—>0 = Ju, € X : lim ||u,L—uOO||X—>0.
n—oo

n,m—oo

33 SrEFAN BANACH (1892-1945). Eminente matematico polacco cui sono dovutiu piiportanti
contributi alla moderna analisi funzionale.

+
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2.1. Applicazioni lineari continue e spazi normati duali

Siano X’ e Y spazi normati e sidA : X — ) un’applicazione.

B L'applicazione lineareA : X — ) elimitata se vale la diseguaglianza
Clx|, = ||Ax||y, VxeX.

Sia A un insieme €)Y uno spazio lineare normato.

Un’applicazionef di A in ) e dettdimitatase f(.4) & limitato in ) e cice se
1] := sup{]| f(x) ||y tx e A} < +00,

Linsieme delle applicazioni limitate Uno spazio lineare normats(X’; )) .

Per le applicazionilineari tra spazi normati la nozione di limitatezza coincide con quella
dicontinui. Lo spazio lineare costituito dalle applicazionilinearilimite X +— )

e denotato con (X'; V).

W Lo spazio lineare costituito dai funzionali lineafi: X — R limitatisu X &
dettospazio normato dualdi X' e sidenota comlt’ =L(X; R).

Lanormadif € L {X, R} & definita da
I f 1l = SU}I?{\f(u)\ lull, <1}
uc

Il sottospazio lineare KeA = {x € X | Ax = o} édettoilnucleodella applicazione
lineareA : X — ). SeA €L(X;Y) ilnucleo KerA é chiusoinX .

3. SPAZI DI HILBERT

B Uno spazio vettorialed sul campo reale detto unspazio preHILBERT se sul
prodotto cartesiand? x H e definita una forma bilineare- , - ), simmetrica e
definita positiva:

(u, v)=(v,u) Vu,veH,
(u,u)>0 YueH,

(u,u)=0 = u=o.

Laforma( -, - ) e dettailprodotto internoin H , ed induce unaormain H
definita da
la|l :=+v(ua, u).

In ogni spazio vettoriale con prodotto interno vale la
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B regola del parallelogramma

la+v P+ u=v|*=2(lul*+[v[) YuveH.

La regola del parallelogramma @enunciarsi affermando che

e la somma dei quadrati costruiti sui laieguale alla somma dei quadrati costruiti
sulle diagonali.

Viceversa, sein uno spazio normato vale laregola del parallelogrammagghlosaibile
definire in esso un prodotto interno mediante una delle due equivalenti relazioni
1 2 2
(u,v):—1{||u+v|| ||u+v} Yu,veH,

(u,v)::%{||u+v||2—||u||2—||v2} VuveH.

La diseguaglianza triangolaesconseguenza della
e diseguaglianza dCAUCHY-BUNYAKOVSKII 34 -SCHWARZ 3

l(w, vif <flufffv] YuveH,

dove I'eguaglianza sussiste se e solo se i vettod v sono paralleli.

Ladiseguaglianza d’AUCHY-BUNYAKOVSKII-SCHWARZ Si dimostra osservando che
(u+Av,u+Av)>0 VAeR VuveH

edimponendo che il discriminante del polinomio di secondo gradosia non positivo.
Si noti che la validi&® della diseguaglianza sussiste sotto la gi¢bole ipotesi che la
forma bilineare( - , - ) sia non negativa.

In ogni spazio vettoriale con prodotto interno vale la

e regola del parallelogramma

lutviP+lu-vF=2(ulP+]v]*) YuveH.

La regola del parallelogramma @ehunciarsi affermando che la somma dei quadrati
costruiti sui latie eguale alla somma dei quadrati costruiti sulle diagonali.

3 VIKTOR YAKOVLEVICH BUNYAKOVSKII (1804-1889). Matematico ucraino. Fu allievo di
CaucHYy a Parigi nel 1825. Pubblidl risultato in una monografia del 1859 sulle diseguaglianze tra integrali.

35 HERMANN AMANDUS SCHWARZ (1843-1921). Pubbli® il risultato in una nota del 1885 scritta in
onore diWEIERSTRASS in occasione del suo 70° compleanno
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Un notevole risultato dovuto ®I. FRECHET, J. VON NEUMANN %6 e P. JORDAN
assicura che, viceversa, se in uno spazio normato vale la regola del parallelogramma,
allorae possibile definire in esso un prodotto interno mediante una delle due equivalenti
relazioni (vedi ad es. [17] teor.l.5.1)

(u, vy: i[||u+v||2—||u+v||2} Yu,veH,

(, v): %[nuwn?nunannﬂ Vuven.

La regola del parallelogramma caratterizza quindi tra gli spazi normati quelli con
prodotto interno.

W Uno spazio prédiLBERT H @ detto uncspazio diHILBERT %7 se € completo
rispetto alla norma indotta dal prodotto interno.

Uno spazio dHILBERT € quindi uno spazio dBANACH.

Un sottospazio lineare chiusdi uno spazio dHILBERT € anch’esso uno spazio
di HILBERT con lo stesso prodotto interno.

La nozione dispazio diHILBERT consente di estendere al caso di spazi non
finitamente generabili molte delle familiari propaategli spazi vettoriali di dimensione
finita della geometria Euclidea.

3.1. Proiezione ortogonale

Un insieme C H € dettoconvess@e, comungue assegnati due vettare v
in IC, tutti i vettori del segmento che li unisce appartengorio a

u,vek = Adu+(1-MNvek Vielo1].

L'estensione della validit di molti classici risultati di geometria euclidea agli spazi di
HiLBERT € fondata sulla seguente fondamentale proariet”

36 JouN voN NEUMANN (1903-1957). Uno dei matematici pi geniali del XX secolo cui sono anche
dovuti contributi fondamentali per I'invenzione dei calcolatori elettronici.

37 DaviD HILBERT (1862-1943). Nativo di Kdnigsberg dove frequemtUniversita insieme all’'amico
MINKOWSKI e conseguil dottorato nel 1885 sotto la guida iNDEMANN. Nel 1895 ottenne per interes-
samento dKLEIN la cattedra di matematica all’'Univeraitli Goéttingen dove divenne amico HiurwiITZ.

A Géttingen rest fino alla fine della carriera facendo chiamare presso quella Uneeasithe I'amico
MinkowskKI. HILBERT & certamente il matematico tedesco fliistre del XX secolo. Fondamentali sono
stati i suoi contributi in molti settori dell’analisi e della geometria, campo quest’ultimo in cui egli ha avuto
la maggiore influenza dog@ucLIDE (325-265 A.C.).
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Proposizione 3.1. Teorema della proiezione ortogonaleAssegnati un insieme chiuso
e convessdC in uno spazio dHILBERT H ed un vettoreu € H, esiste un unico
vettore P,.u € K in corrispondenza del quakeminima la distanza dit € H da K:

[u—uc|=min{]lu-v]|, vek}.
Il vettore P,.u € KC & detto la proiezione ortogonale di su /C e I'operatore lineare

P, e detto il proiettore ortogonale siC . O

Assegnatou € H, si consideri il convesso chiuso
u—K ::{VEH S vV=u—w, WEIC}.
Effettuando la sostituziona— KC — IC, la proposizione 3.& equivalente alla seguente.

Proposizione 3.2. Propried’ di minima norma.  Ogni insieme chiuso e convesso
K C 'H inuno spazio dHILBERT H contiene un unico vettore di minima norma.

Dim. Siad = inf{|v||, ve K} e {v,} C K una successione minimizzante&io’
tale che|| v, || — d. Per la regola del parallelogramma si ha che

| (v — vin)/2 H2 =1/2(][va ”2 + || vin Hz) = (Vi +vin)/2 H2 <
=1/2(][va ”2 + [ vin Hz) - d27

poiche || (v, + v;,)/2|| > d in quanto(v, + v,,)/2 € K in virtl della convessit di
K. La successionédv, } C K € dunque dCAUCHY.

In forza della completezza dit e della chiusura diC la successionév, } C K
converge ad un elemento< K . Inoltre la diseguaglianzgu—v || > | [|u|—| v ||
assicuraché/u|| =d.

Seu,, us € K sono due elementi di norma parilala regola del parallelogramma

implica che
I —wo)/2|* =& - | (w +w)/2[* <0,
cioe cheu; = uy. O
Si consideri la forma quadraticA(w) := ||u — w ||> con w € K e si osservi

cheivettoriv — P,u con v € K sono diretti verso l'interno diC.

Siimponga quindi che la derivata direzionalefdiw) nel puntoP,.u e secondo
I'incrementov — P,.u sia non negativa.

Si deduce che la proiezionB,.u di u su K e caratterizzata dalla condizione

variazionale
(u—Peu,v-Peu)<0 Vvek.
Si noti che
e ilvettore u—Pu e diretto secondo la normale uscente dal convéSsel punto
P,u.
K
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E’ facile vedere che I'operator®,. gode dellgproprieta di contrazionee cice che

[Pru—Pyv|<[lu-v| VuveH.

Infatti risulta
(wy —Peu;, v—Pu;) <0 VveK,

(up —Puy, v—-Puy) <0 Vvek.

Ponendov = u, nella prima disuguaglianzae = u; nella seconda si ottiene per
addizione che

| Pru; — Pruy 1> < (u —ug, Pou; —Peuy),

e quindi il risultato segue dalla diseguaglianz&diuCHY-SCHWARZ.

Seilconvesso chiusk & un sottospaziolinea® di H lacondizione dinormali’
si traduce in una di ortogonadit”

(u—Pgu,v)=0 VvesS.
Sia § uninsieme diH e
S% ::{uEH s (u,v)=0 VVES},

il sottospazio lineareomplemento ortogonaleella topologia dHILBERT.

Si noti che il sottospazio linear§® & chiuso in virti della continui@ del prodotto
scalare e della diseguaglianzal@huCHY-SCHWARZ.

Se S e un sottospazio lineare chiusoHi, la proposizione 3.1 stabilisce che ogni
vettoreu € H pud essere univocamente decomposto nella somma

u=Psu+ (I-Pg)u,

conPsueSe(I-PgueS®.

Sussiste dunque la decomposizione in somma diretta

H=S+S” conSNS” ={o}.

L'unicita della decomposizione consente di affermare che
e un sottospazio linear& & chiuso in?{ se e solo se

S =8.

Infattise S @ chiusosihaché{ =S® +S®? =S89+ S = S =G.
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Il proiettore ortogonaleP,. su un sottospazio lineare chiugd & un operatore
lineare suM con peculiari propriet.

Proposizione 3.3. Proprie& del proiettore. Il proiettore ortogonaleP,. su di un
sottospazio lineare chiuskl C H € un operatore lineare st tale che

P, =P: idempotenza
(Pyu,v)=(u,Pv) VuvekH simmetria,
[Peull <|ul Yu,veH contrazione
Per la dimostrazione si veda [17], teor. 111.2. O
Per la propried di contrazione, un proiettore ortogonalémitato e risulta
[Pell<1.

Il proiettore su un sottospazio lineare chiusce quindi continuo. Le seguenti propriet”
caratterizzano un proiettore ortogonale.

Proposizione 3.4. Caratterizzazione del proiettore. Un operatore lineare limitato
Pel {’H, H} suuno spazio diliLBERT H € un proiettore ortogonale sul sottospazio
lineare immaginelm P se e solo se gode delle seguenti progriearatteristiche:

P, =Ps idempotenza

(Pyu,v)=(u,Pev) VuvekH simmetria,

0, in alternativa,

P, =P} idempotenza
[Pl <1.
Per la dimostrazione si veda [17], teor. 111.2 e [11.3. O

Si noti che I'immagine di un proiettore ortogon&ein sottospazio lineare chiuso
dello spazio dHILBERT H .

Un esempio importante di spazio HiL.BERT & lo spazio£?({2) costituito dai
campi scalari tali che la norma dei valori puntuali abbia quadrato integrabile (secondo
LEBESGUE *® ) nel dominio (2. Cio significa che deve essere

/|f<x>|2du<+oo.
2

3 HENRI LEBESGUE (1875-1941). Matematico francese allievo @iMILE BOREL (1871-1956) e
fondatore della moderna teoria della misura e dell'integrazione.
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Si denotano rispettivamente con i simbdli(2) e H(£2) gli spazi dei campi vettoriali
v: 2 +— V otensorialiT : 2 +— L(V; V) di quadrato integrabile st e cice tali
che

/Hv||2du<+oo, /||T\\2du<+oo,
0 [P

essendd| e || lanormasuV e || T || = [tr (TTT)]*? lanormain LV ; V).

B Lo spazio H(f?) dei campi vettoriali di quadrato integrabile i2 & dotato del
prodotto interno e della norma definiti da

1/2
Wi = [uvdi IVl = | [IvIF]
(0} (%)

Analoghe definizioni sussistono per i campi scalari e tensoriali.

Osservazione 3.1Sia f € £2(£2) un campo scalare che si annulla su un sottoinsieme
S di 2 il cui complementos2\ S, ha misura nulla secondoEBESGUE. Allora si
hache| f ||H(Q) = 0 anche sef # 0 contro la propried della norma di essere definita
positiva.

E’ pertanto necessario definire gli elementi dello spaZigs2?) quali classi di
equivalenza di campi che sogaasi ovunquéra loro eguali e cie campi che possono
differire in un sottoinsieme di? avente misura nulla second®BESGUE.

Pertanto le proprietdi un campo di quadrato integrabile vanno attribuite ad un +
rappresentante della classe diequivalenza. Ad esempio un campo diquadrato integrabile
€ continuo se esiste almeno un rappresentante continuo nella corrispondente classe di
equivalenza e ci®see possibile modificare un campo della classe su un insieme di
misura nulla per renderlo continuo. ]

3.2. Duale di uno spazio di Hilbert

Una propried caratteristica di uno spazio HiilLBERT € quella di poter essere
identificato con il suo duale.

Cio segue da fondamentali risultati essenzialmente dowutRaesz *° ([2], 1909)
su cui€ basata la teoria degli spazidiLBERT, ( vedi ad es. [17], [22]).

Proposizione 3.5. Teorema di rappresentazione di Riesz-Echet. Si consideri un
funzionale lineare limitatof € L {H, éR} Su uno spazio diiLBERT H . Esiste allora
un unico vettoreuy € H tale che

SO = (up, v Vver, con | fl,,=lul,.

3 Friepricn Riesz (1880-1956). Matematico ungherese cui sono dovuti fondamentali risultati di
analisi funzionale.



+

104 3-SPAZIDIHILBERT

Dim. Lunicitadi u; € H & evidente in quanto
(uf,v)y=0, VveH = u;=o.

La continuitl e la lineari@’ di f € H' assicurano che Ket & un sottospazio lineare
chiuso di{. Se Kerf = H eci@ f = o € H' basta prenderei; = o € H. Si
supponga quindi che K¢r# H e si dimostri che esiste un; € H tale che

vy & Kerf, va||H:1, (vi,vig=0 VveKerf.
A tal fine si consideri unu € H\ Ker f e si ponga

u— Ilu

Y fu T,

con II proiettore ortogonale su Kegr. Il vettore v; € H & dunque un versore
ortogonale a Keyf . Sidimostra ora che tale versaenico e cie che il complemento
ortogonale di Key in ‘H ha dimensione pari ad .

A tal fine basta mostrare che ognic H ammette una decomposizione del tipo

v=Avy+v, conv,c Kerf.

Siccome f(v,) = 0 dovra esseref(v) = X f(v;) e quindi

f(v)
= ev,=v—Avy.
fvy) !
Risulta dunque
f(v)
Vi, Vi = A VAR + (Ve Vo = A =
f H || f”H f H f(vf)

Basta allora porrai; = f(vy) vy.
Si hainoltre

1 £1l,, = sup{F(v) : [V, <1} = sup{(vs, v ¢ V], <1} <
veH veH

IN

sup{|v I, lurll, vl <1} =l
veH

ed anche

[l |I?
11l = S;g{f(V) vl <1} Zf( = ) L =y [

Tarl, )~ sl

dacui | 1, = lull,,. 0
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Ogni vettoreu € H definisce un funzionale lineare limitatf), € H’ tramite la
relazione

fal¥) i= vy VveH, con |full,, = lul,-

Il teorema diRiEszZ-FRECHET stabilisce pertanto I'esistenza, tra lo spazio di
HiLBERT H ed il suo duale?t’, di una corrispondenza biunivoca lineare e continua
con l'inversa.

Tale corrispondenza preserva la normagqueitanto unisomorfismo isometrico
peLl{H H}:

pf=w VieH, con |ufl, =Ifl,.

Lo spazio dualeH’ viene dotato naturalmente di un prodotto interno indotto da
quello di H e definito da

(Ji,s oo i= (i, mwfory Y, faeH.

La normaindotta i+’ da tale prodotto interno coincide con quejlg ll,, preceden-
temente definita nella sezione 2.1 (p. 96).

L'esistenza di un isomorfismo isometrico t#a ed il suo duale’ implica che
anche lo spazio duale(’, € completo e dunque uno spazio dHILBERT.

L'isomorfismo isometricqu € L {HZH} consente diestendere ladiseguaglianza
di CaucnHYy-ScHWARZ al prodotto di dualé’tra spazi dHILBERT.

Si pw anzi dire che la definizione di norma nello spazio duale introdotta nella
sezione 2.1 (p. 969 Suggerita da tale estensione.

Proposizione 3.6. Diseguaglianza di Cauchy-Schwarz tra spazi dualiSianoH e
‘H' spazi diHILBERT in dualita. Allora risulta

|<x/,x>|§||x’||H,Hx||H7 VxeH, VX eH,

e 'eguaglianza vale se e solo see px’' sono paralleli.
Dim. Basta porrex’ = py cony € X. O

Un funzionale linearef € H' € nullo suH se si annulla su un sottospazio lineare
denso inH . Il teorema della proiezione e quello di rappresentazione, proposizioni
3.1 (p. 100) e 3.5, consentono di dimostrare che vale anche la peojrietsa.

Proposizione 3.7. Caratterizzazione dei sottospazi lineari densi. Se I'unico fun-
zionale f € H' che si annulla sul sottospazio lineate ¢ H e il funzionale nullo su
H, cioe se

f(v)=0 VveS = f(v)=0, VveH,

allora S & densoinH.
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Dim. Per ipotesiS C Kerf = Kerf = H. Si deve mostrare ché = H.
Ragionando per assurdo si supponga cheSsia # . Allora scelto unu € H\ S, il
vettore u — Pzu sarebbe non nullo e quindi tale sarebbe anche il funzionale lineare
f=J7'(u—Pgu). Poicte per ipotesi

f(v)=(u-Pzu,v)=0 VveS = f(v)=0, VveH,
cio &€ impossibile. O
Osservazione 3.2Ponendo isomorfismo isometrigo € L {H', H} pariall'identita,
lo spazioH puo essere identificato col suo dudt# edé€ detto uno spazio HILBERT

pivot Non € peop lecito identificare ogni spazio diiLBERT col suo duale in quanto
cid conduce a conclusioni non accettabili. ]

3.3. Successioni ortonormali complete

Un insieme di vettori di uno spazio #iiLBERT costituisce un&miglia ortonor-
malese tutti i vettori sono di norma unitaria ed a due a due ortogonali.

Una famiglia ortonormale puéssere costruita a partire da una famiglia finita o
contabile mediante il procedimento di ortogonalizzazion&@®ikM-SCHMIDT.

B Ortogonalizzazione

Sia {u,} & una successione di elementi linearmente indipenderit diAllora
si definiscono induttivamente le successidmi, } e {z,} ponendo

Wo
W0:u0> Z0:||W||7
0
W1
Wpt+1 = Uptl — Z (Wpy1, 2k ) Z Zni1 = — .
k<n [ W ||

Si verifica facilmente che la successiof,} € ortonormale.

Una famiglia ortonormale dettacompletase non esiste alcuna altra famiglia ortonor-
male che la contiene.

Una famiglia ortonormale completadetta anche uniaase ortonormale la sua
esistenza& assicurata dal lemma AbRN.

Lo spazio dHILBERT H € dettoseparabilese esiste una successione di elementi
di ‘H che costituisce una base ortonormale.

Le successioni ortonormali complete consentono di effettuare lo sviluppo in serie
di FOurier *° di un campo vettorialed € 7 .

40 josepn FoURIER (1768-1830). Grande fisico matematico francese famoso per i suoi studi sulla
propagazione del calore (publdita Theorie analytique de la chaleye per il metodo di sviluppo in serie
che prende il suo nome.
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Proposizione 3.8. Sviluppo in serie di Fourier. Sia {u,} C H una successione
ortonormale completa. Per ogrfi € H sussiste allora lo sviluppo in serie

f=> (f,u)u, 5*I|m Z f,u,)u,,
n=1 k—oo ;=1

e vale la relazione dPARSEVAL

||f\|2=2|(f,un>\2

Dim. Dalla relazione
k k )
||f—§731<f wu, ||? =1 f]* - Zlf u, ),

si deduce laliseguaglianza dBEsSEL !

k
> (f w? < IF7

n=1

Ne consegue che la successio{]éj (f, u,)u,} ediCaucHy in quanto la norma
della differenza i

k h k

”Z fou)u, Z(f uy, ) un” _HZ f,u,) UNH Z|(f,un)\2,

n=1 n=1 n=h n=h
con k > h, tende a zero peh — 0.

Infatti la successiong Z |(f,u,)|*} &monotona non decrescente e limitata in
virtu della diseguaglianza BESSEL e pertanto converge ad un limite finito.

Si ponga alloraf* = lim ;. Z f, u,)u, esimostrichef* =f.

Per la continug’del prodotto interno si ha infatti che per ogmj risulta

k~>oo

k
(f—f", u;)=Ilim ([f - Z f,u,)u,],uj) =, u)—(f,u)=0.

La completezza della successione ortonormale implica quindfthkef .

41 FrigpricH WILHELM BESSEL (1784-1846). Matematico tedesco direttore dell'osservatorio as-
tronomico di Konigsberg.
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Osservando infine che, per la contirauitélla norma, si ha

k k
0=lim |[f— 3 (f, u)u, |* = ||f||2—’!im

n=1 n=

|(f7 u71)|2:
1

:||f||2_ Z|(f,un)|2,

n=1

si perviene allaelazione diPARSEVAL 42 . O

3.4. Spazi di Hilbert quoziente

Sia £ un sottospazio lineare chiuso di uno spazidWiBERT H .
Si denoti conH /L lo spazio quoziente costituito dalle vagei := u+ L e
dotato della norma
Il o= inf llat v,
e E’ possibile dotare lo spazi®{/L di una struttura Hilbertiana indotta da quella
dello spazioH .

Per dimostrarlo si premettono alcune semplici considerazioni.

Proposizione 3.9. Prodotto interno indotto da un operatore. Siano X uno spazio +
lineare e H uno spazio dHILBERT. Sia 8 : X — H un operatore lineare iniettivo,

cioe tale cheKer8 = {o} . Allora:

a) Definendo il prodotto interno il mediante l'identia

(X17X2>X::(0X170X2>’H VX17X2€X7

lo spazio X' € uno spazio préiILBERT.
b) Lo spazioX & uno spazio dHILBERT se e solo selm @ & chiuso inH .

Dim. La prima affermazione Una semplice conseguenza della bilineat#l prodotto
interno definito inX e del fatto che

||X||X:||9X||H:0 = @fx=0 = x=o0.

Per dimostrare |&) basta osservare che il sottospazio linearef lm 7+ & uno spazio
di HiLBERT per la topologia indotta d& se e solo se chiuso in . In tal caso e solo
in tal caso la mappa linea®, chee iniettiva e suriettiva dat’ su Imé@, costituisce un
isomorfismo isometrico tra lo spazio pHH.BERT X’ e lo spazio dHILBERT Im@.
Dunque lo spaziot & completo. O

42 MARC-ANTOINE PARSEVAL DES CHENES (1755-1836).
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Proposizione 3.10. Isomorfismo fondamentale di uno spazio quoziente. Sia
L C H un sottospazio lineare chiuso di uno spazioHiiL.BERT H . Tra lo spazio
quozienteH /L ed il complemento ortogonal€® di £ in H esiste un isomorfismo
0cL{H/L LY.

Dim. Basta definired € L {H/L, E”B} come l'operatore lineare che ad ogni vaaiet
u+ L% € H/L fa corrispondere la proiezione di un qualsiasi vettore della \ariet

su £L?. Loperatore inversod ' € L {£% H/L} mappa i vettoriu, € £ in

u, +L%eH/L. O

Lo spazio quozientéd{/L diviene pertanto uno spazio HiLBERT definendo il
prodotto interno come quello indotto dall'isomorfismo fondamentale

(W +L,ug+ Ly =0 +L),0(uz+ L))y Yu,u M.
La corrispondente normapari a

L _ . _ C
JuLl,,, = inf u+ v, =la-T], = | T, .

H/L

dove IT ¢ il proiettore ortogonale di su £ e TI¢ = I — I & il proiettore comple-
mentare che proiettd su £ .

3.5. Spazi prodotto

Siano X e Y spazidiBANAcCH. Il prodotto cartesianct’ x ) € allora uno spazio
di BAnAcH per la topologia indotta da una dalle norme

{29} Ly = 10 1y,

R 2 2
1053} gy o= JIXIE 1Y I

Tali norme sono equivalenti in quanto per ogni copfiay} € X x X siha
2 2 2 2
U+ Iy 1D < I+ Iyl < V2 <P+ v )Y

Se X e Y sono spazi dHILBERT lo spazio prodottoX x ) & uno spazio dHILBERT
con il prodotto interno prodotto, di spazi

A%y AX Yy 1= (X, X)p (Y, Yy,

e la corrispondente norma

R 2 2
1063} sy = I+ Y I
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3.6. Convergenza debole

La convergenza debol#i una successionéu, } C X ad un elementai,, € X
e definita da

U, Su, < 7!iLn:)Of(u,L—uoc):O7 VfeX.

Sussiste il seguente notevole risultato (vedi ad es. [26]).

Proposizione 3.11. Completa continud: SianoX e ) due spazi dHILBERT e sia
A € L{X,Y} un operatore lineare compatto. Allora

. w
i) U, —Ux = Au, — Auy,

e cicd una successione debolmente convergente viene trasformata dall'opefatore
L {x,Y} inuna fortemente convergente. 0O

3.7. Teoremi di Banach

Siano X e ) spazi diBANACH.

e Il graficodi un operatoreA : X — Y avente dominio domA C X e il
sottoinsieme del prodotto cartesiafdx ) definito da

GA) :={{x,Ax} e X x Y : x € domA}.

e Un operatore lineare hgrafico chiusoA : X — Y se il suo graficae chiuso
nello spazio diBANAcH X x ). Un operatore con grafico chiusogessere
equivalentemente caratterizzato dalla seguente prapriet

Ix =%, =0
x € domA | = x, € domA, y_ = Ax

HAX—yooHy_)O

o0 ?

ovvero richiedendo che il sottospazio lineare damC X sia uno spazio di
Banac per lanormal| x ||, + || Ax |, .

Ogni operatore lineare continud € L {X'; Y} ha ovviamente grafico chiuso.
Sussistono allora i seguenti risultati.
Proposizione 3.12. Teorema dell'applicazione inversa. Se un operatore lineare

continuoA € L {X; y} e biunivoco dat’ su) allora I'operatore inversce lineare e
continuo. 0O
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Proposizione 3.13. Teorema del grafico chiuso.Siano X e ) spazi diBANACH.
Un operatore lineare con grafico chiusA : X — ) con domA = X & continuo[]

Proposizione 3.14. Teorema dell’immagine chiusa. Siano X', X’ e ), )’ coppie
di spazi diHiLBERT duali. Allora per ogni coppia di operatori dualiA € L {X; y}
e A’ e L{Y'; X'} le seguenti propriet

i) ImA chiusoin) <= ImA = Ker(A)*,

ii) ImA’ chiusoinX’ <= ImA’'=(KerA)*:,

i) HAXH)/’ZCHX”X/KerA’ Vxe i,
W) JAY |y ZellY lygerns YV EV.
sono tra loro equivalenti O
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1. FUNZIONI GENERALIZZATE

Il concetto di funzione generalizzata, introdotto da SS&BoLEV *3 [3] nel 1938,
& stato sistematicamente sviluppatoldeScuwartz ** [4] negli anni 1948-50. Una
trattazione generake fornita nel testo di Analisi funzionale &i. Yosipa [17].

L'esigenzadiintrodurre leunzioni generalizzatedistribuzioninasce dal fatto che
la modellazione matematica porta ad analizzare funzioni e campi che, potendo essere
discontinui, non sono in generale derivabili nel senso classico.

Le distribuzioni godono, come si vaadrdella magica propriatdi essere indefini-
tamente derivabili. Esse consentono una trattazione matematica unitaria dei problemi
con discontinu.

1.1. Notazione multi-indiciale

Sia 2 un dominio di uno spazio euclideo di dimensiode Un multi-indicep
unalistap = {p,,...,p,} diordined le cui componenti sono numeri interi.
Si adotta I'usuale notazione abbreviata

d ) Gid
= . Dl = ————
7] i:z:lpl ’ ot ... ozl
Ad esempio, nel caso di un dominio bidimensionale, si ha éhe 2 e ponendo
rispettivamentep = {2,0}, p = {1,1}, p = {0,2} risulta |p| = p; + p» = 2, € S
ottengono gli operatori alle derivate parziali del secondo ordine

2 2 2
pleoy . 9 pay .9 plozy . _ 9
81;1 ’ 35171 8.%2 ’ 89:2

3 -

Si consideri ora un campo vettoriale € C™({2) di dimensionen con componenti
{v*; a=1,...,n} suldominiod-dimensionalef?.

43 SprGEI LvovicH SOBOLEV (1908-1989). Matematico russo allievo &iMIRNOV € membro della
Accademia Sovietica delle Scienze.

44 L AURENT SCHWARTZ (1915-). Professore di matematica &ltole Polythecnique.
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Si definisca quindi il multi-indice vettoriale di dimensiome
p={p"; a=1,...,n} dovep® ={pf,....p}}
Le relazioni|p| =m e | p| < m vanno allora intese per componenti

u|_

|p|:m @ |p m7 {azl""7n}7
lp|<m <= [p*|<m, {a=1,...,n}.

Si definiscano infine nello spazio”Cf2)" le seguenti nozioni.

e La seminorma

lul? := > [ [DPux)[*du

[pl=m )

e Lanorma
m
lulf? = 3> [ |DPu(x)Pdu=3|ulf,
[p|<m k=0
9]
dove

| DPu(x)|* = 2 | D" u(x)[*.

1.2. Funzioni di prova

La definizione di funzione generalizzata, o distribuzione, viene effettuata con-
siderando i campi scalagh € C°({2) indefinitamente derivabili inf2, ciascuno dei
qualié nullo al di fuori di un compattd®, contenuto in{?2.

| campi ¢ € C°(£2) sono detti ssupporto compattaell’aperto 2.

Il supportodi una funzionef : 2 — R & per definizione
e la chiusura dellinsieme{x € 2 : f(x) # 0}, ovvero
¢ il complemento del pi grande aperto su cyi si annulla.

Per dare la definizione di distribuzioeenecessario dotare lo spazig°@?) di
una topologia e ci@di una nozione di convergenza.

Si denota corDy(£2) lo spazio delle funzioni di €(f2) con supporto contenuto
nel compattolC C 2.
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La nozione di convergenza D (£2) € definita come convergenza delle funzioni
e di tutte le loro derivate in senso uniformein.

Si dice quindi che una successiofe, } di funzioni di D (f2) tende ad una
funzione ¢ € Di(£2) se

im ¢, =¢ <= sup|D’p, (x) - D"¢(x)| =0 VY|p|< oo

n—oo xek

Si denota inoltre corD({2) lo spazio C°(f2) dotato della seguente definizione di
convergenza.

e Una successiongy,,} difunzioni di D({2) tende a zero

lim ©Yp = 0
h—o0
se accade che

e il supporto delle funzioni{y;,} € definitivamente contenuto in un compatto
Kc 2,

e per ogni operatore differenzial®” , la successiondy,} converge a zero
uniformemente inkC.

1.3. Distribuzioni

Si pw quindi dare la definizione di distribuzione.

¢ Unadistribuzionan (2 e unfunzionale linear& continuo sui campi, scalari,
vettoriali o tensoriali diD({2) .

La condizione di continuét di una distribuzione sid({2) consiste nel richiedere
che

e per ogni compattdC C (2 esiste una costante ed un interok tali che

(T, o) <e  sup [Dp(x)] VeeDe(2)

|p|<k,xek

e L'insieme delle distribuzioni inf2 forma uno spazio vettorial®’ ((2) .
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SefeD(f2) eTeD(f) il prodotto f T & la distribuzione definita da

(fT,¢):=(T, f¢) YVoeD().
La convergenza di una successione di distribuziBpie I’ (2) significa che
T,—T in D(2) < (T,,e)—=(T,p) VeeD().

Si dimostra infatti che, se il limite di T,, , ¢ ) esiste ec finito per ognip € D({2),
tale limite € lineare e continuo ip € D({2) e pertantae una distribuzione.

E’ facile verificare che la convergenza di una succession#{d?) , in senso forte
o debole, implica quella nel senso delle distribuzioni. Si ha infatti che

Proposizione 1.1. Convergenza distribuzionale.La convergenza di una successione
in £2(£2), in senso forte o debole, implica quella nel senso delle distribuzioni.

Dim. Sia f, C £?(£2) una successione debolmente convergente ad un elemento
f € L£%(02) e cice tale che

(fasvi—(f,v) VveL (),
Ponendov = ¢ € D(?2) si haallora
(T, 0= (T, 0) YoeD(R),

che€ la convergenza nel senso delle distribuzioni. La convergenza fouf2(if?)
implica quella debole inZ?(£2) e quindi quella nel senso delle distribuzioni. [

Si ricordi che un campo scalarg su {2 e localmente integrabilee si scrive

fe E}OC(Q) , Se per ogni compattéC C {2 risulta

/If(X)Idu<00-
K

Ad ogni campof localmente integrabile sf? si associa una distribuziorie; definita
da

(Tyo)i= [ f@ e & Ve eD(@),
N
La continuiei di T, : D(£2) — R & conseguenza della diseguaglianza

|<Tf,<p>:|/f<x>so<x>du]</|f<x>||<p<x>|du<
7 7

SK/f(X)I (igglw(X) |) du Ve De(0)
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e E’usuale identificare il campg’ e la distribuzioneT s .

Cio ¢ lecito in quanto per un campp € L,,.(12) vale implicazione

T;=0= f=0 g.0.inf2.

Una dimostrazione generale applicabile ad arbitrarie funzioni localmente integra-
bili pud essere trovata in [17].

Una distribuziones 'detta diquadrato integrabilesu {2 se esiste un campg di
guadrato integrabile s che la rappresenta, in accordo alla formula

<Tf7<p>:=/f(x)tp(x)du Vo e D(12).
0

Si da ora la definizione di restrizione di una distribuzione.

e La restrizionedella distribuzioneT € D/'(£2) ad un dominio? C 2 & la dis-
tribuzione T|p € D'(P) definita da

Tlp(p) :=T(p), Ve €D(P)CD(L2).

2. DERIVATE GENERALIZZATE

Si vuole ora dare la definizione di derivata di una distribuzione. Tale definizione
e quella che ha motivato I'introduzione stessa del concetto di distribuzione.

Si consideri dapprima una distribuziorie; associata ad un campo scalafe
localmente integrabile s .

L'idea e quella di far ricorso alla formula di integrazione per parti per spostare
I'operazione di derivazione dal campo scalgfesui campi scalarip € C°(£2) che
sono indefinitamente derivabili.

Il carattere locale dell’operazione di derivazione si conserva in quanto i campi
scalarip € C*(£2) hanno supporti compatti contenuti nell’apertd.

Pertanto nella formula di integrazione per parti i valori al contorno del caghpo
Su 92 non compaiono.
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La derivata D”T della distribuzioneT; associata ad un campp localmente
integrabile suf?, dettaderivata generalizzata derivata distribuzionalai f, viene
quindi definita da

DTy )= (O S D e Ve D).
P

E’ importante ossservare che quando il campeé di classe €¢2) si ha
DTy 0y i= = [ £ Dl = D fx) e G V€ D(®).
P P

Risulta pertanta DTy, ¢ ) = (Tprs, ) €, invirtd dell'identificazione traf e T,
la derivata distribuzionale coincide con quella usuale.

In generale la derivatdD?T di un’arbitraria distribuzionel' & definita dalla for-
mula

(DT, @) := (~D)IPI(T, DPpy  VepeD().

Sep, andp, sono due multi-indici e = p, + p, si pone:
(DT, @) :=(D"D"T, ¢)=(D2D"T, ¢).
Una distribuzioneT su 2 & pertanto indefinitamente differenziabile nel senso delle
distribuzioni. +
La prossima proposizione mostra che il gradiente distribuzionale ha grafico chiuso
nello spazio prodottaC?(£2) x L2(12).

Proposizione 2.1. Chiusura del grafico del gradiente distribuzionale. Il gradiente
distribuzionale grad : £2(£2) — £%(£2)? con dom grad= H'(£2) & un operatore
lineare con grafico chiuso.
Dim. Si consideri una successioda,,} C £?(2) convergente a1 € £?({2) e tale
che i gradienti distribuzionalf gradu,, } convergano adug € £%(£2)?. Sihadunque
che

”un_uHO_)Ov ” gradun_g”(]_)()'

Poicte u € dom grad si tratta di dimostrare clge= gradu.
La proposizione 1.1 assicura che la convergenz&ia2) implica quella nel
senso delle distribuzioni. Si ha quindi che

Ty, — Ty,
|, —ul, —0 =
gradT,, — gradT,,

” gradun -8 ”0 -0 = grad?l‘u” - Tg .

L'unicita del limite in D’ implica cheg = gradT, = gradu e pertanto I'operatore
grad ha grafico chiuso. O
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Il risultato della proposizione 2.1 si estende a qualsiasi operatore differenziale
distribuzionale.

2.1. Impulsi e dipoli

Un fondamentale esempio di distribuziorefornito dalladelta di Dirac 4
introdotta dal fisicd®auL Dirac intorno al 1930.

La funzionedeltaha innumerevoli applicazioni in fisica matematica ed ha posto
ai matematici il problema di una generalizzazione del concetto di funzione.

La distribuzione dDiracC T, , denotata anche semplicemente égn € definita
come un campionatore che ad ogni campo scajaeeD((2) associa il valore che esso
assume in un punts € {2

ox(p) = Ts, (¢) : = p(x).

SeR e l'asse reale, la distribuzione BiiIRAC nel puntoz si ottiene come derivata
distribuzionale della funziongradinounitario diHEAVISIDE 6 (1899)

HL(6) 1, se{>uw,
0, see<.

Infatti risulta

oo

(D'H,)(¢) = — / H, (€)D" () dé = — / D' () dé = p(x)

ecie §,=D'H,.

45 pAuUL ADRIEN MAURICE DIRAC (1902-1984). Nato in Inghilterra da padre svizzero. Nel 1926
conseguil Ph.D. a Cambridge con una tesi dal tito@uantum mechanics Ebbe quindi contatti con i
maggiori fisici dell'epoca, a Copenhagen cS¥meLs BOHR, a Gottingen CONROBERT OPPENHEIMER,

Max BorN, JAMES FRANCK, IGOR TAMM, a Leiden cOEHRENFEST. Fu eletto Fellow del St John’s
College di Cambridge nel 1927 e della Royal Society nel 1930. Nel 1933 ricevette il Premio Nobel per la
Fisica insieme &CHRODINGER. DIRAC ha ricevuto innumerevoli riconoscimenti per i suoi contributi alla
meccanica quantistica ed a molti altri campi della fisica.

46 OrrveEr HEAVISIDE (1850-1925). Geniale scienziato che da giovane telegrafista fu affascinato
dall'opera di MAXWELL sull'elettromagnetismo. AdIeAvVISIDE & dovuta la scrittura sintetica delle
equazioni dM axXwELL sull’elettromagnetismo. Previde I'esistenza della zona conduttiva nell'atmosfera ora
nota come fascia diEAVISIDE. Insieme al’americandosian WILLARD GIBBS (1839-1903) sviluppo
il calcolo vettoriale privilegiandolo a quello dei quaternioni. ddadltre un originalecalcolo operazionale
per la soluzioni algebrica delle equazioni differenziali ordinarie.
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Ladistribuzione dDI1rAcC & detta anche umpulso unitarioconcentrato nel punto
x € ®. Derivando a sua volta la distribuzioneldirAc si ottiene la distribuzione

(Dléw)@o) =—0; (DIQO) = —Dlgp(x)

chee detta urdipolo unitario concentrato nel punte. La distribuzioneD's, associa
ad ogni scalarep € D(R) la sua derivata nel punto € §.

Analogamente si definiscono i dipoli di ordine superiore.

Impusi e dipoli concentrati sono comunemente considerati in meccanica ad es-
empio quando su una struttura monodimensionale vengono applicate in punti discreti
forze o coppie concentrate ovvero distorsioni angolari o di scorrimento relativo.
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Gli spazi diSoBoLEV 7 costituiscono I'ambiente lineare idoneo a trattare le
questioni di esistenza, uniaite regolard delle soluzioni dei problemi differenziali
lineari. In vista delle applicazioni che saranno sviluppate, si tratteranno soltanto gli
spazi diSOBOLEV in cui la normae una media quadratica e che pertanto sono spazi di
HILBERT.

1. SPAZI DI SOBOLEV

Nel seguito peinsieme aperto regolarg intendea’un aperto la cui frontieruna
varie@ differenziabile sufficientemente regolare per garantire la valdbi risultati.

1.1. Spazi di Beppo Levi e di Sobolev

Nello spazio C'(£2)" normato con| - ||, siconsideril'insieme delle successioni
{u,} che soddisfano il criterio di convergenza@ucHy e cice tali che

JiLnoc |y, —uy, Hm =0.

Si effettui quindi un’operazione detta dompletamento dello spazate consiste nel
costruire un nuovo spazio vettorialg™ ({2) i cui elementi sono classi di equivalenza
di successioni dCAucHY definite dalla relazione

{fu} ={vs} = Ilim [[u,—v,| =0
n—oo
In una successione diaucHy la norma degli elemené convergente in quanto

[l = Tak | <l —a ]

m’

Cio consente di definire nello spazié™ ({2) la norma

| {uadl,, = lim ],

47 SERGEI LVOVICH SOBOLEV (1908-1989). Matematico russo nativo di San Pietroburgo, allievo di
SMIRNOV e membro del’Accademia Sovietica delle Scien&nBOLEV ha portato contributi importanti
alla soluzione di difficili problemi retti da equazioni alle derivate parziali. Fu eletto membro delleeAtad”
des Sciences de France e della Accademia Nazionale dei Lincei.
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Le operazioni lineari e la norma non dipendono dal rappresentante della classe di

equivalenza.

Le successioni dCAucHY convergenti ad elementi di"G(2)" vengono identi-
ficate con essi.

Nello spazio normatd?™ (§2) le classi di equivalenza di successionfiuvcuy
risultano convergenti e pertanto lo spaziti”({2) & di BANACH (vedi [17] sezione
1.10).

In effetti H™(£2) & uno spazio dHILBERT in quanto la norma indotta dal
prodotto interno

(u, V), := > DPu(x) - DPv(x) du.
[p|<m
e}
e Glispazi diHILBERT H™({2) sono dettspazi diBEPPO LEVI.

Analogamente i completamenti di>@(2)" e di C"(£2)" rispetto alla normd| - ||
definiscono gli spazi dHILBERT

m

o H;'(©2) completamento di{u € C;*(2)" : |luf < +oo},
o H™(£2) completamento difu € C"(2)" : [[u|| <+oo}.

E’ possibile introdurre gli spazH™ (£2) con una definizione alternativa fondata
sulla teoria delle distribuzioni.

Tale definizione riveste particolare importanza nelle applicazioei@ovuta a S.
L. SoBOLEV [3] che I'ha formulata nel 1938.

Nel caso di domini regolari, essa coincide con la definizione fondata sul comple-

tamento.
Si osservi preliminarmente che ogni funzioies £*(£2) di quadrato integrabile
seconddLEBESGUE in un dominio {2, e cice tale che

/|f<x> 2 du < + 00,
N

risulta integrabile inf2 e quindia fortiori localmente integrabile irf2 .
Infatti se f € £?(12) la diseguaglianza dcHwARTZ fornisce

/\f(xﬂdm(measfz)% /|f<x>|2du < + o0,
(7 2

dove meas? & la misura del dominia?.

+
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Quindi per ognif € £2(£2) il funzionale

Ty (p) ::/ Fx) o(x) du V€ D(2),
0

e una distribuzione.

La distribuzioneT; individua univocamente la funziong € £*(£2) in quanto
seT; enullaalloraf =0 € £2(£2) e quindi f & nulla g.0. inf2.

Cio consente di identificare la distribuziofig e la funzionef € £(£2).

La p-derivata di una funzione di quadrato integrabjlec £*(2) viene quindi
definita come segue.

e La p-derivata di f € £*(£2) & la p-derivata distribuzionaleD”T, della
distribuzione’}l‘f associata & .

Se la distribuzioneD"T, puo essere identificata con una funzione di quadrato
integrabileg € £*(£2), e cice se

<DW}WM=<%,ww=/mw¢@)VwEMQL
2

si scrive che
D'f=D'T; =g,

e si dice che lap-derivata D” f di f e di quadrato integrabile if2. La funzione
g € L%(02) se esiste unica.

Si da ora la definizione di spazio 80BOLEV.

e Un campo din-vettori su {2 appartiene allepazio diSoBoLEV W™ (§2)"
see di quadrato integrabile s insieme alle sug-derivate distribuzionali
diordine|p| < m.

Lo spazio diSoBoLEV W™ ({2)" & dotato del prodotto interno

(W, V), := > /Dp']Tu-Dp']I“vdu7 Vu,veH,
[p|<m
2

e quindi della corrispondente norma

[al, =V, w, YueH.
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Lacompletezza dello spazi€’ (12) implicache lo spazidV ™ (£2)" & completo rispetto
alla metrica indotta dalla normg - || = e dunque chel¥™(£2)" & uno spazio di
HILBERT.

Le derivate distribuzionali delle funzioni di"G2) coincidono con quelle clas-
siche e pertanto il sottospazio

S:={ueC"() : ||u|\m<+oo},

appartiene dv™ (£2)".

Poicke W™ (£2)" & completo esiste un isomorfismo isometricoff& (£2)" , che
e il completamento df, e la chiusura diS in W™ (£2)" . IdentificandoH™ (£2)" con
tale chiusura si ppconcludere che

H™(2)" C W™(02)".

Un teorema diN. MEYERS e J. SERRIN [8] mostra che tale inclusione una
eguaglianza e coper ogni dominiaf? si ha che

H’/VIV(‘Q)’/IV — W”L(Q)H .

La dimostrazione Yiportata in [18] teorema 3.16.
La propriet di continuia dei campi vettoriali di uno spazio80BOLEV H™(£2)"
possono essere dedotte dal seguente classico risultato.

Proposizione 1.1. Lemma di Sobolev.Si consideri un dominid? regolare e limitato
nello spazio euclided-dimensionale? conm > d/2 . Vale allora la diseguaglianza

max|u(x)| < clul, , YueC(®).
x€E "

| campi vettoriali di H™(£2) sono pertanto continui su2 con tutte le derivate fino
allordine k-esimo, cié
H™(2) c ch(9),

purche sia soddisfatta la diseguaglianza stretta

d
k - =
<m 5

dove

e k & l'ordine massimo delle derivate continue,

e m & 'esponente dello spazio fbBOLEV H™((2),

e d & la dimensione dello spazio euclidés .
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Dim. Una sintetica dimostrazione della diseguagliaezaportata nell’articolo di
FICHERA [14].

In virtu di tale diseguaglianza ogni succession€ih((2) chee diCaucnuy nella
norma di H™({2) e anche dCaucHY nella norma uniforme

[ul :=supfu(x)|.
xef?

La successione convergepertanto puntualmente ed uniformemente ad un campo vet-
toriale continuo che il limite della successione nella normaHi" ((2) . O

Il seguente principio, dovutola. ReLLicH # |, fornisce un fondamentale risultato
di compattezza nella teoria gli spazi$thBOLEV.

Proposizione 1.2. Principio di selezione di Rellich. Sia 2 un dominio regolare
e limitato nello spazio euclidea@-dimensionale?. Limmersione di H™(£2) in
H™'(£2) & compatta. Da ogni successione limitata #(" (2) se ne po estrarre
quindi una convergente i ™ (12) . O

1.2. Operatori ellittici e soluzioni deboli

Si presenta ora un risultato fondamentale concernente le soluzioni deboli di un
sistema di equazioni differenziali.

A tal fine si premettono le seguenti definizioni.

Sia L un operatore differenziale lineare di ordieoperante su campi vettoriali
a valori in uno spazio di dimensione definito da

Lu(x) := > A, (x) DPu(x),
Ip|l<v
dove A (x) sono campi regolari di matrici x n in §2.

e La parte principale L, di L e quella che coinvolge le sole derivate di ordine
massimo
Lu(x) := > A (x) DPu(x).

Ipl=v

e L'operatore differenziald. & dettoellittico se

det Y A, (x) €7 #0,

Ipl=v

per ognid-vettore€ e in ogni puntax € (2.

48 Franz RELLICH (1906-1955) . Matematico nato nel Sudtirolo, allievo @iourANT e professore
di matematica all'Universit di Gottingen.

+
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e L'operatoreaggiunto formaleL* di L, definito da
L'u(x) := Y (—1)“" Dp(Ap(X) u(x)) ,
Iplsv

soddisfa I'identi&

JLue) o) =[x Lo, veecror.

2 N

Si noti che se le matrici dei coefficientA ; sono costanti le parti principali degli
operatori L e del suo aggiunto formal&* sono le stesse. Ne segue cherisulta
ellittico solo se loe' L*.

L'operatore aggiunto consente di definire I'operatore differenziale distribuzionale
associato adL

(LT.)($) : = / u(x) - L'(x), Ve CX(Q)".

n

Un campo vettorialen € L*(£2)" costituisce unaoluzione deboléel sistema dif-
ferenziale

conf € L*(2)" se risulta
(LTy) =Te,

e cice
[ut0- L6 = 16 00, Yo ec@r,
(%) (%)

Sussiste la seguente fondamentale progriet”

Proposizione 1.3. Sistemi differenziali ellittici. Sia u una soluzione debole del
sistema differenziale ellitticdLu(x) = f(x) di ordine v. Allorase f € H™(£2)" si
ha cheu € H™*"(£2)" in quanto risulta

[afl

Tale risultato pw essere enunciato dicendo che la soluzione debale volte pii
regolare dei dati. 0

< cplfl

m+v m’

Grazie alle proposizioni 1.1 e 1.3 si perviene al seguente risultato concernente le
propriet di continuil della soluzione di un sistema ellittico.

Proposizione 1.4. Regolaré'della soluzione. Sia u unasoluzione debole del sistema
ellittico Lu(x) = f(x) diordine v. Allorase f € H"(£2)" conm > d/2 siha

cheu € C"(£2)" e dunqueu €& una soluzione in senso classico. In particolare se
fe C(R2) allora ueC™(2)".
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Dim. In virtu della proposizione 1.3 si ha chee H"™(£2)". La proposizione 1.1
assicura chef € C°(2)" e u € C¥(2)". Pertanto, invocando I'idenétdi G Auss-
GREEN risulta

[ 0L = L) - 660 = £x) - 6.
2 2

n

per ogni¢ € C’(2)". Per la continuéi'di Lu e di f il lemma fondamentale del
calcolo delle variazioni stabilisce clleu = f . O

Ecco una conseguenza della proposizione 1.4.

Proposizione 1.5. Nucleo del gradiente.Sia £2 un aperto regolare e limitato ir£?
ed f € E}OC((Z) . Allora la distribuzioneT; € D'({2) ha gradiente nullo se e solo se
f € eguale ad una costante in ogni componente connessh di

Dim. Per definizione si ha che

(gradly, v) :=—( Ty, divw:—/f divv Vv eD(2)?,
Q

e quindi, ponendos = grady, la condizione gradl; = o implica che
( gradT;, grady) = —/ fdivgradpy =0 Vo eD(S2).
2

L'operatore differenziale div grade ‘ellittico e quindi I'equazione differenziale
div gradf = 0 ha soluzione debolg € C>(2).

Dunque grad’ = o vale in senso classico e pertanfoé costante in ogni com-
ponente connessa d? . O

In modo analogo si dimostra il seguente importante risultato.

Proposizione 1.6. Nucleo della parte simmetrica del gradiente.Sia {2 un aperto

regolare e limitato in£? ed u € L‘,Iloc(())3 .

Allora la distribuzione vettorialeT,, € [D(£2)']* ha parte simmetrica del gradiente
nulla se e solo sa1 & un polinomio di primo grado in ogni componente connessa
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di

2. Cio equivale arichiedere che il gradiente sia un tensore antisimmetrico e costante

in ogni componente connessaQi.

symgradi = 0 <= u(x)=u(x,)+Q[x-x,], QF=-0.
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Dim. La dimostrazione segue dall’osservare che

( divsymgradl,, w) = —( symgradl,, gradw ) =

:/u- div gradw =0, VYw € D(R)*.
(0]

Invirtu della proposizione 1.4 I'ellittica dell’operatore differenziale div grad implica
che la soluzione debola & di classe €(12).
Allora un risultato classico mostra che

symgradi(x) = O = grad gradi(x) =0 Vx € 2,

(vedi [21] cap. III.7 oppure [28] cap. |, prop. 5.2).

Dunque gradi € costante in ogni componente connessalde quindiu € un
polinomio di primo grado.

La condizione sym grad(x) = O implica infine cheQ2 = gradu € un tensore
antisimmetrico costante in ogni componente connessa.di O

2. VALORI AL CONTORNO

| problemi di valori al contornsono basati sulla definizione dei valori al contorno

dei campi vettorialiu € H™(£2). +
Poickeicampiu € H™(£2) non sono necessariamente continufiné essenziale

dare un significato ai loro valori al contorno.
Tale problematic& T'oggetto d’'indagine delléeoria delle tracce Si forniranno

qui le idee principali rinviando a testi specifici per eventuali approfondimenti [9], [19].

2.1. Operatore di traccia
Si consideri un problema posto iR? e si denotino le coordinate cofx, y} .
Il dominio (2 sia costituito dal semispazio delle non negative
Q=R ={{z,y} |ly>0} CR*.
La frontieradf? di 2 = R2 & l'asse dellex.
Sussiste il seguente risultato (vedi ad es. [22]).

Proposizione 2.1. Valori al contorno. Sia u € C.(®?), una funzione continua con
la derivata prima ed a supporto compatto ¢ . Allora vale la diseguaglianza

1 1
/ (@07 dr | <C / [0 + (w,)? + (u,)?] (2.y) du dy
R 0
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Lavirgolaindicala derivata parziale € > 0 € unacostante. Ponenddu = u (z,0)
la diseguaglianza pauriscriversi

ITull, < Clul,, VueCyR?).
Dim. Postof(t) = t* siha
[u(z,0)]* = f(u(z,0)) =

- / £y (u(ey)) dy = - / fu (u(2,9) (uy (2, 9)) dy.
0 0

Essendof, (u(z,y)) = 2u(z,y), dalla diseguaglianze |a||b| < (a® + b?),

risulta
+ o0
(u.0))* < 2 [ Juleg)] u, (o)l dy <
0
+ o0 + oo
< | [tuewP a+ [ 1o, @k a
0 0
La conclusione si ottiene integrando rispetto:ad R . O

Dalla proposizione 2.1 si trae che

Proposizione 2.2. Operatore dei valori al contorno. L'operatore lineareT" :
CL(R?) +— £%(092), che associa ad ogni (z,y) € CL(R?) il corrispondente valore
al contornou (z,0) € £3(9£2), pud essere esteso per deasitd un operatore lineare
limitato

T el {H"(2); L*00R)}.

Dim. Sia W(£2) lo spazio delle restrizioni delle funzioni di!CR?) a 2.

La densifl di W(£2) in H'({2) assicura che per ogni € H'({2) esiste una
successiondu, } C W({2) tale che|u, —u|, — 0. Allora dalla diseguaglianza
stabilita nella proposizione 2.1 si deduce che

¢ H u, —u Hl 2 || Fun - Fuk ”() .

Poicte {T'u,} C £%(912), la completezza diC?(9f2) assicura che esiste un unico
u,. € £%(912) tale che
[Tu, —up ||, —0.

Per ogniu € H'(£2) si ponga alloral'u = uy. .
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Cio significa assumere quale valore al contorno di un camgoH ' (£2) il limite
in £2(052) deivalori al contorno di una qualsiasi successione di cafapi: C W(£2)
che convergaind!(2) au e H'(0).
In virtu del principio di estensione delle eguaglianze (vedi sezione 1.3.2 (p. 7)) si
puo concludere che
ITu,[l, < Cllu,ll,, YueCy2) = ||[Tul < Clul,, YueH(2).

0 —
e quindi che l'operatore lineaie : H'(£2) — £2(052) & limitato. O

Mediante carte locali, si puéstendere il risultato considerando al postd)‘ﬁi
un qualsiasi dominio regolare bidimension&eed al posto di il contorno di tale
dominio. Per dimensioni maggiori di due la dimostrazierngeifettamente analoga.

In generale per uno spazio8oBoLEV H™({2) si perviene alla diseguaglianza

1/2
(£ [107a0R ) = ITuly < allullmg,:

<m-1
Ipl< 50

L'operatorel’ € L {H™(£2); H™(012)} & dunque limitato ed i campi
Tue H"(00),

sono dettivalori al contornodei campiu € H™(£2). +
In modo analogo si possono definire i valori al contorno per le derivate normali a
042 di ordine maggiore o eguale ad uno.

k

. o"u . ) ) . .
m Alladerivata normale—a : diordinek,conm > k, siassocial'operatore lineare
n

T, eL{H"(2),H" "1 00)}.

limitato

Sotto opportune ipotesi di regolaxitiel dominio 2 (vedi ad es. [16]), si pu’
mostrare che valgono le seguenti progiet”

e ImT, contiene lo spazidd™*(042) per cuirisulta

H"*(00) C ImT, ¢ H™+-1(902).

e ImT, pudessere dotato diunatopologiaintermedia tra quellé'di*(52)
e H™*-1(9$2) che rende lo spazio immagine uno spazidldiBERT de-
notato conH"™ *~1/2(92) .
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L'operatore lineare limitato
T, e L{H"(2),H" " *00)},
e dunque suriettivo. Risulta inoltre

H,(2)={ue H'(2) : Tju=o},
H;(2)={ue H*() : Tju=o0, Tju=o},

H'(2)={ue H"(2) : Tju=o0,....,T,_ju=o}.

L'operatore prodottd” = {I',,T',...,T,,...,T, ,} &dettooperatore deivalorial
contornoo operatore di traccia

Definendo lo spazio prodotto
m—1
OH™(Q2) := [[H" " (09),

k=0

risultal € L {H"(£2); 0H™(£2)} . E' fondamentale la propriat’

KerT = H]'(£2).

dove H,'(£2) & il completamento dello spazio,€2) in H"({2).
E’ pertanto giustificato il nome diperatore dei valori al contorndato aT'.
Come conseguenza si evince che

KerT' &densoin £*(2),

in quanto talee’il sottospazidD(f2) C H'({2) (vedi ad esempio [22] teor. 1X.2).

Proposizione 2.3. Spazio dei valori al contorno.Lo spazio dH1LBERT dei valori al
contorno 0H™({2) & equivalente allo spazio diiLBERT H"'({2)/KerI'. Sussiste
quindi I'equivalenza

||I‘u|| )E |nf{||V||Hm(Q> ‘VEHM(Q) : I‘v:I‘u}

AH™ (2
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Dim. LoperatoreT € L {H™(£2)/KerT'; 0H™(£2)} definito da

i :=Tu, @=u+ KerT,

e iniettivo e suriettivo. Il teorema d@ANACH, proposizione VI.3.12 (p. 108) assicura
che anche I'operatore inversB™" € L {9H™(£2); H™(52)/KerT'} & continuo e
quindi che la norma nello spazio HiLBERT 0H™({2) & equivalente alla norma dello
spazio diHILBERT H"™({2)/KerI'. Dunque

Cllul

r 2 [[Tuf] ) 2 clull

H™(02)/Ker OH™ (0 H™(0)/Kerr *

Si conclude osservando che la norma nello spazididBERT quoziente
H™(£2)/KerT
e definita da

|al = inf{[lu—v|| | v EkerT'},

H™(2)/KerT H™(Q)

e cice dalla distanza dall'origine della vargeparallela al sottospazio KEr passante
perue H"(£2). O
2.2. Formula di Green

Per semplici’la trattazionees ‘svolta con esplicito riferimento all’operatore dif-
ferenziale

B = grad: C'(2)? — C"(2)°.

Seu € C'(£2)® & un campo vettoriale & € C'(£2)? & un campo tensoriale vale la
classicdormula di GREEN

/U:Budu:/B;a-ud,u +/(an)-(I‘u)da,

0 0] on

dove B’O = —div €operatore aggiunto formaldi B = grad.
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Peru c C'(2)? e o € C'(12)?, si ponga

v (o, ) :z/U:Budu —/B;a'-udu.
0 0

La diseguaglianza dC AUCHY-SCHWARZ mostra che

|y (o,u) | < /O':Bud,u + /B/oo'-udu <
Q o}
1/2 1/2
§</0':a'du> (/Bu-Budu) +
Q Q
1/2 / / 1/2
—|—(/u-udu> (/Boa:Bnadp> ,
0 Q

ovvero in forma sintetica
|7 (o) | S 10y 1Bl + 0y 1Bo Iy -

Si ha poi che

(Faly )+ 1Bl (19 gy + 1 BL ) =

=l 1 )+ 1Bl IBo ]+

10 gy B ) + 1100l B |

H(R H(Q) =z

> 116 g | Bl + 1180 1B -

Dalle diseguaglianze

1/2
2( 2 Bu? ) ,
Va(lul, +IBul?,,

ul :

+|Bul|

H(O H(Q) <

’ , 1/2
19 gy + IBoe gy < V2 (o 12, + 1Bl )

si deduce pertanto che

9 9 1/2 9 , 9 1/2
[vew | < 2(fal?, +IBull,, ) (e, +1Bel,) -

133
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Ne consegue che la forma bilineatg o', u) € continua se si dotano gli spazi (@)?
e C'(12)? rispettivamente delle norme definite da

1/2 12
. i i _ 2 2
oy 5= ([ tweus Bu-Bw ) = (fule,, + 1B, )"
N

1/2

! ! !/ /
L . . _ 2 2
|o ”HB' o = (/(0' 0 +B,o:B,o) d,u) = (|| o HH(!Z) +||B,o HH(Q)) .
Q

o

Si considerino quindi gli spazi @EppPO LEVI

o Hy(2) completamento di &2)° rispetto alla normd| - HHB(9>’

e H_ (£2) completamento di G12)° rispetto alla normd - ||,, L)
. B

Gli spazi Hg({2) e H (£2) sono spazi dHILBERT con i prodotti interni

(W, Vigg(@) ::/u-vd,u +/Bu:Bvdu,
7} 0

(0, T)y ,(Q)::/U:Tdu+ BIOO"B,OTd,u.
BU
0 i)

W La forma bilinearey (o, u) che su ¢(2)? x C'(2)*, definita da

~ (o, u) ::/(an) - (Tu) do,
20}
si estende dunque per contirauidd una forma bilineare sullo spazio prodotto
HB;(Q) x Hg(92).
La forma bilineare estesaancora denotata con(o, u) e, valendo la diseguaglianza
(7@ | < 20ullyyo 1ol o VUEHR(®R) Yoty (@),

e limitata con norma< 2.
Perue Hg(?) eo € H (12), vale dunque la formula dbREEN:

o

v (o, u) ::/U:Budu 7/B/00"ud‘u.
0 0
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Osservazione 2.1.Se B = grad eB, = —div gli spazi Hg(f2) e Hy (2)
vengono rispettivamente denotati con i simbHIErad(Q) e Hgiy(92). ’

¢ Se il dominio ha una frontier&(2? opportunamente regolare, lo spaziddirro
LEVI H g, £2) coincide con lo spazio dosoLey H'(£2)%.

e Lo spazio di Hg,({2) € in generale un sottospazio proprio dello spazio di
SoBOLEV H'(£2).

Se l'operatore differenziale B = sym grad si procede analogamente considerando
campi tensoriali simmetricir € C'(12)°.

Se l'operatoreB € un operatore differenziale lineare di ordine la forma bili-
nearev (o, u) viene definita sugli spazi '02)% e C"(£2)°. ]

Come sie visto nela sezione precedente, la teoria delle tracce consente di dare un
significato ai valori al contorno dei campi € H™({2) .

Per estendere lanozione ditraccia allo spaZig((2) & necessario che I'operatore
soddisfi una diseguaglianza caratteristica eliibustrata nel seguito.

2.3. Diseguaglianza di Korn

Sia H™(§2) lo spazio diSoBOLEV dei campi vettoriali che hanno derivate dis-
tribuzionali di ordine< m di quadrato sommabile seconH@BESGUE in (2. Sussiste
alloral'inclusione H™ (P) C Hgz(£2) . Infatti B e un operatore differenziale di ordine
m del tipo

(Bu)(x) := > A, (x) D’u(x), x€,

[p|<m

e la regolari&’ dei coefficientiAp assicura che vale la diseguaglianza

lall gy = € | Bl + 1l gy | 2 Cllull, Ve H" (@),

)
dove i simboli H(f2) e H({2) denotano gli spazi dei campi vettoriali: 2 +— V o
tensorialiT : 2 — L(V; V) di quadrato integrabile s@ .
Ne risulta in particolare che 'operato® € L { H™(£2); H(£2)} & continuo.
Linclusioneinversal™ ({2) O Hg(f2) sussiste se e solo se vale ladiseguaglianza

2a||u||Hm( Yue H"(02).

@) Null, o 0

In tal caso sussiste I'eguaglianza algebrica
H"(2) = Hg(£2),

e latrasformazione identicatra gli spdi”(2) e Hg(2) € unomeomorfismo lineare
Gli spazi normatid™ (§2) e Hg(f2) risultano pertantequivalenti
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Si osservi ora che dalle diseguaglianze elementari
Valuly, o = 1Bl o+l = lal, o YucH" (@),

si deduce che la diseguaglianza equivale alla
m diseguaglianza diKorN per 'operatore differenzial@® € L { H™(£2); H(£2)}

b) I Bull,y, + 1l = allullmg YueH"(2).
In generale sussiste il seguente risultato [26].
Proposizione 2.4. Diseguaglianze equivalenti. Siano H uno spazio dHILBERT,

E, F spazilineari normati eA € L {H ; E} un operatore lineare limitato. Allora
le seguenti proposizioni sono equivalenti.

dim KerA < + o0,

|Aul, > Yue H.

Ca [u ||H/KerA ’

Esiste un operatore compattv, € L {H ; E, }
P,)  taleche KeA N KerA, = {o} e

| Au, + ] Au, > afull,. YueH.

dim KerA < + oo,

Py) I Au ”E + | Lu HF > agfu HH/(KerAmKerL) , VuedH,

perogniL e L{H; F}.

O

Si noti che in forza del principio di selezione ®ELLICH, proposizione
VII.1.2 (p. 125), 'immersione canonica dif ({2) in H™({2) € un operatore lineare
compatto.

La proposizione 2.4 assicura allora che la diseguagliank&odin equivale alle
condizioni

{i) dim KerB < + o0,

ZZ) ”Bu”H(Q> Z C”u”Hm(!Z)/KerB Vu € Hm(“(z)a
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e cicé che l'operatoreB € L {H"(£2); H(£2)} ha nucleo di dimensione finita ed
immagine chiusa.

Un operatoreB € L { H™(£2); H(£2)} che soddisfa una diseguaglianza del tipo
di KorN & detto uroperatore diKoRN.

Si pw quindi definire
W lo spazio diHILBERT OH g ({2) dei campisudf? costituiti dai valori al contorno
dei campi diHg({2) ponendo

OHgz(2) :=ImT,

conT € L{Hyz(R2); 0H5(2)}.
Si noti inoltre che la forma bilineare € Bil {H (£2), Hg(£2); }} gode della
proprietl ’
y(o,u) =0, Vue Kerl' Voe H(2).

o

Infatti la forma bilinearey € Bil {H  (£2), Hg({2); R} € continua e per ognir €
Hy (£2) si annulla sul sottospazio linearé"@?)* N KerT densoin Ker .

o

Osservazione 2.2.Si considerino gli operatori lineari
B: H(Q)—D'(2), B,:H(2)—DN),

le cui definizioni distribuzionali sono

<IB%u7'1>>::<TU,B;¢I>>:/u-B;<I>d/,L, VB eD,(2), ueH),
02

<IB£,U,LP>::<TU,B<;>>:/U:Bsodu, Vo eDy(2), ocH(2).
7

Agli operatori B e B, si associano gli spazi lineafil 5 (£2) e H_ (£2) cos definiti.
B Lo spazio Hg(f2) € definito come il sottospazio lineare #({2) costituito dai
campiu € H({2) tali che la distribuzionéBu sia rappresentabile da un campo
di quadrato integrabile s :

Hy(2) :={uec H() : Bue H()}.
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W Lo spazioH  (£2) e definito come il sottospazio lineare #(£2) costituito dai

o

campio € H({?) talichelacorrispondente distribuzioftéo siarappresentabile
da un campo di quadrato integrabile Su

HB:,<Q) ={ceH(2) : Bioc H()}.

Dalla completezza degli spa#i({2) e H({2) e dal fatto che ogni operatore lineare
chee un operatore differenziale distribuzionale #4(2) in H({2) (o da H({2) in
H(£2)) ha grafico chiuso, vedi proposizione VII.2.1 (p. 118), si deduce che

o glispazi Hg(f2) e H (£2) sono spazi dHILBERT.

Se il dominio ha una frontier&s2 regolare tali spazi coincidono con quelli omonimi
definiti in precedenza mediante un’operazione di completamento. ]

2.4. Formula di rappresentazione

Si illustra ora un risultato astratto che consente di fornire una rappresentazione
esplicita della forma bilinearey (o, u) in temini dei valori al contorno.

Ladimostrazione dovuta all’autore ed basata su un adattamento della trattazione
svolta daJ.P. AUBIN in [16], teor. 6.2.1. con riferimento a forme bilineari del tipo +
energia elastica.

Proposizione 2.5. Formula di rappresentazione.Siano V' e 9V spazi diHILBERT

e F e OF irispettividuali. SeI’ € L {V'; 9V} & un operatore suriettivo & (o, u)
e una forma bilineare continua sullo spazioliLBERT S x V tale che

Y(o,u) =0 VYuec KerI' Voe S,

allora vale la formula di rappresentazione

v¥(o,u)=(No,Tuy YVueV VoesS,

dove( -, - ) @il prodotto di dualiitra 9F e 9V e N € L {S; OF}.

Dim. Poicle la forma~ (o, u) € continua suS x V', si pw considerare I'operatore
lineare continuoA € L {S; ]—"} associato ay e definito da

(Ao,u) :=~(o,u), YueV VoesS,

dove ( -, - ) eil prodotto di dualid'tra F e V.
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Essendoy (o,u) =0, Vue KerI', Vo € S, ne segue che I'immagine
di A & contenuta in(KerT')* C F. In virtt del teorema dellimmagine chiusa di
BANACH, proposizione VI.3.14 (p. 109), dettB’ € L {9F; F} l'operatore duale
di ' eL{V;dV},sihache

Kerl' = (ImT)" = {0} c 0F, ImI' = (Kerl)*.

L'operatoreI” € L {OF ; (KerI')"} & pertanto continuo e biunivoco. Per il teorema
dell'applicazione inversa dBANACH, I'operatore

M :=T""eL{(KerD)"; 9F},
e lineare e continuo. Risulta inoltre

KerM = {o} CF, ImM=0F.
Poiché ImA = (KerT')* = domM si pud definire I'operatore composto

N:=MAelL{S;dF},

e si hache
Ac=T'"MAc=I'No, Vo es.

Pertanto
vy(o,u)=(Ao,u)=(I'No,u)=(No,Tuy, VYueV Voecs,

ed il risultatoe dimostrato. O

L'operatoreN € L {8; OF } e dettooperatore del flusso al contorno
Lo spaziodF e per definizione lo spazio duale dello spa@id con la norma

(t,I'v)
ltll,. := sup———=.

07 T ey 1TV,
Sussiste il seguente risultato.

Proposizione 2.6. Una norma equivalente.Se I'operatore del flusso al contori§ €
L {S; dF} & suriettivo, cié se ImN = 9F, allora la norma in 9 & equivalente
alla norma dello spazio quozient8/ KerN e sussiste I'equivalenza

Itll,,=inf{|o];locecS: No=t}.
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Dim. La continuifl dell'operatoreN € L {S; 8}'} ed il teorema dellimmagine
chiusa forniscono le diseguaglianze
Clell

|| No || cllo| Vo es.

S/KerN = oOF = S/KerN

La norma nello spazio quozient®/ KerIN & definita da

ol =inf{|lc— 7| |7 € KerN}.

s/Kern -
La suriettiviet di N € L {S; §F} assicura infine che per ogri € OF esiste un
o, € H tale chet = No, e da co segue il risultato. O

Ponendo

V=Hy(2), S=MH_(2)., 0V=0Hy, OF=0HgQ),

o

la formula di rappresentazione fornita dalla proposizione 2.5 consente di riscrivere la
formula diGREEN nella forma

/0':Budu:/Bloa-udu—F'y(O',u):/Bloa-udu—H(No-,I‘u)),
0 0 0

per ogni coppia di campia € Hg({2) e o € Hy (02).
Sinotichel' € L {Hy(2); 0Hg(R2)} e N e L{H_(2); 0Hg(2)'}.

In[28]sezionell.13.11 (p. 24¥)dimostrato che I'operatore del flusso al contorno
Nel {HB;(Q) ; OHg(2)'}

e suriettivo. Dalla proposizione 2.6 si deduce allora che vale la formula

sy = 10 g oy | € Py () Nor = t].



X — ELEMENTI DI TEORIA
DEL POTENZIALE

Si riportano alcuni fondamentali risultati di teoria del potenziale, che trovano
applicazione in meccanica dei continui. La trattatazione fa ricorso alla teoria delle
distribuzioni ed illustra prima il caso tridimensionale e quindi quello bidimensionale.

1. TEORIA DEL POTENZIALE NEWTONIANO
La teoria del potenziale déWewToN ¥ & basata sul seguente risultato.

Proposizione 1.1. Propried fondamentale. Applicando I'operatore differenziale di
LapPLACE V2 = div grad alla funzione scalare

F) = x|t xe R

si ottiene un impulso dDIrRAC di intensis —4 « nell’'origine. Formalmente si scrive
che

V2 f(x) = —4m(x).

49 Isaac NEwToN (1643-1727). Orfano di padre ebbe un'infanzia difficile. Nel 1661 eraf Trinity
College di Cambridge, dove dominava la filosofiaAdiisToTELE. Dopo il terzo anno potette studiareupi’
liberamente e si dedicalla filosofia diDESCARTES, GASSENDI, HOBBES ed in particolare dBOYLE.

Fu inoltre attratto dall’astronomia copernicanaGhLILEO GALILEI (1564-1642) e studo 'Ottica di
JOHANNES KEPLER (1571-1630), I'opera del 1660 divaN SCHOOTEN dal titolo Geometria a Renato

Des Carte® I'Algebradi WaLLis. Nel 1663BARROW prese la cattedra Lucasiana a Cambridge. Nel 1665

la peste fece chiudere il Trinity CollegeNewTON tornd a casa per due anni durante i quali inizio le sue
rivoluzionarie scoperte in Matematica, Ottica, Fisica ed Astronomia quando non aveva ancora 25 anni. Nel
1669BARROW lascD la cattedra per dedicarsi alla religione e raccornatttENEWTON prendesse il suo

posto. Nella sua prima lezioféEwToN mostio come la luce bianca fossa composta da uno spettro di colori,
contraddicendo quanto tutti avevani creduto sin dai tempiglisTOTELE. Nel 1671NEwWTON pose le

basi del calcolo integrale e differenziale col lavéye Methodis Serierum et FluxionuriNel 1672 fu eletto
membro della Royal Society e publdid'suo primo lavoro sulla teoria corpuscolare della luce e sui colori

nei Philosophical Transactions of the Royal Socidtg teoria ondulatoria era sostenuta invec&RdsERT

HOOKE (1635-1703) e daCHRISTIAAN HUYGENS (1629-1695). Nel 1675HOOKE accu® NEWTON

di aver rubato alcuni suoi risultati di Ottica. La controversia fu segnata dal carattdrevdiron che era
timoroso ed iracondo per natura e soffriva di depressione. | due si riappacificarono per lettéravman
pubblia la suaOptickssolo nel 1704 dopo la morte #iookE. Nel 1667 furono pubblicati Philosophiae
naturalis principia mathematiganoti comePrincipia, in cui NEwToN formuld la legge di gravitazione
universale mediante la quale, assumendo una azione a distanza inversamente proporzione al quadrato della
distanza, riusca spiegare molti fenomeni ancora non compresi, quali I'orbita eccentrica delle comete, le
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Dim. Per formulare la propriatin modo rigoroso si osservi preliminarmente che la
funzione f : % — RN & localmente integrabile, come si evince dalla diseguaglianza

1

1
’ /fdu’ S/fdu =/dp /pfldOSM/pdp:%,
B(1) B(1) 0 s 0

(p)

dove B(1) & la palla di raggio unitario &(p) e la sfera di raggiq .
E’ possibile allora considerare la distribuzioffg € D'(R?) associata alla fun-
zione f : N3 — N e definita da

Ti(e) = [ F0¢0) dutx), Vo€ DO,
%‘5
Il laplaciano della distribuziond', € D'(R3) e definito da
(V2Tp)(p) = /f(X) (V2 9)(x) du(x), Ve eD®R).
§R‘3

Per definizione la distribuzione @irAc & tale che

5(p) :=p(0), VeoeD®R).

La propriefl fondamentale del potenziale NiEwToN va scritta quindi a rigore in
termini di distribuzioni nella forma

VT, =—476 owero (V’T,)(¢) = —4mp(o), VeeD®R?),

ed esplicitamente

/ £(%) (V2 9)(x) du(x) = 47 (o), Yo € DRY).
}Ri

maree e le loro variazioni, la precessione dell'asse terrestre, ed il moto della Luna influenzato dall’attrazione
solare.JAMES II re cattolico della Gran Britannia dal 1685 al 1688 fu fortemente contestatxearon

che era un fervente protestante. Dopo la cadufiadies II ad opera dWILLIAM D’ORANGE, NEWTON

divenne governatore della Zecca Reale e visse ricco e rispettato a Londra. Fu ndsmindtdla regina

ANNE nel 1705. L'ultima parte della sua vita fu segnata dalla controversigCsonTFRIED WILHELM

vON LEIBNIZ (1646-1716) su chi avesse inventato il calcolo infinitesimale.
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Per dimostrare la proprigfondamentale bisogna valutare l'integrale a primo membro.
Atalfine siconsideriunapall®(p) con centro nell'origine araggip e sidecomponga
l'integrale nella somma di due termini

/f(VQsD)duz/f(V")@) du + [ f (V) du.

RS RN\ B(p) B(p)

Detta S(p) la frontiera sferica diB(p) , n il versore della normale uscente dp)
e V e denotato col simboloabla diHamiLToN *° I'operatore derivata, la formula di
GREEN consente di scrivere

[rodi=-[vivedn-[1vona,

R\B(p) R\B(p) S(p)

/f (V) du = —/Vf-Vgodu —I—/fV<p-ndo.
B(p) B(p) S(p)
Sommando si ha che

[t ot~ [ vr-Vodu-[ V5 Vo,
R R\B(p) B(p)

Si calcoli quindi inx # o:
¢ il gradiente della funziong

X
Vf(X) = _HXHS )
e il gradiente del gradiente df
_ 3(x®x) I
VIR =T Tk

Adottando la terminologia diAxwELL 5! si chiamea” A I'operatore diLAPLACE.
Risulta A = divgrad =V -V = trVV e quindi si ha che

33
(R [ I

Af(x)=divgradf(x) =V -Vf(x) = trVVf(x) = =0.

% WiLLiam RowaN HAMILTON (1805-1865) chiand nabla il simboloV in quanto reminiscente
della forma di un antico strumento musicale ebraico che porta quel nome.

5l JaMES CLERK MAXWELL (1831-1879). Fisico matematico scozzese, allievo con laniloar del
Trinity college di Cambridge dove poi fu professore di fisica e prageHENRY CAVENDISH laboratory.
Straordinari furono i suoi contributi alla teoria dell’elettromagnetisfatetricity and Magnetisml1873),
all'ottica, alla teoria dell’elasticit ed alla teoria cinetica dei gas (teoria\dk X WELL-BOLTZMANN).
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Ne segue che la funziong & armonica in* \ B(p) .
Dallaformula di GREEN:

/(A f)edu= —/Vf-Vsodu —/Vf-nwda,
R\B(p) R\B(p) S(p)
si deduce allora che

—/ Vf-Vedu z/Vf-ngoda.
R3\B(p) S(p)
In definitiva si perviene all’espressione

(AT,)(p) :/f (Ap)du :/Vf-nsado */Vf-Vsadu-
3 S(p) B(p)
Tale eguaglianza sussiste per ogni valore del ragg® pertanto I'integrale a primo

membroe eguale al limite del secondo membro petendente a zero.
Si mostri dapprima che

Iim0 /Vf-Vgodu =0.
p—
B(p)

Detto n I'estremo superiore dj V|| sul supporto compatto db € D(%?) , essendo

| Vfx) || =|x|/lx|?, cio discende dalla diseguaglianza
P
’ /Vf-chdu‘ S/mHVfH du = m/df /f’Q do = m4dmwp.
B(p) B(p) 0 59

Si mostri poi che

lim /Vf-ngoda = —47m (o).

p—0
S(p)

Infatti per p # 0 sihachen = x/|| x| e quindi suS(p) risulta
X X 1 1
EEREIR

La continuif di ¢ assicura che

. 1
ETU in /@da = (o),
5(p)

Vf-n=-—

da cui segue il risultato. O
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Postog = (1/4x) f sihache
AT, =34,
e pertanto la funzione
1 -1 3
=—— , e R,
9 =~ Ix|", x

fornisce lasoluzione fondamentatiel problema dPoisson °2 tridimensionale.

1.1. Prodotto di convoluzione e potenziale Newtoniano

Si voglia ora determinare una soluzione greiblema diPo1sson

Ad(x)=a(x), xeR3,

dove o € C8(§R3) € un campo scalare continuo a supporto comp&itm R°.

Una soluzione del problema con il termine nai¢x) puo essere dedotta dalla
soluzione fondamentalg(x) effettuando ilprodotto di convoluzione

(9% a)(x) : =/g(y) a(x —y) du(y) =/g(x —y)aly) du(y) = (a*g)(x),
R x
e ponendo
H(x) 1= (g*a)(x), xR
Infatti, in virtu della lineari&’ del problema, il prodotto di convoluzione fornisce la

somma delle risposte ad impulsi di ampiezzéy) du(y) concentrati nei puntiy .
Formalmente si puScrivere che

A¢(x) =/ A g(x—y)aly) du(y) =/ d(x—y)aly) du(y) = a(x).
R i

La funzione ¢ & dettapotenziale diNEwTON del campo scalarev, definito dalla
convoluzione

__ 1 [ oy
b(x) = 4WZ”X_ydmw

52 SiMEON-DENIS POISSON (1781-1840). Uno dei maggiori analisti dell'Ottocento e grande fisico
matematico. Fu uno deifondatoridella teoria matematica dell’elastitioccup di teoria della propagazione
del calore e diede contributi decisivi alla teoria del potenziale ed alle sue applicazioni all'efetdc#l
magnetismo.
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In termini rigorosi si po’pervenire alla dimostrazione che il prodotto di convoluzione
g * a € soluzione del problema @ioisson procedendo come segue.
e |l prodotto di convoluzion&a una distribuzionel' € D'({2) ed una funzione di
prova ¢ € D({2) & definito ponendo

(T @) (x) : =Ty (p(x =),

dove la notazion€T , indica che la distribuzione agisce sulla funzione di prova
vista come funzione della variabilg.

[l prodotto di convoluziong T  ¢)(x) cos definitoe una funzione dk continua con
tutte le derivate, risulta ce®"

(Txp) e CP(N2).
Sussite il seguente risultato [17].

Proposizione 1.2. Per ogni operatore differenzial®P si ha che

DP(T x¢) =T * (DPp) = (DPT) % .

Dim. Sia D_, la derivata rispetto alla variabile in direzioneh. Allora

Dyn (T ¢)(x) = Ty (D p(x = ¥)) = (T + D,y 0) (x)

e inoltre
(Dyp T ¢)(x) = =Ty (Dype(x —y)) = Ty (Dypo(x —¥)) = (T x Dy, 0)(x),
il che prova l'asserto. O

Entrambe le distribuzionll, e AT, = ¢ sono prolungabili per continutsu

Cy(R*) (sono ci@misuresu R ).
E’ pertanto possibile effettuare il prodotto di convoluzione tra le distribuZipni
e AT, =4 edil campo scalarex € C)(%*) . Risulta dunque

Ap=A(g*a)= A(T,*a) = (AT ) xa=dxa.
Per definizione pob « a = « in quanto
(0 a)(x) = oy (a(x—y)) = alx).

In definitiva si ritrova in modo rigoroso la propraet”

AT, =6 = A(g*a)=o,

la quale stabilisce che la convoluzione tra la soluzione fondamentale ed il termine noto
fornisce una soluzione dell’equazioneRIb1sSON.
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1.2. Potenziali scalare e vettore. Teorema di Helmholtz

L'esistenza del potenziale liEwTON & alla base di un classico risultato di teoria
del potenziale dovuto HELMHOLTZ. ** ESso consente di dedurre un campo continuo
in un dominio {2 come somma del gradiente di un potenziale scalare e del rotore di un
potenziale vettore di tipo solenoidale.

Proposizione 1.3. Teorema dHELMHOLTZ. Sia u un campo vettoriale continuo in
2. Esistono allora un campo scalare ed un campo vettorialev entrambi di classe
C!(£2) etaliche

u = —grady + rotw
con divw =0.

Dim. Sia v il potenziale vettoriale dNEwTON del campo vettorialer definito dalla
formula

__ 1 [ uy)
V(X) CT 47TQ/|X_y|| d,u(y)

cosche Av = u. Dall'identita
rot rotv = grad divv — div gradv ,

di deduce quindi che
u = grad divv — rot rotv

e ponendo
p=—dvv, w=—rotv,

si ottiene il risultato osservando che div w0t 0. O
¢ |l campo scalarep € il potenziale scalardi u
e il campo vettorialew € il potenziale vettordi u.

Il potenziale vettorew & solenoidale e coa divergenza nulla.

Se il campo vettorialen & di classe € in tutto lo spazio®?, i potenziali scalare e
vettore possono essere espressi in termini della divergenza e del rotore delwampo
A tal fine si osservi che il potenziale liEwTonN v e definito dalla formula

__ 1 [ uly) _ 1 fukx-y)
i) = 4wm/x—y||d“(” i/ Ty )

%3 HERMANN LUDWIG FERDINAND VON HELMHOLTZ (1821-1894). Grande fisico matematico
tedesco. Laureato in Medicina a Berlino nel 1843, divenne professore di Anatomia e Fisiologia a Bonn nel
1858 e poi professore di Fisica a Berlino nel 1871.
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e pertanto i potenziali, scalate e vettorew , sono espressi da

p(x) = —divv(x) =

1 / diviu(x —y) duly) =

Cdrw Iy
e

- L Eﬁﬂ@nmw

dr ) Ix=vyll
;R

w(x) = —rotv(x) =

1 /rotxu(x—y) duly) =

dm [yl
i

1 rotu(y)

== [ 2 4.

Ar ) lx=vyll
ER

Le ultime espressioni si ottengono ponergle- x — y cos'chey = x — £. Dunque
du(y) = — du(§) .

Ponendo poiy al posto di¢ si perviene al risultato.

Si noti che se il dominio non fosse I'intero spazio ma una regione fifital

risultato non sussiste. Infatti dg € (2 si deduce chex — £ € {2 e quindi che
&€ € x — {2. Dunque risultag € {2 se e solo s&? é l'intero spazio.

Si pw allora concludere con la seguente affermazione.

m Un campo vettorialea definito e di classe Csu tutto® & univocamente deter-
minato dal valore della sua divergenza e del suo rotore.

Se il campae’definito e di classe 'Cin una regione limitata il risultato non sussiste e
va modificato come segue.

Proposizione 1.4. Unici. Un campo vettorialex definito e di classe€' sul dominio
semplicemente conness$d e univocamente determinato dal valore della divergenza,
del rotore e del flusso attraverso il contorno.

Dim. Basta ovviamente dimostrare che

dvu=0 in §2,
rotu=o0 in £, = u=o.
u-n=0 sua,

Ora, essendo rat = o, la semplice connessione del dominid, assicura che esiste
un potenziale scalare tale cheu = V.

La condizione divu = o impone allora cheA ¢ = 0 e cicé che il potenzialeo
€ armonico in{?.
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Essendou-n = Vi -n =0, il problema diNEUMANN 5

Ap=0 in £,
Ve-n=0 sudf,

ammette come insieme delle soluzioni il sottospazio dei campi scaladstanti su
.
Infatti dallaformula di GREEN

Janed=-[vi-vedu—[vnpd,
0 of

2

ponendof = ¢ siottiene che
/Vgo Vedu=0,
n

e dunque char = Vyp = o. 0

Si noti che, se il dominia? noné semplicemente connesso, il risultato di umicit”
enunciato nella proposizione 1.4 non sussiste.

2. POTENZIALE LOGARITMICO

Nel caso bidimensionale il ruolo della funzione scalare
flx) = x|, xe®,
e giocato invece dalla funzione scalare
f(x) :=In|x|™", xeR’.

Si calcoli infattiin x # o:
e il gradiente della funzionef

X
VI = e
e il gradiente del gradiente df
_2(x®x) I
VYIS T T T

5 CARL GOTTFRIED NEUMANN (1832-1925). Matematico tedesco figlio df'RANzZ NEUMANN e
professore a Lipsia.
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Poicle I'operatore diLaApLACEe A = divgrad=V -V = trVV risulta

2 2

= _ =0
=2 =P

A f(x) = div gradf(x) = trVV f(x) =

e quindi la funzionef & armonica ink? \ B(p).
Si mostra infine che

lim /Vf-ngpda = =27 ¢(0).

p—0
S(p)

Infatti per p # 0 sihachen = x/||x|| e quindi sulla circonferenz&/(p) risulta

bd bd 1 1

Vf-n=

[E Y R Y

Il risultato segue notando che la contiraudi ¢ assicura che

. 1
LITO 27 p /gpdo-gp(o).

S(p)
Posto quindig = (1/27) f sihache
AT, =4,
e pertanto la funzione
g(x) = —iIonH*l, xR,

27

fornisce lasoluzione fondamentattel problema dPo1ssoN bidimensionale.
Il potenziale logaritmicpdedotto per convoluzione tra la soluzione fondamentale
ed il termine noto, ha I'espressione

6() =~ [ aly)nx -y [ duty).
2
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Porsson, problema di, 143

RELLICH, principio di selezione di, 122

base della topologia, 5

base dello spazio cotangente, 74
base dello spazio tangente, 72
base duale, 41

base ortonormale, 104

base, cambiamento di, 21

Riccr, alternatore di, 13 cambiamento di base, 21
RIESz-FRECHET, teorema di, 101 campo controvariante, 74
RuUsSELL, BERTRAND paradosso di, 2 campo covariante, 74
SCHWARTZ, teoria delle distribuzioni di, 111 campo covettoriale, 74
SOBOLEV, spazi di, 121 campo potenziale, 89
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campo tensoriale, 75 derivazione puntuale, 69, 71
campo vettoriale, 74 determinante, 24
carta, 66 determinante di una matrice, 40
chiuso, insieme, 5 determinante, derivata del, 90
chiusura di un insieme, 5 diffeomorfe, varied, 67
codominio, 3 diffeomorfismo, 67
compatto sequenzialmente, spazio, 7 differenziale, 70, 73
compatto, operatore lineare, 10 differenziale, forma, 54
compatto, spazio, 7 dimensione, 12
complemento, 1 dimensione di una variat 66
complemento ortogonale, 19, 99 dimensione finita, 12
complesso coniugato, 28 dipolo unitario, 117
completo, spazio metrico, 93 diseguaglianza dBESSEL, 105
componenti, vettore delle, 12 diseguaglianza dCAUCHY-SCHWARZ, 96, 103
continua, applicazione, 7 diseguaglianza dKorn, 133
continuo, operatore, 7 diseguaglianza dCAUCHY-SCHWARZ, 18
contrazione, operazione di, 51, 52 diseguaglianza triangolare, 19
controimmagine, 3 diseguaglianze equivalenti, 134
controvariante, 41 distanza, 93
convenzione dEINSTEIN, 12 distribuzione, di quadrato integrabile, 115
convergenza debole, 107 distribuzione, restrizione di, 115
convergenza forte, 94 distribuzioni, 111
convesso, 89 divergenza, 82
convesso insieme, 97 divergenza, teorema della, 82
convoluzione, prodotto di, 143 domini, invarianza dei, 65
corrispondenza biunivoca, 4 dominio, 3, 88

covariante, 41

covettori, 73

criterio di convergenza diAUCHY, 93
curva regolare, 70

elemento di volume, 37

ellittico, operatore, 123

equazione caratteristica, 26
equivalenti, diseguaglianze, 134
estensione delle diseguaglianze, 9
estensione delle eguaglianze, 9
estensione, principi di, 9

esterna, forma, 54

debole convergenza, 107
delta diD1rAc, 117

delta diIKRONECKER, 13
denso, insieme, 5

derivata, 77

derivata del determinante, 90 famiglia ortonormale, 104

derivata dell'inversa, 92 famiglia ortonormale completa, 104
derivata diFRECHET, 77 fibra cotangente, 73

derivata diGATEAUX, 77 fibra tangente, 70

derivata direzionale, 77 finitamente generabile, 12

derivata distribuzionale, 115 forma, 37

derivata generalizzata, 115 forma k-lineare, 37
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forma bilineare, 9

forma di volume, 46, 58

forma differenziale, 54

forma esterna, 54

forma lineare, 9

forma multilineare, 9, 37

forma multilineare alternante, 37
forma quadratica, 9

formula di GREEN, 130, 138, 141, 147
frontiera di un insieme, 5
frontiera, varied con, 66
funzionale, 4

funzionale bilineare, 9
funzionale lineare, 9

funzionale quadratico, 9
funzione, 3

funzione determinante, 37
funzione determinante normalizzata, 45
funzione diHEAVISIDE, 117
funzioni determinante duali, 42
funzioni generalizzate, 111

generatore finito, 11

gradiente, 80

grafico chiuso, 108

grafico chiuso, operatore, 108
grafico chiuso, teorema del, 108
grafico di un mappa, 108
grafico di una relazione, 3
grafico funzionale, 3

gruppo delle permutazioni, 37

identita di JAcosr, 91

immagine, 3

immagine chiusa, teorema della, 108
immagine di un operatore lineare, 17
immagine inversa, 3

immersione, 69

impulso unitario, 117

inclusione differenziabile, 70
iniettiva, applicazione, 4

insieme aperto regolare, 119

insieme convesso, 97
insieme denso, 5

insieme di aderenza, 5
insieme diretto, 3

insieme limitato, 6

insieme, frontiera di un, 5
insiemi aperti, 4

insiemi chiusi, 5

integrabili@ locale, 114
interno di un insieme, 5
intorno, 5

intorno aperto, 5

invariante lineare, 23
invarianti di un operatore, 26
invarianza dei domini, 65
inversa, derivata della, 92
isolato, punto, 5

isometria, 25

isomorfismo, 9, 11, 22
isomorfismo isometrico, 102

I'operatore diLAPLACE, 141
lemma diGAUss-GREEN, 80
limitata, applicazione lineare, 94
limite di un’applicazione, 8
lineare, spazio, 11

lineari, operazioni, 11
localmente compatto, spazio, 7
logaritmico, potenziale, 148
lunghezza, 18

mappa, 3

mappa differenziabile, rango di, 68
matrice di un operatore, 15
matrice di un operatore lineare, 14
matrice diGraM, 33

matrice diHAAR, 33, 42

matrice diJAcoBr, 79

matrice Jacobiana, 68

matrice trasposta, 19

matrici di trasferimento, 22
metrica, 93

minima norma, proprietdi, 98
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modellate sut" , variet, 65
morfismo, 67

nabla diHaMmILTON, 140

nabla, operatore, 140

norma, 18, 94, 95

nucleo di un operatore lineare, 16
nucleo di un’applicazione lineare, 95
nullita di un operatore, 17

omeomorfismo, 8, 65
omeomorfismo lineare, 133
operatore, 3

operatore aggiunto, 19, 46
operatore aggiunto formale, 130
operatore continuo, 7

operatore dei valori al contorno, 129
operatore del flusso al contorno, 137
operatore di alternazione, 54
operatore di traccia, 129

operatore dKORN, 134

operatore ellittico, 123

operatore Jacobiano, 68

operatore lineare compatto, 10
operatore lineare, immagine di, 17
operatore lineare, matrice di, 14
operatore lineare, nucleo di, 16
operatore nabla diamiLToN, 140
operatore normale, 27

operatore stella diopGe, 58
operatore, spettro di, 25

operazione di contrazione, 51, 52
operazione di contrazione completa, 53
operazioni lineari, 11

orientamenti di uno spazio vettoriale, 38

paradosso dBERTRAND RUSSELL, 2
parallelogramma, regola del, 95, 96
parte principale, 123

permutazioni pari e dispari, 37
permutazioni, gruppo delle, 37

pivot, spazio dHILBERT, 104
potenziale, 89

potenziale dNEwTON, 143
potenziale logaritmico, 148
potenziale scalare, 145

potenziale vettore, 145

preHILBERT, spazio, 95

principi di estensione, 9

principio di selezione dRELLICH, 122
problema diPorsson, 143

problema dINEUMANN, 146

problemi di valori al contorno, 126
prodotto cartesiano, 3

prodotto di convoluzione, 143
prodotto diGiBBs, 60

prodotto esterno, 55

prodotto esterno di forme esterne, 55
prodotto esterno di forme multilineari, 55
prodotto interno, 18, 95

prodotto interno tra tensori, 54
prodotto scalare, 73

prodotto tensoriale, 32, 47-49
prodotto tensoriale di spazi vettoriali, 48
prodotto vettoriale, 34, 62

prodotto, di spazi, 107

proiettore ortogonale, 98

proiezione ortogonale, 98

proiezione ortogonale, teorema della, 97
propriet di contrazione, 98, 100
propriel di minima norma, 98
proprieti topologica, 6

punti critici, 68

punto di accumulazione, 5

punto isolato, 5

punto limite, 5

guasi ovungue, 101
guoziente, spazio diliLBERT, 106

rango di un operatore, 17

rango di una mappa differenziabile, 68
rappresentazione spettrale, 32
rappresentazione, teorema di, 43
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relativa, topologia, 6

relazione diPARSEVAL, 105
restrizione di una distribuzione, 115
ricoprimento, 7

ricoprimento aperto, 7

ricoprimento finito, 7

rotore di un campo tensoriale, 87
rotore di un campo vettoriale, 84

separabile, spazio diiLBERT, 104
separante, topologia, 6
sequenzialmente compatto, spazio, 7
serie diFOURIER, 104

sezione della variattangente, 74
sistema di coordinate, 66

sistema fondamentale di intorni, 5
soluzione fondamentale, 143, 148
sottospazio invariante, 27
sottospazio lineare, 11
sottospazio lineare chiuso, 97
sottospazio topologico, 6
sottospazio vettoriale, 11

spazi diBEpPO LEVI, 120

spazi diSOBOLEV, 121

spazi topologici omeomorfi, 8
spazio cotangente, 73

spazio cotangente, base dello, 74
spazio diBANACH, 94

spazio diHILBERT, 97, 128, 132, 136
spazio diHILBERT pivot, 104
spazio diHILBERT quoziente, 106
spazio diHILBERT separabile, 104
spazio diSOBOLEV, 133

spazio duale, 41

spazio lineare, 11

spazio localmente compatto, 7
spazio metrico, 93

spazio metrico completo, 93
spazio normato, 93

spazio normato duale, 95

spazio preHILBERT, 95

spazio prodotto, 107
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spazio prodotto tensoriale, 48
spazio quaziente diiLBERT, 129
spazio quoziente, diiLBERT, 106
spazio tangente, 70, 71

spazio tangente, base dello, 72
spazio topologico, 4

spazio topologico lineare, 6, 94
spazio vettoriale, 11

spettro di un operatore, 25
stella diHODGE, 58

struttura differenziale, 66
successione dUAUCHY, 93
successione ortonormale completa, 104
supporto, 112

supporto compatto, 112
suriettiva, applicazione, 4

tensore, 11, 43, 75

tensore doppio, 42

tensore metrico, 43

tensore metrico contravariante, 44
tensore metrico covariante, 44
tensore misto, 43

tensori metrici, 49

tensori, prodotto interno tra, 54
tensoriale, prodotto, 47

teorema del grafico chiuso, 108
teorema dell'applicazione inversa, 108
teorema dellimmagine chiusa, 108
teorema della divergenza, 82
teorema della proiezione ortogonale, 97
teorema di rappresentazione, 43
teorema dBOLZANO-WEIERSTRASS, 6
teorema diCAYLEY-HAMILTON, 39
teorema dHELMHOLTZ, 145

teorema dMEYERS-SERRIN, 122
teorema diR1Esz-FRECHET, 101
teorema dSTOKES, 85

teorema diVOLTERRA, 88

teoria delle tracce, 126

topologia, 5

topologia relativa, 6

topologia separante, 6
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topologica, propriet, 6 variefa con frontiera, 66
traccia, 23, 45, 52 variefa cotangente, 73
traccia di una matrice, 40 varie@ diffeomorfe, 67
traccia, operatore di, 129 variet differenziabile, 66
trasferimento, matrici di, 22 variet modellate sul” , 65
trasformazione, 3 varie@ tangente, 70
trasformazione dKELVIN, 85 varie@d tangente, sezione della, 74
trasformazioni continue, 9 varie, dimensione di, 66
trasposta, matrice, 19 vettore, 11

vettore assiale, 34

vettore delle componenti, 12
valori al contorno, 128 vettore tangente, 70
valori al contorno, operatore dei, 129 vettoriale, spazio, 11
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