FONDAMENTI DI ROBOTICA Prof. Bruno SICILIANO

CINEMATICA DIFFERENZIALE

e relazionitra veloci dei giunti e veloca dell’organo terminale

Jacobiano geometrico

Singolarita cinematiche

Analisi della ridondanza

Inversione della cinematica differenziale

Jacobiano analitico

Algoritmi per I'inversione cinematica

STATICA

e relazionitra forze all’organo terminale e coppie ai giunti
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JACOBIANO GEOMETRICO

e Obiettivo
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Derivata di una matrice di rotazione

RHORY(t) =1

RHORT(t)+ Rt)RT(t) =0

e Posto S(t) = R(t)RT(t)

St)+ 8Tt =0
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e Esempio
A
z | =z
y/
ZAZ’
yV
o d
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r 0 Yy
x/
04
X
:I'/
cosa —sina 0
R.(a) = | sina cosa 0
0 0 1
[ _asina —&cosa 0 cosa sina 0
S(t)=| acosaa —dasina 0| | —sina cosa 0
0 0 0 0 0 1
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Velocita di un braccio

e \elocita lineare

~

\ GIUNTO 1

BRACCIO 1

1

Pi = PDi—1+ Ri—ﬂ“f:l,i

: : i1 i—1
Pi = Di—1 T Rz‘—lﬁ_l,i + w;_1 X Rz‘—1"“@-_1,@-

=Pi-1 T Vi1 TwWi—1 XTi—1,
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e Velocita angolare

R,=R, R/’

S(wz)Rz = S(wz_l)Rz + Rz_1S(wZ:L)R§_1

= S(w;—1)R; + S(Ri_1w}~1 ;) R,

i—1
w; =w;—1 +R;_jw,

N

= Wi 1T+ Wi—1,
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W; =WwWi_1t+w;_1;
Di=Pi—1+ Vi1 +wi1 XTi_1;
e Giunto prismatico
wi—1,; =0

Vi—1, = dizi—1

W; = W;—1
Di=DPi—1+dizi—1+w; X711,
e Giunto rotoidale
Wi—1,; = Vizi—1

Vi—1,4 = Wi—143 X Ti—14

w; =w;i—1+U;zi—1

Di = PDi—1 +wi X Ti_1,
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Calcolo dello Jacobiano

JP1 JPn

Jo1 JOn

e Velocita angolare

* giunto: prismatico

¢iJoi = 0 — J0: =0

* giunto: rotoidale

Gidoi = Vizi—1 — JOi = Zi—1
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e \elocita lineare

* giunto: prismatico

Gigpi = diZi—1 — IpPi = Zi—1

* giunto: rotoidale

Gidpi = Wi—1,i X Ti—1,n

= ?97;Z7;—1 X (Pe —pz'—1)

Jpi = Zi—1 X (Pe _pi—l)
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e Colonna dello Jacobiano geometrico

[ -.
210—1 ] per un giuntgorismatico
] .

[JP@'
JOi per un giuntaotoidale

* Zi_1 = R(l)(ql) c. R;:%(qi_l)zo

* 136 — A?(Ql) S Az_l(Qn)ﬁO

*x Pio1 = A?(Ql) e Azj(q?:—l)f?O
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e Rappresentazione in terna differente

pi| [R' O]|p

w'| |0 R'||w
‘Bt O

_O Rt—

R' O
t__
S
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Manipolatore planare a tre bracci
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J(q) = | %~ (P3 —po) 21 X (p3—p1) 22X (P3—p2)
0 Z1 Z2

0 a1c1 aic1 + ascio
po= |0 P1= | a181 P2 = | a151 + a2s12
0 0 0

aiC1 + asC12 + a3C123
P3 = | @181 + a2812 + a3s123
0

oS O

20 = k1 = 29 =

p—
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[ —@1S81 — G2812 — 35123 —A2512 — A35123 —@35123
a1C1 + a2C12 + a3C123 a2C12 + a3C123 a3C123
7 0 0 0
- 0 0 0
0 0 0
I 1 1 1 il
Jp = —Q181 — A2512 — A35123 —A2512 — A35123 —A35123

a1€C1 + a2C12 + a3C123 a92C12 + @3C123 a3C123
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Manipolatore antropomorfo
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J — zo X (p3 —Po) 21 X (P3—P1) 22 X (P3 — P2)

20 Z1 Z2
0 a2C1C2
pPo=p1= |0 P2 = | a2s1¢C2
0 asS9

Cl(a262'+'a3623)
p3s = | s1(azca + ascas)
a2S9 + 3523

o O
N
[EY
|
'\
[\
|
| »
[
[y

20 =

[
-
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T —s1(agce + ascaz)  —ci(agsy + agsas) —aszcisas
ci(agcy + agcaz)  —si(ags2 + asses) —assisas
J - 0 asCy + azco3 a3C23
0 S1 S1
0 —C1 —C1
| 1 0 0 _
—si(agca + agcaz) —ci(ase +assaz) —ascisas
Jp = | ci(ages +ascaz)  —si(azs2 + azsa3) —aszsisas

0 a2Cy + asco3 a3C23
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Manipolatore di Stanford
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J = |*0% (P6 —po) 21 X (P —P1) =22
20 Z1 0

z3 X (p6 —P3) Z4 X (P6 —p4) Z5 X (P6 —P5)

z3 Z4 z5
0 c182ds — s1d>
po=p1= |0 P3 = P4 = P5 = | $152d3 + c1da
0 62d3

c1S2d3 — $1da + dg(c102¢485 + €10582 — S184S5)
P = | S1S2d3 + c1do + dg(c15485 + C2€45185 + ¢55152)
cads + de(cacs — c45255)

0 —S51 C1S59
20 — 0 21 — C1 29 — 23 = S1S592
1 0 &)
—C1C254 — S1C4 C1C2C485 — 515485 + C152C5
Zy = | —81C284 + C1C4 Z5 = | 8§1C2C485 + €184S85 + S182C5

S$954 —89C4 S5 + CaCx
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SINGOLARIT A CINEMATICHE

ve = J(q)q

e seJ diminuisce dirango — singolarita cinematiche
(a) perdita di mobilia
(b) infinite soluzioni al problema cinematico inverso

(c) velocita elevate nello spazio dei giunti (nell'intorno di una
singolarit)

e Classificazione
% Singolaritai confini dello spazio di lavoro raggiungibile

% Singolaritiall’interno dello spazio di lavoro raggiungibile
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e Manipolatore planare a due bracci

—a151 —Aa2512 —A2512
aic1 + asCi2 a2C12

J =

det(J) = a1a259

* [ —(a1 + CLQ)Sl (a1 + CLQ)Cl ]T parallelo 6{ —a281 a92Cq ]T
(componenti di velocd# dellorgano terminale non
indipendenti)
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Disaccoppiamento di singolarit

e calcolo dellesingolarita della struttura portante

e calcolo dellesingolarita del polso
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e p. =pw — pw — p;paralleliaz;,i=3,4,5

Ji2=|0 0 O]

det(J) = det(J11)det(J22)

det(Jll) =0 det(JQQ) =0
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Singolarita di polso

e z3 parallelo az;

i, ﬁ5:@
<5
0 z
4 ) 3 @6

* rotazioni uguali e opposte di, e g non producono alcuna
rotazione dell’'organo terminale
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Singolarita di struttura portante

e Manipolatore antropomorfo

det(Jp) = —azasss(azca + ascas)

S3 = 0 aoCo + A3Co3 = 0

* Singolarit. digomito
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* Singolariti dispalla

Px = Py =
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ANALISI DELLA RIDONDANZA

e Cinematica differenziale

* seo(J) =r

dim(R(J)) =7 dim(N(J)) =n—7r
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* in generale

dim(R(J)) + dim(N(J)) =n
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° SGN(J) #+ 0
q:q* +PQa
ove
R(P)=N(J)
* verifica:

Jq=Jq +JPq, =Jq" =,

e g, generamoti internidella struttura
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INVERSIONE DELLA CINEMATICA
DIFFERENZIALE

e Equazione cinematica non lineare
e Equazione cinematica differenziale lineare nelle vedocit
e Dataw(t) + condizioniiniziai = (q(t),q(t))
*x sen=r . )
q— J~ (q)'ve
t
alt) = [ a()ds + q0)
0

* regola di integrazione numerica (Eulero)

q(trv1) = q(tr) + q(tr) At
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Manipolatori ridondanti

e Per una data configuraziong trovare le soluzionig che
soddisfino
Ve = Jq

e che minimizzino

. 1. .
9(q) = §qTWq

* metodo dei moltiplicatori di Lagrange

. 1. . .
9(@,A) = §qTWq + A (ve — Jq)

T T
991" _ g 991" _y
0q oA
* Soluzione ottima

g=w gl agw g 1o,

*x seW =1
q:J]L'Ue

ove
JT = JT(gJgr)-!

e lapseudo-inversa destidi J
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e Utilizzo della ridondanza

. 1,. . . .
J(q) = 5(qT — a2 )(ad— qa)
x come sopra. .

9@ 2 = 5"~ a0 (@ — o) + N (v — Ta)

* Ssoluzione ottima

g=J, + (I - J'D)qo
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e Caratterizzazione dei moti interni

oo (%5)

* misura di manipolabilia

w(g) = \/det(J(q)J7(q)

* distanza dai fine-corsa dei giunti

n _ 2
2n = \¢im — Gim

x distanza da un ostacolo

w(q) = min|[p(q) — of
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Singolarita cinematiche

e Le soluzioni precedenti valgono solo $ee di rango pieno

e SeJ none di rango pieno (singolas)

* sev, € R(J) = soluziongj estraendo tutte le equa-
zioni linearmente indipendenti (traiettoria “fisicaménte
esequibile)

*sewv, ¢ R(J) = il sistema noneé risolvibile
(traiettoria non eseguibile)

¢ Inversione nell'intorno di singola@at

*x det(J) piccolo = ¢ elevate
* Inversa a minimi quadrati smorzata
J*=JJJ" + k1)t
ove g minimizza

1 . 1
9"(q) = 5 (ve - J@) " (ve — Jq) + 5k2qTq
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JACOBIANO ANALITICO
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e \elocita di rotazione in terna corrente di angoli di Eulero ZYZ

« pereffetto dip:  [w, w, w.]' =¢[0 0 1]"
T _ ¢ T
~ pereffettodi):  [w, wy, w.] =9[—s, ¢, O]

*pereffettodizb: (we Wy wz]T=¢[c¢319 S,89  Cy
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e Composizione di velodi di rotazione elementari
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e Significato fisico diw

w=[r/2 0 0] 0<t<1 w=[0 7/2 0] 0<t<1
w=[0 7/2 0]T 1<t<?2 w=[m/2 0 0] 1<t<2
A A
< zZ
v £=0 —
) ;,
X x
A A
z z
/] Y t=1 Y
> — >
xr
X
ZA ZA
Y t=2 — Y
F. ’

/det =[7/2 /2 0]
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Relazione tra Jacobiano analitico e
Jacobiano geometrico

I O . .
V, = [O T(¢e)] x=Ts(pe)x
J =Ts(pe)J 2

e Jacobiano geometrico

* grandezze di significato fisico

e Jacobiano analitico

* grandezze differenziali di variabili nello spazio operati
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ALGORITMI PER LINVERSIONE
CINEMATICA

e Inversione cinematica

q(ti+1) = qte) + J 7 (@(tr))ve(ti) At

*x fenomeni diderivadella soluzione

e Soluzione algoritmica

* errore nello spazio operativo

e =x4— T,

e =Tq— T,

=xq — Ja(q)q

* trovareqg = g(e): e—0
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(Pseudo-)inversa dello Jacobiano
e Linearizzazione della dinamica di errore

qg=J,"(q)(zq+ Ke)

J
e+ Ke=0
Ty
Jooe
Xy +><<?€ ok + JA,1<q)q4> f q .
r,
k(-) |«

* Per unmanipolatore ridondante

g=J(2q+ Ke)+ (I —Jh )
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Trasposta dello Jacobiano

e g = q(e) senza linearizzare la dinamica di errore

e Metodo di Lyapunov

1
Vie) = ieTKe
ove
Vie)>0 Ve#0 V(0)=0
Vie)=elKig— e K,
—el'Kig—e'KJa(q)q
* la scelta

comporta che

Vie)=elKig— el KJa(q)J: (q)Ke

x sex; =0 = V <0conV > 0 (asintotica stabilif)

x seN(JD) #0 = V=0seKecN(J])
q = 0 cone # O (stallo?)
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Xy + e g % L JAT(q) L» f q >
.,
k() |=
° Se:bd#O

* e(t) limitato (conviene aumentare la normald

* e(c0) — 0
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e Esempio

oy
Vg
0 0 0
T
JP = | —C1 <CL232 -+ a3823) —81<CL282 + a3823) 0
—a3C1523 —Qa351523 a3C23
x nullo di J%
v 1
Y v, =0

Vg B _tanﬁl
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Errore di orientamento

e Errore di posizione

ep = Ppd — Pe(q)

éP — pd - pe
e Angoli di Eulero
eo = ¢q — ¢.(q)
éO — de - Cbe
. _ pgs + Kpep
_ g1 Dd
a a (@) ¢d+Ko€o]

* agevole per assegnare I'andamento tempabg(e)

* richiede comunque il passaggio attraverdd,
[me S ac]

e Manipolatore con polso sferico
* calcolaregp — Ry

x calcolareR, R;, = qo (angoli di Eulero ZYZ)
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e Asse/angolo
R(¥,7) = R4R!

e

* errore di orientamento
eo = rsinv

1
:§(ne><nd+se><sd+ae><ad)

éo = LTwy — Lw,

ove
L =~ (S(n)S(n.) + S(s0)S(s.) + S(as)S(a))
e= o] = | pi Esn |
=17 o 2)ue

. _ g + Kpep
:J 1 Da
q (q) [L—l (Lde+Ko€o>]
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e Quaternione unitario

AQ=Qux Q]!

* errore di orientamento

eo = Ae = 1n.(q)eq — ni€c(q) — S(€a)ec(q)

. _ p; + Kpep
— J 1 Da
q (Q) [wd+Koeo]

wyg—we+ Koep =0

* propagazione del quaternione

* studio della stabila

V=na—ne)*+ (€a — €)" (€a — €c)

V = —egKoeo
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e Algoritmi del secondo ordine

x derivata della cinematica differenziale

Ze=Ja(q)d+Ja(q, q)q
* soluzione in accelerazione ai giunti
§=J3"(a) (#a+ Kpé+ Kpe — Ja(a,)d)

4

e+ Kpe+ Kpe =0
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PRI AN g S T
v J(q.q) le— 4
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Confronto tra gli algoritmi per l'inversione
cinematica

e Manipolatore planare a tre bracci

x. = k(q)
Px a1€1 + agCi2 + asci23
Dy | = | @181 + a2812 + a3s123
Qe V1 + Vs + U3

* a1 = as = a3z = 0.5m

—a151 —A2812 —A35123 —A2S812 —A35123 —A3S5123
Js = a1€C1 + a2C12 + a3zc123 a92C12 + @A3C123 a3C123
1 1 1
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x qi=[r —-m/2 —m/2] rad

Y
*x psi = [0 0.5]Tm ¢di = 0rad

* traiettoria desiderata

0.25(1 — cosmt)
Pa(?) 10.25(2 + sinm)] 0st=d
da(t) =sin—t 0<t<4
d = S11n o4 ST S

e Simulazione in MATLAB con integrazione numerica di Eulero

q(try1) = q(ty) + q(tn) At

eAt=1ms
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e g=J, " (q)z.

-3 -5 i
x 10 norma errore pos x 10 errore orien

1.5¢

0.5¢
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e g=J, " (q)(xa+ Ke)

pos giunti
5 : : : :
S
T
g0 3
2
-5

[s]

)
x 10 norma errore pos

K = diag{500, 500, 100}

vel giunti

10

[rad/s]

[s]

_8 1
x 10 errore orien




FONDAMENTI DI ROBOTICA Prof. Bruno SICILIANO

e ¢libero (r=2,n=3)

o g = J}:(Pd + Kpep) Kp = diag{500, 500}
X 10'6 norma errore pos orien
5 : : . : 0.5
4.
0
3t —
E g
| g
~0.5(
l.
0 -1
o 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5
[s] [s]
e g=J.L(q) Kpep Kp = diag{500, 500}
norma errore pos orien
0.01 - - - - 0.5
0
g
-0.5
_1 .
5 o 1 2 3 4 5
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e §=Jb(pa+ Kpep)+ (I — JhTp)io
Kp = diag{500, 500}

* misura di manipolabila

1
w(2,93) = 5(83 + 53)

T
, ow(q
* o = k’Q ( ) k’Q = 50
oq
pos giunti pos giunti
5 - - 5 - -
1 1
\/\/— \/\/—
5 @
¢ 0 3 ‘ g0
2 3
-5 -5
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
[s] [s]
x10°  norma errore pos manip
5 - - - - 1 - -
/
A I
4 /) I
| ! '
0.95 | / !
3 — / ) |
E -‘3 \\ ! / \\
2 = \ | ! ____
09 ’ v
\ /
1 \
\v/
0 : : : 0.85
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
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* distanza dai fine-corsa dei giunti

w(CI):_éi( 4 )2

—1 \&iM — Qim

2 <q1 <2r —w/2<qg<7w/2 3n/2<q3<—m/2
T
. ow
.o = ko (2209 ko = 250
oq
pos giunto 1 pos giunto 2
g 6 ' ' '
4t 1 4t
ZW 2
£ B YV
-2 Tt T T T T T T T T T T T T T T T T ]
-4 -4
-6 - __ -6
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
[s] [s]
pos giunto 3 x10*  norma errore pos
5 - - - 2 ; . .
1.5¢
§ o E 1

W 0.5

[s] [s]
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STATICA

e Relazione tra forze e momento(ze ~. allorgano terminale
e forze e/o coppiecoppie T ai giunti con il manipolatore in
configurazione di equilibrio

* lavoro elementare compiuto dalle coppie

dW, = r1dq

* lavoro elementare compiuto dalle forze

dW,, = fldp. + pl w.dt
= L' Jp(q)dq + pl Jo(q)dg
= . J(q)dq

* Spostamenti elementas spostamenti virtual

oW, =116q
5W'y — '7?‘]((1)5(1
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e Principio dei lavori virtuali

* 1l manipolatoree in equilibrio staticose e solo se
oW, = oW, Yoq

4

T = JT(q)'Ve
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Dualita cineto-statica

n

TR

N(J)=RJIT) R(J) = N+-(JT)

o forze v, € N(JT) interamente assorbite dalla struttura
meccanica
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e Interpretazione fisica dello schema con la trasposta dello
Jacobiano

* dinamica ideale- = ¢q

* forza elasticaK e che tira I'organo terminale verso la posa
desiderata nello spazio operativo

x ha effetto solo sé&e ¢ N'(J7T)
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Trasformazione di velocita e forze

p1 = Rip; P2 = Rop3 = R1R;p5

Wi = le% Wy = ngg = RlRéwg
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sl-lo w1

O R?
’02 = J1 ’U1
* In virtu della dualia cineto-statica;

v = I

= lsem ) L
H% B S("“%2)R% R2 H2

|
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Catena chiusa

e Struttura ad albero equivalente a catena aperta

_ | 4a
0= | &]

e Risolvendo i vincoli:g, = q.(q.)

QO — TQa
1
Y = | Oq,
09,
% per la duali& cineto-statica
To =111,

e Manipolatore a parallelogramma

REX [y
qa_[ﬁl”] qu_[ﬁ?)/]

- q 0 1
0 1
T= -1 1
L 1 —1.
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ELLISSOIDI DI MANIPOLABILIT A

e Ellissoide di manipolabila in velocit

* insieme delle velocit ai giunti a norma costante
qgq=1

* manipolatore ridondante
q=J1(g.
Y

vl (J(g)T"(q)) v =1

e ASSI
% autovettoriu; di JJT — direzioni

= valori singolario; = \/\;(JJT) = dimensioni

e \olume

* proporzionale a

w(g) = \/det(J(q)J7(q))
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Manipolatore planare a due bracci
e Misura di manipolabilia

w = |det(J)| = ayaz|s2]

* max pervy = +m/2

* max pera; = as (a parit di estensione; + ao)
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e Ellissi di manipolabiliax in velocit

e Valori singolari

0 0.5 1 1.5 2
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¢ Ellissoide di manipolabilé in forza

* insieme delle coppie ai giunti a norma costante

ir=1

4

Yo (J(@) T (@)ve =1

e Dualita cineto-statica

* una direzione lungo la quale si ha elevata manipolabilit
in velocita € una direzione lungo la quale si ha scarsa
manipolabilit in forza, e viceversa
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Manipolatore planare a due bracci

e Ellissi di manipolabilitiin velocit
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e Manipolatore= trasformatore meccanicdi velocita e forze
dallo spazio dei giunti allo spazio operativo

* rapporto di trasformazione lungo una direzione per
I'ellissoide in forza

a(g) = (uTJ<q>JT<q>u)_1/2

* rapporto di trasformazione lungo una direzione per
I'ellissoide in velocia

% utilizzazione di gradi di mobila ridondanti
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e Compatibiliaa della struttura ad eseguire un compito assegnato
lungo una direzione

* compito di scrittura su superficie orizzontale

* compito di lancio di un peso in direzione orizzontale

forza

direzione di lancio



