FONDAMENTI DI ROBOTICA Prof. Bruno SICILIANO

DINAMICA

e equazioni del moto del manipolatore in funzione delle fagze
momenti agenti su di esso

Formulazione di Lagrange

Proprieta notevoli del modello dinamico

|dentificazione dei parametri dinamici

Formulazione di Newton—Eulero

Dinamica diretta e dinamica inversa

Modello dinamico nello spazio operativo

Ellissoide di manipolabilita dinamica

Scalatura dinamica di traiettorie
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FORMULAZIONE DI LAGRANGE

e Lagrangiana= (energia cinetica) (energia potenziale)
L=T-U
e Equazionidi Lagrange

doL oL
dt 9)\; O\

:fz ’1::1,...,7’2,

* coordinate generalizzate

-
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e Esempio

* energia cinetica

1

1 . )
— 9% + =1, k%>
T 2 + 9 muT

* energia potenziale

U =mgl(1 — cos?)
* lagrangiana

. 1 .
L= %1'192 + §Imkfz92 — mgl(1l — cos )

* equazione del moto

(I + I, k)9 + mglsind = ¢
=7 — FY — F, k.9
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Energia cinetica

e Contributo bracci + attuatori

T=> (Te, + Tm.)

1=1
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e Braccios

1 T x
7@- = 5/ D; sz' pdV
Ve,

* baricentro |

Pe;, = —/ p;pdv
mei Vg

7

% velocita lineare della particella elementare

D =Py, +w; X1 =P, + S(w;)r;
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e Traslazionale

1 oo 1 e
5 / pi’;peipdV:§meip£pei
Vgi
¢ Mutuo
1 T
2( 5 | P, Swi)ripdV | =
2 Jv,.
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e Rotazionale

1 1
—/ rl ST (w)S(wi)ripdV = —w! /
2 Ve, 2 Ve,
1
= —w! I,w;
2
* tensore di inerzia
(s, + 2 )pdV = [rigriypdV
I, = * f(r?x + r?z)pdv
i * *
IE@'J::E Iﬁimy _Iﬁimz_
= * Loy —loy-
i X X Iﬁizz _

ST('ri)S(ri)pdV> w;

—frmm-zpdv ]
— [ riyrizpdV
Jrd +r3)pdV
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e Energia cinetica del braccio

1 o 1 ;
Te, = imgipg;pgi + §w;rR7;I£iR;Fwi
1

. . 1 . : .
= 5meq Iy I g+ 54" I5 R RIS

* velocita lineare

. i) - ;) . ;) -
Pe; = ]g1)Q1 + ... +]§D¢)Qi = JJ(D )q
) ) Zj-1 per un giuntgrismatico
JPj =\ z;_1 x (ps, —p;—1)  perun giuntaotoidale

% velocita angolare

wj :.721)(]1 + ... +.7£)@')Qi — J(() )q

) |O per un giuntgrismatico
JOoi =1 z,_1  perun giuntaotoidale
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e Motore: (elettrico rotante)

* trasmissione rigida

wm.

K2

= Wj—1 + kriQizmi
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e Energia cinetica del rotore

1 T 1 7

1 . m;)T 3(m;) - L. m;)T m; m;) .
- §mmiqTJ§a T g+ §qTJc() TR, IR IS
* velocita lineare
(ms) _ m; m;
Jp _[.7531) Jg?,qg—)1 0 ... O]
(mi) | Zj—1 per un giuntgrismatico
JPj =\ z,_1 x (pm, —Pj—1)  per un giuntaotoidale

* velocita angolare

J(()mi):[gg}i) 387511 om0 .. 0]

0 : .
](mz): JE)J) .]:1777’_1
o kvizm,  j =i
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e Energia cinetica totale

ZZ% @)iids = 54 Bla)g

'Lljl

e Matrice di inerzia

n

Bla) =Y (me, JET I + 35T BT RT IS

1=1

mi;~m;

g JEOT I 4 IS Ry, T RE IS

* simmetrica
* definita positiva

* dipendente dalla configuraziorii|m generale)
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Energia potenziale

e Braccios

e Rotores

e Energia potenziale totale

n

U == (me,gTpr, + M, G Pm,)
1=1
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Equazioni del moto

1 n n n
= 52 > bi(@dids+ Y (me.gd pe, (@) + M, 96 P, ()

i=1 j=1 i=1
e Equazionidi Lagrange

B(q)qg+n(q,q) =&
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0
94 =1 9q; 9q;
- £ m;j
= - (meggoT 75 (a) + 7, 90 315 )(q)>



FONDAMENTI DI ROBOTICA Prof. Bruno SICILIANO

e Equazioni del moto

Zbij(Q)éij-FzZhijk(Q)Qk%‘+gi(Q) =& 1=1,...,n
j=1 j=1k=1
ove
(%Z-j 1 8ka
hijk = -5
Oqr 2 0qi

* termini in accelerazione

il coefficienteb;; rappresenta il momento di inerzia visto
allasse del giuntoi, nella configurazione corrente del
manipolatore, quando gli altri giunti sono bloccati

il coefficienteb;; tiene conto dell'effetto dell'accelerazione
del giuntoj sul giuntos:
% termini quadratici in veloci

il termine h;;;¢; rappresenta I'effettaentrifugoindotto al
giunto 7 dalla velocit del giuntoj; si noti cheh;;; = 0,
pOiCI’é 8b“/8qz =0

il termineh;1.¢,4x rappresenta |'effetto dCoriolis indotto
al giuntos dalle velocia dei giuntij e k

* termini dipendenti solo dalla configurazione

il termine g; rappresenta la coppia generata all’asse del
giunto: nella configurazione corrente del manipolatore per
effetto della grava
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e Forze non conservative
* coppie di attuazione
* coppie di attrito viscose- F, g
* coppie di attrito statice- fs(q, q) ~ —Fssgn (q)

x coppie di bilanciamento di forze di contattaJ* (q)h

e Modello dinamico nello spazio dei giunti

B(q)i+C(q.9)qa+ F,q+ fs(q¢) + g(q) =7 — J"(q)h.

Z Cijdj = Z Z Rijkdrd;
j=1

j=1k=1
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PROPRIETA NOTEVOLI DEL MODELLO
DINAMICO

Anti-simmetria della matrice B —2C
- . - “ . “ = 8bzg 1 abgkz ..
26@7@7] — Zl Z hzijij Z Z (aqk - 5 561@ ) qdrq;
j= 7=1k=1 j=1k=1
1 o= b . . I~ (O Objr\ . .
Z—ZZ Qij+—ZZ( - ')qu‘j
2= O 2 = 0q;  04i

e Elementi diC .
Cij = Z Cijkdk
k=1

* simboli di Christoffel del primo tipo

Cijk =
Y dqr,  O0q;  Og;

((%w L D abjk)

e Propriet notevole

N(q,q) = B(q) —2C(q,q) = —N"(q,q)
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e Elementi diC

1 Y9k k=1
1 1 = /0Ob;r, Obip
_ _bz o J
2 2}2(0% aqz)q’“

w! N(q,q)w =0 Vw

¢"N(q,4)g=0 vC
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e Principio di conservazione dell’energiddmilton)

%%(QTB(q)q) =q' (1 - F,q - £:(4) —9(a) — " (a)h.)
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Linearit a nei parametri dinamici

e Insieme braccia e rotore; + 1

7; — 72@ + Tmz’—i—l

1

T 1
Te, = gmuibepe + 5wi Tnw;
1 T . |
Tmi—i—l — §mmi+lpmi+1pmi+l + §wm¢+1Imz’+1wmz’+1

% con riferimento al baricentrgpo, dell'insieme braccio—
rotore

Do, = Pc, + Wi X Tc, 0,

pmi-{—l = Pc; +w; X T'Ci,miqa

'rCi,Ei — pﬁz _ pCZ

rc,m;y1 = Pm;y1 — PC;
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e Braccio
1 T .
Te, = §meipapci + i S(wi)me,ro, i,
1 1
+ §m5iwz'TST(rC¢,5i)S<Tcz‘,ei)wi + 5(“)?1@7;(“)73
1

= §mm1ba1'90i + p&. S(wi)me, e, v, + §w;-[j£iw¢

* per il teorema di Steiner

jﬁi — I&; + My, ST(rCuei)S(rCi,fi)

e Rotore
_ 1 . T . . T S Tj-
Tmi-l—l — §mmi+1pcipci +pC’i (wi)mmi+1rci,mi+1+§wi mMi41
1
. T 2 +2 T
+ kr,i+1Qi+1zmi+1Imi+1wi T ikr,i+1qi+1zmi+1Imi+1zmi+1
* per il teorema di Steiner
T T
Im7;+1 — Imi-l—l -+ mm¢+1s (rcq;,m7;+1)s(rc¢,mi+1)

W;
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e Energia cinetica

| R I 7= : T
Ti = §mz'pgipc¢ T 5“’? Liwi + krit1dit1Zm, g wi

1
2 +2 T
+ 5 kr,i+1qi+1 zmi_,_l Im7;+1 zmi-l—l

* rotore con distribuzione di massa simmetrica intorno al suo
asse di rotazione

Imixa: O O
m.
O O Imizz
_ mi+1 RPT _
Imi—i-lzmi-l—l _ Rmi+1ImZ+1 Rmi+1zmz‘+1 - Imi—i-lzmi-l—l
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e Quantit riferite alle terne solidali ai bracci

1 N | R ' '
T i T 7, .1 ] 23 b
Ti = 5MiPC;Po; T Wi Liw; + Eriv1Giv1Im,  Zm,, @i

1 .
+ §kz,i+1%’2+1lmi+1

1 T -4 X 7 i 1 T 11, 1
— §mip¢sz' +piTS(wi)miri,Ci + §wiTIz'wz'

, : 1
. T ) 2 2
+ kr,i+1q@'+1lm¢+1zmi+1wz’ + §kr,z’—|—1qi—|—1lmi+1

* per il teorema di Steiner

II=1; +miST(r§,C¢)S(r§,C¢)
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e Energia cineticdinearerispetto a:
* massan;

* momento primo di inerzia

mirz’-’Ci = miﬁcz.y
* tensore diinerzia
_Iia:ac + mz<€%'zy + g%’zz) _Iz'acy - mi‘gCim‘gCiy
Tl __ T 2 2
I; = * Liyy + mi(gciz + gcim)
i k k

_I_ixz - mifcimfciz
_I_z'yz — migCingiz
L. + mz(fax + €2C'Z-y)

Iiww _Iiwy _Iixz
— X Iiyy 1Yz
| X * 12z
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e Energia potenziale
S
U; = —m;gy” Pe,
- . .
= —go (mip; +m;ri c,)

linearerispetto a:
* massan;
* momento primo di inerzia

7
mlrz,C’z - ngczy
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e Lagrangiana

L= (BT — Bu)m
1=1
* vettore (L1 x 1) di parametri dinamici

7Tz':[mi migciw miKC’?;y mifciz

A

- - - - » T
Iz'aca: Izacy Iz'acz Iz'yy Iz'yz Iizz Imz]

e Le operazioni richieste dalle equazioni di Lagrange non
alterano la linearé

n
_ T
§i = E Yi;T;
=1

ove

_ d9Br;  OB7; n 0Bu;

Yig = dt 0¢; 0q; 0gq;
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e Propriet notevole

&L YL Yi2 - Yin| [T
&2 0"yl ... Ysn 2
Lénd LoT oT ... yT | Lm,

* In forma compatta:

T=Y(q,q,q)7
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Manipolatore cartesiano a due bracci

e Motori
* massen,,,

= momenti di inerzia,,,,

* Pm; = Pi—1  Zm; = Ri—1
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* Jacobiani
0 0 0 1
J =10 0 J =10 0
1 0 1 0
0 O] 0 0
Jo =10 0 Jy =10 0
0 0 10
0 0 (0 ko
JGV =10 0 Jg =10 0
ko1 O 0 0

e Matrice di inerzia

B_ mgl—l—me—l—k?lIml—i—mgQ 0

e Forze gravitazionali

g1 = (mfl T My + mfz)g g2 = 0

e Equazioni del moto

(Mo, + My + k21 Iy +muy)d1 + (Mg + My +me,)g = fi
(mb + k?2Im2)d“2 — f2
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Manipolatore planare a due bracci

e Motori

* massen,,,

= momenti di inerzia,,,

* Pm; = Pi—1 Zm; — Zi—1
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* Jacobiani
, —l1s1 0 , —a151 — 2812 —¥2512
JJ(Dl): lici O J](DQ): aici +Llaciz flacio
0 0 0 0
) 0O 0 ) 0O O
J = 1o o JY = 10 0
1 0 1 1
0 O —a1S51 0
Jo =10 0 JU = gy 0
0O O 0 0
0O O 0O O
Jm) — 1o 0 Jim) — 1o o
o = o =
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e Matrice di inerzia

| b11(Y2)  b12(V2)
Bla) =14,/ (92) b

biv = Iy, +mp 02 + k3 1, + Iy, + my, (a2 + 05 + 2a105c)
+ I, + mmza%
bio = bo1 = Ip, +my, (05 + arloco) + kpolm,

bao = Ig, + Mg ls + kg Imo

e Forze centrifughe e di Coriolis

C111 = 1_81911 =0
111 = 2 ¢t =
1 0b
C112 = C121 = 55121 = —77162&15282 =h
c o 8()12 1 8()22 o h
122 = (~— — =&~ —
dg2 2 Oq
c o 8b21 1 8()11 o h
211 — & — =~ — —
0qg1 2 0q
C C 1 92 0
212 = €221 = =~ =
2 0q1
1 0b
Cazz == =0
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hdy  h(dy + 192)]

C(q.q) = [—hﬁl 0

* anti-simmetria

N(q,q) = B(q) — 2C(q,4d)

[ 2h’l92 h?92 9 h192 h(ﬁl + 192)
| h??g 0 _hbdl 0

T 0 —2hi; — hidq

| 2R + R, 0

e Forze gravitazionali

g1 = (me, b1 + my,a1 + my,a1)ger + my,lagero

g2 = my,lagcio
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e Equazioni del moto

(Lo, +me, 05 + ki Loy + Lo, + mu, (af + 65 4 2a1La02)
+1, + mmza%) U
+ (Le, + me, (05 + arlocs) + kyolpm,) s
— 2mg2a1€252191192 — mg2a1€23219§

+ (m‘elgl + M, Q1 + My, a1)901 + 771122529012 =T1

<IeQ + m52€§ + k%QImQ) ’l§2 + <IeQ + my, (6% + a1€262) + kTQImQ) 191

02
+ mg2a1€232791 -+ mg2£29012 = 79
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e Parametrizzazione del modello
_ T
w=|[m Wy W3 T4 75 T Ty Tg]

T = M1 = My + My,

T2 — m1501 = My, (51 - Cl1)

ms =1 = Ip, +my, (61 — a1)* + I,
Ty = Iml

5 = M2 = My,

6 = me, b, = my, (Lo — ag)
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y — |Y11 Y2 Y13 Y4 Yis Yie Yir Y18
Y21 Y22 Y23 Y24 Y25 Y26 Y27 Y28
Y11 = CL%H + ai1gcy
Y12 = 2191 + goy
Y13 = ?§1
Yia = k?lél
Y15 = (a] + 2a1a9co + ag)iﬁil + (arasco + ag)fﬁig
— 2a1a28901 09 — a1a25279§ + a1gcy + asgero
Y16 = (2a1c2 + 2a2)7§1 + (a1co + 2a2)7§2 — 2a152010
— CL1S219§ + gci2
yi7 = V1 + Vo
yis = V1 + kpata

y21 =0
Y22 = 0
Y23 =0
Y24 = 0

Y5 = (a1agce + ag)ﬁﬁ + GST% + CL1CL28279% + a29ci2
Y26 = (a1c0 + 2a2)1§1 + 2a909 + a18219% + gcia

yor = V1 + Vo

yos = kraV1 + kZyUo.
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Esempio

e Manipolatore planare a due bracci

* a1 =ay=1mMm 21262:O5m
My, — My, = 50kg Igl = IgQ = 1Okg-m2

* krl = krg = 100
Mo, = M, =5Kg I, = I, = 0.01kg - m?

1
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pos giunto 1
4
3
T 2
o
=1
0
_1/
-2 . . . . .
0O 01 02 03 04 05
[s]
vel giunto 1
6
?4
5
g
=2
0
0 01 02 03 04 05
[s]
acc giunto 1
30 ‘ ‘ ‘
20
= 10
P
5 O
o
—-10
-20
-30 . . . . .
0O 01 02 03 04 05
[s]

coppia giunto 1
GOOOJ
4000

2000

[(Nm]
=)

—2000
—4000
—-600

0 01 02 03 04 05
[s]

[Nm]

[rad]

30
20

[rad/s”2]
o

pos giunto 2

I

01 02 03 04 05
[s]

vel giunto 2

01 02 03 04 05
[s]

acc giunto 2

01 02 03 04 05
[s]

coppia giunto 2

6000
4000
2000

—2000
—4000

—-600
0

01 02 03 04 05
[s]
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inerz_11 inerz_22
500 500
€ €
z 0 z 0
\_
-500 : : : : -500 : : : :
0O 01 02 03 04 05 0O 01 02 03 04 05
[s] [s]
inerz_12 inerz_21
100 100

0 0
-100 -100
E_ E_
z 200 z 200
-300 -300
-400 -400
-500 : : : : : -500 : : : :
0O 01 02 03 04 05 0 01 02 03 04 05
[s] [s]
centrif_2 + coriol_12 centrif_1
1000 1000
12
—. 500 __ 500
£ £
Z 2 Z
0 0
-500 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -500
0O 01 02 03 04 05 01 02 03 04 05
[s] [s]
grav_1 grav_2
800 800

[Nm]

NS O
S & oS

\;:\\ji\\ji\w

[Nm]

NOD O
S & &
S & &

i Oﬁ‘\\\\\\\\\k/////////ﬂk
-200 -200 1

0 01 02 03 04 05 0 01 02 03 04 05
[s] [s]
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pos giunto 1
4
3
2
31
0
-1
_2 . . .
0 0.2 0.4 0.6
[s]
vel giunto 1
6
4
2
o
E 0
-2
-4
_6 . . .
0 0.2 0.4 0.6
[s]
acc giunto 1
40 ‘
20
59
P
5 O
o
-20
0 0.2 0.4 0.6
[s]
coppia giunto 1
5000
E 0
£
-5000
0 0.2 0.4 0.6

[s]

[Nm]

pos giunto 2
4
3
2
3 1
0
-1
_2 . . .
0 0.2 0.4 0.6
[s]
vel giunto 2
6
4
2
o
'g 0
-2
-4
_6 . . .
0 0.2 0.4 0.6
[s]
acc giunto 2
40 ‘
20
59
B
5 O
g
-20
0 0.2 0.4 0.6
[s]
coppia giunto 2
5000
0
-5000
0 0.2 0.4 0.6

[s]
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inerz_11 inerz_22
600 600
4000 4000
2000 2000
B 0 B 0
< <
-2000 -2000
—-4000 -400
—-6000 —-6000
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
[s] [s]
inerz_12 inerz_21
150 150
1000 1000
T 500 T 500
< <
0 0
-500 -500
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
[s] [s]
centrif_2 + coriol_12 centrif_1
1000 | | 1000 |
500 12 500
€ €
< <
0 0
2
-500 -500
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6
[s] [s]
grav_1 grav_2
100 100
800 800
600 600
€ E
Z. 400 Z. 400
200 200 f
0 0 1
0 0.2 0.4 0.6 0 0.2 0.4 0.6

[s] [s]
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pos organo terminale

15

[m]

0.5

0 01 02 03 04 05
[s]

vel organo terminale

N

[m/s]
8]

0 01 02 03 04 05
[s]

acc organo terminale

40

20

[m/s"2]
o

0 01 02 03 04 05
[s]
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[(Nm]

pos giunto 1

[rad]

o O N W b

_1/

0 01 02 03 04 05

[s]
vel giunto 1
4
2/\—
- 0
S
-2
-4
-6
-8 . . . . .
0 01 02 03 04 05
[s]
acc giunto 1
80 ‘ ‘ ‘
60
= 40
P
3 20
IS
= 0
-20
-40
0O 01 02 03 04 05
[s]
coppia giunto 1
5000
0
-5000

0 01 02 03 04 05
[s]

pos giunto 2
4
3
2
3 1
0
-1
-2 . . . . .
0 01 02 03 04 05
[s]
vel giunto 2
4
2
- 0
]
© -2
-4
-6
-8 . . . . .
0 01 02 03 04 05
[s]
acc giunto 2
80 ‘ ‘ ‘

[rad/s”2]

0 01 02 03 04 05
[s]

coppia giunto 2

5000

[Nm]

—-5000

0 01 02 03 04 05
[s]
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X

10" inerz_11

0.5

[Nm]
S
o1 o

01 02 03 04 05

0
[s]
inerz_12
3000
2000
'€ 1000
<
0
-1000
0O 01 02 03 04 05
[s]
centrif_2 + coriol_12
1000
500 12
€
z 0
-500 2
-1000
0O 01 02 03 04 05
[s]
grav_1
100
800
600
€
Z. 400
200
0

0 01 02 03 04 05

[s]

inerz_22

0.5

[Nm]

01 02 03 04 05
[s]

inerz_21

3000

2000

1000

[(Nm]

0

—1000

0

01 02 03 04 05
[s]

centrif_1

1000

500

[Nm]

-500

-1000

0—/\—

0

01 02 03 04 05
[s]

grav_2

100
800

600

[Nm]

400

0

200 /

0

01 02 03 04 05
[s]
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Manipolatore a parallelogramma
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= Jacobiani
—61181/ 0 0 —a1/31/—€231/2/ —22/81/2/ 0
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e Matrici di inerzia per i manipolatori virtuali

brv (P2, 93)  bror(P2r,93)  brz (e, 93)
B'(q') = | by (V2r,03)  baror (V3) bar3/ (V3)
b3r1 (P2, 93/) b3ro (V3/) b33/
bir = I, +me 03 + Lo, +my,, (a3, + 05 + 2a1laco) + I,
+ my,, (af, + a3 4+ 3 + 2ay/agcor + 2ay/ly oz + 2a0l3ic31)
birar = baryr = Iy, +my,, (03, + aylorcy) + Iy,
+ my,, (a3 + 03 + ayagcy + aylzcys + 2agl3c30)
birg = bg1 = Lo, +my,, (€3 + a1 lycay + axlycy)
boror = Iy, + mg2,€§, + Iy, +my,, (a3, + 03, + 2ag/lycs)
bys = Iy, +me, (03 + azlsycy)

2
b3/3/ — 1—163/ —I_ m€3//€ !

2
bl”l” — Ifl// + mﬁl//gl”

3/
Ti/ pm— E bi’j’ﬁj’ ’7'1// pm— blll/ﬁl//

j'=1"
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e Manipolatore a catena chiusa

Ta = lgaéja

ball ba12
B, =
[ba21 ba22 ]

2 2
ball — Iell + mellglf —I_ mKQ/alf

2 2
+ Iy, +my, L3 + my,, a7 — 2a1my,, L3
ba12 = ba21 = (a1/m62,€2/ +ayrmy,, (a1 — 53’)) cos (V1 — 1)

2 2 2
baoo = Iel, + mel,fl/ + IgQ, + meQ,ZQ/ + My, Q7.

* matrice costante e diagonale

m£3/ /63/ a1/

me,, by a1

E /[7 /
bo11 = Igl, + mgl,Z%/ + mgz,a%, (1 + 23 ) + Ig3,
a,llal//

a1rar
ba22 — Igl, + mgﬂ‘g%’ + IEQ, + mﬁg/‘gg’ 1+ L —1
lor b3
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e Forze gravitazionali

gr = (my, L1+ my, a1 +my,,arr)gerr + (Mg, Lo +my,, az)gerr
+ my,, €31 gciiars
gor = (mgQ,ZQ/ + mg3,a2/)g01/2/ -+ m€3/€31961/2/3

g3 = my,, £3:gciiars

91” = m‘el” 21//961//

(m£1,€1/ + My, a1 — m£3,53/)901’

g _—
“ (mﬁl//‘gl” + m£2/£2/ + mES/ al”)gcl”
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IDENTIFICAZIONE DEI PARAMETRI
DINAMICI

e Impiego del modello dinamico per simulazione e controllo

Stime approssimate dei parametri dinamici

* semplificazioni di modellazione geometrica

* effetti dinamici complessi (attriti, etc.)

Tecniche di identificazione

* proprieta di lineariga

T=Y(q,9,q)7

Misure

* q e q dirette (encoder e tachimetri)
* ¢ indirette (filtro ricostruttore)

* 71 dirette (sensore di coppia) o indirette (misure di forza o
corrente)
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NN insiemi di misure

)]

|
|

(i) |

Y (t1)

Y(%N)

Soluzione (a minimi quadrati)

r=(YTY) Y77

* Y triangolare = procedimento iterativo

x*seoY)<p = Y~

Parametri
x identificabili

* hon identificabili

x Identificabili in combinazione lineare

Carico

* modifica parametri dell’ultimo braccio

Traiettorie

% di tipo polinomiale (sufficientemente&che)

* attenzione alle dinamiche non modellate
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FORMULAZIONE DI NEWTON-EULERO

* bilancio di forze e momenti agenti sul generico braccio

GIUNTO 1

e Equazione dNewton(mototraslazionaledel baricentro)

fi — fix1 + migo = m;Pc,

e Equazione dEulero(motorotazionalg

pi + fi X ri-1,c; — Hit1 — fiv1 X Ti,C;

— %(Iz-w@- + kriv1Gir1Im, o Zmogy)
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d - .. _ . _ .
—(lw) = RIRjw, + R R w, + R R &,

d . . )
%(qi‘f'l[mi—i—lzmi—f—l) — q¢+1lmz'+1zmz‘+1 +q¢+1lmz'+1wi X Zmig

e Equazione di Eulero

pi + fi X ric1.c; — piv1 — fir1 X ric; = Liw; + w; x (Liw;)

+ kr,z’—l—ldi-l—llmi_;_lzmi_,_l —I_ kT,i+1q.i+1Imi+1wi X zm@'+1

e Forza generalizzata al giunto

__ flzio1 + kpilmwl, z,, perungiuntgrismatico
! pizi—1+ keilnwl z,, perun giuntaotoidale
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Accelerazioni di un braccio

Wi—1 prismatico
’ w1+ %21 rotoidale
. {P¢_1 +dizi1 +w; X Ti_ 1. prismatico
pi =

Di—1+w; X 11, rotoidale

W;_1 prismatico
’ Wi+ %izi1 + w1 X Zi_1 rotoidale

( I")z'—l + C.l.izz'—l + dewz X Zi—1 prismatico

. Fw; X i_1; +wi X (Wi X 11 ;)

Di=1 _ .
Pi—1+ Wi XTi_1;

| Fwi X (Wi X 1) rotoidale

Do, =Di +wi X 1o, +w; X (w; X70;)

W, = Wi—1 + kriGiZmi + kriqiwi—1 X Zm;
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Algoritmo ricorsivo

e Ricorsionan avantidi velocita e accelerazioni
* condizioni iniziali:wg, Po — go, wWo

* calcolo diw;, w;, P, Do, Wm,

e Ricorsioneaall'indietro di forze e momenti
* condizioni terminalik = [ £, pl. 1"

* calcolo di

fi = fix1 +miDc,

i =—fi x(ric1:+7ric,) + tiv1 + fiv1 X 7ric,

—I_ kr,i+1q.i+1lm¢+1zmi+1 + kT,i+1q.i+1Imi+1wi X zm@'+1

‘fiTZi_l -+ kmlmzw%;z Zm,; T Fmdz + F; sgn (dz) prismatiCO
T, = . . )
[,L;-rZz'—l + k'mlmiw%;izmi + F,;v; + Fs;sgn (191) rotoidale
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e Conviene riferire tutti i vettori alla terna corrente suabcio:

* le quantia I, v} - , =/, ' sonocostanti

- (RTVTwl prismatico
wi =9 | . (7.107)
R (w!~1 4 9,29) rotoidale
| Rﬁ‘lngj prismatico
i = (7.108)
R (W= + 920 + D3w' "1 x z) rotoidale
( RZ'—lT(z"f'—1 + c.l.'zo) + 2d;w! x R 2,
' Wi Xyt wlx (W x Ty ) prismatico
Pi=9\ i1 (7.109)
R pz 1 —I_ w X Tz 1,2
[ +w] X (W] x7i_y ;) rotoidale
Do, =D+ W X1l o +wp X (Wi X7 o) (7.110)
Wil =Wl + kriGizl + kriqiwl ) X 2! (7.111)
fi =R fil +mibe, (7.112)
pi=—f x (ri_, i""’“gc ) + RZ+1H;E (7.113)

+ R}, fzillxrzc + Iw! + w! x (Itw

i)

+ kr z+1Qz+1ImZ+1 miy1 + kr H—IQH—IIm +1w X Zm i1

fszRZ 1TZ +kmlmzwz 1Tz7,—1

my;

”zTRZ 1TZ +kmlmzwz szz—l

my

| +F,;¥; + F;sen (19 ) rotoidale

+F.d; + F sgn (d ) prismatico

(7.114)
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e Struttura computazionale

0 0_ A0 S0
@o Po—To. %

q,.9, .4, |(7108) (7.107) o
— P (7108) fiom
(7.109) (7.110)

] 4

AN B TG TN (7.111)
A S T e
1 1 p]1 pcl . (7412)
j 2 2
¢ J ?/“2
R LR TP PR Oh :
q,.4,,q, |(7106) (7.107) T
—®  (7.108) £t
(7.109) (7.110)

>

(7113)

# (7 111)
N S\ A aam -1 —————————Pp»
Wn, Wn P Py s @iy, (7.112)

n+1 n+1
f’rH»lv Mo +1

>

(7 113)
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Manipolatore planare a due bracci

e Condizioni iniziali

S
S
|
Q
So
I
o O
(3
So
I
E.
co
I
o

e Condizioni terminali

lo, ai
1 — 10 1 _ | g
0, = To1 =
0 0
le, a2
2 _ 2
T30, = 0 1o = 0
0 0
0
1 11 2 2
Zo, =20 =Zm, = 2Zm, =21 = |0
1
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e Ricorsione in avanti: braccib

wi=10
|01 ]
F 0
wi=10
R
[ —a19% + gs1 |
pr = | a9 + ge
L O .
[ — (Lo, + a1)V? + gs1 ]
15101 = | (bc, + CL1)7§1 + gc1
L O .
-0 T
wp, = | 0
| Fep1 1 ]
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e Ricorsione in avanti: bracci®

0
wi = 0
Ex
S
Wi = 0
_?§1+’l§2_

_CL1827§1 — CL1€2?9% — CL2<791 + 792)2 + 9812_
Pg = a1c21§1 + a2(7§1 + ?92) + a18279% + gci2
0

_CL1827§1 — CL1€2?9% — (602 + CL2)<791 + 792)2 + 9812_
Pe, = | a1 + (o, + a2)(V1 + V2) + a1529% + geo
0

_191 + kr2?§2 i
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e Ricorsione all'indietro: bracci@

2 - 2
5= ma2Pc,

*
*
1= | Lo (91 +D2) + ma(lo, + as)?(d; + Js)

+m2a1(£Q2 + CL2)021§1
| +moay (bo, + az)s297 + ma(Lo, + as)gers

To = (I_sz + M2 ((502 +a2)” + a1(le, + a2)02) + kr2]m2)191
-+ (I_2zz +ma(le, + a2)® + kigme) Do
+ moai (b, + CL2)82?9% + mo(lo, + az)gcio
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e Ricorsione all'indietro: braccia

F—ma(be, + a2)sa (91 + 92) —.ml(f.cl + a1)92 — moaq9?
—ma (Lo, + az)ea(91 + 92)? + (my + ma)gsy

fi=1| mi(lc, + CL1)7§1 + maar vy + m2(€02 + 02)02(?% + ?92)
—may (Lo, + az)se (V1 + V)% + (my + ma)gey

| 0 i

*

X

I_1zz?§1 + mza%% +mi(le, + a1)21§1 + moay (Lo, + a2)62?§1
p1 = 1o, (01 4 D2) + maar (Lo, + az)ca(P1 + V2)
+mo(le, + a2)?(01 + 09) + kyolm, Vs
+maar (Lo, + a2)s992 — maar (Lo, + az)se (91 + 92)2
+mq (Lo, + ar)ger +maaiger +ma(Leo, + az)gers

1 = (I_lzz + m1<€C'1 + a1)2 + kzllml + I_2zz

+mo (CL% + (602 4 a2)2 4 2a1<602 + ag)Cg))él

+ (I_sz + M2 ((502 +a2)* +a1(le, + CL2)02> + kr2fm2)192

— 2m2a1 (1602 -+ a2)32191192 — mMaaq (602 -+ a2)8219§
+ (m1(ley + a1) + maoar) ger + ma(Le, + az)gers



FONDAMENTI DI ROBOTICA Prof. Bruno SICILIANO

e Equivalenza col modello di Lagrange

* parametri di bracci e rotori

ml — mfl + me
my, (51 — a1)
Dow +mils, =1 = Iy, +my, (6 — a1)? + I,

mMao — My

m1€(11

2

mgﬁ@ = My, (22 — a2)

Ioos + moll, = Iy = Ip, +my, (fa — as)?
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DINAMICA DIRETTA E DINAMICA INVERSA

e Formulazione dLagrange
* esistematicae di facile comprensione

* fornisce le equazioni del moto in un@rma analitica
compattache evidenzia la matrice di inerzia, la matrice a
fattore delle forze centrifughe e di Coriolis e il vettordlde
forze gravitazionali (utile ai fini dellaintesi del controllp

* e efficace se si vogliono portare in conto effetti meccanici
piu complessi quali ad esempio le deformazioni elastiche
dei bracci

e Formulazione dNewton-Eulero

* e intrinsecamente un metodoorsivo che risulta efficiente
da un punto di vista computazionale
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e Dinamicadiretta

* noteq(ty), q(to), T7(t) (e h.(t)), determinargj(t), q(t),
q(t) pert > tg

* utile in simulazione

e Dinamicainversa
* noteq(t), g(t), q(t) (e he(t)), determinarer(t)
% utile per la pianificazione e il controllo
e Per un manipolatore ad giunti, il numero di operazioni per il
calcolo della dinamica:
x O(n?) per ladinamica diretta

*x O(n) per ladinamica inversa
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e Dinamica diretta con Lagrange

G=B"(q)(t -7

7'(q,4) = C(q,9)qd + F,q + fs(q) + g(q) + J* (q)h.

* noteq(ty), q(tx), T(tx), si calcolag(iy)

* Siintegra numericamente con pas$t q(tx+1), q(tx11)

e Dinamica diretta con Newton-Eulero
* notegq, q, si calcola:
7' comer perg =0

colonnab; di B comer pergp =0,9=0,¢; =1eg; =0
perj # i
* notar, si calcolag e si integra numericamente
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MODELLO DINAMICO NELLO SPAZIO
OPERATIVO

e Ridondanza

* coordinate generalizzate (moti interni?)
e Singolarit

e Modello nello spazio dei giunti

§=-B'(q)C(q,4)a—B "(q)g9(q)+B " (q)J" (q)(v—h.)

e Cinematica differenziale del secondo ordine

&o = Ja(q)q+Ja(q,4)q

= —JuB'Cq—JaB g+ Jaqg+ JaB ' I (ya — ha)
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e Trasformazioni
By = (JaB '™
Cai, = BAJsB 'Cq— BaJaq
gs = B,JsB g

* manipolatore non ridondante

Bi=J;"BJ}'
Ca, =J;TCq— Badag
gr=J"g

e Equazioni del moto

BA(we)'%e + CA(«’Be, 'rbe)',be + gA(we) = YA — h 4
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Dinamica diretta

* noter(t) (e he(t)), determinaret.(t), x.(t), x.(t)

e Soluzione
* dinamica diretta ai giunti

* cinematica diretta

e Dinamica inversa

* notex,(t), x.(t), .(t) (e h.(t)), determinare-(t)

Soluzione (ridondanza a livello cinematico)
* cinematica inversa

* dinamica inversa ai giunti

Soluzione (ridondanza a livello dinamico)
* modello dinamico nello spazio operativo

* Coppie con gestione di moti interni



FONDAMENTI DI ROBOTICA Prof. Bruno SICILIANO

e Dinamica inversa

YA — hA — BA(we)d‘;e + CA(CUG, Cbe)ibe + gA(we)
= Ba(&. — Jaq) + BaJuB 'Cq+ BaJaB g
= BaJag+ BaJaB 'Cg+ BaJsB 'g

x J%: pseudo-inversa destra pesata secaBdd di

J
Ya—ha=J (Bg+Cq+g)
= Ji(T—J4ha)
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ELLISSOIDE DI MANIPOLABILIT A
DINAMICA

e Sfera nello spazio dei giunti
T Tr=1
* modello dinamico coig = 0,h =0

B(q)g+g(q) =T

* accelerazioni ai giuntig = 0)
’be - J(q)q
J

T = B(q)J (q)v. + g(q)

e Ellissoide nello spazio operativo

(B(g)7T(g)0. +9(a))” (B(@)T T (g)0. +g(q)) =1
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BJ'o, +g=B(JTo. + B lg)
= B(Jo,+B g+ J B 'g—J1UB g)
= B(JTo. + JTIB g+ (I - JTJ)B 'g)
= BJ (0. + JB'g)

(v + JB )T JITBTBJ (9, + TB~1g) = 1

* manipolatore non ridondante

(v +JB ')t T "B*"BJ (v, + JB 'g) =1
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SCALATURA DINAMICA DI TRAIETTORIE

* vincoli dinamici (coppie troppo elevate)

94 = (¢ dide - dno1dn 27
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x scalatura temporabgt): r(0) =0 r(ty) =ty

* scelta semplice(t) = ct

Ts(t) = *74(ct)
giuntog; in corrispondenza della violazione maggiore

|TS| o2

7 —g(@)]




