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DINAMICA

• equazioni del moto del manipolatore in funzione delle forzee
momenti agenti su di esso

Formulazione di Lagrange

Propriet à notevoli del modello dinamico

Identificazione dei parametri dinamici

Formulazione di Newton–Eulero

Dinamica diretta e dinamica inversa

Modello dinamico nello spazio operativo

Ellissoide di manipolabilità dinamica

Scalatura dinamica di traiettorie
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FORMULAZIONE DI LAGRANGE

• Lagrangiana≡ (energia cinetica)− (energia potenziale)

L = T − U

• Equazioni di Lagrange

d

dt

∂L

∂λ̇i

−
∂L

∂λi

= ξi i = 1, . . . , n

⋆ coordinate generalizzate





λ1
...
λn



 = q
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• Esempio

⋆ energia cinetica

T =
1

2
Iϑ̇2 +

1

2
Imk2r ϑ̇

2

⋆ energia potenziale

U = mgℓ(1− cosϑ)

⋆ lagrangiana

L =
1

2
Iϑ̇2 +

1

2
Imk2r ϑ̇

2 −mgℓ(1− cosϑ)

⋆ equazione del moto

(I + Imk2r)ϑ̈+mgℓ sinϑ = ξ

= τ − Fϑ̇− Fmkrϑ̇
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Energia cinetica

• Contributo bracci + attuatori

T =

n
∑

i=1

(Tℓi + Tmi
)
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• Braccioi

Tℓi =
1

2

∫

Vℓi

ṗ∗
i
T ṗ∗

i ρdV

⋆ baricentro

pℓi =
1

mℓi

∫

Vℓi

p∗
i ρdV

⋆ velocit̀a lineare della particella elementare

ṗ∗
i = ṗℓi + ωi × ri = ṗℓi + S(ωi)ri
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• Traslazionale

1

2

∫

Vℓi

ṗT
ℓi
ṗℓiρdV =

1

2
mℓi ṗ

T
ℓi
ṗℓi

• Mutuo

2

(

1

2

∫

Vℓi

ṗT
ℓi
S(ωi)riρdV

)

=

2

(

1

2
ṗT
ℓi
S(ωi)

∫

Vℓi

(p∗
i − pℓi)ρdV

)

= 0
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• Rotazionale

1

2

∫

Vℓi

rT
i S

T (ωi)S(ωi)riρdV =
1

2
ωT

i

(

∫

Vℓi

ST (ri)S(ri)ρdV

)

ωi

=
1

2
ωT

i Iℓiωi

⋆ tensore di inerzia

Iℓi =







∫

(r2iy + r2iz)ρdV −
∫

rixriyρdV −
∫

rixrizρdV

∗
∫

(r2ix + r2iz)ρdV −
∫

riyrizρdV

∗ ∗
∫

(r2ix + r2iy)ρdV







=







Iℓixx −Iℓixy −Iℓixz

∗ Iℓiyy −Iℓiyz

∗ ∗ Iℓizz
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• Energia cinetica del braccioi

Tℓi =
1

2
mℓi ṗ

T
ℓi
ṗℓi +

1

2
ωT

i RiI
i
ℓi
RT

i ωi

=
1

2
mℓi q̇

TJ
(ℓi)T
P J

(ℓi)
P q̇ +

1

2
q̇TJ

(ℓi)T
O RiI

i
ℓi
RT

i J
(ℓi)
O q̇

⋆ velocit̀a lineare

ṗℓi = 
(ℓi)
P1 q̇1 + . . .+ 

(ℓi)
Pi q̇i = J

(ℓi)
P q̇


(ℓi)
Pj =

{

zj−1 per un giuntoprismatico
zj−1 × (pℓi − pj−1) per un giuntorotoidale

⋆ velocit̀a angolare

ωi = 
(ℓi)
O1 q̇1 + . . .+ 

(ℓi)
Oi q̇i = J

(ℓi)
O q̇


(ℓi)
Oj =

{

0 per un giuntoprismatico
zj−1 per un giuntorotoidale
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• Motorei (elettrico rotante)

⋆ trasmissione rigida

ωmi
= ωi−1 + kriq̇izmi
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• Energia cinetica del rotorei

Tmi
=

1

2
mmi

ṗT
mi

ṗmi
+

1

2
ωT

mi
Imi

ωmi

=
1

2
mmi

q̇TJ
(mi)T
P J

(mi)
P q̇ +

1

2
q̇TJ

(mi)T
O Rmi

Imi
mi

RT
mi

J
(mi)
O q̇

⋆ velocit̀a lineare

J
(mi)
P =

[


(mi)
P1 . . . 

(mi)
P,i−1 0 . . . 0

]


(mi)
Pj =

{

zj−1 per un giuntoprismatico
zj−1 × (pmi

− pj−1) per un giuntorotoidale

⋆ velocit̀a angolare

J
(mi)
O =

[


(mi)
O1 . . . 

(mi)
O,i−1 

(mi)
Oi 0 . . . 0

]


(mi)
Oj =

{


(ℓi)
Oj j = 1, . . . , i− 1

krizmi
j = i
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• Energia cinetica totale

T =
1

2

n
∑

i=1

n
∑

j=1

bij(q)q̇iq̇j =
1

2
q̇TB(q)q̇

• Matrice di inerzia

B(q) =
n
∑

i=1

(

mℓiJ
(ℓi)T
P J

(ℓi)
P + J

(ℓi)T
O RiI

i
ℓi
RT

i J
(ℓi)
O

+mmi
J

(mi)T
P J

(mi)
P + J

(mi)T
O Rmi

Imi
mi

RT
mi

J
(mi)
O

)

⋆ simmetrica

⋆ definita positiva

⋆ dipendente dalla configurazione(in generale)
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Energia potenziale

U =

n
∑

i=1

(Uℓi + Umi
)

• Braccioi

Uℓi = −

∫

Vℓi

gT
0 p

∗
i ρdV = −mℓig

T
0 pℓi

• Rotorei
Umi

= −mmi
gT
0 pmi

• Energia potenziale totale

U = −

n
∑

i=1

(mℓig
T
0 pℓi +mmi

gT
0 pmi

)



FONDAMENTI DI ROBOTICA Prof. Bruno SICILIANO

Equazioni del moto

L(q, q̇) = T (q, q̇)− U(q)

=
1

2

n
∑

i=1

n
∑

j=1

bij(q)q̇iq̇j+
n
∑

i=1

(

mℓig
T
0 pℓi(q)+mmi

gT
0 pmi

(q)
)

• Equazioni di Lagrange

B(q)q̈ + n(q, q̇) = ξ

n(q, q̇) = Ḃ(q)q̇ −
1

2

(

∂

∂q

(

q̇TB(q)q̇
)

)T

+

(

∂U(q)

∂q

)T
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d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

=
d

dt

(

∂T

∂q̇i

)

=

n
∑

j=1

bij(q)q̈j +

n
∑

j=1

dbij(q)

dt
q̇j

=
n
∑

j=1

bij(q)q̈j +
n
∑

j=1

n
∑

k=1

∂bij(q)

∂qk
q̇k q̇j

∂T

∂qi
=

1

2

n
∑

j=1

n
∑

k=1

∂bjk(q)

∂qi
q̇kq̇j

∂U

∂qi
= −

n
∑

j=1

(

mℓjg
T
0

∂pℓj

∂qi
+mmj

gT
0

∂pmj

∂qi

)

= −

n
∑

j=1

(

mℓjg
T
0 

(ℓj)
Pi (q) +mmj

gT
0 

(mj)
Pi (q)

)

= gi(q)
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• Equazioni del moto

n
∑

j=1

bij(q)q̈j+

n
∑

j=1

n
∑

k=1

hijk(q)q̇kq̇j+gi(q) = ξi i = 1, . . . , n

ove

hijk =
∂bij
∂qk

−
1

2

∂bjk
∂qi

⋆ termini in accelerazione

il coefficientebii rappresenta il momento di inerzia visto
all’asse del giuntoi, nella configurazione corrente del
manipolatore, quando gli altri giunti sono bloccati

il coefficientebij tiene conto dell’effetto dell’accelerazione
del giuntoj sul giuntoi

⋆ termini quadratici in velocit̀a

il terminehijj q̇
2
j rappresenta l’effettocentrifugoindotto al

giunto i dalla velocit̀a del giuntoj; si noti chehiii = 0,
poich́e∂bii/∂qi = 0

il terminehijkq̇j q̇k rappresenta l’effetto diCoriolis indotto
al giuntoi dalle velocit̀a dei giuntij ek

⋆ termini dipendenti solo dalla configurazione

il termine gi rappresenta la coppia generata all’asse del
giuntoi nella configurazione corrente del manipolatore per
effetto della gravit̀a
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• Forze non conservative

⋆ coppie di attuazioneτ

⋆ coppie di attrito viscoso−Fvq̇

⋆ coppie di attrito statico−fs(q, q̇) ≈ −Fssgn (q̇)

⋆ coppie di bilanciamento di forze di contatto−JT (q)h

• Modello dinamico nello spazio dei giunti

B(q)q̈ +C(q, q̇)q̇ + Fvq̇ + fs(q̇) + g(q) = τ − JT (q)he

n
∑

j=1

cij q̇j =

n
∑

j=1

n
∑

k=1

hijkq̇k q̇j
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PROPRIETÀ NOTEVOLI DEL MODELLO
DINAMICO

Anti-simmetria della matrice Ḃ − 2C

n
∑

j=1

cij q̇j =

n
∑

j=1

n
∑

k=1

hijkq̇k q̇j =

n
∑

j=1

n
∑

k=1

(

∂bij
∂qk

−
1

2

∂bjk
∂qi

)

q̇k q̇j

=
1

2

n
∑

j=1

n
∑

k=1

∂bij
∂qk

q̇k q̇j +
1

2

n
∑

j=1

n
∑

k=1

(

∂bik
∂qj

−
∂bjk
∂qi

)

q̇k q̇j

• Elementi diC

cij =
n
∑

k=1

cijkq̇k

⋆ simboli di Christoffel del primo tipo

cijk =
1

2

(

∂bij
∂qk

+
∂bik
∂qj

−
∂bjk
∂qi

)

• Propriet̀a notevole

N(q, q̇) = Ḃ(q)− 2C(q, q̇) = −NT (q, q̇)
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• Elementi diC

cij =
1

2

n
∑

k=1

∂bij
∂qk

q̇k +
1

2

n
∑

k=1

(

∂bik
∂qj

−
∂bjk
∂qi

)

q̇k

=
1

2
ḃij +

1

2

n
∑

k=1

(

∂bik
∂qj

−
∂bjk
∂qi

)

q̇k

• Elementi diN

nij = ḃij − 2cij =

n
∑

k=1

(

∂bjk
∂qi

−
∂bik
∂qj

)

q̇k = −nji

⇓

wTN(q, q̇)w = 0 ∀w

⋆ sew = q̇:

q̇TN(q, q̇)q̇ = 0 ∀C
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• Principio di conservazione dell’energia (Hamilton)

1

2

d

dt

(

q̇TB(q)q̇
)

= q̇T
(

τ − Fvq̇ − fs(q̇)− g(q)− JT (q)he

)

1

2

d

dt

(

q̇TB(q)q̇
)

=
1

2
q̇T Ḃ(q)q̇ + q̇TB(q)q̈

=
1

2
q̇T
(

Ḃ(q)− 2C(q, q̇)
)

q̇

+ q̇T
(

τ − Fvq̇ − fs(q̇)− g(q)− JT (q)he

)
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Linearit à nei parametri dinamici

• Insieme braccioi e rotorei+ 1

Ti = Tℓi + Tmi+1

Tℓi =
1

2
mℓiṗ

T
ℓi
ṗℓi +

1

2
ωT

i Iℓiωi

Tmi+1
=

1

2
mmi+1

ṗT
mi+1

ṗmi+1
+

1

2
ωT

mi+1
Imi+1

ωmi+1

⋆ con riferimento al baricentropCi
dell’insieme braccio–

rotore

ṗℓi = ṗCi
+ ωi × rCi,ℓi

ṗmi+1
= ṗCi

+ ωi × rCi,mi+1

rCi,ℓi = pℓi − pCi

rCi,mi+1
= pmi+1

− pCi
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• Braccio

Tℓi =
1

2
mℓiṗ

T
Ci
ṗCi

+ ṗT
Ci
S(ωi)mℓirCi,ℓi

+
1

2
mℓiω

T
i S

T (rCi,ℓi)S(rCi,ℓi)ωi +
1

2
ωT

i Iℓiωi

=
1

2
mℓiṗ

T
Ci
ṗCi

+ ṗT
Ci
S(ωi)mℓirCi,ℓi +

1

2
ωT

i Īℓiωi

⋆ per il teorema di Steiner

Īℓi = Iℓi +mℓiS
T (rCi,ℓi)S(rCi,ℓi)

• Rotore

Tmi+1
=

1

2
mmi+1

ṗT
Ci
ṗCi

+ṗT
Ci
S(ωi)mmi+1

rCi,mi+1
+
1

2
ωT

i Īmi+1
ωi

+ kr,i+1q̇i+1z
T
mi+1

Imi+1
ωi +

1

2
k2r,i+1q̇

2
i+1z

T
mi+1

Imi+1
zmi+1

⋆ per il teorema di Steiner

Īmi+1
= Imi+1

+mmi+1
ST (rCi,mi+1

)S(rCi,mi+1
)



FONDAMENTI DI ROBOTICA Prof. Bruno SICILIANO

• Energia cinetica

Ti =
1

2
miṗ

T
Ci
ṗCi

+
1

2
ωT

i Īiωi + kr,i+1q̇i+1z
T
mi+1

Imi+1
ωi

+
1

2
k2r,i+1q̇

2
i+1z

T
mi+1

Imi+1
zmi+1

⋆ rotore con distribuzione di massa simmetrica intorno al suo
asse di rotazione

Imi
mi

=





Imixx 0 0
0 Imixx 0
0 0 Imizz





⇓

Imi+1
zmi+1

= Rmi+1
Imi+1

mi+1
RT

mi+1
zmi+1

= Imi+1
zmi+1
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• Quantit̀a riferite alle terne solidali ai bracci

Ti =
1

2
miṗ

iT
Ci
ṗi
Ci

+
1

2
ωiT

i Īi
iω

i
i + kr,i+1q̇i+1Imi+1

ziT
mi+1

ωi
i

+
1

2
k2r,i+1q̇

2
i+1Imi+1

=
1

2
miṗ

iT
i ṗi

i + ṗiT
i S(ωi

i)mir
i
i,Ci

+
1

2
ωiT

i Îi
iω

i
i

+ kr,i+1q̇i+1Imi+1
ziT
mi+1

ωi
i +

1

2
k2r,i+1q̇

2
i+1Imi+1

⋆ per il teorema di Steiner

Îi
i = Īi

i +miS
T (ri

i,Ci
)S(ri

i,Ci
)
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• Energia cineticalinearerispetto a:

⋆ massami

⋆ momento primo di inerzia

mir
i
i,Ci

=





miℓCix

miℓCiy

miℓCiz





⋆ tensore di inerzia

Îi
i =







Īixx +mi(ℓ
2
Ciy

+ ℓ2Ciz
) −Īixy −miℓCixℓCiy

∗ Īiyy +mi(ℓ
2
Ciz

+ ℓ2Cix
)

∗ ∗

−Īixz −miℓCixℓCiz

−Īiyz −miℓCiyℓCiz

Īizz +mi(ℓ
2
Cix

+ ℓ2Ciy
)







=







Îixx −Îixy −Îixz

∗ Îiyy Îiyz

∗ ∗ Îizz
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• Energia potenziale

Ui = −mig
iT
0 pi

Ci

= −giT
0 (mip

i
i +mir

i
i,Ci

)

linearerispetto a:

⋆ massami

⋆ momento primo di inerzia

mir
i
i,Ci

=





miℓCix

miℓCiy

miℓCiz
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• Lagrangiana

L =

n
∑

i=1

(βT
T i − βT

Ui)πi

⋆ vettore (11× 1) di parametri dinamici

πi = [mi miℓCix miℓCiy miℓCiz

Îixx Îixy Îixz Îiyy Îiyz Îizz Imi
]
T

• Le operazioni richieste dalle equazioni di Lagrange non
alterano la linearit̀a

ξi =

n
∑

j=1

yT
ijπj

ove

yij =
d

dt

∂βT j

∂q̇i
−

∂βT j

∂qi
+

∂βUj

∂qi
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• Propriet̀a notevole









ξ1
ξ2
...
ξn









=











yT
11 yT

12 . . . yT
1n

0T yT
22 . . . yT

2n

...
...

.. .
...

0T 0T . . . yT
nn





















π1

π2

...

πn











⋆ in forma compatta:

τ = Y (q, q̇, q̈)π
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Manipolatore cartesiano a due bracci

• Motori

⋆ massemmi

⋆ momenti di inerziaImi

⋆ pmi
= pi−1 zmi

= zi−1
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⋆ Jacobiani

J
(ℓ1)
P =





0 0
0 0
1 0



 J
(ℓ2)
P =





0 1
0 0
1 0





J
(m1)
P =





0 0
0 0
0 0



 J
(m2)
P =





0 0
0 0
1 0





J
(m1)
O =





0 0
0 0
kr1 0



 J
(m2)
O =





0 kr2
0 0
0 0





• Matrice di inerzia

B =

[

mℓ1 +mm2
+ k2r1Im1

+mℓ2 0
0 mℓ2 + k2r2Im2

]

• Forze gravitazionali

g1 = (mℓ1 +mm2
+mℓ2)g g2 = 0

• Equazioni del moto

(mℓ1 +mm2
+ k2r1Im1

+mℓ2)d̈1 + (mℓ1 +mm2
+mℓ2)g = f1

(mℓ2 + k2r2Im2
)d̈2 = f2
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Manipolatore planare a due bracci

• Motori

⋆ massemmi

⋆ momenti di inerziaImi

⋆ pmi
= pi−1 zmi

= zi−1
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⋆ Jacobiani

J
(ℓ1)
P =





−ℓ1s1 0
ℓ1c1 0
0 0



 J
(ℓ2)
P =





−a1s1 − ℓ2s12 −ℓ2s12
a1c1 + ℓ2c12 ℓ2c12

0 0





J
(ℓ1)
O =





0 0
0 0
1 0



 J
(ℓ2)
O =





0 0
0 0
1 1





J
(m1)
P =





0 0
0 0
0 0



 J
(m2)
P =





−a1s1 0
a1c1 0
0 0





J
(m1)
O =





0 0
0 0
kr1 0



 J
(m2)
O =





0 0
0 0
1 kr2
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• Matrice di inerzia

B(q) =

[

b11(ϑ2) b12(ϑ2)
b21(ϑ2) b22

]

b11 = Iℓ1 +mℓ1ℓ
2
1 + k2r1Im1

+ Iℓ2 +mℓ2(a
2
1 + ℓ22 + 2a1ℓ2c2)

+ Im2
+mm2

a21

b12 = b21 = Iℓ2 +mℓ2(ℓ
2
2 + a1ℓ2c2) + kr2Im2

b22 = Iℓ2 +mℓ2ℓ
2
2 + k2r2Im2

• Forze centrifughe e di Coriolis

c111 =
1

2

∂b11
∂q1

= 0

c112 = c121 =
1

2

∂b11
∂q2

= −mℓ2a1ℓ2s2 = h

c122 =
∂b12
∂q2

−
1

2

∂b22
∂q1

= h

c211 =
∂b21
∂q1

−
1

2

∂b11
∂q2

= −h

c212 = c221 =
1

2

∂b22
∂q1

= 0

c222 =
1

2

∂b22
∂q2

= 0
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C(q, q̇) =

[

hϑ̇2 h(ϑ̇1 + ϑ̇2)

−hϑ̇1 0

]

⋆ anti-simmetria

N(q, q̇) = Ḃ(q)− 2C(q, q̇)

=

[

2hϑ̇2 hϑ̇2

hϑ̇2 0

]

− 2

[

hϑ̇2 h(ϑ̇1 + ϑ̇2)

−hϑ̇1 0

]

=

[

0 −2hϑ̇1 − hϑ̇2

2hϑ̇1 + hϑ̇2 0

]

• Forze gravitazionali

g1 = (mℓ1ℓ1 +mm2
a1 +mℓ2a1)gc1 +mℓ2ℓ2gc12

g2 = mℓ2ℓ2gc12
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• Equazioni del moto

(

Iℓ1 +mℓ1ℓ
2
1 + k2r1Im1

+ Iℓ2 +mℓ2(a
2
1 + ℓ22 + 2a1ℓ2c2)

+Im2
+mm2

a21
)

ϑ̈1

+
(

Iℓ2 +mℓ2(ℓ
2
2 + a1ℓ2c2) + kr2Im2

)

ϑ̈2

− 2mℓ2a1ℓ2s2ϑ̇1ϑ̇2 −mℓ2a1ℓ2s2ϑ̇
2
2

+ (mℓ1ℓ1 +mm2
a1 +mℓ2a1)gc1 +mℓ2ℓ2gc12 = τ1

(

Iℓ2 +mℓ2ℓ
2
2 + k2r2Im2

)

ϑ̈2 +
(

Iℓ2 +mℓ2(ℓ
2
2 + a1ℓ2c2) + kr2Im2

)

ϑ̈1

+mℓ2a1ℓ2s2ϑ̇
2
1 +mℓ2ℓ2gc12 = τ2
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• Parametrizzazione del modello

π = [π1 π2 π3 π4 π5 π6 π7 π8 ]
T

π1 = m1 = mℓ1 +mm2

π2 = m1ℓC1
= mℓ1(ℓ1 − a1)

π3 = Î1 = Iℓ1 +mℓ1(ℓ1 − a1)
2 + Im2

π4 = Im1

π5 = m2 = mℓ2

π6 = mℓ2ℓC2
= mℓ2(ℓ2 − a2)

π7 = Î2 = Iℓ2 +mℓ2(ℓ2 − a2)
2

π8 = Im2
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Y =

[

y11 y12 y13 y14 y15 y16 y17 y18
y21 y22 y23 y24 y25 y26 y27 y28

]

y11 = a21ϑ̈1 + a1gc1

y12 = 2a1ϑ̈1 + gc1

y13 = ϑ̈1

y14 = k2r1ϑ̈1

y15 = (a21 + 2a1a2c2 + a22)ϑ̈1 + (a1a2c2 + a22)ϑ̈2

− 2a1a2s2ϑ̇1ϑ̇2 − a1a2s2ϑ̇
2
2 + a1gc1 + a2gc12

y16 = (2a1c2 + 2a2)ϑ̈1 + (a1c2 + 2a2)ϑ̈2 − 2a1s2ϑ̇1ϑ̇2

− a1s2ϑ̇
2
2 + gc12

y17 = ϑ̈1 + ϑ̈2

y18 = ϑ̈1 + kr2ϑ̈2

y21 = 0

y22 = 0

y23 = 0

y24 = 0

y25 = (a1a2c2 + a22)ϑ̈1 + a22ϑ̈2 + a1a2s2ϑ̇
2
1 + a2gc12

y26 = (a1c2 + 2a2)ϑ̈1 + 2a2ϑ̈2 + a1s2ϑ̇
2
1 + gc12

y27 = ϑ̈1 + ϑ̈2

y28 = kr2ϑ̈1 + k2r2ϑ̈2.
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Esempio

• Manipolatore planare a due bracci

⋆ a1 = a2 = 1m ℓ1 = ℓ2 = 0.5m
mℓ1 = mℓ2 = 50 kg Iℓ1 = Iℓ2 = 10 kg·m2

⋆ kr1 = kr2 = 100
mm1

= mm2
= 5 kg Im1

= Im2
= 0.01 kg · m2
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Manipolatore a parallelogramma
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⋆ Jacobiani

J
(ℓ1′ )
P =





−ℓ1′s1′ 0 0
ℓ1′c1′ 0 0
0 0 0



 J
(ℓ2′ )
P =





−a1′s1′−ℓ2s1′2′ −ℓ2′s1′2′ 0
a1′c1′+ℓ2′c1′2′ ℓ2c1′2′ 0

0 0 0





J
(ℓ3′ )
P =





−a1′s1′−a2′s1′2′−ℓ3′s1′2′3′ −a2′s1′2′−ℓ3′s1′2′3′ −ℓ3′s1′2′3′
a1′c1′+a2′c1′2′+ℓ3′c1′2′3′ a2′c1′2′+ℓ3′c1′2′3′ ℓ3′c1′2′3′

0 0 0





J
(ℓ1′′ )
P =





−ℓ1′′s1′′
ℓ1′′c1′′

0





J
(ℓ1′ )
O =





0 0 0
0 0 0
1 0 0



 J
(ℓ2′ )
O =





0 0 0
0 0 0
1 1 0



 J
(ℓ3′ )
O =





0 0 0
0 0 0
1 1 1





J
(ℓ1′′ )
O =





0
0
1
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• Matrici di inerzia per i manipolatori virtuali

B′(q′) =





b1′1′(ϑ2′ , ϑ3′) b1′2′(ϑ2′ , ϑ3′) b1′3′(ϑ2′ , ϑ3′)
b2′1′(ϑ2′ , ϑ3′) b2′2′(ϑ3′) b2′3′(ϑ3′)
b3′1′(ϑ2′ , ϑ3′) b3′2′(ϑ3′) b3′3′





b1′1′ = Iℓ1′ +mℓ1′
ℓ21′ + Iℓ2′ +mℓ2′

(a21′ + ℓ22′ + 2a1′ℓ2′c2′) + Iℓ3′

+mℓ3′
(a21′ + a22′ + ℓ23′ + 2a1′a2′c2′ + 2a1′ℓ3′c2′3′ + 2a2′ℓ3′c3′)

b1′2′ = b2′1′ = Iℓ2′ +mℓ2′
(ℓ22′ + a1′ℓ2′c2′) + Iℓ3′

+mℓ3′
(a22′ + ℓ23′ + a1′a2′c2′ + a1′ℓ3′c2′3′ + 2a2′ℓ3′c3′)

b1′3′ = b31 = Iℓ3′ +mℓ3′
(ℓ23′ + a1′ℓ3′c2′3′ + a2′ℓ3′c3′)

b2′2′ = Iℓ2′ +mℓ2′
ℓ22′ + Iℓ3′ +mℓ3′

(a22′ + ℓ23′ + 2a2′ℓ3′c3′)

b2′3′ = Iℓ3′ +mℓ3′
(ℓ23′ + a2′ℓ3′c3′)

b3′3′ = Iℓ3′ +mℓ3′
ℓ23′

b1′′1′′ = Iℓ1′′ +mℓ1′′
ℓ21′′

τi′ =
3′
∑

j′=1′

bi′j′ ϑ̈j′ τ1′′ = b1′1′ ϑ̈1′′
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• Manipolatore a catena chiusa

τa = Baq̈a

Ba =

[

ba11 ba12
ba21 ba22

]

ba11 = Iℓ1′ +mℓ1′
ℓ21′ +mℓ2′

a21′

+ Iℓ3′ +mℓ3′
ℓ23′ +mℓ3′

a21′ − 2a1′mℓ3′
ℓ3′

ba12 = ba21 =
(

a1′mℓ2′
ℓ2′ + a1′′mℓ3′

(a1′ − ℓ3′)
)

cos (ϑ1′′ − ϑ1′)

ba22 = Iℓ1′ +mℓ1′
ℓ21′ + Iℓ2′ +mℓ2′

ℓ22′ +mℓ3′
a21′′ .

⋆ matrice costante e diagonale

mℓ3′
ℓ̄3′

mℓ2′
ℓ2′

=
a1′

a1′′

ba11 = Iℓ1′ +mℓ1′
ℓ21′ +mℓ2′

a21′

(

1 +
ℓ2′ ℓ̄3′

a1′a1′′

)

+ Iℓ3′

ba22 = Iℓ1′ +mℓ1′
ℓ21′ + Iℓ2′ +mℓ2′

ℓ22′

(

1 +
a1′a1′′

ℓ2′ ℓ̄3′

)



FONDAMENTI DI ROBOTICA Prof. Bruno SICILIANO

• Forze gravitazionali

g1′ = (mℓ1′
ℓ1′ +mℓ2′

a1′ +mℓ3′
a1′)gc1′ + (mℓ2′

ℓ2′ +mℓ3′
a2′)gc1′2′

+mℓ3′
ℓ3′gc1′2′3

g2′ = (mℓ2′
ℓ2′ +mℓ3′

a2′)gc1′2′ +mℓ3′
ℓ3′gc1′2′3

g3′ = mℓ3′
ℓ3′gc1′2′3

g1′′ = mℓ1′′
ℓ1′′gc1′′

ga =

[

(mℓ1′
ℓ1′ +mℓ2′

a1′ −mℓ3′
ℓ̄3′)gc1′

(mℓ1′′
ℓ1′′ +mℓ2′

ℓ2′ +mℓ3′
a1′′)gc1′′

]
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IDENTIFICAZIONE DEI PARAMETRI
DINAMICI

• Impiego del modello dinamico per simulazione e controllo

• Stime approssimate dei parametri dinamici

⋆ semplificazioni di modellazione geometrica

⋆ effetti dinamici complessi (attriti, etc.)

• Tecniche di identificazione

⋆ propriet̀a di linearit̀a

τ = Y (q, q̇, q̈)π

• Misure

⋆ q e q̇ dirette (encoder e tachimetri)

⋆ q̈ indirette (filtro ricostruttore)

⋆ τ dirette (sensore di coppia) o indirette (misure di forza o
corrente)
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• N insiemi di misure

τ̄ =







τ (t1)
...

τ (tN )






=







Y (t1)
...

Y (tN )






π = Ȳ π

• Soluzione (a minimi quadrati)

π = (Ȳ T Ȳ )−1Ȳ T τ̄

⋆ Y triangolare =⇒ procedimento iterativo

⋆ se̺(Y ) < p =⇒ Y ⋆

• Parametri

⋆ identificabili

⋆ non identificabili

⋆ identificabili in combinazione lineare

• Carico

⋆ modifica parametri dell’ultimo braccio

• Traiettorie

⋆ di tipo polinomiale (sufficientementericche)

⋆ attenzione alle dinamiche non modellate
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FORMULAZIONE DI NEWTON-EULERO

⋆ bilancio di forze e momenti agenti sul generico braccio

• Equazione diNewton(mototraslazionaledel baricentro)

fi − fi+1 +mig0 = mip̈Ci

• Equazione diEulero(motorotazionale)

µi + fi × ri−1,Ci
− µi+1 − fi+1 × ri,Ci

=
d

dt
(Īiωi + kr,i+1q̇i+1Imi+1

zmi+1
)
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d

dt
(Īiωi) = ṘiĪ

i
iR

T
i ωi +RiĪ

i
iṘ

T
i ωi +RiĪ

i
iR

T
i ω̇i

= S(ωi)RiĪ
i
iR

T
i ωi +RiĪ

i
iR

T
i S

T (ωi)ωi +RiĪ
i
iR

T
i ω̇i

= Īiω̇i + ωi × (Īiωi)

d

dt
(q̇i+1Imi+1

zmi+1
) = q̈i+1Imi+1

zmi+1
+ q̇i+1Imi+1

ωi×zmi+1

⇓

• Equazione di Eulero

µi + fi × ri−1,Ci
− µi+1 − fi+1 × ri,Ci

= Īiω̇i + ωi × (Īiωi)

+ kr,i+1q̈i+1Imi+1
zmi+1

+ kr,i+1q̇i+1Imi+1
ωi × zmi+1

• Forza generalizzata al giunto

τi =

{

fT
i zi−1 + kriImiω̇

T
mi

zmi
per un giuntoprismatico

µT
i zi−1 + kriImiω̇

T
mi

zmi
per un giuntorotoidale
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Accelerazioni di un braccio

ωi =

{

ωi−1 prismatico

ωi−1 + ϑ̇izi−1 rotoidale

ṗi =

{

ṗi−1 + ḋizi−1 + ωi × ri−1,i prismatico

ṗi−1 + ωi × ri−1,i rotoidale

ω̇i =

{

ω̇i−1 prismatico

ω̇i−1 + ϑ̈izi−1 + ϑ̇iωi−1 × zi−1 rotoidale

p̈i =



















p̈i−1 + d̈izi−1 + 2ḋiωi × zi−1 prismatico
+ω̇i × ri−1,i + ωi × (ωi × ri−1,i)

p̈i−1 + ω̇i × ri−1,i

+ωi × (ωi × ri−1,i) rotoidale

p̈Ci
= p̈i + ω̇i × ri,Ci

+ ωi × (ωi × ri,Ci
)

ω̇mi
= ω̇i−1 + kriq̈izmi + kriq̇iωi−1 × zmi
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Algoritmo ricorsivo

• Ricorsionein avantidi velocit̀a e accelerazioni

⋆ condizioni iniziali:ω0, p̈0 − g0, ω̇0

⋆ calcolo diωi, ω̇i, p̈i, p̈Ci
, ω̇mi

• Ricorsioneall’indietro di forze e momenti

⋆ condizioni terminali:h = [fT
n+1 µT

n+1 ]
T

⋆ calcolo di

fi = fi+1 +mip̈Ci

µi = −fi × (ri−1,i + ri,Ci
) + µi+1 + fi+1 × ri,Ci

+ Īiω̇i + ωi × (Īiωi)

+ kr,i+1q̈i+1Imi+1
zmi+1

+ kr,i+1q̇i+1Imi+1
ωi × zmi+1

τi =

{

fT
i zi−1 + kriImiω̇

T
mi

zmi
+ Fviḋi + Fsi sgn (ḋi) prismatico

µT
i zi−1 + kriImiω̇

T
mi

zmi
+ Fviϑ̇i + Fsi sgn (ϑ̇i) rotoidale
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• Conviene riferire tutti i vettori alla terna corrente sul braccioi

⋆ le quantit̀a Īi
i , r

i
i,Ci

, zi−1
mi

sonocostanti

ωi
i =

{

Ri−1
i

Tωi−1
i−1 prismatico

Ri−1
i

T (ωi−1
i−1 + ϑ̇iz0) rotoidale

(7.107)

ω̇i
i =

{

Ri−1
i

T ω̇i−1
i−1 prismatico

Ri−1
i

T (ω̇i−1
i−1 + ϑ̈iz0 + ϑ̇iω

i−1
i−1 × z0) rotoidale

(7.108)

p̈i
i =























Ri−1
i

T (p̈i−1
i−1 + d̈iz0) + 2ḋiω

i
i ×Ri−1

i
Tz0

+ω̇i
i × ri

i−1,i + ωi
i × (ωi

i × ri
i−1,i) prismatico

Ri−1
i

T p̈i−1
i−1 + ω̇i

i × ri
i−1,i

+ωi
i × (ωi

i × ri
i−1,i) rotoidale

(7.109)

p̈i
Ci

= p̈i
i + ω̇i

i × ri
i,Ci

+ ωi
i × (ωi

i × ri
i,Ci

) (7.110)

ω̇i−1
mi

= ω̇i−1
i−1 + kriq̈iz

i−1
mi

+ kriq̇iω
i−1
i−1 × zi−1

mi
(7.111)

f i
i =Ri

i+1f
i+1
i+1 +mip̈

i
Ci

(7.112)

µi
i =−f i

i × (ri
i−1,i+ri

i,Ci
) +Ri

i+1µ
i+1
i+1 (7.113)

+Ri
i+1f

i+1
i+1 × ri

i,Ci
+ Īi

i ω̇
i
i + ωi

i × (Īi
iω

i
i)

+ kr,i+1q̈i+1Imi+1
zi
mi+1

+ kr,i+1q̇i+1Imi+1
ωi

i × zi
mi+1

τi =



















f i
i
TRi−1

i
Tz0 + kriImi

ω̇i−1
mi

Tzi−1
mi

+Fviḋi + Fsi sgn (ḋi) prismatico

µi
i
TRi−1

i
Tz0 + kriImi

ω̇i−1
mi

Tzi−1
mi

+Fviϑ̇i + Fsi sgn (ϑ̇i) rotoidale

(7.114)
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• Struttura computazionale
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Manipolatore planare a due bracci

• Condizioni iniziali

p̈0
0 − g0

0 =





0
g
0



 ω0
0 = ω̇0

0 = 0

• Condizioni terminali

f3
3 = 0 µ3

3 = 0

• Quantit̀a riferite alla terna corrente

r1
1,C1

=





ℓC1

0
0



 r1
0,1 =





a1
0
0





r2
2,C2

=





ℓC2

0
0



 r2
1,2 =





a2
0
0





z1
m1

= z1
0 = z1

m2
= z2

m2
= z2

1 =





0
0
1





⋆ matrici di rotazione

Ri−1
i =





ci −si 0
si ci 0
0 0 1



 i = 1, 2 R2
3 = I
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• Ricorsione in avanti: braccio1

ω1
1 =







0

0

ϑ̇1







ω̇1
1 =







0

0

ϑ̈1







p̈1
1 =







−a1ϑ̇
2
1 + gs1

a1ϑ̈1 + gc1

0







p̈1
C1

=







−(ℓC1
+ a1)ϑ̇

2
1 + gs1

(ℓC1
+ a1)ϑ̈1 + gc1

0







ω̇0
m1

=







0

0

kr1ϑ̈1
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• Ricorsione in avanti: braccio2

ω2
2 =







0

0

ϑ̇1 + ϑ̇2







ω̇2
2 =







0

0

ϑ̈1 + ϑ̈2







p̈2
2 =







a1s2ϑ̈1 − a1c2ϑ̇
2
1 − a2(ϑ̇1 + ϑ̇2)

2 + gs12

a1c2ϑ̈1 + a2(ϑ̈1 + ϑ̈2) + a1s2ϑ̇
2
1 + gc12

0







p̈2
C2

=







a1s2ϑ̈1 − a1c2ϑ̇
2
1 − (ℓC2

+ a2)(ϑ̇1 + ϑ̇2)
2 + gs12

a1c2ϑ̈1 + (ℓC2
+ a2)(ϑ̈1 + ϑ̈2) + a1s2ϑ̇

2
1 + gc12

0







ω̇1
m2

=







0

0

ϑ̈1 + kr2ϑ̈2
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• Ricorsione all’indietro: braccio2

f2
2 = m2p̈

2
C2

µ2
2 =















∗

∗

Ī2zz(ϑ̈1 + ϑ̈2) +m2(ℓC2
+ a2)

2(ϑ̈1 + ϑ̈2)

+m2a1(ℓC2
+ a2)c2ϑ̈1

+m2a1(ℓC2
+ a2)s2ϑ̇

2
1 +m2(ℓC2

+ a2)gc12















τ2 =
(

Ī2zz +m2

(

(ℓC2
+ a2)

2 + a1(ℓC2
+ a2)c2

)

+ kr2Im2

)

ϑ̈1

+
(

Ī2zz +m2(ℓC2
+ a2)

2 + k2r2Im2

)

ϑ̈2

+m2a1(ℓC2
+ a2)s2ϑ̇

2
1 +m2(ℓC2

+ a2)gc12
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• Ricorsione all’indietro: braccio1

f1
1 =















−m2(ℓC2
+ a2)s2(ϑ̈1 + ϑ̈2)−m1(ℓC1

+ a1)ϑ̇
2
1 −m2a1ϑ̇

2
1

−m2(ℓC2
+ a2)c2(ϑ̇1 + ϑ̇2)

2 + (m1 +m2)gs1

m1(ℓC1
+ a1)ϑ̈1 +m2a1ϑ̈1 +m2(ℓC2

+ a2)c2(ϑ̈1 + ϑ̈2)

−m2(ℓC2
+ a2)s2(ϑ̇1 + ϑ̇2)

2 + (m1 +m2)gc1

0















µ1
1 =

























∗

∗

Ī1zzϑ̈1 +m2a
2
1ϑ̈1 +m1(ℓC1

+ a1)
2ϑ̈1 +m2a1(ℓC2

+ a2)c2ϑ̈1

+Ī2zz(ϑ̈1 + ϑ̈2) +m2a1(ℓC2
+ a2)c2(ϑ̈1 + ϑ̈2)

+m2(ℓC2
+ a2)

2(ϑ̈1 + ϑ̈2) + kr2Im2
ϑ̈2

+m2a1(ℓC2
+ a2)s2ϑ̇

2
1 −m2a1(ℓC2

+ a2)s2(ϑ̇1 + ϑ̇2)
2

+m1(ℓC1
+ a1)gc1 +m2a1gc1 +m2(ℓC2

+ a2)gc12

























τ1 =
(

Ī1zz +m1(ℓC1
+ a1)

2 + k2r1Im1
+ Ī2zz

+m2

(

a21 + (ℓC2
+ a2)

2 + 2a1(ℓC2
+ a2)c2

)

)

ϑ̈1

+
(

Ī2zz +m2

(

(ℓC2
+ a2)

2 + a1(ℓC2
+ a2)c2

)

+ kr2Im2

)

ϑ̈2

− 2m2a1(ℓC2
+ a2)s2ϑ̇1ϑ̇2 −m2a1(ℓC2

+ a2)s2ϑ̇
2
2

+
(

m1(ℓC1
+ a1) +m2a1

)

gc1 +m2(ℓC2
+ a2)gc12
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• Equivalenza col modello di Lagrange

⋆ parametri di bracci e rotori

m1 = mℓ1 +mm2

m1ℓC1
= mℓ1(ℓ1 − a1)

Ī1zz +m1ℓ
2
C1

= Î1 = Iℓ1 +mℓ1(ℓ1 − a1)
2 + Im2

m2 = mℓ2

m2ℓC2
= mℓ2(ℓ2 − a2)

Ī2zz +m2ℓ
2
C2

= Î2 = Iℓ2 +mℓ2(ℓ2 − a2)
2
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DINAMICA DIRETTA E DINAMICA INVERSA

• Formulazione diLagrange

⋆ èsistematicae di facile comprensione

⋆ fornisce le equazioni del moto in unaforma analitica
compattache evidenzia la matrice di inerzia, la matrice a
fattore delle forze centrifughe e di Coriolis e il vettore delle
forze gravitazionali (utile ai fini dellasintesi del controllo)

⋆ è efficace se si vogliono portare in conto effetti meccanici
più complessi quali ad esempio le deformazioni elastiche
dei bracci

• Formulazione diNewton-Eulero

⋆ è intrinsecamente un metodoricorsivoche risulta efficiente
da un punto di vista computazionale
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• Dinamicadiretta

⋆ noteq(t0), q̇(t0), τ (t) (e he(t)), determinarëq(t), q̇(t),
q(t) pert > t0

⋆ utile in simulazione

• Dinamicainversa

⋆ noteq̈(t), q̇(t), q(t) (ehe(t)), determinareτ (t)

⋆ utile per la pianificazione e il controllo

• Per un manipolatore adn giunti, il numero di operazioni per il
calcolo della dinamicàe:

⋆ O(n2) per ladinamica diretta

⋆ O(n) per ladinamica inversa
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• Dinamica diretta con Lagrange

q̈ = B−1(q)(τ − τ ′)

τ ′(q, q̇) = C(q, q̇)q̇ + Fvq̇ + fs(q̇) + g(q) + JT (q)he

⋆ noteq(tk), q̇(tk), τ (tk), si calcoläq(tk)

⋆ si integra numericamente con passo∆t: q̇(tk+1), q(tk+1)

• Dinamica diretta con Newton-Eulero

⋆ noteq, q̇, si calcola:

τ ′ comeτ perq̈ = 0

colonnabi diB comeτ perg0 = 0, q̇ = 0, q̈i = 1 e q̈j = 0
perj 6= i

⋆ notaτ , si calcolaq̈ e si integra numericamente
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MODELLO DINAMICO NELLO SPAZIO
OPERATIVO

• Ridondanza

⋆ coordinate generalizzate (moti interni?)

• Singolarit̀a

• Modello nello spazio dei giunti

q̈ = −B−1(q)C(q, q̇)q̇−B−1(q)g(q)+B−1(q)JT (q)(γ−he)

• Cinematica differenziale del secondo ordine

ẍe = JA(q)q̈ + J̇A(q, q̇)q̇

= −JAB
−1Cq̇ − JAB

−1g + J̇Aq̇ + JAB
−1JT

A (γA − hA)
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• Trasformazioni

BA = (JAB
−1JT

A )−1

CAẋe = BAJAB
−1Cq̇ −BAJ̇Aq̇

gA = BAJAB
−1g

⋆ manipolatore non ridondante

BA = J−T
A BJ−1

A

CAẋe = J−T
A Cq̇ −BAJ̇Aq̇

gA = J−T
A g

• Equazioni del moto

BA(xe)ẍe +CA(xe, ẋe)ẋe + gA(xe) = γA − hA
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• Dinamica diretta

⋆ noteτ (t) (ehe(t)), determinarëxe(t), ẋe(t), xe(t)

• Soluzione

⋆ dinamica diretta ai giunti

⋆ cinematica diretta

• Dinamica inversa

⋆ notexe(t), ẋe(t), ẍe(t) (ehe(t)), determinareτ (t)

• Soluzione (ridondanza a livello cinematico)

⋆ cinematica inversa

⋆ dinamica inversa ai giunti

• Soluzione (ridondanza a livello dinamico)

⋆ modello dinamico nello spazio operativo

⋆ coppie con gestione di moti interni
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• Dinamica inversa

γA − hA = BA(xe)ẍe +CA(xe, ẋe)ẋe + gA(xe)

= BA(ẍe − J̇Aq̇) +BAJAB
−1Cq̇ +BAJAB

−1g

= BAJAq̈ +BAJAB
−1Cq̇ +BAJAB

−1g

⋆ JT
A : pseudo-inversa destra pesata secondoB−1 di

J̄T
A (q) = BA(q)JA(q)B

−1(q)

⇓

γA − hA = J̄T
A (Bq̈ +Cq̇ + g)

= J̄T
A (τ − JT

AhA)

τ = JT
A (q)γA +

(

I − JT
A (q)J̄T

A (q)
)

τ0
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ELLISSOIDE DI MANIPOLABILIT À
DINAMICA

• Sfera nello spazio dei giunti

τT τ = 1

⋆ modello dinamico coṅq = 0, h = 0

B(q)q̈ + g(q) = τ

⋆ accelerazioni ai giunti (̇q = 0)

v̇e = J(q)q̈

⇓

τ = B(q)J†(q)v̇e + g(q)

• Ellissoide nello spazio operativo

(

B(q)J†(q)v̇e + g(q)
)T (

B(q)J†(q)v̇e + g(q)
)

= 1
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BJ†v̇e + g = B(J†v̇e +B−1g)

= B(J†v̇e +B−1g + J†JB−1g − J†JB−1g)

= B
(

J†v̇e + J†JB−1g + (I − J†J)B−1g
)

= BJ†(v̇e + JB−1g)

⇓

(v̇e + JB−1g)TJ†TBTBJ†(v̇e + JB−1g) = 1

−0.5 0 0.5 1
−0.5

0

0.5

1

JB  g−1

[m]

[m
]

 

⋆ manipolatore non ridondante

(v̇e + JB−1g)TJ−TBTBJ−1(v̇e + JB−1g) = 1
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SCALATURA DINAMICA DI TRAIETTORIE

⋆ vincoli dinamici (coppie troppo elevate)

τ (t) = B(q(t))q̈(t) +C(q(t), q̇(t))q̇(t) + g(q(t))

= B(q(t))q̈(t) + Γ (q(t))[q̇(t)q̇(t)] + g(q(t))

= τs(t) + g(q(t))

C(q, q̇)q̇ = Γ (q)[q̇q̇]

[q̇q̇] = [ q̇21 q̇1q̇2 . . . q̇n−1q̇n q̇2n ]
T
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⋆ scalatura temporaler(t): r(0) = 0 r(tf ) = t̄f

q(t) = q̄(r(t))

q̇ = ṙq̄′(r)

q̈ = ṙ2q̄′′(r) + r̈q̄′(r)

⇓

τ = ṙ2
(

B(q̄(r))q̄′′(r) + Γ (q̄(r))[q̄′(r)q̄′(r)]
)

+ r̈B(q̄(r))q̄′(r)

+ g(q̄(r))

= τs(t) + g(q̄(r))

τ̄s(r) = B(q̄(r))q̄′′(r) + Γ (q̄(r))[q̄′(r)q̄′(r)]

⇓

τs(t) = ṙ2τ̄s(r) + r̈B(q̄(r))q̄′(r)

⋆ scelta semplicer(t) = ct

τs(t) = c2τ̄s(ct)

giuntoqi in corrispondenza della violazione maggiore

|τs|
|τ̄i − g(qi)|

= c2


